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Numerik partieller Differentialgleichungen II

Blatt 1

Aufgabe 1. Auf dem Einheitsquadrat Ω := (0, 1)2 betrachte wir die Randwertaufgabe

−∆u− 25u = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω .

(a) Geben Sie eine schwache Formulierung an.

(b) Es ist bekannt (woher?), dass
∫

Ω
|∇v|2 dx ≥ 2π2

∫
Ω
|v|2 dx für v ∈ H1,2

0 (Ω), wobei für v =
sin(πx) · sin(πy) sogar die Gleichheit gilt. Schließen Sie daraus, dass die Bilinearform zu dem
gegebenen Problem nicht H1,2

0 (Ω)-elliptisch ist.

(c) Zeigen Sie, dass es ein β > 0 gibt, so dass gilt

β‖v‖1,2 ≤ sup
w∈H1,2

0 (Ω)\{0}

a(v, w)
‖w‖1,2

für alle v ∈ H1,2
0 (Ω) .

Was folgt daraus für die eindeutige Lösbarkeit der Randwertaufgabe?

Aufgabe 2. Es sei V ein Hilbertraum und a : V × V → R eine stetige Bilinearform sowie
A : V → V ∗ der Operator mit 〈A(w), v〉 := a(w, v) für v, w ∈ V . Wir definieren rg(A) := {A(v) |
v ∈ V }. Zudem seien Vi ⊂ V für i ∈ N Teilräume mit dimVi < ∞ sowie Ai : Vi → V ∗i mit
〈Ai(·), v〉 := a(·, v) für v ∈ Vi, und es gelte:

(i) Es gibt ein ε > 0, so dass inf
u∈Vi, ‖u‖=1

sup
v∈Vi, ‖v‖=1

|a(u, v)| = ε für alle i ∈ N.

(ii) lim
i→∞

inf
w∈Vi

‖v − w‖ = 0 für alle v ∈ V .

Zeigen Sie:

(a) Für alle i ∈ N existiert A−1
i ∈ L(V ∗i , Vi).

(b) Mit der Stetigkeitskonstante ν0 > 0 gilt ‖u−A−1
i (`)‖ ≤ (1 + ν0/ε) inf

w∈Vi

‖u−w‖ für alle ` ∈

rg(A) und für alle u ∈ A−1(`).

(c) Für alle ` ∈ rg(A) existiert genau ein u ∈ V , so dass A(u) = ` ist, und es gilt lim
i→∞

‖u−ui‖ = 0.

(d) rg(A) ist abgeschlossen in V ∗ und rg(A) = V ∗.

Geben Sie ein Beispiel für V und die Teilräume Vi an, so dass (ii) erfüllt ist.



Aufgabe 3.
Betrachtet wird die eindimensionale Randwertaufgabe

−u′′ = g, u(0) = u(1) = 0.

Es sei uh die Lösung des diskreten Problems unter Verwendung von linearen Finiten Elemente. Den
Basisfunktionen seien die Knoten xi zugeordnet. Ferner seien y2i+1 := (xi +xi+1)/2 und y2i := xi.
Mit den zu yi gehörenden Basisfunktionen ψi sei

η2 :=
2m∑
i=0

ηi, ηi := sup
v∈H1

0 (0,1)

(u− uh, ψv)1

|ψiv|1
,

mit (v, w)1 := (v′, w′)0 und |v|1 := (v, v)1/2
1 . Zeigen Sie:

(a) Es gibt ein C > 0, so dass |u− uh|1,2 ≤ Cη.

(b) Es sei z die Lösung der lokalen Randwertaufgabe

−z′′ = g, z(yi−1) = uh(yi−1), z(yi) = uh(yi) .

Dann ist
η2

i =
∫ yi

yi−1

((z − uh)′)2 dx.

Was ist aus praktischer Sicht zu tun, um aus (b) einen berechenbaren a posteriori Fehlerschätzer
herzuleiten?
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