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Aufgabe 1. Diskutieren Sie die Äquivalenz der parabolischen Anfangs-Randwertaufgabe

ut −∆u = f in Ω× I,
u(x, 0) = u0(x) für alle x ∈ Ω,
u(·, t) = 0 auf ∂Ω× I

zu der Formulierung: für beliebige in der Zeit stetige Testfunktionen gilt
m∑
µ=1

∫
Iµ

(∂tu, ϕ) + (∇u,∇ϕ) dt+ ([u]µ−1, ϕ(µ−1)+) = (ϕm+, χ) +
∫
I

(f, ϕ) dt .

Aufgabe 2. Betrachten Sie für die Wärmeleitungsgleichung das ”duale Problem“

−zt −∆z = ψ in Ω× I,
z(x, tm) = χ(x) für alle x ∈ Ω,
z(·, t) = 0 auf ∂Ω× I.

a) Leiten Sie aus der semi-variationellen Formulierung und der Vorschrift zm+ = χ für die An-
fangswerte her, dass für beliebige in der Zeit stetige Testfunktionen ϕ gilt

m∑
µ=1

∫
Iµ

(∂tϕ, z) + (∇ϕ,∇z) dt+ ([ϕ]µ−1, z(µ−1)+) = (ϕm+, χ) +
∫

[0,tm]

(ϕ,ψ) dt .

b) Es sei u eine Lösung des Anfangs- Randwertproblems für die Wärmeleitungsgleichung und Uh
eine Approximation daran. Zeigen Sie die allgemeine Fehleridentität für eh := Uh − u

(em+
h , χ) +

∫
[0,tm]

(eh, ψ) dt =
m∑
µ=1

∫
Iµ

(∂teh, z− zh) + (∇eh,∇(z− zh)) dt+ ([eh]µ−1, (z− zh)(µ−1)+) ,

wobei zh(·, t) ∈ Vh eine beliebige Approximation an die duale Lösung z sei.
Hinweis: Leiten Sie die Galerkin-Orthogonalität für den Fehler eh her.

Aufgabe 3. Betrachten Sie das Anfangs- Randwertproblem für die Wellengleichung

utt −∆u = 0 in Ω× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = v0(x) für alle x ∈ Ω,

u(·, t) = 0 auf ∂Ω× (0, T ).

a) Zeigen Sie die Energieerhaltung ‖∂tu‖2 + ‖∇u‖2 = ‖v0‖2 + ‖∇u0‖2.
b) Die Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahren ergibt(

um − um−1, ψ
)
− 1

2km
(
vm − vm−1, ψ

)
= 0(

vm − vm−1, ϕ
)
− 1

2km
(
∇(um − um−1),∇ϕ

)
= 0

Zeigen Sie, dass auch nach dieser Diskretisierung die Energieerhaltung weiterhin gilt, d. h.

‖vm‖2 + ‖∇um‖2 = ‖v0‖2 + ‖∇u0‖2 .
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