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Optimierungsproblem
Das Problem

min c;’-x—i—c;-y
sodak Axx + Ay < b (MIP)
x el

A= (A A)) € Q™™ ¢ = (cx,cy) €R”, beRT
zulassige Menge LP: M (b) := {(x,y) €e R" |Axx + A,y < b}
zulissige Menge MIP: G (b) := {(x,y) € Z° x R"* |[A,x + Ayy < b}

Optimalwertfunktion: ¢ (b, ¢) := min {CXTX + cyTy I(x,y) € G (b)}

Optimalmengenfkt.: ¢ (b, c) := {(X,y) € G (b) ‘CT (x,y) = ¢ (b, c)}
Rezessionskegel: M (0) = {(x,y) e R"|[Axx+ Ay <0}

zuldssige Parametermenge LP: B := {b € R™|M (b) # 0}
zul3ssige Parametermenge MIP: B :={b € R™ |G (b) # 0}



Ubersicht

Ubersicht

@ Stabilitat
Qualitative Stabilitat

Quantitative Stabilitat

@® Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs
Rein-ganzzahlige lineare Programme
MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Gemischt-ganzzahlige lineare Programme



Stabilitat

Gliederung

@ Stabilitat



Stabilitat Literaturiibersicht
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Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stabilitat der zuldssigen Menge eines LPs

y SN AXX + Ayy S b

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)

Es existiert eine stetige Abbildung C : B :;NR” , wobei C (b) kompakte,
konvexe Polyeder sind, so daP fiir alle b € B:

M (b) = M (0) + C (b).

Korollar: M : B = R”" ist stetig.




Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stabilitdt der zuldssigen Menge eines MIPs

y O\ Ax+Ay<b
A\ N X €L




Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stabilitdt der zuldssigen Menge eines MIPs

y Ny Ax+Ay<b
AN x €L

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)

Es existiert eine oberhalbstetige kompaktwertige Abbildung K : B = R”,
so dak fiir alle b € B:

G (b) = G (0) + K (b).

Def.: I : A = R” oberhalbstetig in A%, wenn Ve > 0 3§ > 0:
VA € Us (A%): T(X) C U: (T (A)).



Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stetigkeit der zuldssigen Menge eines MIPs

Fiir b% € B sei

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)
Sei b° € B fixiert. Die Einschrinkung von G (b) auf B*(bP) ist stetig.




Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stetigkeit der zuldssigen Menge eines MIPs

Fiir b% € B sei

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)
Sei b° € B fixiert. Die Einschrinkung von G (b) auf B*(bP) ist stetig.

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)

Fiir b° € B mit Pry G (bo) + 7° existiert ein 9° € B und eine endliche
Menge Q C Z° \ Pr, G (b°), so dak

B* (%) = (0 + T)\ [) (Aex + T)

x€Q

wobei T :={9 e R"|dy e R"°: 9 > A,y }.




Stabilitat Qualitative Stabilitat

Stetigkeit der Optimalwert- und Lésungsmengefunktion

Fiir b% € B sei

B* (b") = {beB

X

PrG (b) =PrG (5°) }.

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)

@ (b, ¢) ist unterhalbstetig fiir (b,c) mit b € B und ¢ (b, c) > —oc.

Theorem (Bank, Guddat, Klatte, Kummer, Tammer 1982)

Sei b% € B. (b, c) und 1 (b, c) sind stetig bzw. oberhalbstetig fiir
be B* (b°) und c € —M (0)".

M (0)” ist der polare Kegel zu M (0).



Stabilitat Quantitative Stabilitat

Quasi-Lipschitzstetigkeit der zuldssigen Menge

Definition (quasi-Lipschitz)

I : A = R" ist quasi-Lipschitz auf A, wenn Konstanten p und 7 existieren,

so da8
d(F(A),F (X)) <p|A=XN|+7 VAN EeA

d () ist der Hausdorff-Abstand d (C, D) :=inf {e¢|C C U.D,D C U.C}.

Theorem (Bank, Mandel 1988)

Es existiert eine kompaktwertige quasi-Lipschitz Funktion K* : B = R”",
so daR fiir alle b € B

G (b) = G (0) + K* (b).

A\

Theorem (Blair, Jeroslow 1977; Bank, Mandel 1988)

G (b) ist quasi-Lipschitz auf B.




Stabilitat Quantitative Stabilitat

Quasi-Lipschitzstetigkeit bei fester Zielfunktion

Sei ¢ € —M (0)P fixiert.
Theorem (Bank, Mandel 1988)

Es existiert eine kompaktwertige quasi-Lipschitz Funktion K:B=R" so
dak fiir alle b € B

Theorem (Blair, Jeroslow 1977; Bank, Mandel 1988)
¥ (b, ¢) und ¢ (b, c) sind quasi-Lipschitz auf B.




Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester Zielfunktion

Sei ¢ € —M (0)P fixiert.

mincXTx—i-cyTy = min ¢/ x + ® (b — Ax)
sodafl Axx +Ayy <b sodak x € Pr G (b)

wobei
®(b) := min {cyTy )Ayy < 7)}

Es existieren endlich viele Matrizen D; (bestimmt durch Ay ), so dal8

®(b) = max C};’—D;B Vb : —o0 < d(b) < o0

®(b) ist Lipschitzstetig mit Konstante |c,| L, wobei L nur von A, abhangt



Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester Zielfunktion

Sei ¢ € —M (0)P fixiert.

mincXTx—i-cyTy = min ¢/ x + ® (b — Ax)
sodafl Axx +Ayy <b sodak x € Pr G (b)

o ®(b) Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante |c,| L

e ¢ (-, ¢) ist das Minimum abzahlbar vieler stetiger, stiickweise linearer
Funktionen

Theorem (Schultz 1996)

Sei b € B. Dann ist ¢ (-, c) Lipschitzstetig auf B* (b) mit Konstante
L|cy|, wobei L nicht von b (bzw. B* (b)) oder ¢ abhéngt.




Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester rechter Seite

Sei b € B fixiert.

y
min ¢’ (x,y)

sodak (x,y) € G (b)

oy

= minc’ (x,y)
X sodals (x,y) € conv G (b)




Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester rechter Seite

Sei b € B fixiert.

y
min ¢’ (x,y)

sodak (x,y) € G (b)

oy

= minc’ (x,y)
X sodals (x,y) € conv G (b)

Theorem (Bank, Mandel 1988)

conv G (b) = M (0) + conv K (b) ist ein konvexer Polyeder fiir b € Q™.

Sei b € B fixiert. ¢ (b,-) ist Lipschitzstetig auf —M (0)®.




Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester rechter Seite und beschrankten

ganzzahligen Variablen

Sei b € B fixiert.

min CXTx—i-cyTy = mXin e x + ®(cy, b— Avx)
sodals Axx +Ayy < b sodal x € Pr G (b)
0<x<Xx, xe€Z°® 0<x<Xx, xe€Z°

wobei ®(cy, b) := min {c};ry ‘Ayy < B} .



Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bei fester rechter Seite und beschrankten

ganzzahligen Variablen

Sei b € B fixiert.

min CXTx—i-cyTy = mXin e x + ®(cy, b— Avx)
sodals Axx +Ayy < b sodal x € Pr G (b)
0<x<Xx, xe€Z°® 0<x<Xx, xe€Z°

wobei ®(cy, b) := min {c};ry ‘Ayy < B} .
c,c’ € =M (0)"; (x,y) € ¥ (b, c) mit y Basislosung fiir (cy, b — Axx)
% (b, c’) —¢@(b,c) < (c)’( — cX)Tx + C)',Ty — cyTy,

und |y| < L[b— Axx| < L([b] + [Ax] [X])-

D.h. ¢ +— ¢ (b, c) ist Lipschitzstetig mit Konstante Ly |b| + Lp |X|.



Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bzgl. Zielfunktion und rechter Seite?

Seien b€ B, b’ € B*(b), ¢,c’ € —M (0)".
Wir wissen:

\so(bm)—%@(b”f-")\ﬁl —p(bie)[+ e (Hic) ¢ (6.
Ib b+ L2 (b) [c =

| /\

e Li(c) <|c,|L, wobei L nur von A, abhangt.

e Falls x beschrinkt ist, so ist Lp (b') < Lo 1 |b| + L2 |X], wobei L3
und L nur von A abhangen.



Stabilitat Quantitative Stabilitat

Lipschitzstetigkeit bzgl. Zielfunktion und rechter Seite?

Seien b€ B, b’ € B*(b), ¢,c’ € —M (0)".
Wir wissen:

\so(bm)—%@(b”f-")\ﬁl —p(bie)[+ e (Hic) ¢ (6.
Ib b+ L2 (b) [c =

| /\

e Li(c) <|c,|L, wobei L nur von A, abhangt.

e Falls x beschrinkt ist, so ist Lp (b') < Lo 1 |b| + L2 |X], wobei L3
und L nur von A abhangen.

Frage

Ist @ (b, ¢) Lipschitzstetig in beiden Argumenten gemeinsam?
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@® Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Literaturiibersicht

Literaturibersicht
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Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Literaturiibersicht
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Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Rein-ganzzahlige lineare Programme

Rein-ganzzahlige lineare Programme

min ¢’ x

sodakt Ax < b (IP)
xeZ"

Theorem (Wolsey 1981; Cook, Gerards, Schrijver, Tardos 1986)

Habe A nur ganzzahlige Eintrage. Es existiert eine Matrix D, so dak fiir
Jjeden Vektor b € B ein Vektor d,, existiert mit

conv G (b) =conv{x € Z"|[Ax < b} ={x e R"|Dx < dp}.

D hat ganzzahlige Eintrige mit Absolutwert héchstens n®" A (A)",
A (A) := max{|det Q| |Q quadratische Submatrix von A}

Zeilenvon D = {yTA ‘yTA ez, y >0,

yTAHOO < n?"A (A)n}



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Rein-ganzzahlige lineare Programme

Ubertragung auf MIPs ?

Theorem (Cook, Gerards, Schrijver, Tardos 1986)

Habe A nur ganzzahlige Eintrage. Es existiert eine Matrix D = (D, D),
so dak fiir jeden ganzzahligen Vektor b € B ein Vektor d,, existiert mit

conv G (b) = {(x,y) e R"|Dyx+ Dyy < dp}.

D hat ganzzahlige Eintrage mit Absolutwert < n?"A (A,)*" A (A)".

Beispiel: y

x,y >0 x+y<l1 y<a« X el

conv G (@) hat x+(1/a)y <1 als Seite, a € (0, 1).



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Disjunctive Programming

min ¢ x + cyTy
sodak A,x + Ay < b (MIP")
x,y >0
x<Xx, xe€Z’

Sei {d"|he Q} :={x€Z|0<x<x} mit Q endlich.
Disjunctive Programming Formulierung von (MIP’):
min ¢, x + CyTy
Ax+Ay<b

sodaf \/ x,y >0
e | x =d"



MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs

Lifting

Ax+Ay <b

min cXTx—i—cyTy so dafs \/ x,y >0
he@ | x=d"

Theorem (Balas 1974)
Fiir b € B und c € —M (0) ist

p(bc) = min Y ¢lgi+c/¢
heQ
s.d. Al + AE) — beh <0 he@ (LMIP)
>0 he@
eh_dhel =0 he@

> g =1

heQ




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Beziehungen zwischen Ecken der Polyeder

minc;’—x—{—c};ry min ZCJ&Q—FCJE;’
he@
Ax+Ay <b s.d. AxferAyg;’_bfgSO he@
s.d.\/ x,y >0 thO,fg—dhéé’:O he @
_ Ah
heQ\ x=d Zhnggzl

-~

My, F

Theorem (Balas 1974)
be B, ce—M(0)P. (MIP’) und (LMIP) &quivalent in folgendem Sinn:
@ (x,y) € vertconv G (b) = Tk € Q: £ € vertF wobei K = (x,y,1)
und " =0, he @\ {k}
@ LcvertF = ke Q: &8 =1, 7k =0, (k&) € vertM
© (x,y) Losung v. (MIP’) < £ definiert wie in (1) ist Lésung v. (LMIP)J




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Lift and Project Cuts

min c;rx + C};ry
sodak A,xx + A,y < b (0-1 MIP)

X,y 20

x €{0,1}°
Sei x <1 in A(x,y) < b enthalten.
Wiahle ein k € {1,...,s} und betrachte das Disjunctive Program

min ¢, x + cyTy
Ax+Ay<b Ax+Ay<b

so dafb x,y >0 Ve x,y>0
x <0 x> 1



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs MIPs mit beschrankten ganzzahligen Variablen

Lift and Project Cuts

minc;rx—l—cj;ry ke{l,... s}
Ax+Ay<b Ax+Ay<b
sodalt ¢ x,y >0 V¢ x,y>0
xx <0 xx>1

Ein Lift and Project Cut o™ (x,y) > (3 ist gegeben durch Basisldsung von

a+uTA+uoek20 B+uTb:O
a+viA—voe >0 B+vib—vy=0
u,ug,v,vg >0 uT1+uo+vT1+v0:1

Pr :={(x,y) € P|(x,y) erfiillt alle Lift and Project Cuts bzgl. x4 }

Theorem (Balas 1974)

M(b)il,iz,...,i, = conv{(x,y) € M(b) ’Xih € {07 1} ) h = 17 0o oy r}-
M (b), . s = conv G (b).




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

min ¢ x + c};’-y
sodak Axx +Ayy = b (MIP™)
x,y >0
x € Z°

e BC{1l,...,n} Basisvon A, N={1,...,n} \ B
Z:(X,y) S G(b) = ZB :Aglb—AglANZN

o Sei i€ {1,...,5} N B fixiert. 3 (i,j)-te Eintrag von Az'Ay, b i-te
Eintrag von Ag'b. fo = f(b) mit f (a) := a — |a]

zi €L = Zéij:ﬂ)+k fiireink € Z
JjeN



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

e BC{1,...,n} Basisvon A, N={1,...,n}\ B
z=(x,y) € G(b) = zg = Aglb — Azl Anzy
e Sei i€ {1,...,s} N B fixiert. 3; (i,j)-te Eintrag von Ag'Ay, b i-te
Eintrag von Aglb. fo :=f (b) mit f (a) :=a — |a]

z €L = Zéjzj-:fo—i-k fireink € Z
JE
>0 <0




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

e BC{1,...,n} Basisvon A, N={1,...,n}\ B
ZI(X,y) S G(b) = ZB IAglb—AglANZN

e Sei i€ {1,...,s} N B fixiert. 3; (i,j)-te Eintrag von Ag'Ay, b i-te
Eintrag von Ag'b. fo :=f (b) mit f (@) :==a — |a]

zi €7 = Zéij:fb—i-k fireink € Z

JEN
M
k>0, > 3z>h k< -1, o Y Fz>f
JeN:3;20 1- JEN:3;<0




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

e BC{1,...,n} Basisvon A, N={1,...,n}\ B
Z:(X,y) S G(b) = ZB IAglb—AglANZN

e Sei i€ {1,...,s} N B fixiert. 3; (i,j)-te Eintrag von Ag'Ay, b i-te
Eintrag von Ag'b. fo :=f (b) mit f (@) :==a — |a]

zi €7 = Zéij:fb—i-k fireink € Z

JEN
M
k>0, > 3z>h k< -1, o Y Fz>f
JeN:3;20 1- JEN:3;<0




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

Z 5j2j—% Z éijZfO

JEN:3;>0 JEN:3;<0

Sei f; := f (3j). “Strengthening” liefert Gomory’s Mixed-Integer Cut:

fo - fo
dfnt— > U=fz+ Y Fz- D, 135>k
J<s 0 J<s j>s j>s 0
fi<fo fi>fo JEN:3;>0 JEN:3;<0

Theorem (Gomory 1960)
Falls c"z € 7 fiir alle z € G (b), so &t sich (MIP”) in endlich-vielen

Schritten durch Hinzufiigen dieser Cuts Ibsen.




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Gomory’s Mixed-Integer Cuts

Z 5j2j—% Z éijZfO

JEN:3;>0 JEN:3;<0
Sei f; := f (3j). “Strengthening” liefert Gomory’s Mixed-Integer Cut:
fo . fo
dfnt— > A=fz+ Y Fz— >, [ paE=h

J<s 0 J<s j>s j>s

fi<fo fi>fo JEN:3;>0 JEN:3;<0

Theorem (Gomory 1960)

Falls c"z € 7 fiir alle z € G (b), so &t sich (MIP”) in endlich-vielen
Schritten durch Hinzufiigen dieser Cuts Ibsen.

Theorem (Balas 2003)
Gomory's Mixed-Integer cuts und Lift and Project Cuts sind dquivalent
fir 0-1 MIPs. )




Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Mixed-Integer Rounding Cuts

min c;’-x+c);ry
sodak Axx + A,y < b
x,y >0
xeZ®

@ Die Ungleichungen

u ( Xx+Ayy)<u b, ueRT,
sind zuIaSS|g fir G (b)
1

® Seien (7ri) X+ (,u ) M, i=1,2, zulissig. Dann ist auch

y <
2 . 1 T g1 _
LT[' 7l x—i—mm (u ,,u) y—=XA) < [A— ]

mit fo = f ()\ — )\1) =X -\l - L)\2 — )\lJ zul3ssig.



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Mixed-Integer Rounding Cuts

@ Die Ungleichungen
uT (Axx + Ayy) < u'b, ueRT,

sind zuIaSS|g fir G (b)

® Seien (7ri) X+ (u’) y <M, i=1,2, zulissig. Dann ist auch

UTQ — 7T1 X+

1—fo( X+min(u1,u2)Ty—A1)SP\z—MJ

mit fo = f ()\2 — )\1) =X -\l - p\2 — )\IJ zul3ssig.

Theorem (Nemhauser, Wolsey 1990)

Sei G (b) = {(x,y) € {0,1}°* x R °|Axx + Ayy < b,x <1} # 0. Jede
zuldssige Ungleichung fiir G (b) ist gleich oder wird dominiert von einem
Mixed-Integer Rounding Cut.

Bemerkung: Theorem ist falsch fiir beschrankte ganzzahlige Variablen.



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Split and Round

Definition (Split Cut)

wlx + va < t heit Split Cut vom
Polyeder P, wenn du € Z°, t € Z:

T T . e . " \L
w'x+v'y <tist zulassig fir

y<2

{(X,y) € P|uTx§ t}

und {(x,y)eP’uTx2t+1}

Split Abschluss von P := {(x,y) € R"|(x,y) erfiillt alle Split Cuts von P}



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Split and Round

Definition (Split Cut)

wlx + va < t heit Split Cut vom
Polyeder P, wenn du € Z°, t € Z:

T T . e . " \L
w'x+v'y <tist zulassig fir

{(X,y) € P’uTxg t}

und {(x,y)eP’uTth—i—l}

Split Abschluss von P := {(x,y) € R"|(x,y) erfiillt alle Split Cuts von P}
Theorem (Cook, Kannan, Schrijver 1990)

Der Split Abschluss eines rationalen Polyeders P ist wieder ein Polyeder.

Aber: Iteratives Bilden des Split Abschlusses, ausgehend von M (b), liefert
i.a. nicht conv G (b).



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Split and Round

Seien A und b ganzzahlig. Sei w'x + vy < § mit (w,v) € Z" zulissig
fir P = {(x,y)|Axx + A,y < b}. Dann ist

wix+vTy < [6]a(a,) (1)

zuliissig fiir P 1 (Z5 x R1=5). [6], = max{g ’p €Z,qc {1, A},2 < 5}

Round Abschluss von P:= alle (x,y), die Ungleichungen wie (1) erfiillen.



Die konvexe Hiille der zuldssigen Menge eines MIPs Gemischt-ganzzahlige lineare Programme

Split and Round

Seien A und b ganzzahlig. Sei w'x + vy < § mit (w,v) € Z" zulissig
fir P = {(x,y)|Axx + A,y < b}. Dann ist

wix+vTy <[8]aca,) (1)
zuliissig fiir P 1 (Z5 x R1=5). [6], = max{g ’p €Z,qc {1, A},2 < 5}

Round Abschluss von P:= alle (x,y), die Ungleichungen wie (1) erfiillen.
SPLIT(P) := Round Abschluss vom Split Abschluss von P

Theorem (Cook, Kannan, Schrijver 1990)

SPLIT(P) ist wieder ein Polyeder. Es existiert ein k, so dak

conv G (b) = SPLIT* (M (b)).
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Superadditive Funktionen

Definition (superadditiv, nichtfallend, Richtungsableitung)
Eine Funktion F : D C R™ — R heillt superadditiv auf D, wenn

F(d1) + F(d2) < F(d1 + d) Vdi,do,d1 + dp € D.

F heilt nichtfallend auf D, wenn F (di) < F (d2) Vdi,dr € D, di < db.
Die obere Richtungsableitung von F in Null in Richtung d ist

F (d) := limsup F(od)
SN0+ 0

[ :={F :R™ — R |F superadditiv, nichtfallend, F (0) = 0, F existiert }
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Cuts mittels superadditiver Funktionen

min c;’-x—i—c;-y
sodak A,xx + A,y < b
x,y >0
x €7’

Theorem (Blair, Jeroslow 1979)

Fiir F €T st
S n—s
Z F (Axei) xi + Z F(Ayei)yi < F(b)
i=1 i=1

eine zuldssige Ungleichung fiir G (b).
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Cuts mittels superadditiver Funktionen

Theorem (Blair, Jeroslow 1979)
Sei F € T. Eine zulissige Ungleichung fiir G (b) ist

S F(Ace)xi+ S F (Ayer) i < F (b). 2)
i=1 =1

Theorem (Nemhauser, Wolsey 1990)

Betrachte G (b) = {(x,y) € {0,1}°* x R "°|Axx + Ayy < b} # 0. Jede
zuldssige Ungleichung ist gleich oder wird dominiert von einer
Ungleichung (2) fiir ein F € T.

Dieses Theorem gilt auch fiir beschrankte MIPs (Jeroslow 1979) und
unbeschriankte MIPs mit rationalen Koeffizientenmatrizen (Blair 1978).
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Dualitat
(P) I‘L‘II}[] o x + cyTy (D) max F (b)
sodall Axx +Ayy =b sodafl F(Axe,-)gc)z—e,- 1<i<s
x,y >0 I:_(Aye,-)gcyTe,- 1<i<n-s
x € Z’® Ferl

Theorem (Jeroslow 1979)
Fiir jedes Paar von zuldssigen Punkten (x,y) von (P) und F von (D) gilt

CXTx+cyTy2F(b).

Die Optimalwerte von (P) und (D) sind gleich.
Die Optimalwertfunktion o (b) (c fixiert) ist zuldssig und optimal fiir (D).
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Zusammenfassung

o Cook, Gerards, Schrijver: 3 Matrix D: conv G (b) = {z|Dz < d } fiir
A, b ganzzahlig oder rein-ganzzahlige Programme.

e Disjunctive Programming: conv G (b) mittels Lifting und Projektion
fiir beschrankte ganzzahlige Variablen.

e Lift and Project Cuts: conv G (b) durch sequentielles Lifting fiir 0-1
MIPs

e Gomory's Mixed-Integer Cuts: endlicher Algorithmus zum Ldsen von
MIP, falls Zielfunktion ganzzahlig auf G (b)

e Mixed-Integer Rounding Cuts: Jede zuldssige Ungleichung eines 0-1
MIPs wird dominiert durch einen MIR Cut.

e Split and Round Cuts: Darstellung von conv G (b) fiir A, b ganzzahlig
durch endlich viele Split-and-Round Schritte.

e Superadditive Funktionen: Jede zuldssige Ungleichung fiir G (b) 138t
sich mittels einer superadditiven nichtfallenden Funktion darstellen.
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