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Vorwort

Dieses Skript dient als begleitendes Lehrmaterial fiir den 3-semestrigen Grundkurs Analy-
sis im Pflichtbereich des Bachelorstudienganges ”Mathematik” fiir die Studienanfianger des
Wintersemesters 2011/12. Es soll Thnen nicht den Gang in die Bibliothek ersetzen. Gehen
Sie bei Gelegenheit dort hin und blattern Sie in den vielen dort stehenden Lehrbiichern
zum Grundkurs Analysis. Sie werden dann selbst feststellen, welches dieser Biicher Th-
nen am besten gefillt und Thnen am meisten hilft. Dieses Skript enthéalt den Stoff des
Grundkurses Analysis, so wie ich ihn in den néchsten drei Semestern lesen werde und soll
Thnen die Nacharbeit der Vorlesung erleichtern. Es soll Sie auf keinen Fall davon abhalten,
wéhrend der Vorlesung mitzuschreiben. Erfahrungsgemaf ist das Mitschreiben einer Vor-
lesung (auch dann, wenn man ab einer bestimmten Stelle nicht mehr alles oder nichts mehr
versteht) etwas, das vielen von Thnen am Anfang schwer fillt. Es ist aber eine Fahigkeit,
die Sie fiir Thr Studium bendétigen und lernen miissen.

Mathematik lernt man nur, wenn man sich selbst mit ihr beschéftigt. Es reicht also nicht,
sich in die Vorlesung zu setzen. Die wenigsten von Thnen werden nach den 90 Minuten
rausgehen und alles verstanden haben. Das ist vollig normal. Arbeiten Sie die Vorlesung
zu Hause an Hand Threr Mitschriften nach und versuchen Sie, die nicht verstandenen
Stellen zu kliren. Wenn IThnen das allein nicht gelingt, nutzen Sie die Ubung, eines der
Tutorien und die Sprechstunden dazu. Auch die Diskussion mit Thren Kommilitonen iiber
den Vorlesungsstoff kann hilfreich sein. Den sicheren Umgang mit dem gelernten Stoff
erwerben Sie nur durch das Losen der Ubungsaufgaben, die Sie jede Woche bekommen.
Die Aufgaben sind nicht nur ein Selbsttest oder ein listiges Ubel, um den Ubungsschein
zu bekommen — sie sind das entscheidende Mittel, mit dem Sie zunehmend Routine im

Umgang mit Mathematik bekommen.

Mochte man verstehen, 'was in der Welt vorgeht” und dies genauer analysieren, so stellt
man schnell fest, dafl man dazu die funktionalen Abhangigkeiten von Ursachen und Wir-
kungen geeignet modellieren muf3. Die Analysis beschaftigt sich mit der Frage, wie man
das Anderungsverhalten von Funktionen verstehen, beschreiben und beherrschen kann. Sie
stellt Begriffe bereit, mit denen man die Anderung einer Funktion ’im Kleinen’ (also bei

geringen Anderungen ihrer unabhéingigen Variablen) erfassen kann und untersucht, wann
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und auf welche Weise man aus diesen Eigenschaften ’im Kleinen’ globale Eigenschaften
der Funktion bestimmen kann. Das wichtigste und unverzichtbare Hilfsmittel fiir solche
Untersuchungen ist der Begriff des Grenzwertes. Man mufl exakt formulieren konnen, was
es in dem jeweils benutzten Modell bedeutet, dafi man sich an einen Punkt ’annéhert’.

Ich beginne deshalb den Grundkurs Analysis mit dem Studium einer Klasse von Radumen,
in denen man einen solchen Grenzwertbegriff formulieren kann, mit den metrischen Raum-
en. Anschliefend werden verschiedene Klassen von Funktionen zwischen allgemeinen und
speziellen metrischen Raumen behandelt, insbesondere die stetigen, die differenzierba-
ren und die integrierbaren Funktionen. Als Anwendung der grundlegenden Eigenschaften
verschiedener Funktionenklassen werden wir die Losungstheorie gewohnlicher Differenti-

algleichungen, die Mafltheorie und die Analysis auf Untermannigfaltigkeiten behandeln.

Im Einzelnen werden wir in den drei Semestern der Vorlesung folgende Schwerpunkte
behandeln:

1. Konvergenz und Stetigkeit
- Reelle und komplexe Zahlen
- Metrische Rdume und ihre topologischen Eigenschaften
- Folgen und Reihen, Potenzreihen, elementare Funktionen
- Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen
2. Differential-und Integralrechnung einer und mehrerer reeller Variablen
- Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Variablen
- Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen (Riemann-Integral)
- Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen
- Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen
(Lebesgue-Integral als Teil der Mafitheorie)
3. Gewohnlichen Differentialgleichungen
- Elementare Losungsverfahren
- Allgemeine Aussagen iiber Differentialgleichungsprobleme (Existenz, Eindeutigkeit,
Fortsetzbarkeit, Stabilitdt von Losungen)
- Lineare Differentialgleichungssysteme im R"
4. Maf- und Integrationstheorie
- o0-Algebren und Mafle (insbesondere Lebesgue-Mafl im R™)
- Der Integralbegriff iiber allgemeinen Mafiraumen
- Grenzwertsatze
- Satz von Fubini
- Transformationsformel fiir Lebesgue-Integrale
5. Differential- und Integralrechnung fiir Untermannigfaltigkeiten des R”
- Untermannigfaltigkeiten des R™
- Vektorfelder und Differentialformen
- Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

- Der Satz von Stokes und die klassischen Integralsatze
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Einige Lehrbiicher zum Analysis-Grundkurs

e H. Amann, J. Escher: Analysis I, II und III, Birkhaduser-Verlag

e M. Barner, F. Flohr: Analysis I und II, de Gruyter-Verlag

e Th. Brocker: Analysis I, II und III, Wissenschaftsverlag Mannheim

e J. Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis, Deutscher Verlag der Wissenschaften
K. Endl, W. Luh: Analysis I, IT und III, Aula-Verlag Wiesbaden

e O. Forster: Analysis 1, 2 und 3, Vieweg-Verlag

e H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 1 und 2, Teubner-Verlag Stuttgart
St. Hildebrandt: Analysis 1 und 2, Springer-Verlag

K. Konigsberger: Analysis 1 und 2, Springer-Verlag

e W. Rudin: Analysis, Oldenburg Verlag 2009

o W. Walter: Analysis 1 und 2, Springer-Verlag

und viele andere mehr .. .. Sie finden in diesen Biichern viele interessante Beispiele und An-
wendungen, historische Kommentare und weiterfiihrende Kapitel, die wir aus Zeitgriinden
in der Vorlesung nicht behandeln konnen. Es lohnt sich deshalb, in diese Biicher hinein-

zuschauen.

Haufig benutzte Bezeichnungen und Abkiirzungen

e fiir alle
o es existiert
I es existiert genau ein
O genau dann, wenn
e e daraus folgt
I e e ist definiert als
T L e ist definiert durch
T E M o x ist Element der Menge M
P leere Menge (Menge, die kein Element enthélt)
ACM . o A ist Teilmenge von M, d.h.x € A=z M
OBdA .. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit

A und B seien Mengen.
AUB :={x |z € A oder x € B} heifit die Vereinigung von A und B.

ANB:={x |z € Aund x € B} heifit der Durchschnitt von A und B.
Falls AN B = 0, heiflen A und B disjunkt;

AU B bezeichnet die Vereinigung zweier disjunkter Mengen A und B. Man sagt dazu dann

disjunkte Vereinigung von A und B.

A\ B ={z |z € Aund z ¢ B} heifit Differenzmenge.

Ax B={(z,y) | v € Aund y € B} heifit das Produkt von A und B.
Fiir eine endliche Menge A bezeichnet A die Anzahl ihrer Elemente.
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Reelle und komplexe Zahlen

Wir gehen davon aus, dafl der Aufbau der Zahlbereiche bis zu den reellen Zahlen be-
kannt ist. Man findet dies zum Beispiel in dem Buch von J. Kramer: Zahlen fiir Finsteiger
(Vieweg-Verlag, 2006).

Wir benutzen in dieser Vorlesung die folgenden Bezeichnungen fiir die Zahlbereiche:

N Menge aller natiirlichen Zahlen: 1,2,3, ...
N Nu {0}
/P Menge aller ganzen Zahlen: 0, +1, +2,...
Qe Menge aller rationalen Zahlen: {™ [ m € Z, n € N}
QF e Menge der positiven rationalen Zahlen: {g € Q | ¢ > 0}
R o Menge der reellen Zahlen
R\Q .o Menge der irrationalen Zahlen
C o Menge der komplexen Zahlen

Offensichtlich gilt: NC Z C Q C R.
Die Zahlbereiche werden bekanntlich aus folgendem Grund erweitert:

N C Z: Die Subtraktion ist durch die Erweiterung immer ausfiihrbar. Seien a,b € N. Die

Gleichung « + a = b ist in Z immer l6sbar, aber nicht in N.

7Z C Q: Die Division ist durch die Erweiterung immer ausfiihrbar. Seien a,b € Z, a # 0.

Die Gleichung « - a = b ist in Q immer 16sbar, aber nicht in Z.

Q C R: Die Erweiterung ist notig, damit Wurzeln positiver Zahlen existieren. Sei ¢ € QT

n € N. Die Gleichung =" = ¢ ist in R immer 16sbar, aber nicht in Q.

Im Abschnitt 1.1. werden wir zunéchst ein wichtiges und oft benutztes Beweisprinzip wie-
derholen und an Beispielen demonstrieren: das der vollstandigen Induktion. Im Abschnitt
1.2. fassen wir die grundlegenden, die Menge der reellen Zahlen charakterisierenden Ei-
genschaften (ihre Axziome) zusammen und leiten wesentliche, aus den Axiomen folgende
Eigenschaften her. Der Abschnitt 1.3. enthélt die Definition und die grundlegenden Eigen-
schaften der komplexen Zahlen. In Abschnitt 1.4. betrachten wir die Vektorrdume R™ und

C™ und definieren den Abstand von Vektoren in diesen Vektorraumen.
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1.1 Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Die natiirlichen Zahlen werden durch auf Peano zuriickgehende Axiome (die Peano-
Axiome) eingefithrt. Aus diesen Axiomen folgt die Induktionseigenschaft fiir die natiirli-

chen Zahlen, die folgendes besagt:

Ist M C Ny eine Teilmenge der (um Null ergénzten) natiirlichen Zahlen, die die folgenden
beiden Eigenschaften erfillt:

(1) no €M,
(2) Ist n € M fiir eine Zahl n > ng, so ist auch (n+ 1) € M.

Dann gilt fiir diese Menge: {n € Ny |n >no} C M.

Als Umformulierung dieser Induktionseigenschaft erhalten wir das Beweisprinzip der

vollstandigen Induktion.

Beweisprinzip der vollstaindigen Induktion

Sei ng € Ng eine fizierte natirliche Zahl.
Fir jede Zahl n € Ng mit n > ng sei eine Aussage A(n) gegeben.

Wir setzen voraus, dass die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(1) A(ng) ist richtig (Induktionsanfang).
(2) Falls A(n) richtig ist fir eine Zahl n > ng, so ist auch A(n + 1) richtig.
(Induktionsschritt).

Dann ist die Aussage A(n) fur alle Zahlen n € Ng mit n > ng richtig.

Um einzusehen, dass das Prinzip der vollstandigen Induktion aus der Induktionseigenschaft

der natiirlichen Zahlen folgt, setzen wir
M :={n € Ny | Aussage A(n) ist richtig}.

Dann gilt:

e ng € M (nach Induktionsanfang).
o Ist n € M fiir eine Zahl n > ng, so ist (n + 1) € M (nach Induktionsschritt).
Aus der Induktionseigenschaft der natiirlichen Zahlen folgt nun, dass A(n) fir alle n > ng

richtig ist.

Eine typisches Anwendungsfeld fiir das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion sind

Summenformeln. Wir demonstrieren dies an einem Beispiel:

Satz 1.1 Flir jede natiirliche Zahl n € N gilt

n(n—i—l)'

5 (Aussage A(n))

n
Y ji=1424..4n =
j=1
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Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstandige Induktion.
. . - e _1(141)
Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist richtig, denn 1 = =5—.
Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Aussage A(n) fiir eine natiirliche Zahl n
richtig ist (Induktionsvoraussetzung) und behaupten, dass dann auch die Aussage A(n+1)

richtig ist (Induktionsbehauptung).

Induktionsbeweis:
n+1 n
. An) n(n+1
S = (20) ey W MY
j=1 j=1
B n  (n+1)(n+2)
_(”+1)<2+1)_ 2 '

O

Als weitere Anwendungen beweisen wir einige Eigenschaften der Fakultat einer natiirlichen

Zahl und der Binimialkoeffizienten.

Definition 1.1. Sei n € N. Die Zahl

n

heifst n—Fakultdt. Des Weiteren setzen wir 0! :=1 .

Satz 1.2 Die Anzahl a,, aller Anordnungen von n verschiedenen Objekten ist n!.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: Fir n =1 gilt a; = 1 und 1! = 1, also ist a; = 1.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir eine natiirliche Zahl n € N gelte a,, = n!.
Induktionsbehauptung: Es gilt ap4+1 = (n+ 1)

Induktionsbeweis: Wir betrachten (n + 1) Objekte O, ...,Op4+1. Die moglichen Anord-
nungen dieser Objekte kann man in (n+1) Klassen K; mit j € {1,...,n+1} unterteilen:

K sei die Menge derjenigen Anordnungen, in denen O; als erstes Element steht, das heif3t

Kj = {(Oj,Oil,...,Oin) ’ {il,ig,...,in}:{1,...,n+1}\{j}}.

Zj sei die Anzahl der Elemente in K. Folglich ist Z; gleich der Anzahl der Anordnungen
der n Objekte O1,...,0;-1,0j41,...,0,41. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber die
Anzahl der Anordnungen von n Objekten gleich a, = n!. Also gilt

n+1 n+1 n+1

(i1 :ZZ]- :Zan:Zn!: (n+1)-nl=Mm+1).
j=1 j=1 j=1
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Definition 1.2. Sei x € R und k € N. Die Zahl

<Z>:m-@—1f@Fﬂg.“(m—@—1»

heift Binomialkoeffizient. (Sprich: “x iber k7). Fir k =0 setzt man (j) := 1.

Satz 1.3 Es seienn € N,k € Ng und x € R. Dann gilt:

a) () =0, fallsk>n.

b) (Z) = #lk)' = (nﬁk), falls 0 < k < n.

o) () + () = ()

Beweis. Ist k > n, so tritt im Zahler von (2) die Zahl 0 als Faktor auf. Folglich ist
() =0. Fiir k = 0 und k = n ist b) offensichtlich erfiillt. Fiir 0 < k < n gilt:

il M- (n— k)
~mom = (le)

Fiir £ = 0 ist ¢) offensichtlich erfiillt. Fir & > 0 gilt:

G)+<:r> p(@-1) (k1) e (@1 (k)

<n> :n-(n—l)'..m(n—(k—l)) n-m=1-...-(n—(k=1)-(n—k)-...-2-1

k)T \k+1 Kl (k+1)!
Cz-(z—1)- (= (k—1)) x—k
- i '(1+k+1>
ktlda—k a4l
:x~(x—1)-...-((x+1)—k)'(x—i—l)
k! k+1

@A) (@) =D (@) =2) (1) — k)
(k+1)!

B x+1
C\k+1)

Satz 1.4 Seien k und n natirliche Zahlen und sei 1 < k < n. Es bezeichne c} die An-
zahl aller k-elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge. Dann gilt cj = (Z) .

Insbesondere ist (Z) eN.

Beweis. Der Beweis von Satz 1.4 erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Es gilt ¢} =1 = G), denn aus einer einelementigen Menge kann nur ein

Element ausgewahlt werden.
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Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Es gelte ¢ = (}) fiir alle k € {1,...,n}.
Induktionsbehauptung: ¢} ' = (nzl) fir alle k € {1,...,n+1}.

Induktionsbeweis: Bei der Auswahl einer einelementigen Teilmenge aus einer (n + 1)—

elementigen Menge hat man (n + 1) verschiedene Moglichkeiten. Es gilt somit:

1
c’f“zn%—lz (n_l‘_ )

Betrachtet man die Anzahl aller (n+1)-elementigen Teilmengen einer (n+1)-elementigen

1 n+1
ah=1= (n—i—l)'

Es geniigt also, die Behauptung fiir k € {2,--- ,n} zu zeigen. Betrachten wir eine Menge

Menge, so gilt offensichtlich

M ={FEi, -, E,t1} mit (n+1) Elementen. Dann zerfallen die k—elementigen Teilmengen

von M in zwei disjunkte Klassen:

Ky : alle Teilmengen, die E, 1 nicht enthalten, und
Ky : alle Teilmengen, die E, 1 enthalten.

Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse K| ist gleich der Anzahl der k-
elementigen Teilmengen von {Ei,---,E,}, also entsprechend der Induktionsvorausset-
zung gleich ¢} = (Z) Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse K ist gleich
der Anzahl der (k — 1)—elementigen Teilmengen von {Ej,--- , E,}, also nach Induktions-

voraussetzung gleich ¢! | = (kfl) Folglich gilt nach Satz 1.3

W <Z> i <kn1> - <n_]:1>

1.2 Die reellen Zahlen

Im Folgenden setzen wir voraus, dass die reellen Zahlen existieren und dass sie dem Leser
bereits bekannt sind. Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, noch einmal die grundle-
genden, die reellen Zahlen eindeutig charakterisierenden Eigenschaften (ihre sogenannten
“Axiome”) zusammenzustellen und daraus wichtige Rechenregeln abzuleiten. Diese grund-

legenden Eigenschaften sind

e die Korperaxiome,
e die Anordnungsaxiome und

e das Vollstandigkeitsaxiom.

Wir werden in dieser Vorlesung nicht darauf eingehen, ob iiberhaupt eine Menge existiert,
die die obigen drei Axiome erfiillt, und wie und woraus man sie ggf. konstruieren kann. Wir
werden auch nicht untersuchen, ob eine Menge, die die obigen Axiome erfiillt, eindeutig

bestimmt ist. Flur diese Fragen verweisen wir auf eines der Biicher



1 Reelle und komplexe Zahlen

J. Kramer: Zahlen fiir Einsteiger, Vieweg-Verlag, 2006
H.-D. Ebinghaus: Zahlen, Grundwissen Mathematik, Springer, 2. Aufl. 1988
A. Oberschelp: Aufbau des Zahlensystems, Vandenhoeck & Ruprecht, Goéttingen 1976.

1.2.1 Die Ko6rpereigenschaften von R

Man kann reelle Zahlen addieren und multiplizieren:

(r,y)) ERxRr—ax+yeR Addition,
(r,y) ERxRr—2xz-yeR Multiplikation.

Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften K1 - K9 (Rechenregeln):

Addition:
Kl: x4+y=y+2 Vz,yeR (Kommutativgesetz der Addition)
K2 (z+y)+z=2+W+2) Vz,y,z €R (Assoziativgesetz der Addition)
K3: 0+z=2 VzeR (Existenz eines neutralen Elementes)
K4: Zu jedem z € R gibt es ein y € R mit « +y = 0. y heifit das Negative von z und wird
mit y =: —z bezeichnet. (Existenz des negativen Elements)
Multiplikation:
Ks: z-y=y-x Vz,y €R (Kommutativgesetz der Multiplikation)
K6: (x-y)-z=2-(y-2) Vazyz€eR (Assoziativgesetz der Multiplikation)
Kr: lrz=z-1=2 VzeR (Existenz eines neutralen Elementes)
K8: Zu jedem x € R, x # 0 existiert ein z € R mit x - z = 1. z heifit das inverse Element
zu z und wird mit z =: % bezeichnet. (Ezistenz des inversen Elementes)
K9 (z+y) z=z-24+y-z2 VryzeR (Distributivgesetz).

Aus diesen neun grundlegenden Eigenschaften lassen sich die weiteren Rechenregeln fiir

die

reellen Zahlen ableiten. Beweisen Sie zur Ubung, dass z.B. die folgenden Eigenschaften

allein aus K1 - K9 folgen:

Die neutralen Elemente der Addition und der Multiplikation sind eindeutig bestimmt.
Das Negative und das Inverse von x € R sind eindeutig bestimmt.

0-x=0 fir jedes x € R.

Die Gleichung a+x = b, a,b € R, hat genau eine Losung, ndmlich x = b+ (—a) =: b—a.
(b — a heiBt Differenz von b und a).

Die Gleichung a -z = b, a,b € R, a # 0, hat genau eine Losung, ndmlich x = b-
(g heifit der Quotient von b und a).

Fiir reelle Zahlen a, b, ¢, d mit b # 0 und d # 0 gilt:

1 _.b
a

a-c a
—m und g

a-d+c-b

Lc
d b-d

Sl S
Ul o
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Definition 1.3. Fine Menge K mit mindestens zwei Elementen, auf der zwei Operationen

+ und -
+ : KxK— K i KxK— K

(,y) — x4y (,y) —z -y
mit den Eigenschaften K1 bis K9 gegeben sind, heifit Korper'.

Wir schreiben den Koérper K mit seinen beiden Operationen + und - oft in der Form
[K,+,-]. Der Begriff des Korpers ist ein zentraler algebraischer Begriff und wird in der
Algebra-Vorlesung ausfiihrlich behandelt.

Korperaxiom der reellen Zahlen

’ [R,+, -] ist ein Korper. ‘

[Q, +, -] ist ebenfalls ein Korper, wéhrend [Z, +, - | kein Korper ist (zum Beispiel besitzt
2 kein multiplikativ inverses Element in Z). Ein Korper mit zwei Elementen ist durch
K := {0,1} und die Operationen 0 +0:=0,04+1=14+0:=1,1+1:=0,0-0:= 0,
0-1=1-0:=0und 1-1:=1 gegeben.

Die Rechenregeln, die man aus den Eigenschaften K1-K9 herleiten kann, gelten in jedem
Korper. Man braucht sie nur einmal zu beweisen. Dies ist der Vorteil dieses abstrakten

Konzeptes.

Bezeichnungen: Fiir n reelle Zahlen xq,--- ,x, werden die Summe und das Produkt

folgendermaflen abgekiirzt:

Klammern sind wegen K2 und K6

[Mai=a1-22-... 2, nicht notig.

Fiir zwei Teilmengen A, B C R sei

A+B:={a+blac A, beB} C R
A-B:={a-blac A, beB} C R
—A:={-alac A} CR.

1.2.2 Die Anordnungseigenschaften von R

AuBler [R,+, -] gibt es noch viele andere Korper. Die Korperaxiome K1-K9 reichen also
nicht aus, um R eindeutig zu beschreiben. Auf dem Korper der reellen Zahlen kann man

im Gegensatz zu einigen anderen Korpern zusétzlich eine Anordnung einfithren.

! Wobei in K1 - K9 natiirlich R durch K zu ersetzen ist, und in K3 und K7 die Existenz eines solchen

neutralen Elementes gefordert wird.
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Anordnungseigenschaften von R

Der Korper der reellen Zahlen [R,+,-| enthélt eine Teilmenge von ”positiven” reellen

Zahlen R™ mit folgenden Eigenschaften:

A1l: Fiir jede reelle Zahl z gilt entweder z = 0 oder € RT oder x € —R™T,
das heifit R ist die disjunkte Vereinigung

R=-R" U {0} URT.
A2: Ist z,y e R, sogilt z+y € RT und x -y € RT.

Definition 1.4. Fin Kérper [K, 4+, -], in dem eine Teilmenge “positiver Elemente”
K+ C K ezistiert, so dass Al und A2 gelten, heifit angeordneter Kiorper?.

Anordnungsaxiom der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen [R,+ , - | sind ein angeordneter Korper. ‘

Mittels der Eigenschaften A1 und A2 kann man Elemente von R vergleichen.
Definition 1.5. Man sagt “x ist kleiner gleich y” und schreibt x < vy, falls y—x €
R U {0}.

Aus den Anordnungseigenschaften A1l und A2 erhélt man die folgenden Eigenschaften der
Relation <:

O1: Firalle z,y € R gilt <y oder y < .

02: Flirallex e Rgilt <=z Reflexivitdt
0O3: Ausz<yundy <z folgt z =1y Antisymmetrie
O4: Ausz <yundy < zfolgt x <z Transitivitat

Aus Al und A2 folgen auflerdem folgende Monotonieeigenschaften von < :
M1: Aus z <y folgt 4+ 2 <y+z firalle z € R.
M2: Aus x <y folgt -2z<y-z firalle 2 € RT,

Bezeichnung;:

e Gilt z <y und x # y, so schreibt man auch x <y
(sprich: “z kleiner als y”).
o x>y y<z bzw. x>y y<uzx.
Mittels der Ordnungsrelation kénnen wir Intervalle definieren:

Fir a <b, a,b € R, sei

b ={reR|a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall)
b):={zeR|a<z<b} (halboffenes Intervall)
(a,b] :={z €eR|a<x<b} (halboffenes Intervall)

(a,b):={zeR|a<z<b} (offenes Intervall)

ER)

2 Wobei hier in Al und A2 natiirlich R durch K und R* durch KT zu ersetzen ist.
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Des Weiteren seien

[a,00) :={x €R|a <z}

)
(a,00) :={r eR|a <z}
)

Sei I eines der Intervalle [a,b], (a,b), [a,b), oder (a,b]. Dann heifit die Zahl L(I) :=b —a
Lange des Intervalls 1.

Definition 1.6. Unter dem Betrag einer reellen Zahl x € R versteht man die Zahl

2] xz fallsxz >0
€T =
—x falls z < 0.

Ist I ein Intervall der Lange L, so gilt fir x,y € I : |z —y| < L.

Satz 1.5 Fiir den Betrag einer reellen Zahl gelten folgende Eigenschaften:

(1) |z|>0 VzeR, |z|=0 < z=0.

(2) lz-yl=lz[- |yl Va,yeR

(3) |z+y|l <lz|+ |yl (Dreiecksungleichung)
(4) lxl =yl < |z +yl.

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition des Betrages |- | .

Zum Beweis von (3) benutzen wir die Monotonieeigenschaften. Wegen x < |z| und —z <
|z| bzw. y <|y| und —y < |y| folgt nach Addition dieser Gleichungen z+y < |z| + |y|
und —(z +vy) < |z|+ |y| und folglich |z + y| <|z|+ |y .

Zum Beweis von (4) benutzen wir die Dreiecksungleichung und |z| = | — z|:

lz| =|(z +y) —yl < |z +y[+]y], unddaher |z|— |y| <[z +yl,
lyl =[x +y) — x| < |z +y|+|z[, unddaher |y|—|z] < |z +yl|

Somit erhalten wir ||z| — |y|| < |z + y|. |

Die bisherigen Eigenschaften (Korpereigenschaften K1-K9, Anordnungseigenschaften Al-
A2) bestimmen [R, +, -] noch immer nicht eindeutig. Sie gelten zum Beispiel auch fiir den
Korper der rationalen Zahlen [Q, +, - ]. Die reellen Zahlen R haben aber eine grundsétzlich

andere Eigenschaft als die rationalen Zahlen Q : die Vollstandigkeit.

1.2.3 Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten die Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen
zu beschreiben. Alle diese sind aquivalent. Wir benutzen hier die Existenz der Schnittzahl

von Dedekindschen Schnitten.
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Definition 1.7. Ein Dedekindscher Schnitt von R ist eine Zerlequng
R = AUB der reellen Zahlen in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen A und B mit der
Figenschaft, dass jedes Element a € A kleiner als jedes Element b € B ist, das heifst

a<b VYa€ceA VbeB.

Bezeichnung fiir Dedekindsche Schnitte: (A | B)

Die Definition eines Dedekindschen Schnittes ist in jedem angeordneten Koérper moglich,

da eine Relation “<” definiert ist; zum Beispiel in [Q, +, - ].

Beispiel: Sei a € R eine reelle Zahl.

A = (—o00,a], B=(a,00)

(A | B) Dedekindsche Schnitte.
A= (-o00,a), B=1la,)

Definition 1.8. Sei (A | B) ein Dedekindscher Schnitt von R. Eine Zahl s € R heifit
Schnittzahl von (A | B), falls a <s<b fir allea € A undb € B.

Wegen R = AUB, ist s entweder das grofite Element von A (falls s € A) oder das kleinste
Element von B (falls s € B).

Vollstindigkeitsaxiom (V) der reellen Zahlen

’Jeder Dedekindsche Schnitt (A | B) von R besitzt eine Schnittzahl ‘

Die Vollstandigkeitseigenschaft gilt nicht in jedem angeordneten Korper, zum Beispiel
nicht im Kérper [@Q, +, - ]: Seien nimlich A = (—o0,v/2]NQ und B = (v/2, +00)NQ. Dann
gilt Q = AUB. Somit bilden A und B einen Dedekindschen Schnitt von Q. Dieser hat
aber in Q keine Schnittzahl. (Wir werden noch sehen, dass die Zahl v/2 nicht rational ist).

Definition 1.9. Fin angeordneter Korper [K, 4+, ] mit der Eigenschaft (V), das heifit in
dem jeder Dedekindsche Schnitt eine Schnittzahl hat, heif$t vollstindig.

Zusammenfassung:

Die reellen Zahlen [R,+,-] bilden einen vollstindigen, ange-

ordneten Korper.

Zwei vollstandige, angeordnete Korper [Ky, +, -] und [Ky, +, - | sind isomorph (dies bewei-
sen wir hier nicht). Somit sind die reellen Zahlen [R, +, -] (bis auf Isomorphie) der einzige
vollstandige, angeordnete Korper. Die reellen Zahlen R sind somit durch die Korpereigen-
schaften K1-K9, die Anordnungseigenschaften A1, A2 und die Vollstdndigkeitseigenschaft

V (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Wir beweisen nun einige Eigenschaften der reellen Zahlen, die aus der Vollstandigkeits-

eigenschaft (V) folgen.
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Definition 1.10.

1. Eine Teilmenge A C R heifst von oben beschrankt, falls eine Zahl M € R ezistiert, so
dass a < M fiir alle a € A gilt. Eine solche Zahl M heifit obere Schranke von A.

2. Fine Teilmenge A C R heifit von unten beschrankt, falls eine Zahl m € R existiert, so
dass m < a fiir alle a € A gilt. Fine solche Zahl m heifst untere Schranke von A.

3. Fine Teilmenge A C R heifit beschrinkt, falls sie sowohl von unten als auch von oben

beschrankt ist.

Definition 1.11. Sei A C R.

1. Eine Zahl My € R heifst Supremum von A, falls sie die kleinste obere Schranke von A
ist, das heifst falls
a)a< My Va€A,
b) fiir jedes € > 0 existiert ein a € A, so dass My —e < a .
2. Fine Zahl mo € R heifit Infimum von A, falls sie die grifste untere Schranke von A
ist, das heif$t falls
a)mog<a VYa€A,
b) fiir jedes € > 0 existiert ein a € A, so dass a < mgy+¢€ .

Bezeichnung: Falls das Supremum bzw. das Infimum einer Menge A C R existiert, so

bezeichnen wir es mit

sup A := Supremum von A , inf A := Infimum von A.

Offensichtlich existiert hochstens ein Supremum und hochstens ein Infimum einer Menge
A C R. Aus der Vollstéandigkeitseigenschaft von R erhélt man die folgende Aussage tiber

die Existenz von Supremum bzw. Infimum.

Satz 1.6 Jede nach oben beschrankte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Supremum.

Jede nach unten beschrinkte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Infimum.
Beweis. (1) Sei A C R von oben beschrénkt. Wir betrachten die Menge
X={MecR|a<M VYacA}.

Da A von oben beschriankt ist, ist X # (. Es sei Y := R\ X. Dann gilt:

a) R=YUX.

b) Seiy € Y und x € X. Da y ¢ X, existiert ein a € A mit y < a. Andererseits ist a < x
nach Definition von X. Folglich gilt y < x fiir alle y € Y und = € X.

Also ist (Y | X)) ein Dedekindscher Schnitt von R. Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom (V)
von R existiert eine Schnittzahl My dieses Dedekindschen Schnittes, also eine Zahl My € R
mit

y<My<z VyeVY zelX
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Wir zeigen, dass die Schnittzahl My in X liegt. Wir fiihren diesen Beweis indirekt. Wir
nehmen an, dass My ¢ X und fithren dies zum Widerspruch. Ist My ¢ X, so ist My das
grofite Element von Y. Nach Definition von Y gibt es ein ag € A mit My < ag. Dann ist

wegen der Monotonieeigenschaft von < aber auch
My + ap ap = ap

M _ [ _— =
0 < 5 <2+2 ap

und folglich
Mo + ao
2
Dann kann M, aber nicht das grofite Element von Y sein, d.h. wir erhalten wir einen

ey.

Widerspruch. Unsere Annahme war demnach falsch. Folglich ist My € X, also eine obere
Schranke von A. Als Schnittzahl von (Y | X) ist My das kleinste Element von X, also die
kleinste obere Schranke von A. Das zeigt, dass My = sup A.

Der Beweis der 2. Aussage des Satzes wird analog gefiihrt. a

Definition 1.12.

1. Sei A C R eine nach oben beschrinkte Menge. Liegt das Supremum von A in A, so
nennt man es auch das Mazximum von A und schreibt dafiir max A.
2. Sei A C R eine nach unten beschrdnkte Menge. Liegt das Infimum von A in A, so

nennt man es auch das Minimum von A und schreibt dafir min A.

Wir leiten aus Satz 1.6 einige Folgerungen ab.

Folgerung 1.1 (Archimedisches Axiom der reellen Zahlen)

Die Menge der natiirlichen Zahlen N C R ist nicht nach oben beschrdnkt, das heifst zu
jedem x € R existiert ein n € N mit x < n. Das gleiche gilt auch fir jede unendliche
Teilmenge N C N.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen N ist nach oben beschrankt. Dann
existiert nach Satz 1.6 das Supremum My = supN. Es sei M = My — % Da M, die

kleinste obere Schranke ist, existiert ein m € N, mit My — % < m. Folglich ist

1
M0<m+§<m+1.

Da aber m + 1 € N ist, kann My keine obere Schranke sein. Dies ergibt den Widerspruch.
Den Beweis fiir N C N fiihrt man analog. a

Folgerung 1.2

1. Zu jedem ¢ € RT emistiert ein n € N mit % <e.
2. Zu jedem q € N,q # 1, und ¢ € R existiert ein n € N mit an <e
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Beweis. Zu 1) Zur Zahl % € R existiert nach dem Archimedischen Axiom ein n € N mit

1 . . 1 . .
< < n. Folglich gilt ;- < e. Zum Beweis der 2. Aussage setzen wir
N :={q¢" | n € N}

N ist eine unendliche Teilmenge von N. Den Beweis kann man dann analog zu 1) fiihren.
O

Folgerung 1.3 Sei A C 7 eine nichtleere, nach oben (unten) beschrinkte Menge ganzer

Zahlen. Dann besitzt A ein Maximum (Minimum,).

Beweis. Sei A nach unten beschrinkt und d = inf A. Nach dem Archimedischen Axiom
existiert ein ng € N mit |d| < ng. Also gilt —ng < d und somit 0 < d + ng < a + ng
fir alle a € A. Betrachten wir nun die Menge Ag := {a + ny | a € A} C N. Wir zeigen,
dass diese Menge ein kleinstes Element besitzt. Sei k € Ap und bezeichne (Ag); = {z €
Ao |z < k}. Die Menge (Ap)y ist endlich und besitzt deshalb ein kleinstes Element mq
(siehe Ubungsaufgaben). Dann ist mg auch das kleinste Element von Ag und mg — ng das
kleinste Element von A . Folglich gilt mg — ng = min A.

Ist A von oben beschrénkt, so ist max A = —min(—A). O

Satz 1.7 (Die Teilmenge Q C R liegt dicht in R)
Seien x,y € R und x < y. Dann existiert eine rationale Zahl g € Q mit x < q < y .

Beweis. Wir wahlen ein n € N mit % < y — x und setzen
A={z€Z|z>n-x}.

Wiederum nach dem Archimedischen Axiom ist A nicht leer und besitzt, da von unten
beschrankt, ein Minimum (Folgerung 1.3). Sei my = min A. Dann gilt mg € A und mo—1 ¢
A. Folglich ist =% > x und mOT_l < z. Wir erhalten somit

m mo—1 1
r< — = +-—<z+@y—2z)=y
n n n
und folglich liegt die rationale Zahl g := =¢ im Intervall (z,y). ad

Definition 1.13. Fine Familie abgeschlossener Intervalle I, C R, n € N, heifit Intervall-

schachtelung, wenn gilt:
1.1, Cl,, VYn>m
2. Zu jeder positiven Zahl ¢ € R existiert einn € N mit L(I,) < e.

Satz 1.8 (Prinzip der Intervallschachtelung)
Sei 11 D Iy D I3 D --- eine Intervallschachtelung. Dann ezistiert genau eine reelle Zahl
x € R, so dass x € I, fir allen € N, das heifst

() In = {=}.
n=1
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Beweis.
1. Ezxistenz: Sei I, = [an,by]. Da I, C I, fur alle n > m, folgt

am, < ap, < by < by (%)

Wir betrachten die Menge der unteren Intervallgrenzen
A:={a,|n e N} CR.

A ist nach oben beschrankt, zum Beispiel durch by, hat also nach Satz 1.6 ein Supremum.
Sei x = sup A. Wir zeigen, dass x € [, fur alle n € N. Nach Definition ist a, < z. Es
bleibt zu zeigen, dass x < b, fir alle n € N. Angenommen x > b, fiir ein m € N. Da =
die kleinste obere Schranke von A ist, kann b, keine obere Schranke von A sein. Somit
existiert ein a, € A, so dass a,, > b,,. Dies widerspricht aber der Schachtelungseigenschaft
(%). Folglich war die Annahme falsch, das heifit z < b, fiir alle n € N und somit gilt
an < x < by, also z € I, fir alle n € N.

2. Eindeutigkeit: Angenommen es gidbe zwei Zahlen x,y € R mit  # y und z,y € I,
fir alle n € N. Sei ¢ = |z —y| > 0. Dann existiert ein Intervall I,,, mit L(I,,) < e.
Da |z —y| > L(I,), konnen aber nicht beide Zahlen z,y in I,, liegen. Damit ist die
Eindeutigkeit von x gezeigt. O

Bemerkung: Die Vollstandigkeitseigenschaft eines angeordneten Korpers kann man durch
das Intervallschachtelungsprinzip oder die Existenz des Supremums ersetzen.

Es gilt: Sei [K, +, ] ein angeordneter Koérper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Jeder Dedekindsche Schnitt von K besitzt eine Schnittzahl.
2. Jede nach oben beschrankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

3. Es gilt das Intervallschachtelungsprinzip und das Archimedische Axiom.

Die Implikation: 1. = 2. = 3. haben wir bewiesen. Die Umkehrung werden wir hier

nicht beweisen.

1.2.4 Die Uberabzihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen

Wir beweisen mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms, dass die Menge der reellen Zahlen nicht

abzahlbar ist. Dazu zunéchst einige Definitionen.

Definition 1.14. Seien X und Y zwei nichtleere Mengen. Fine Abbildung f : X — Y
heif$t

o injektiv, falls f(x1) # f(x2) fir alle x1,x9 € X mit x1 # xa.
o surjektiv, falls fir jedes y € Y ein x € X mit f(x) =y existiert.
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist, d.h. falls fir jedes y € Y genau ein x € X

mit f(x) =y existiert.
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Definition 1.15. Fine Menge A heifst abzdhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f:N— A wvon der Menge der natiirlichen Zahlen auf die Menge A gibt.

Die bijektive Abbildung f liefert uns eine Abzahlvorschrift fiir A: Mit der Bezeichnung

ap := f(n) ist ndmlich
A={ay,a9,as,...} mit a; # a; fiiri # j.

Eine Menge A heif§t iberabzdhlbar, wenn sie weder leer, noch endlich oder abzdhlbar ist.

Wir sagen, die Menge A ist hichstens abzdhlbar, wenn sie leer, endlich oder abzdhlbar ist.

Beispiele:
1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N und die Menge Ny sind abzahlbar.
2. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abzahlbar, denn

fZ : N — Z
2k — Kk
2k +1 — —k

ist eine bijektive Abbildung zwischen N und Z.

Satz 1.9 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdahlbar.

Beweis. (1. Cantorsches Diagonalisierungsverfahren).
Wir geben zunichst eine Abziahlvorschrift der Menge QT der positiven rationalen Zahlen
an. Jede Zahl ¢ € Q" sei als Bruch dargestellt:

q=—, n, m teilerfremde natiirliche Zahlen.
m

Wir betrachten das folgende Schema, das die Paare (n, m) als Punkte eines ebenen Gitters

darstellt. Dabei werden Punkte ausgelassen, fiir die m und n nicht teilerfremd sind.

m
ll
6
o "
50 U5
A 3
4 4
S B N 4
3 3 3
21 3 5
2 2 2
1 S
11 2 3 4] 5| 6
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Die Gitterpunkte werden nun lings des im Gitter gezeichneten Streckenzuges nummeriert.
Dadurch erreicht man alle Punkte des konstruierten Gitters und erhélt somit eine bijektive
Abbildung ¢ : N — Q.

Diese Abzéhlung beginnt offensichtlich mit:

17 27 37 4?

1 1
27 3’
Wir erweitern nun ¢ zu einer bijektiven Abbildung ¢ : Z — Q mittels

o(n) falls neN
p(n) = 0 falls n =0
—p(—n) falls n € Z, n < 0.

Die Abbildung ¢o fz : N — Z — @Q bildet N bijektiv auf Q ab. Somit ist Q
abzahlbar. ad

Satz 1.10 Die Menge R der reellen Zahlen ist iberabzahlbar.

Beweis. Angenommen, es existiert eine Abzéhlung von R, d.h. es gilt
R = {z1, 2, x3,...}.
Zu dieser Abzahlung konstruieren wir induktiv eine Intervallschachtelung
LDoLL>I3o>Ily,DIsD...

Es sei

4
I = [$1—|—1,$1+§].

Offensichtlich ist x; ¢ I} und L(I;) = % Aus einem schon vorhandenen Intervall I,, kon-
struieren wir 1,11 wie folgt: Wir teilen I,, in drei gleichlange, abgeschlossene Intervalle und
wéhlen als [, 1 eines dieser Teilintervalle, das x,1 nicht enthélt. Fiir die so konstruierte

Folge von Intervallen gilt
L DIbDI3D>IyD ...

xn ¢ I

L) =3, L(I2) = 35,... , L(I,) = 3=

o

Somit ist I; D Is D I3 D ... eine Intervallschachtelung. Sei nun 2 € () I,. Nach Annah-
n=1

me war R = {x1, 22, 23,24,...}. Es muf} also ein ky € N mit = = xj, geben. Dann ist

T, € Iy,. Dies widerspricht aber der Konstruktion der Intervalle. Somit war die Annahme
der Abzahlbarkeit von R falsch. O
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Definition 1.16. Zwei Mengen A und B heiffen gleichmdchtig, falls eine bijektive Abbil-
dung f : A — B existiert. Die Menge B hat eine grofiere Mdchtigkeit als A, falls A zu

einer Teilmenge von B gleichmdchtig ist, aber B zu keiner Teilmenge von A.

Die Mengen N, Z und Q sind gleichméchtig. Die Menge R hat eine grofiere Méchtigkeit als

diese drei Mengen.

Kontinuumshypothese : Es gibt keine Menge A, deren Mdchtigkeit grofier als die von
N und kleiner als die von R ust.

Diese Hypothese wurde 1878 von Georg Cantor [1845-1918] aufgestellt. Sie leitete die Ent-
wicklung der Mengenlehre ein. Auf dem Internationalen Mathematikerkongrefi 1900 in Pa-
ris hat David Hilbert [1862-1943] seine berithmte Liste von 23 ungelsten mathematischen
Problemen vorgestellt. Die Kontinuumshypothese steht dabei an 1. Stelle. Inzwischen weif3
man, dass sie auf der Basis der heute zugrundegelegten Axiome der Mengenlehre weder
beweisbar noch widerlegbar. Kurt Godel [1906-1978] hat 1939 gezeigt, dass sie nicht wi-
derlegbar ist, Paul Cohen [1934-2007] hat 1963 gezeigt, dass sie auch nicht beweisbar ist
(dafiir hat er 1966 die Fields-Medaille bekommen). Solche Fragen werden in den Vorlesun-
gen iiber mathematische Logik behandelt.

1.2.5 Wurzeln und Potenzen reeller Zahlen

In diesem Abschnitt behandeln wir einige wichtige Gleichungen und Ungleichungen fiir
Potenzen und Wurzeln reeller Zahlen.

Sei x € R eine reelle Zahl. Die Potenz z™ fiir n € Ny definieren wir induktiv durch:

Fiir « # 0 setzen wir

"’
Damit ist die k-te Potenz z* fiir jede ganze Zahl k € Z und jede reelle Zahl x € R, z # 0,
definiert. Aus den Korper- und Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen folgt sofort

1. Fir x € R mit  # 0 und k,[ € Z gilt

k _ ,k

Bogl = ghH gkl — M nd (2 y)F = 2F -k,

r -r =

2. Ist 0 < < gy, dann gilt 2" < y” fiir alle n € N.

Satz 1.11 (Binomischer Satz) Seien z,y € R. Dann gilt fir jedes n € N

(z+y)" = zn: (Z)xk R

k=0
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion iiber n:
Induktionsanfang: Fur n = 1 gilt die Aussage, denn: (é)xo-lerG)xl-yo =y+z = (z+y)h.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt:

oo £

k=0
Induktionsbehauptung;:
ntl o
(z 4 y)" Z( . ) k., n—k+1
k=0
Induktionsbeweis:

F+y)" = (+y)" (z+y)

n
n _
karl n+1 (k+1) + ( )xk X ynJrl k

3 =
+
= o

N
Il
—

I
MS

n n I (n+1)—1 Y nt1,0 Y\ 0, n+l
()= (1)) (ot (§)

S
r =

I
—~ ——~ —~ — — &
[ 3
—
N———
) <
S
+
=
L
_|._
TM:
o
/\3
N———
a&a
Q/\
S
+
=
|

Aus dem Binomischen Satz 1.11 ergibt sich die

Folgerung 1.4

1. (T+a)m =Y (})a",

" k=0
2. Y (p)y=2"
kzo
3. Y (=1F(F) =0
k=0

Beweis. (1) ist der Binomische Satz fiir y = 1, (2) ist der Binomischer Satz fir t =y =1
und (3) ist der Binomischer Satz fir z = —1, y = 1. O
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Satz 1.12 (Bernoullische Ungleichung) Fir jede reelle Zahl x > —1 und fir jedes
n €N gilt:
1+x)">14+nuwz.

Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Die Aussage gilt offensichtlich fiir n = 1.
Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt (1 + )" > 1+ naz.
Induktionsbehauptung: (1 +z)"*t > 1+ (n+ 1) x.
Induktionsbeweis: ”
(1+2)"™ =1 +2)"(1+2) g(1+nx)(1+x) =1+ (n+1) x+n\£212 I+ (n+1) .
>0
(]

Als Anwendung erhélt man unmittelbar

Folgerung 1.5

1. Seiy € R, y > 1, und r € RY. Dann ezistiert ein n € N, so daff y™ > r.
2. SeiyeR, 0<y<1undr€R". Dann existiert ein n € N mit y™ < r.

Beweis. Seir € RT und y > 1. Nach dem Archimedischen Axiom fiir reelle Zahlen existiert

”
y—1°

eine natiirliche Zahl n € N, so dafi n > Dann folgt mit der Bernoullischen Ungleichung

y' =0+ y-1))"214+ny-1)=zny—-1)>r

Ist 0 < y < 1, so wenden wir das eben Bewiesene auf die reelle Zahl i > 1 und % an und
erhalten eine natiirliche Zahl n € N mit (i)” > % und somit y"™ < r. o

Satz 1.13 (Geometrische Summe) Fir jede reelle Zahl x # 1 und jede natiirliche Zahl

n gilt:
+1

n
1—-=z
k=0

Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion iiber n.

Induktionsanfang: n = 1:

1— a2 1—2)(1
x :( a:)( +x):1+x:x0+m1.

11—z 1—2x
Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung ist fiir ein n € N richtig.
Induktionsbehauptung:
1—=
k=0

Induktionsbeweis:
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n+1 n
Zxk _ (Zxkz) 4 gl
k=0 k=0
I;/ 1—amt! + !
1—=x
_ 1— anrl + ZL‘nJrl(l _ x)
- 1—=x
1— xn+2
I

Wir beweisen nun die Existenz der n-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl.

Satz 1.14 Sei x € R eine positive reelle Zahl und n € N. Dann existiert genau eine

positive reelle Zahl y € RT mit y" = x.

Bezeichnung: y := {/x heifit die n—te Wurzel aus x.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir das Intervallschachtelungsprinzip. Es geniigt, den Fall
2 > 1 zu behandeln. Den Fall 2 < 1 fiihrt man durch Ubergang zu 2’ := % darauf zurtick.
Wir definieren induktiv die folgende Folge abgeschlossener Intervalle: Wir setzen I7 :=
[1,z]. Sei Iy, := [ag, bg] bereits konstruiert. Dann definieren wir ;.11 durch Halbierung von

Iy: Seim = % der Mittelpunkt von I.. Wir setzen dann

[ag,m] fallsm™ >z

Tesr = [agg1, besa] = { [m,by] falls m” < x

Dann gilt nach Konstruktion:

1. 1 DIbD>I3D ...
2. L(Ix) = (z—1)- (" fiiralle k € N,
3. ap <x <0b} firallekcN.

Wir erhalten also ineinander geschachtelte Intervalle, deren Langen nach Folgerung 1.2
beliebig klein werden. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert genau eine reelle

Zahl y € R mit y € [} fiir jedes k € N. Wir zeigen nun, dass y" = z gilt.
Dazu betrachten wir die Intervalle
Ji = [ay, by].

Da Iy D Ij41, gilt wegen der Monotonie der Potenzen auch Ji, O Ji41. Fiir die Lange von

Ji. erhalten wir
L(Jy) = b — a}
= (bk — ak)<b2_1 -+ b2_2ak + ...+ bkaZ_Q + CLZ_I)

2 n—1
— () b (1 P ey %
(Ix) - by, <+bk+b§+ +b;*1

1
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Nach Folgerung 1.2 gibt es zu jedem ¢ > 0 ein £ € N mit L(J;) < e. Die Folge der

Intervalle Jy, ist also eine Intervallschachtelung. Nach Konstruktion gilt aber sowohl z € Jj

oo
(Eigenschaft 3.) als auch y" € Jj fir alle £ € N. Da der Durchschnitt () J; nur ein
k=1
Element enthalt, folgt x = y™.

Die Eindeutigkeit der Zahl y € RT mit y" = z ist klar, denn ist z.B. y1 < s, so folgt
yr <z 0

Die Gleichung y™ = x hat fiir gerade n zwei reelle Losungen y; = /= und y = — {/x.
Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.14 gilt also nur in R*. Die Gleichung y" = x ist in

Q im allgemeinen nicht losbar.

Satz 1.15 Seien n und k natiirliche Zahlen. Dann ist 'k genau dann eine rationale Zahl,
falls k die n—te Potenz einer natiirlichen Zahl ist, das heifit falls k = m™ fir ein m € N.

Insbesondere gilt:

e Fir jede Primzahl p und jedes n > 1 ist die Zahl /p irrational.
o Wenn Vk rational 1st, so st VE sogar eine natirliche Zahl.

Beweis.

1. (<=): Sei k = m” mit m € N. Dann ist per Definition m := Vk € N C Q.

2. (=): Sei {k € Q. Dann existieren teilerfremde Zahlen m,l € N, so dass Vk = T
Nach Definition erhélt man k = (2)" = 2
[ =1 gilt. Angenommen [ > 1. Dann existiert eine Primzahl p > 1, die [ teilt. Folglich

und somit k™ = m"™. Wir zeigen nun, dass

teilt p auch k™ = m™, das heifit p teilt auch m. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass

[ und m teilerfremd sind. Somit ist [ = 1 und k = m" fir m € N. O

Wir konnen jetzt die Potenzen mit rationalen Exponenten definieren.

Definition 1.17. Sei x € R eine positive reelle Zahl und q € Q eine rationale Zahl mit

der Darstellung q = >,n € Z,m € N. Dann setzen wir:
29 = (R/z)".
Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhangig von der Wahl der Darstellung von ¢.

Die folgenden Eigenschaften fiir die Potenzen mit rationalen Exponenten sind leicht nach-
zupriifen: Seien p,q € Q und z,y € R*. Dann erhilt man:

2. Sei p < q. Dann gilt aP < 29 fallsz > 1 und 2P > 27 falls 0 <z < 1.

3. Sei 0 < x < y. Dann gilt 29 < y? falls ¢ >0 und 29 > y? falls ¢ < 0.

Wir werden auf die Potenzen und ihre Eigenschaften spéter zuriickkommen.
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1.3 Die komplexen Zahlen

Fiir jede von Null verschiedene reelle Zahl  gilt 2 > 0. Man kann im Zahlbereich der
reellen Zahlen also keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Insbesondere gibt es keine
reelle Losung der Gleichung 2 = —1. Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der
reellen Zahlen, die es moglich macht, auch Wurzeln aus negativen Zahlen zu ziehen.

Dazu betrachten wir die Menge der Paare reeller Zahlen
R?:=R x R := {(a,b) | a,b € R}

und fithren auf dieser Menge eine Addition + : R? x R? — R? und eine Multiplikation
-1 R? x R? — R? ein. Zwei Paare 21 = (a1,b1) und 2z = (a9, b2) aus R? addieren bzw.

multiplizieren wir nach folgenden Regeln:

21+ 29 1= (al,b1)+(a2,b2) = (a1+a2, b1+bg) (1.1)
Z1 29 = (al,b1) . (ag,bg) = (alag — blbg, albz + CLle). (1.2)

Die mit dieser Addition und Multiplikation ausgestattete Menge R? bezeichnet man mit
dem neuen Symbol C, d.h. C := R? um auszudriicken, dass man aufier der iiblichen
Addition (1.1) der reellen Paare auch noch die Multiplikation (1.2) festgelegt hat. Die

Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

Satz 1.16 Die komplexen Zahlen [C,+, -] bilden einen Kdrper. Es gelten also die Rechen-
regeln K1 — K9 fir die Addition + und die Multiplikation - .

Beweis. Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Korpereigenschaften von R und den
Definitionen von + und -. Man erhélt z.B. durch direktes Nachrechnen: (0,0) ist das
neutrale Element der Addition, (1,0) das neutrale Element der Multiplikation. Das Ne-
gative zu z = (a,b) € C ist —z := (—a,—b). Das Inverse zu w = (a,b) # (0,0) ist

1 . a —b

w T (a2+b2’ a2+b2)' O

Fiir z € C mit z # 0 sei 27! := % Die Potenzen 2™ fiir n € N seinen induktiv durch
. . . . — n . . . .

2l =z, 2"t .= 2. 2 erklirt. Weiterhin sei 27" := (%) = zin Wir vereinbaren zusétzlich

fir jedes z € C, dass 2° = 1. Fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C beweist man wie im
Reellen (Satz 1.11) die binomische Formel

= (n .
(Z—I—w)n:kzzo<k)zk'w” K fiir alle n € N.
Im Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen ist der Korper der komplexen Zahlen nicht
angeordnet (Ubungsaufgabe).

Fiir den bequemen Umgang mit den komplexen Zahlen eignen sich die nun folgenden

Vereinbarungen: Nach Definition gilt fiir die komplexen Zahlen (a,0) und (b,0)

(a,0) 4+ (b,0) = (a + b,0) und (a,0) - (b,0) = (a-b,0).



1.3 Die komplexen Zahlen 23

Die Zuordnung a € R —— (a,0) € C ist also eine Einbettung der Menge der reellen
Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen, die mit den jeweiligen Korperoperationen +
und - vertraglich ist. Wir konnen deshalb R als Teilkorper von C auffassen. Dies werden
wir in Zukunft tun und die komplexe Zahl (a, 0) einfach mit a bezeichnen. Dies rechtfertigt
auch die Bezeichnung 0 := (0,0) fiir das neutrale Element der Addition und 1 := (1,0)
fiir das neutrale Element der Multiplikation. Die komplexe Zahl (0, 1) bezeichnen wir mit

i und nennen sie die imagindre Einheit. Fiir i = (0, 1) gilt
#=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Die Gleichung x? = —1 ist also im Korper der komplexen Zahlen lésbar.

Ist z = (a,b) eine beliebige komplexe Zahl, so gilt mit unseren Vereinbarungen
z = (aab) = (CL,O) + (Ovb) = (CL,O) + (0,1)(b,0) =a+i-b

Jede komplexe Zahl z € C ist also in der Form

‘z:a+ib a,bGR‘ (1.3)

darstellbar. Dies ist die tibliche Darstellung der komplexen Zahlen. Man kann dann mit
den komplexen Zahlen wie mit den reellen rechnen, indem man 7> = —1 beriicksichtigt.

Es gilt also fiir z1 = a1 +ib; und 29 = as + i by

21+ 22 = (a1 +ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + az) + i (b1 + b2) (1.4)
2129 = (a1 + ibl) . (GQ + ’ibQ) = (alag — blbg) +1 (ale + blag) (1.5)

Ist z =a+ib € C, so heifit Re(z) := a Realteil von z und Im(z) := b Imagindrteil von

z. Ist Re(z) = 0, so heifit z rein imagindr, ist Im(z) = 0, so heifit z reell.

Beispiel: Sei z = a + ib # 0. Dann ist
1 1 a—1b a—1b a b

z a+ib (a+ib)(a —ib) a?+b2 a2+ b2 RPN

also gilt

Re(%) = CQLW bzw. Im(%) = _aQibz'

Definition 1.18. Ist z = a + ib € C eine komplexe Zahl, so heifft z = a — b die

konjugiert komplexe Zahl zu z.

Es gelten folgende, leicht zu iiberpriifende Rechenregeln:

Satz 1.17 Fiir alle komplexen Zahlen z und w gilt:
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4. z-Z= Re(z)> +Im(2)? . Insbesondere ist 0 < z-Z € R.
(]

Definition 1.19. Sei z = a + ib € C eine komplexe Zahl. Der Betrag von z ist die reelle

Zahl
|z == Va2 + b2 =Vz-Z

Satz 1.18 (Eigenschaften des Betrages komplexer Zahlen)

Seien z und w komplexe Zahlen. Dann gilt:

|z| >0, wobei |z| =0 genau dann, wenn z = 0.
2wl = |z] - Jw].

|z 4+ w| < |z2| + |w|  (Dreiecksungleichung)

2| = 2]

[Re(2)] < [z], [Im(2)] < |z].

AN SIS

Beweis. 1., 4. und 5. folgen trivialerweise aus der Definition. Formel 2. folgt aus
|z -w|? = (2w)(Z0) = 2Z - ww = |2 - |w]?.
Die Dreiecksungleichung folgt aus

lz+w?=(z+w)(z Fw)
=(z4+w)(z+w)
= 2Z + ww + wz + 2w
= 2Z + W0 + WZ + wz
= 22 + |w|? + 2 - Re(w?)
<|z]? + |wf* + 2 - |wz]
= |2* + Jwl* + 2 [w] - |2]
= (J2] + )

Die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen

Der Darstellung der reellen Zahlen auf einer Geraden entspricht die Darstellung der kom-
plexen Zahlen in der Ebene, die man dann oft Gauflsche Zahlenebene oder komplexe
Zahlenebene nennt.

Wir wéhlen ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und stellen die komplexe
Zahl z = (a,b) = a+ib € C als Punkt der Ebene mit den Koordinaten (a, b) dar.
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imaginare Achse (y-Achse)
iR

A

, z=(a,b) =a+bi
b

| -
T

1 a R

reelle Achse (z-Achse)

Die reellen Zahlen R entsprechen der x—Achse, die rein imaginaren Zahlen iR der y—Achse.
Nach dem Satz von Pythagoras ist |z| = v/a2 + b2 gleich dem Abstand des Punktes
z = (a,b) zum Ursprung des Koordinatensystems. Die komplexe Zahl Z = (a, —b) = a — ib
entsteht durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Fiir z # 0 sei ¢ der Winkel zwi-
schen der x—Achse und dem Strahl vom Ursprung durch z, gemessen in positiver Richtung

(entgegen dem Uhrzeigersinn). Dann gilt im rechtwinkligen Dreieck

cosg0:% und sinnp:m

Die Darstellung

’ z= |z|(cos<,0+i-sin<p)‘ (1.6)

heifit trigonometrische Darstellung der komplexen Zahl z # 0. Der Winkel ¢ heifit Ar-
gument von z und wird mit arg(z) bezeichnet. Das Argument ¢ ist bis auf ganzzahlige

Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.

Geometrische Deutung von z; + 23:
Die Summe 21 + 25 entspricht dem Endpunkt der vom Nullpunkt ausgehenden Diagonalen

im von z; und zo gebildeten Parallelogramm.

iR
i(b1 + b2) 21+ 22 = (a1 + ag, by + b2)
iby 22 23 = (ag, ba)
by / 1 21 = (a1,by)
as Cﬁ &1 + az .

R
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Geometrische Deutung von z; - zo:

Wir betrachten die trigonometrische Darstellung von z; und 29
z1 = |z1|(cos p1 +isin )
z9 = |z2|(cos pa + isin p2)

Nach den Additionstheoremen fiir cos und sin gilt

21 - 29 = |z1]]22] - {(cos ¢y - cos o — sin ¢ - sin p2)
+ 7 - (sinpg - cosa + sin g - cos )}
= |21 - 22| - (cos(1 + p2) + i - sin(p1 + 2))

und folglich |21 - 22| = |21 - |22] und arg(z; - z2) = arg(z1) + arg(zq).
Nach diesen Formeln kann z; - 29 gezeichnet werden.

NI

\
\

\
1
'
|
|

}
|w| = |21 - 22}

Fiir die Winkel gilt ¢ = arg(z1) und pg = arg(zz). Der Punkt z; - z5 liegt auf dem vom
Ursprung ausgehenden Strahl, der mit der reellen Achse R den Winkel 1 + @9 einnimmt.
Mittels des Strahlensatzes erhédlt man einen Punkt w auf dem Strahl durch den Ursprung

und zo mit |w| = |21 - 22]. Man dreht diesen Punkt w um den Winkel 7 um den Ursprung
und erhalt den Punkt z7 - 29.

Beispiele:

a) Die Abbildung z € C — iz € C beschreibt die Drehung um den Ursprung um den
Winkel 5 (entgegen dem Uhrzeigersinn).

b) Die Abbildung z € C — rz € C, r € RT, ist die Streckung von z um den Faktor r
auf dem durch den Ursprung und z gehenden Strahl.

c¢) Was bedeutet die Inversion z € C — 27! = % € C geometrisch?

Betrachten wir den Kreis K; = {z € C | |z|*> = 1} vom Radius 1. Sei z € C ein vom

Ursprung verschiedener Punkt. Der Punkt z € C heifit Spiegelpunkt von z an K7, falls
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z auf dem von 0 ausgehenden Strahl durch z liegt und |z|-|z] = 1 gilt. Dann existiert
1

ein ¢ € RT mit zZ = cz. Setzen wir das in |z|-|Z] =1 ein, so erhalten wir ¢ = # = =,

Folglich ist der Spiegelpunkt z = % = (%) Die Inversionsabbildung z € C —— 27! € C

ist also die Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung am Kreis K und der Spiegelung an

der reellen Achse.

iR

Wir erklaren nun Wurzeln aus komplexen Zahlen: Wie wir gerade gesehen haben, gelten

flir eine komplexe Zahl z die Formeln

|2 = |2|" und arg(z") =n-arg(z).
Damit erhalten wir
Satz 1.19 Sei w € C eine von Null verschiedene komplexe Zahl mit dem Betrag r := |w|
und dem Argument ¢ =: arg(w) € [0,27). Dann hat die Gleichung z" = w genau n

verschiedene komplexe Losungen, namlich

k-2 k-2
2= Ur- (cos <<p+ W) + ¢sin (904- 7r>>
n n n n

wobei k €{0,1,2,...,n—1}.

Beweis. Fiur die komplexen Zahlen z; gilt nach Definition

o 27k

2l = ¥r  und  arg (z) = -+ — = ¢
n n

Hieraus folgt

2 = (Y1) (cos(p + 2k) + isin(p + 27k)) = |w|(cos ¢ + isin p) = w.
N—— ——
|z n-arg (zr)
Wir haben also n verschiedene Losungen der Gleichung 2" = w gefunden. Wir zeigen,

dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung von 2" = w und z =

|z|(cos ) + i - sine)) die trigonometrische Darstellung von z. Es gilt |z|" = |w| und folglich
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2| = {/|w|. Weiterhin ist n- 1 = ¢ + 27, fiir ein [ € Z und somit 1) = £ + 22 Wir teilen
[ durch n mit Rest: =k +rn, r € Zund 0 < k < n — 1. Dann gilt ¢ = ¢ + 7 - 27 und
folglich z = z. a

Geometrische Deutung der Wurzeln:

Die Losungen zp von z™ = w bilden die Ecken eines regelméfligen n-Ecks auf dem Kreis

vom Radius {/|w|.
iR

<1

20

)
6\

[ME]

22

23

Wir formulieren abschliefend den Fundamentalsatz der Algebra, der eine der wichtigsten

Aussagen iiber komplexe Zahlen enthélt.

Satz 1.20 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es seien ag, a1, ...,an—1 komplexe Zahlen. Dann besitzt die Gleichung
Mt an_12" 4 H+aiz+ap=0
eine Losung z € C. a

Der Beweis dieses Satzes fiir allgemeine n erfolgt spater in Kapitel 4.7. Wir beweisen den
Fundamentalsatz der Algebra hier zundchst nur fiir n = 2. In diesem Fall erhédlt man alle
komplexen Losungen z der quadratischen Gleichung z2+4-a1z+ag = 0 mittels quadratischer

Ergénzung. Es gilt:

22+alz+ao:0

2
a1)2 aj
— — —-—=0
(z+2 + ap 1
2
— wl=c Wobeiw::z—l—% und c:%—ao.

Fiir ¢ # 0 kénnen wir die Gleichung w? = ¢ nach Satz 1.19 16sen und erhalten genau 2

2
verschiedene komplexe Losungen von 22 +ayz +ag = 0. Fiir ¢ = 0 gilt ag = % und deshalb

2 aj ai
z +a1z+a0:<z+—> (z+—).
2 2
ai

In diesem Fall ist z = —% eine 2-fache Losung von 22+ a1z+4ag = 0.
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1.4 Die Vektorraume R™ und C"

Definition 1.20. Mit R" bezeichnen wir die Menge aller n—"Tupel reeller Zahlen. Mit C"
bezeichnen wir die Menge aller n—Tupel komplexer Zahlen.

Wir addieren zwei n-Tupel © = (x1,...,2y) und y = (y1,...,yn) aus R™ (C™) mittels:
Tty = (21, 2n) + (W1 Un) = @1+ Y1, Tn T+ Yn)-

Wir multiplizieren ein n-Tupel v = (x1,...,z,) € R" (C") mit einer Zahl A € R (C)
mattels:

Axi=A A (21,..,m) = Az, .o, Axy).

Satz 1.21 R" ist ein n—dimensionaler Vektorraum 1tiber dem Kérper der reellen Zahlen

R. C" ist ein n—dimensionaler Vektorraum diber dem Korper der komplexen Zahlen C.
Beweis. Dies wird in der Vorlesung iiber Lineare Algebra definiert und erklért. a

Die Elemente von R™ und C"™ bezeichnet man deshalb auch als Vektoren. Der Vektor
0:=(0,0,...,0) heilt Nullvektor in R™ bzw. C".
Definition 1.21.

(1) Unter dem (kanonischen) Skalarprodukt zweier Vektoren x = (x1,...,x,) € R" und
y=(y1,...,Yyn) € R™ versteht man die Zahl

n
(,y)rn = ij -y; €R.
j=1

(2) Unter dem (kanonischen) Skalarprodukt zweier Vektoren z = (z1,...,2,) € C" und

w = (wi,...,wy) € C" versteht man die Zahl

(z,w)cn = sz -w; €C.

j=1

(8)Die Norm eines Vektors x = (x1,...,x,) € R" bzw. z = (21,...,2,) € C" ist die Zahl

|z||rn == /{2, z)gn =

n
Zx? eER  baw. |z|lcr := V{2, 2)cn =
j=1

Offensichtlich gilt fiir z,y € R® C C"
(,y)rn = (z,y)cr und  ||z([rn = ||2/[cn-

Im Folgenden lassen wir zur Abkiirzung die Indizes bei Skalarprodukt und Norm weg und

bezeichnen beide kurz mit (-, -) bzw. || - |.
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Satz 1.22 (Eigenschaften des Skalarprodukts und der Norm)
Seien z,z,w € C" und p € C. Dann gilt:

1. (z,w) = (w,z).
2. (z42,w) = (z,w) + (2, w).

3. (pz,w) = plz,w) und (z, pw) =z, w).

4. 1zl =0, wobet ||z]] =0<«<= z=(0,...,0).
5. Nlnzll = lul -1l
6. Cauchy—Schwarzsche Ungleichung (CSU):

(2, w)| < [|z] - [|w]]
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z und w linear abhangig sind.

7. Dreiecksungleichung:
Iz +wll < 2]l + [[w]-

Beweis. Die Aussagen 1.—5. folgen unmittelbar aus der Definition.
Wir beweisen nun die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
Seien z,w € C" und A\ € C. Da die Norm nicht-negativ ist, gilt

0 < ||z + Mw|? (%)
= (z+ \w, z + \w)
= (2,2) + Mw, 2) + Az, w) + X - Mw, w)
= 121 + Mz, w) + Az, w) + A [Jw] .

Fiir w = 0 gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung offensichtlich. Es geniigt also, den

- ﬁﬁfg und

Fall w # 0 zu betrachten. Wir setzen jetzt in der obigen Ungleichung A\ :=

erhalten

zaw)(z,w)  (zw)(z,w) | [(zw)
[w]|? lw]|? [[w]|?

2
0< o - ¢ |

Daraus folgt
0 < [l22[lw]? = I{z, w)?
und somit
(2, w)| < [z [lw]].

Die Gleichheit kann dabei nur gelten, wenn in (*) die Gleichheit steht. Dies ist aber genau

dann der Fall, wenn z + Aw = 0, d.h. wenn z und w linear abhangig sind.

Als letztes beweisen wir die Dreiecksungleichung: Es gilt
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|z 4+ w|? = (z +w, z + w)
= (2, 2) + (w,w) + (z,w) + (w, 2)
= [l2ll* + llw]* + (z,w) + (2, w)
= [[2l* + [lwl]* + 2Re(z, w)

< Il + lwl® + 2| Re(z, w)|
< Il + flwl® + 21z, w)|
< el + llwll + 2]zl - [l

= (Il2ll + [lwl])*.
O
Definition 1.22. Seien x und y zwei Vektoren aus R™ bzw. C". Die Zahl
d(z,y) = [l -yl
heifst Buklidischer Abstand zwischen x und y.
Satz 1.23 Fir alle Vektoren x,y,u € R™ (C") gilt
1. d(z,y) >0, wobei d(z,y) =0 <= x=y.
2. d(z,y) = d(y, z).
3. d(z,y) < d(x,u) + d(u,y).
Beweis. Die Behauptungen folgen sofort aus Satz 1.22. a

Im folgenden Kapitel betrachten wir Eigenschaften von R™ bzw. C”, die sich aus der Exis-
tenz des Euklidischen Abstandes ergeben. Dabei ist oft nicht wichtig, dass es sich bei der
zugrundeliegenden Menge um R™ oder C" handelt und dass der Abstand d der konkrete
Euklidische Abstand ist. Man bendtigt oft nur seine drei in Satz 1.23 formulierten Ki-
genschaften. Wir konnen deshalb die gleichen Untersuchungen fiir beliebige Mengen X
machen, auf denen eine Abstandsfunktion, d.h. eine Funktion d : X x X — R mit den
drei in Satz 1.23 formulierten Eigenschaften gegeben ist.

Eine solche Abstandsfunktion d gibt uns ein Maf} dafiir, wie weit zwei Punkte in X von-
einander entfernt sind. Ein solches Abstandsmafl mochte man z.B. auf der Erdoberflache
haben, um anzugeben, wie weit zwei Orte voneinander entfernt sind. Man benotigt solche
Abstandsmafle auch flir Funktionenrdume, z.B. in der Losungstheorie von Differentialglei-
chungen, die viele Prozesse der Natur mathematisch beschreiben. Es gibt sehr viele weitere
Griinde, sich bei den betrachteten Mengen X nicht auf die Vektorraume R™ und C” zu

beschranken.
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Metrische Raume

In diesem Kapitel betrachten wir Mengen X, auf denen ein Abstand d : X x X — R mit
den Eigenschaften aus Satz 1.23 gegeben ist. Mit Hilfe eines solchen Abstandes kénnen
wir erklaren, was es bedeutet, dass eine Folge von Punkten z, € X, n = 1,2,..., gegen
einen Punkt x € X konvergiert. Der Konvergenzbegriff ist grundlegend fiir das Studium

des lokalen Anderungsverhaltens von Funktionen, die auf der Menge X erklirt sind.

2.1 Definition und Beispiele metrischer Raume

Definition 2.1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) bestehend aus einer nichtleeren

Menge X und einer Abbildung d: X x X — R mit folgenden Figenschaften

1. d(p,q) >0 VpqgeX und d(p,q)=0+=p=q (Positivitt),
2. d(p,q) =d(g,p) VpgeX (Symmetrie),
8. d(p,q) <d(p,7)+d(r,q) Vp,qreX (Dreiecksungleichung).

Die Elemente von X heiflen Punkte des metrischen Raumes, d(p,q) nennt man Abstand
zwischen p und q. Die Abbildung d heifit Metrik (oder Abstandsfunktion) auf X.

Beispiel 1: Aus Kapitel 1 wissen wir, dass folgende Rdume metrische Rdume sind:

R mit d(x,y) = |z —y| firz,yeR

e C mltd( w) = |z —w| furz,weC

e R" mit d(p,q) := [lp — gq|gn fiir p,q € R"
(

e C" mit d(r,s) :=||r — s||cn fir r,s € C™,

wobei |-| den Betrag der reellen bzw. komplexen Zahl und |- ||g» und [|-||c» die Normen auf
R™ bzw. C™ bezeichnen. Diese Metriken nennen wir die Standardmetrik auf R, C, R bzw.

C™. Ist nichts anderes vereinbart, so seien R, C, R™ bzw. C™ mit dieser Metrik versehen.

Beispiel 2: Auf einer Menge kénnen verschiedene Metriken existieren:
Die folgenden 3 Abbildungen dy,ds, d3 sind z.B. Metriken auf R?:

e Der ""Luftlinienabstand”’(Standardmetrik):

dl(ﬂi‘,y) = H$ - y” = \/(xl - y1)2 + (‘TQ - y2)2 ) wobei z = ($1,1§2),y = (91792)
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e Die ”’Mannheimer-Metrik”’ (in Mannheim mufl man rechtwinklige Stralen langlaufen,
um von einem Punkt zum anderen zu kommen) :
da(x,y) = |1 — y1| + |22 — p2

e Die ”’"Metrik der franzosischen Eisenbahn”’ (um von einer Stadt zur anderen zu kom-

men, mufl man iiber Paris fahren): Sei p ein fixierter Punkt.

dl(x7p)+d1(p>y) falls g;;ﬁy
0 falls z =1y

p
¥
'/; [ y
X dl X dg

X d3

ds(z,y) == {

Beispiel 3: Auf jeder nichtleeren Menge X existiert eine Metrik.
Wir definieren d: X x X — R durch

d(z,y) 0 falls z=1y
x,y) =
Y 1 falls = #y.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heifit diskreter metrischer Raum und d die
diskrete Metrik.

Beispiel 4: Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann ist
(A,d|axa) ebenfalls ein metrischer Raum. Hierbei bezeichnet d|sx 4 die Einschrankung
der Abbildung d auf die Menge A x A. Sie heifit durch d induzierte Metrik auf A.

Beispiel 5: Seien (Xi,d1),...,(Xp,dy) metrische Raume. Wir betrachten die Menge
X=X xX9x... XXn:{(pl,...,pn) ‘pi €eX;, 1€ {1,,77,}}

und definieren die Produktmetrik

A((prs-- - pn)s (@1 an)) o= | Y dj(ps. ;)2
=1

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum und heiflt das kartesische Produkt der metrischen
Réume (X1,d1),..., (X, dy).

Beweis: Die Positivitat und Symmetrie sind aus der Definition sofort ersichtlich. Wir zeigen
die Dreiecksungleichung. Seien dazu p = (p1,...,0n), ¢ = (q1, ..., qn) und r = (r1,...,75)
drei beliebige Punkte in X. Unter Benutzung der Dreiecksungleichung fiir die Metriken d;
und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CSU, siehe Kapitel 1.4) erhalten wir
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j=1

n

2
< 3 (dilpsry) + i)
7=1
= > djlps,ri)? +2d;(ps, ) - dj(ry,q) + dj(r5, q5)°
j=1
= d(p,r)* +d(r,q)* +2 > _di(pj,ry) - dj(r, q))

j=1

CSU " "
< dp.r)’ +d(r,0)* +2 | Y d(pj,r)?- | D dlrj,q)?
j=1 j=1

= d(p, ’f‘)2 + d(T7 Q)Q + Qd(p, T) ’ d(?“, Q)
= (d(p,r) +d(r,q))?

Da der Abstand nicht-negativ ist, konnen wir in der Ungleichung auf beiden Seiten die

Wurzel ziehen und erhalten die Dreiecksungleichung fiir d. ad

Insbesondere gilt R” = Rx...xRund C" = Cx...xC (versechen mit der Standardmetrik
bzw. der Produktmetrik).

Definition 2.2. Zwei metrische Riume (X, d) und (Y, d) heiffen isometrisch, wenn eine
bijektive Abbildung f : X — Y existiert, so dass

d(z,y) = d(f(x), f(y)) Vaz,yeX

gilt. Die Abbildung f heift dann Isometrie zwischen (X, d) und (Y,d).

2.2 Das Innere, der Abschlufl und der Rand einer Menge

Definition 2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum, v € X und € € RY.
Die Menge
K(r,2) = {y € X | d(z,p) < =}

heifst e-Kugel in X um x.
Beispiel 1: Sei X = R” mit der Standardmetrik d(x,y) = ||z — y|| versehen. Dann ist
K0,6) ={z eR" | ||z|| <e}={z € R" |2 +... + 22 < &?}

die Kugel vom Radius € um den Nullpunkt im R"™ ohne ihren Rand.

Ist n =1, so ist jedes offene Intervall eine e—Kugel.
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a+b
< °, 2
{ | ) - ( | \ .
\ T 7 N i )
xT R a b R
K(z,e) = (z — e,z +¢) (a,b) = K (44, asb)

Fiir n = 2 sind die e-Kugeln gerade die Kreisscheiben vom Radius € ohne ihren Rand.

R R K((av b)75)
K(0,¢) b ={(zy) eR? | (z—a) + (y— ) <%}

Beispiel 2: Sei X = R? mit folgender Metrik versehen:

d((z1,x2), (y1,92)) = max(|z1 — y1], |x2 — y2|).

(X, d) ist tatsichlich ein metrischer Raum (Ubungsaufgabe). Die e Kugel um den Null-

punkt ist fiir diese Metrik ein Quadrat mit der Seitenlinge 2¢ ohne seinen Rand:

K(0,e) = {(z1,22) € R? | |z1] < e, |z2| < €}.

R
€

4

Beispiel 3: Sei (X, d) ein diskreter metrischer Raum. Dann gilt fiir die e-Kugeln

{{$} falls ¢ <1

K(z,e) =
X falls e>1.
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Definition 2.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X. Ein
Punkt x € A heifst innerer Punkt von A, falls eine e-Kugel K(x,€) um z existiert, die
vollstandig in A liegt.

Int(A) bezeichne die Menge aller inneren Punkte von A C X.

K(z,¢)

Satz 2.1 (Eigenschaften des Inneren einer Menge)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A und B Teilmengen von X. Dann gilt:

Int(ANB) = Int(A) N Int(B) .

Fiir beliebig viele Teilmengen A; C X, 1 € A, gilt |J Int(A;) C Int(| 4).
€N i€A

1 Int(X) =X, Int(0)=0.

2. Int(A) C A.

3. Int(Int(A)) = Int(A).

4. AC B= Int(A) C Int(B) (Monotonie).
.

0.

Beweis. Die Eigenschaften 1. und 2. folgen unmittelbar aus der Definition des Inneren

einer Menge.

Zu 3. Aus der 2. Eigenschaft des Inneren folgt Int(Int(A)) C Int(A). Es bleibt somit
noch

Int(A) C Int(Int(A))
zu zeigen. Sei x € Int(A). Nach Definition von Int(A) existiert eine e-Kugel um = mit
K(x,e) C A. Wir zeigen nun, dass K(x,ec) C Int(A) gilt.
Sei y € K (z,¢) beliebig gewahlt. Wir betrachten die Ku-
gel um y mit dem Radius € — d(z,y). Dann gilt

K(¢) K(y,e —d(z,y)) C K(z,e) C A.
Ist ndmlich z € K(y,e — d(z,y)), so gilt
K(y,e —d(z,y)) d(y,z) <e—d(z,y)

und wir erhalten
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) <e.
Folglich liegt z in K (z,¢).

Nach Definition ist somit jeder Punkt y von K(z,e) ein innerer Punkt von A, also
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K(xz,e) C Int(A). Daraus folgt wiederum, dass x ein innerer Punkt der Menge Int(A)
ist. Damit haben wir Int(A) C Int(Int(A)) bewiesen.

Zu 4. Wir zeigen A C B = Int(A) C Int(B):
Sei z € Int(A). Dann existiert eine e-Kugel K(z,e) mit K(x,e) C A. Da A C B folgt
K (x,e) C B. Folglich ist z € Int(B).
Zu 5. Wir zeigen Int(AN B) = Int(A) N Int(B):
Sei x € Int(A N B). Dann existiert eine e-Kugel um = mit K(z,e) C AN B und es folgt,
dass sowohl K(z,e) C A als auch K(x,e) C B. Somit ist z € Int(A) und = € Int(B)
und wir erhalten x € Int(A) N Int(B). Es gilt folglich Int(A N B) C Int(A) N Int(B).
Sei nun x € Int(A) N Int(B), das heifit © € Int(A) und = € Int(B). Folglich existieren
£1,62 € RT, so dass

K(z,e1) C A und K(z,e9) C B.

Wir betrachten e := min(eq,£2). Dann ist
K(z,e) C K(z,e1) C A, bzw. K(z,e) C K(x,e9) C B.

Also gilt K(x,e) C AN B, somit ist x € Int(AN B). Dies zeigt, dass

Int(A) N Int(B) C Int(AN B).

Zu 6. Wir betrachten eine Familie { A;},c1 aus beliebig vielen Teilmengen A; C X. Sei A;

eine fixierte Menge dieser Familie. Dann ist A; C [J A;. Aus der Monotonieeigenschaft
i€A

des Inneren folgt

Int(A;) C Int(| ] A;).

1€A
Da dies fiir alle j € A gilt, erhalten wir
U Int(4)) € Int(( ] A)).
jeA ieA

Bemerkung: Im allgemeinen ist
Int(A) U Int(B) # Int(AU B).

Wir betrachten dazu als metrischen Raum X = R mit der Standardmetrik und die Teil-
mengen A = Q und B =R\ Q. Dann ist AUB = R und Int(AU B) = R. Da in jedem
Intervall sowohl eine eine rationale als auch eine irrationale Zahl liegt, gilt K(z,e) € Q,
und K (z,e) € R\ Q. Also ist Int(Q) = Int(R\ Q) = 0.

Definition 2.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine beliebige Teilmenge.
Der Abschluss von A ist die Menge

c(A) ={r e X |Ve>0gilt K(z,e) N A # 0}.



2.2 Das Innere, der Abschlufl und der Rand einer Menge 39

Beispiel: Sei X = R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|.
Fir A = [a,b) erhalten wir Int(A) = (a,b) und cl(A) = [a, b].

Satz 2.2 (Eigenschaften des Abschlusses)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A, B Teilmengen von X. Dann gilt:

c(A) =X \Int(X\ A).

(@) =0 und cl(X) = X.

A C c(A).

AC B=cl(A) Ccl(B).

c(cl(A)) = cl(A).

cl(AUB) =cl(A)Ucl(B).

Seien A;, i € A, beliebig viele Teilmengen von X. Dann gilt

cl( N Ai) c () el

i€ €A

NS G oo~

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus folgenden Aquivalenzen:

reX\Int(X\A) re€ Xundz ¢ Int(X \ A)
Ve>0 gilt K(z,e) ¢ X\ A
Ve>0 gilt K(z,e)NA#(D

x € cl(A).

reee

Die anderen Aussagen kann man dann aus den Eigenschaften des Inneren (siehe Satz 2.1)

ableiten. Wir iiberlassen dies dem Leser als Ubungsaufgabe. a

Beispiel: Im allgemeinen gilt nicht c/(AN B) = cl(A) N cl(B).

Wir betrachten dazu den metrischen Raum X = R mit der Standardmetrik. Fir A = (0,1)
und B = (1,2) gilt ANB = (. Folglich ist cl(ANB) = (. Da cl(A) = [0,1] und ¢l(B) = [1,2],
erhélt man andererseits den nichtleeren Durchschnitt cl(A) Ncl(B) = {1}.

Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann gilt
Int(A) C ACcl(A).
Wir wollen nun die Punkte studieren, die in ¢l(A) \ Int(A) liegen.

Definition 2.6. Sei A C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X,d). Unter dem

Rand von A wversteht man die Menge
0A :=cl(A) \ Int(A).

Ein Punkt x € OA heifst Randpunkt von A.
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Satz 2.3 (Charakterisierung des Randes)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

1. 9A =X\ (Int(A) U Int(X \ A)) .
2. Fin Punkt x € X ist genau dann ein Randpunkt von A, wenn fir alle ¢ > 0 gilt
K(x,e)NA#D und K(z,e)N (X \ A) # 0.
Beweis. Sei A C X. Dann gilt
OA =cl(A)\ Int(A) = (X \ Int(X \ A)) \ Int(A) = X \ (Int(X \ A) U Int(A)).
Daraus erhalten wir

r€0A<= ¢ Int(A) und = ¢ Int(X \ A)
<— Ve>0 gt K(z,e)N(X\A)#0 und K(z,e)NA#0D.

O

Bezeichnung: Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann bezeich-
net Int(A) die inneren Punkte von A. Die Punkte in Int(X \ A) nennen wir auch die
dujf$eren Punkte von A. Dann sagt uns Satz 2.3 insbesondere, dass sich X in die Menge
der inneren Punkte von A, die Menge der dufleren Punkte von A und den Rand von A
zerlegt, d.h. es gilt

X =Int(A) U Int(X \ A) UOA.

Beispiel 1: Sei X = R? mit der Standardmetrik d(z,y) = ||z — y/.
Fir A = K(z,¢) gilt:

o Int(A) = K(x,e) (siche Beweis von Satz 2.1, Punkt 3),
o Int(R2\ A) ={ycR?|d(x,y) > e},

o 0A={ycR?|d(z,y) =c} und

o c(A)={yeR?|d(z,y) <e}.

Beispiel 2: Sei X eine nichtleere Menge mit der diskreten Metrik d.
Im metrischen Raum (X, d) gilt fir die Kugeln von Radius 1/2

K(x, %) -y

Folglich gilt fiir eine beliebige Teilmenge A C X: A = Int(A). Somit ist auch X \ A =
Int(X \ A) und wir erhalten fiir den Rand von A:

aA:X\(Im(A)UInt(X\A)) :X\(AU(X\A)) = X\ X =0.

Fiir den Abschlufl von A ergibt sich: cl(A) = Int(A) U0A = A.
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2.3 Offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Raumen

Definition 2.7. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,d) heifit offen, falls
Int(A) = A gilt, dh. falls zu jedem x € A eine e-Kugel K(x,¢) existiert, die vollstandig
in A liegt.

Beispiele:

1. Das Innere Int(A) jeder Teilmenge A eines metrischen Raumes ist offen. (Nach Satz
2.1, Punkt 3.).

2. Die e-Kugeln K(z,¢) eines metrischen Raumes (X,d) sind offen. Ist ndmlich y €
K(x,¢e), dann gilt K(y,e — d(z,y)) C K(z,¢) (siche Beweis von 3. in Satz 2.1).
Insbesondere sind die Intervalle (a, b) im metrischen Raum R (mit der Standardmetrik)
in diesem Sinne offen.

3. Jede Teilmenge in einem disktreten metrischen Raum (X, d) ist offen.

Satz 2.4 Die offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d) haben folgende Eigen-
schaften:

1. Die Mengen X und () sind offen.
2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Beweis. Zu 1: Siehe Satz 2.1, Punkt 1.
Zu 2: Seien U; und Us offen. Dann gilt Int(U;) = Uy und Int(Us) = Us. Aus Satz 2.1 folgt

Int(U1 N UQ) = Int(Ul) N Int(UQ) =U;NU;

und somit ist U; N Uz offen. Induktiv schlieft man auf die Behauptung fiir endlich viele
Mengen.
Zu 3: Seien U;, i € A, beliebig viele offene Mengen. Dann gilt Int(U;) = U; fiir alle i € A.

Wegen Satz 2.1 ist
Jui= mtw) cmt(|Ju) c |JUi

icA icA e/ icA
und somit |J U; = Int(|J U;). Also ist |J U; offen. O
icA ieA 1€A

Beispiel: Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen ist im allgemeinen nicht offen:
Sei X = R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y| versehen. Wir betrachten die offenen
Intervalle U, = (—2, 1), n € N. Dann ist (] U, = {0} nicht offen in R.

neN
Als néchstes wollen wir beschreiben, wie die offenen Mengen in Teilraumen aussehen. Ist
(X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X, so ist die Menge A selbst
ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik d|4x4 : A x A — R.
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Satz 2.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine beliebige Teilmenge. Eine
Menge B C A ist im metrischen Raum (A, d|axa) genau dann offen, wenn es in (X,d)
eine offene Menge U C X gibt, so daf§ B=UnN A gilt.

Beweis. Wir vergleichen zunéchst die Kugeln des metrischen Raumes (A, d| 4x 4) mit denen

des metrischen Raumes (X, d). Es gilt
KA(b,e) = {a €A ’ d(b,a) < 5} = Kx(b,e) N A.

(1) Sei B C A im metrischen Raum (A, d|sx4) offen. Nach Definition existiert fiir jedes
b € B eine Zahl £(b) > 0, so dass

Ka(b,e(b)) = Kx(b,e(b)) N A C B.

Wir betrachten die Menge

U= ] Kx(be®) C X.
beB

Da U die Vereinigung von Kugeln in X ist, ist U nach Satz 2.4, Punkt 3. offen in X. Da
B C Aund B CU,ist BCUnN A. Andererseits gilt

UNA= (U KX(b,s(b))> NA

beB
- (KX(b,e(b)) mA)
beB
= J Kalbet)) < B,
beB

denn jede der Kugeln K 4(b,£(b)) liegt in B. Folglich gilt B = U N A.

(2) Sei nun B = U N A, wobei U C X eine offene Menge in (X, d) ist. Es ist zu zeigen,
dass B offen im metrischen Raum (A, d|4x4) ist. Sei b € B. Da b € U und U in (X,d)
offen ist, existiert ein €(b) > 0 mit Kx(b,e(b)) C U. Folglich gilt

Ka(b,e(b)) = Kx(b,e(h)) NACUNA=B.

Somit ist B offen in (A, d|ax4). O

Definition 2.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlos-
sen, falls cl(A) = A gilt.

Satz 2.6 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:

1. A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.
2. X und () sind abgeschlossen.
3. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

4. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
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Beweis. (1) Wir benutzen Satz 2.2 und erhalten

A C X ist abgeschlossen <= A = cl(A)
— A=X\Int(X\A)
— X\A=Int(X\A4)
< X\ Aist offen

(2)-(4) folgen aus (1), Satz 2.1 und den Beziehungen zwischen Vereinigung und Durch-
schnitt bei der Komplementbildung:

(2) X = X \ 0. Da 0 offen ist, ist X abgeschlossen.
) =X\ X. Da X offen ist, ist () abgeschlossen.

(3) Seien A;, i € A, beliebig viele abgeschlossene Teilmengen von X. Dann gilt nach den
bekannten Regeln der Mengenlehre

X\ (N4) = U A, (%)
€A €A
Da A; abgeschlossen ist, ist X \ A; offen. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen

ist offen, folglich ist die rechte Seite von (%) ebenfalls offen. Wenden wir (1) auf die linke

Seite von (x) an, so folgt, dass (7,4 A; abgeschlossen ist.

(4) Es geniigt, die Behauptung fiir zwei abgeschlossene Mengen zu beweisen. Die Giiltig-
keit fiir endlich viele Teilmengen erhélt man dann durch Induktion. Seien A und B zwei

abgeschlossene Teilmengen von X. Nach den bekannten Regeln der Mengenlehre gilt:
X\(AUB)=(X\A4)N(X\B).

Da A und B abgeschlossen sind, sind X \ A und X \ B offen und somit deren Durchschnitt
ebenfalls offen. Dann ist nach (1) aber AU B abgeschlossen. ad

Beispiel: Sei X = R? mit der Standardmetrik d(z,y) = ||z — y||.
Die Menge A = {x € R? | ||z|| < 1} N {(21,22) € R? | 22 > 0} ist offen. Folglich ist
R2\ A= {z € R? | ||z|| > 1} U {(x1,22) € R? | 23 < 0} abgeschlossen.

Als nachstes definieren wir zwei spezielle Arten von Punkten in metrischen Rdumen:

Definition 2.9. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Ein Punkt
x € X heifst Haufungspunkt von A, falls in jeder e-Kugel K(x,€) ein von x verschiedener
Punkt von A liegt, d.h. falls

(K(z,e) \{z})NnA#0.
Die Menge der Héaufungspunkte von A wird mit HP(A) bezeichnet.

Satz 2.7 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Dann gilt:



44 2 Metrische Raume

1. x € X ist genau dann ein Hdufungspunkt von A, wenn in jeder e-Kugel K(x,¢) un-
endlich viele Punkte von A liegen.

2. cl(A) = AUHP(A).

3. A ist genau dann abgeschlossen, wenn HP(A) C A.

Beweis. (1) Sei z € X ein Haufungspunkt von A und £ > 0 eine beliebig fixierte Zahl.
Wir miissen zeigen, dass die Kugel K (x, ) unendlich viele Punkte von A enthélt. Aus der
Definition des Haufungspunktes erhalten wir zunéchst, dass ein von x verschiedener Punkt
a1 € K(z,¢) existiert mit a; € A. Wir betrachten €1 := d(x,a;) > 0. Dann ist 1 < e.
Wiederum aus der Haufungspunkt-Eigenschaft von x, erhalten wir einen weiteren von a;
und z verschiedenen Punkt ay € K(z,e1) mit ag € A. Wir betrachten dann ey := d(z, ag)
und erhalten einen von aj, az und x verschiedenen Punkt az € K(x,e9) mit a3 € A.
Fahren wir induktiv so fort, so erhalten wir unendlich viele voneinander verschiedene

Punkte a1, a9, as,aq4,... € AN K(x,¢).

(2) Wir zeigen zuerst, dass AU HP(A) C cl(A):

Da A C cl(A), ist dazu nur zu zeigen, dass HP(A) C cl(A). Sei x € HP(A). Dann gilt
(K(xz,e)\{z}) N A # 0 fiir alle ¢ > 0. Folglich ist auch K (z,e) N A # () fiir alle ¢ > 0 und
damit z € cl(A).

Wir zeigen nun cl(A) C AUHP(A):

Sei x € cl(A) \ A. Wir miissen zeigen, dass x ein Haufungspunkt von A ist. Da x € cl(A)
gilt fiir alle ve > 0 dass K(z,e) N A # 0. Da z ¢ A folgt auch K(x,e)\ {x} N A # 0. Als
ist v € HP(A).

(3) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = cl(A), also wegen (2) genau dann wenn
A= AUHP(A). Dies ist aber dquivalent dazu, dass HP(A) C A. O

Definition 2.10. Sei (X, d) metrischer Raum und A C X Teilmenge. Ein Punkt x € A
heifst isolierter Punkt von A, falls ein € > 0 existiert, so daff K(x,e) N A = {x} gilt.

Mit 1so(A) bezeichnen wir die Menge der isolierten Punkte von A.

Beispiel: Sei X = R! versechen mit der Standardmetrik.
Fiir die Menge A = (0,1)U{2}U(2,3) C R gilt:

150( )= { }
HP(A) = [,1] 2,3]
&4:{0,1,%,2,3}

Int(A) = (0,1) U (2,3)
cl(A) = [0,1] U {g} U2,3].

Fiir die Menge B = {1, %, %, 1,...} CR gilt:

» 92

Iso(B) =B, HP(B)=1{0}, 0B=cd(B)=BU{0} und Int(B)=0.
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Definition 2.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fine Teilmenge A C X heifit dicht in
X, wenn cl(A) =X gilt.

Satz 2.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

1. A ist dicht in X.
2. A besitzt keine dufSeren Punkte, d.h. Int(X \ A) = 0.
3. X \ A enthdlt keine e—Kugel.

Beweis. Es gelten die folgenden dquivalenten Ausagen:

A C X dicht <= cl(A) = X
— X\ Int(X\A) =X
— Int(X\A) =10
<= X \ A enthilt keine e-Kugel.

Beispiel: Wir betrachten wieder X = R mit der Standardmetrik.

Die Menge der rationalen Zahlen Q und die Menge der irrationalen Zahlen R\ Q sind
dicht in R. Um das einzusehen, erinnern wir uns an Kapitel 1. Wir wissen, dass in jedem
Intervall (a,b) eine rationale Zahl liegt. Folglich enthédlt R \ Q keine offenen Intervalle,
das heifit keine Kugeln des metrischen Raumes R. Somit ist Q nach Satz 2.8 dicht in R.

Analog schlielen wir fiir R\ Q, da jedes offene Intervall auch eine irrationale Zahl enthélt.

Definition 2.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Unter einer Umgebung von

x verstehen wir eine offene Menge U C X, die x enthalt.

Bemerkung:

e Jede Kugel K(z,¢) ist eine Umgebung von x.
e Jede Umgebung U von x enthilt eine e-Kugel um x.
e Jede Umgebung U von z ist die Vereinigung von Kugeln.
Da U offen ist, existiert namlich fiir jedes y € U ein e(y) > 0, so dafl K(y,e(y)) C U.
Folglich gilt U = |J K(y,e(y)).
yelU

Man kann deshalb in allen obigen Definitionen (innerer Punkt, Abschluss, Randpunkt,
Haufungspunkt, isolierter Punkt, ...) den Begriff “Kugeln um z” durch “Umgebungen

von x” ersetzen.
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2.4 Folgen in metrischen Raumen

Definition 2.13. Sei X eine nichtleere Menge. Unter einer Folge in X wversteht man eine

Abbildung
F:N— X

n+—— F(n) =: x,,

die jeder natirlichen Zahl n einen Punkt x,, € X zuordnet.

Eine Folge ist also eine durch die Abbildung F' gegebene Aufzidhlung von Punkten in X,
wobei Punkte auch mehrfach vorkommen kénnen. Wir geben kiinftig lediglich die Bild-
werte der Abbildung F' an und benutzen fiir die Folge die nachstehenden Schreibweisen:

o0

T1,T9,T3,... oder (xn)5 4 oder kurz (zp)-

Definition 2.14. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X. Wir sagen,
dass (x,,) gegen x € X konvergiert, falls zu jedem & > 0 ein (von e-abhdngiger) Index
no € N existiert, so dass x, € K(x,e) fir alle n > ng.

Der Punkt x heifst Grenzwert (GW) der Folge (). Besitzt eine Folge (xy,) einen Grenz-
wert, so heifit sie konvergent. Besitzt die Folge (x,,) keinen Grenzwert, so heifit sie diver-

gent.

Fiir eine gegen z konvergente Folge (z,,) schreiben wir:

. n—oo
lim z, =z oder Ty — X oder kurz Ty — T.
n—oo

Es gilt also:

e limuz,=2 <= Ve>0 Ing mit d(z,z,) <e Vn>np.
n—oo

e Betrachten wir speziell X = R mit der Standardmetrik d(z,y) = |x — y|, so gilt
lim 2, =2 <= Ve>0 dng mit |z —z,|<e Vn>ng.

n—oo
Wenn wir im Folgenden vom metrischen Raum R reden, so meinen wir immer die mit der
Standardmetrik versehenen reellen Zahlen. Wir erhalten daraus die folgende Charakteri-

sierung der Konvergenz von Folgen in einem metrischen Raum:

Satz 2.9 FEine Folge (x,,) in einem metrischen Raum (X,d) konvergiert genau dann ge-
gen © € X, wenn die Folge der Abstande (d(xz,x,)) im metrischen Raum R gegen Null

konvergiert:

xn — 1z in (X,d) <= d(z,z,) —0 in R

2.4.1 Allgemeine Eigenschaften konvergenter Folgen

Satz 2.10 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Der Grenzwert einer konvergenten Folge

eines metrischen Raumes ist eindeutig bestimmit.
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Beweis. Sei (x;,) eine Folge des metrischen Raumes (X, d), die gegen x und z* konvergiert.
Angenommen z # z*. Dann ist € := d(z,2*) > 0. Also existieren ng und n§ mit

d(z,z,) < % Vn>nyg und d(z*,z,) < = Vn>ng.

Do | ™

Somit gilt d(x,z,) < § und d(z*,z,) < § fiir alle n > max(ng,nj). Nach Dreiecksunglei-

chung folgt fiir ein solches n
e=d(z,z%) < d(x,x,) + d(zy, 2¥) <
Dies ist aber ein Widerspruch. O

Definition 2.15. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit be-
schrankt, falls es eine Kugel K(xg, M) des metrischen Raumes gibt, die A enthdilt. Eine
Folge (z,) in (X, d) heifst beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder {x1,x2,x3,...}

beschrankt ist.

Satz 2.11 Jede konvergente Folge (x,) eines metrischen Raumes (X, d) ist beschrankt.

Beweis. Sei (xy) eine konvergente Folge und = = nh_)rgo Zn. Nach Definition der Kon-
vergenz existiert ein ng € N, so dass d(x,,z) < 1 fir alle n > ng. Wir setzen nun
M = max(d(z,x1),d(x,22),...,d(x,Tny—1) ) + 1. Dann gilt d(z, z,) < M fiir alle n € N,
Damit liegt die Menge {x1,xo,...} in der Kugel K(x, M) und ist somit beschrankt. O

Als néchstes wollen wir ein Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen in Produktraumen
behandeln. Wir erinnern nochmal an die Definition der Produktmetrik. Seien (X1,d:),
(X2,d2), ..., (X, d) metrische Rdume. Das Produkt dieser & metrischen Réume ist das
Paar (X, d) mit

X::X1><X2><...><Xk,

k
d(a,b) := Z dj(a;,bj)?, wobei a = (a1,...,a), b= (b1,...,bg).
j=1

Satz 2.12 Seien (X1,d1),...,(Xk, di) metrische Riume und (X,d) das Produkt dieser
Rdume. Eine Folge (xy, = (Tni,...,Tnk))oeq von Punkten im Produktraum X konvergiert
genau dann gegen y = (y1,...,yx) € X, wenn fir jedes j € {1,...,k} die Komponenten-

folgen (zn;)22, in (Xj,d;) gegen y; konvergieren.

Beweis. Nach Definition der Produktmetrik ist

k
d((yla“'7yk:)7(xn17~"7xnk)) - Zd’b(y’baxn’b)z 2 d](yjaxnj) (*)
i=1

Yy Tn

fir jedes j € {1,...,k}. Sei nun (z,,) gegen y in (X, d) konvergent. Dann existiert fiir jedes
e > 0 ein ng € N mit d(y,z,) < e fir alle n > ng. Nach Abschétzung (*) folgt daraus
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d;(yj, xnj) < € fiir alle n > ng und jedes j € {1,...,k}. Somit konvergiert x,; gegen y; in

(Xj,d;) fiir jedes j € {1,...,k}.

Sei umgekehrt lim z,; = y; fiir jedes j € {1,...,k} und € > 0. Dann existieren ng; € N
n—oo

so dass d;(yj, xn;) < ﬁ fur alle n > ng;. Es folgt

k k 2
3
j=1 7j=1

fir alle n > mo = max(noz, ..., nok). Also konvergiert x,, gegen y im Produktraum (X, d).
O

Wir charakterisieren nun den Abschluf} einer Teilmenge eines metrischen Raumes durch

konvergente Folgen.

Satz 2.13 Sei A eine beliebige Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann gilt fir
den Abschluf$ von A:

x € cl(A) <= Es existiert eine Folge (a,) mit a, € A, so dass li_>m ap = .
n oo

Beweis. (=) Sei x € cl(A). Dann gilt K(z,e)NA # 0 fiirallec > 0. Sein € Nund e = L.

Dann existiert ein Element a,, € K(z, %) N A. Wir erhalten also eine Folge a1, a2, ag...

in A mit d(z,a,) < 1 . Die Folge der Abstéinde (d(z,a,)) konvergiert in R gegen Null

(Archimedisches Axiom). Somit konvergiert die Folge (a,) gegen z.

(«<=) Sei (ay) eine Folge in A, die gegen = konvergiert und ¢ > 0. Dann existiert ein

no € N, so dass a,, € K(z,¢) fir alle n > ng. Folglich ist K (z,e) N A # 0, also z € cl(A).
O

Folgerung 2.1 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

1. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder kon-
vergenten, vollstandig in A liegenden Folge gleichfalls in A liegt.
2. Fine Teilmenge A C X ist genau dann dicht im metrischen Raum (X,d), wenn fir

jedes x € X eine Folge (a,) von Punkten aus A existiert, die gegen x konvergiert.

Beweis. A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn cl(A) = A. A C X ist genau dann
dicht, wenn cl(A) = X. Die Charakterisierung von cl(A) aus Satz 2.13 liefert dann die
Behauptung. a

Definition 2.16. Sei (x,) eine Folge in einer Menge X. Unter einer Teilfolge von (zy,)
verstehen wir eine unendliche Auswahl von Elementen dieser Folge, d.h. eine Folge

(Tn;)521, wobei {n1,n2,n3,...} eine Teilmenge von N mit ny <ng <mnz < ... ist.

Offensichtlich gilt:

Satz 2.14 Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,,) eine gegen x € X konvergente Folge.

Dann konvergiert jede Teilfolge von (x,) ebenfalls gegen x.
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Definition 2.17. Sei (x,,) eine Folge im metrischen Raum (X,d). Ein Punkt x € X
heifit Hiufungspunkt der Folge (zy,), wenn es eine Teilfolge (xn,)72, von (zy) gibt mit
lim @z, = x.

j—00

Die Menge der Hdaufungspunkte von (x,,) bezeichnen wir mit HP(xy,).

Beispiele:

1. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,,) eine gegen = € X konvergente Folge. Dann
gilt nach Satz 2.14, dass HP(z,) = {z}.
2. Wir betrachten in R die Folge (x;) mit

% falls n gerade
Ty 1=
1 falls n ungerade

Dann gilt HP(z,) = {0,1}.

2.4.2 Spezielle Eigenschaften von konvergenten Folgen im Vektorraum CF
bzw. RF

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Eigenschaften konvergenter Folgen im Vek-

torraum C* bzw. R¥, den wir mit der in Kapitel 1.4 eingefiihrten Standardmetrik

d(z,w) := ||z —w| := \/\zl — w12+ ..+ |z — wi]?

z=(21,...,2), w= (wy,...,wp) €CF baw. RF

versehen. Da der metrische Raum R¥ ein Teilraum des metrischen Raumes C* ist, gelten
alle Eigenschaften, die wir im folgenden fiir Folgen in C* formulieren, auch fiir Folgen in
R*. Aus Satz 2.12 folgt als Spezialfall sofort

Satz 2.15
1. Eine Folge von Vektoren (zn, = (2n1, - - -, 2ak))5%; aus CF konvergiert genau dann gegen
den Vektor z* = (z{,...,2}) € Ck, wenn die Komponentenfolge (2,7)°%, fiir jedes

J €{L, ...k} in C gegen z konvergiert.

2. Eine Folge komplexer Zahlen (w,) konvergiert genau dann gegen w € C, wenn die
Folge der Realteile (Re(wy,)) gegen Re(w) und die Folge der Imagindrteile (Im(wy,))
gegen Im(w) konvergiert.

3. Fine Folge komplexer Zahlen (wy,) konvergiert genau dann gegen w € C, wenn die

Folge (wy,) gegen w konvergiert.

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Rechenregeln fiir Folgen in C* (bzw. in R¥) zusam-

men.
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Satz 2.16 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen in C¥)

1. Seien (z,) und (wy) konvergente Folgen in C* mit den Grenzwerten lim z, = z € CF

n—o0
und lim w, = w € C*. Dann gilt:
n—oQ
(a) lim (2, +w,) = lim 2, + lim w, =z +w,
n—0o0 n—o0 n—00

(b)nIL%OM'Z”:“'nILIEOZ”:“'Z VueC,

m z,, lim w,) = (z,w) ,

() 15 Voo t0n) = 00, 2 10,

(@) T [lzn]] = || Tim = = |}2].

2. Seien (zy) und (wy,) zwei konvergente Folgen komplexer Zahlen mit den Grenzwerten

lim z, =z und lim w, = w in C. Dann gilt:
n—o0 n—oo

(a) im z, - w, = lim z, - lim w, =z - w.
n—oo n—oo n—oo

(b) Ist w # 0, so ist auch wy, # 0 fir alle n gréfler als ein ng € N, und es gilt

lim z
. Z’Vl n—oo " z
lm — = -—"—"—7"—=—.
n—00 Wy, lim w, w
n—oo

3. Seien (x,,) und (y,) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit den Grenzwerten

lim z, =x und lim y, =y.
n—oo n—oo

(a) Gilt z,, <y, fir fast alle' n € N, so folgt x < y.
(b) Sei (uy) eine weitere Folge reeller Zahlen mit x, < u,, < yy, fir fast allen € N und

sei x =y. Dann ist die Folge (u,) ebenfalls konvergent und es gilt ILm Up = .
n—oo
Beweis. Zu 1. (a) Es gilt
1(zn +wn) = (z + w)l| = [[(zn — 2) + (wn —w)|| < |2 — 2[| + [Jwn — w]|
und fiir alle € > 0 existieren ng,ny € N, so dass
€ € *
|z, — 2] < 5 Vn>ng und ||w, —w| < 3 V' n > ng.

Daraus folgt ||(z, +wy) — (2 +w)|| < € fiir alle n > max(ng, n§) und somit lim (z, +w,) =

n—o0
(z +w).

(b) Ist u = 0, so gilt die Behauptung trivialerweise. Sei p # 0. Dann gilt

iz = pzall = [ul - 12 = 2nll.

Da (z,) gegen z konvergiert, existiert fiir £ > 0 ein ng € N, so dass
£
iz

! fiir fast alle n € N bedeutet, dass die Aussage mit eventueller Ausnahme von endlich vielen naiirlichen
Zahlen gilt.

Iz — zn|| < Y n > ng.
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Folglich gilt ||puz — pzn| = || - ||z — zn|| < € fiir alle n > ng, und somit li_)rn 2n = [Z.
n oo

(c) Mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man die folgende Abschitzung

[(#ns wn) — (z,w)| = [(2n — 2, w5) + (2,05 — w)|
< [(zn — z,wn)| + (2, wn — w)|

< lzn = 2l lJwnll + {|2[| [lwn = wl][.

Da die Folge (wy,) konvergiert, ist die Menge {wy, ws, ...} beschrinkt. Somit existiert ein
M € RT mit ||w,|| < M fiir alle n € N. Wir wihlen auBerdem ein C € R* mit ||z|| < C.
Sei nun € > 0 gegeben. Dann existieren ng und ng, so dass

€
oM

9

|z — zn|| < VY n >ng und Hw—wanQC

vV n>ng.

Wir erhalten

(zn,wpn) — (z,w)] < =+ = =¢ VYV n >max(ng,ng).

c
2

IR

Daraus folgt le (zn, wp) = (z,w).

(d) Sei z, — z und £ > 0. Aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm in C* folgt
[znll = 1zl < llzn — 2l <€ V71 = no.

Also konvergiert (||z,||) gegen ||z]|.
1c)

Zu 2. (a) zp - wy = (2p, Wy) e (z,W) = z - w.
(b) Da w # 0 und (wy) gegen w konvergiert, existiert eine positive reelle Zahl 1 so dass

0 <n < |wy] fir alle n grofler als ein ng. Man erhélt

Zn z

Wy, W

Zn W — Wy + 2

Wy, + W

’Zn - ZHZU’ + |'(Un - W||Z|

|wn| - |w]

Daraus folgt: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein nj > ng, so dass

lzn — 2] - =—— + |wp, —w|- —— <e Vn>n.
n w

Also konvergiert die Folge (Z*) gegen =.
Zu 3. (a) Angenommen, es wire x > y. Wir setzen ¢ = x —y > 0. Dann existiert ein
ng € N, so dass

5 5
|xn—x\<§ und |yn—y\<§ vV n > ny.

Deshalb ist x, > x — § =y + § > y, fiir alle n > ng. Dies steht aber im Widerspruch zur
Voraussetzung und somit war die Annahme x > y falsch.

(b) Sei z,, < uy, <y, fiir alle n > ng. Da x,, — x und y,, — x, existiert fiir jedes € > 0 ein
ny so dass |z, — x| < § und |y, — x| < § fiir alle n > ny. Aus der Dreiecks-Ungleichung
folgt:
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E € €
|x_un| < |x_xn|+|$n_un‘ < ’x_xn|+‘xn_yn| < ‘x_xn’+|xn_x|+|$_yn| < Z+Z+1 <e€

fir alle n > max{ng, n1}. Folglich konvergiert die Folge (u,) gegen x. O

Definition 2.18. Eine Folge (z,) in C¥, die gegen den Nullvektor 0 = (0,...,0) konver-
giert, heifst Nullfolge.

Aus Satz 2.16 folgt dann:

e Eine Folge (2,) von Vektoren aus C* ist genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge der
reellen Zahlen (||z,]|) eine Nullfolge ist.

e FEine Folge von Vektoren (z,) konvergiert genau dann gegen den Vektor z, wenn (z,, —z)
eine Nullfolge ist.

o Ist (z,) eine Nullfolge von Vektoren und p € C, so ist auch (p - zy,) eine Nullfolge.

e Sind (z,) und (w,) Nullfolgen von Vektoren, so ist auch (z, + wy) eine Nullfolge.

e Ist (z,) eine Nullfolge und (wy,,) eine konvergente Folge von Vektoren, so ist die Folge
der Skalarprodukte ((z,,w)) ebenfalls eine Nullfolge.

e Ist (y,) eine Nullfolge reeller Zahlen und z, eine weitere Folge reeller Zahlen mit

0 <z, <y, fir fast alle n € N, dann ist (x,) ebenfalls eine Nullfolge.

Wichtige Beispiele konvergenter Folgen in R bzw. C:

Wir erinnern nochmal daran, dass R und C immer mit der durch den Betrag gegebenen

Standardmetrik versehen sind.

1. Sei ¢ eine positive rationale Zahl. Dann gilt | lim (l)q =0.
n—oo

Nach dem Archimedischen Axiom existiert zu jedem € > 0 ein ng € N, so dass nio <e

Q=

1
n

Folglich ist | ( )q | < e fiir alle n > ng, woraus die Behauptung folgt.

2. Sei x eine positive reelle Zahl. Dann gilt | lim {/z = 1.

n—oo

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst > 1. Sei x,, := /z — 1. Dann gilt z,, > 0

und aus der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir
r=(14z,)">14+n-x,.

Also gilt 0 < z, < ‘”Tfl Da (%1) eine Nullfolge ist, konvergiert (z,,) ebenfalls gegen Null,
und somit ({/z) gegen 1.
Ist 0 < z < 1, so folgt % > 1 und wir erhalten mittels Satz 2.16 und dem gerade Bewiesenen
lim ¢z = lim —= =1.

n—00 n—oo 7/ 1
x

3. Es gilt | lim {/n = 1.

n—o0

Zum Beweis betrachten wir die Folge x,, := /n — 1. Es gilt z,, > 0. Aus der binomischen

Formel folgt
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1
n=(1+z,)" > (n) z2 = 5n(n —1)a2.

Folglich gilt 0 < z,, < {/-2;. Nach 1. ist (,/-%;) eine Nullfolge, somit ist (z,) ebenfalls

n—1

eine Nullfolge und folglich gilt lim {/n = 1.
n—oo

4. Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt | lim 2" = 0.

n—o0

Dies sieht man folgendermafien: Da 0 < [z| < 1, existiert fiir jedes € > 0 ein ng € N mit
|z|" < e.Da | z | < 1ist, erhlt man |z|" < [z|™ fur alle n > ng, das heifit |z|" = |2"| < ¢

fiir alle n > ng. Folglich gilt lim 2" = 0.
n—oo

k

5. Sei z € C mit |z| > 1 und k € N eine fixierte natiirliche Zahl. Dann gilt | lim % = 0.

n
n—oo *

Dies bedeutet, dass fiir |z| > 1 die Folge der Potenzen |z|" schneller wéchst als jede noch
so grofle Potenz von n. Zum Beweis setzen wir x := |z| — 1 und wéhlen eine natiirliche

Zahl p > k. Fiir jedes n > 2p folgt aus der binomischen Formel

p—Faktoren
—1-...-n—mp-—-1
e (7) o= T G,
p p:
Da p < %, ist jeder der Faktoren n, (n —1),..., (n — (p — 1)) groBer als §. Es folgt
(14+2)" > (5)P- ’;—T und somit
k
w.pl P.pl 1
0< ' < P < L
|z|7 " ap - npk P n
~—
konstant
nk

Auf der rechten Seite steht eine Nullfolge, also ist lim 75 = 0.
n—oo

2.4.3 Spezielle Eigenschaften konvergenter Folgen in R

In diesem Abschnitt betrachten wir weitere, spezielle Eigenschaften von Folgen reeller
Zahlen, wobei R wieder mit der Standardmetrik d(x,y) := |z —y| versehen sei. Wir nutzen
dabei aus, dass R ein vollstédndiger angeordneter Korper ist.

Um spater Formulierungen vereinheitlichen zu konnen, betrachten wir zunéchst eine spe-
zielle Sorte von divergenten Folgen reeller Zahlen und ordnen diesen den Grenzwert 4oco

oder —oo zu.

Definition 2.19. Sei (z,,) eine Folge reeller Zahlen.

Wir sagen, dass (x,) gegen +oo strebt, falls zu jedem M € R ein nyg € N existiert mit
Ty > M fiir alle n > ng.

Wir sagen, dass (x,) gegen —oo strebt, falls zu jedem M € R ein ng € N existiert mit
Ty < M fiir alle n > ng.
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Fiir Folgen reeller Zahlen, die gegen +0o bzw. —oo streben, benutzen wir die Schreibweise

lim z, =400  bzw. lim z, = —occ.
n—r0o0 n—oo

Man nennt diese Sorte divergenter Folgen reeller Zahlen oft auch bestimmt divergent oder
uneigentlich konvergent (je nach Autor des benutzten Buches) und +oo den uneigentlichen
Grenzwert.
Beispiele:

e Ist x, =n oder z, = n?

, so gilt nlggo Ty = +00.

e Die Folge 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0,...ist in R divergent und strebt auch nicht gegen +oo,
obwohl sie beliebig grofie Glieder enthalt.

e Aus x, — +o00 und y, — +oo folgt =, + y, — 400 und z, -y, — +oc.

e Aus z, — 400 und y, — a fiir a > 0 folgt =, +vy, — +oo und z, -y, — +00.

1
Tn

e Wenn z,, — 400, so — 0.

e Wenn z, — 0 und z,, > 0, so %—)—i—oo.

Aus z,, — 400 und y, — 0 kann man i.a. nichts iiber das Verhalten von x,, -y, folgern,

wie die folgenden Beispiele zeigen.

e Seix, =n? undyn:%,sogilt T+ Yp = N — F00.

e Sei z, =n? undynzﬁ,sogilt Ty Y =1 — 1.

° Seia:n:n2 undyn:n%asogﬂt xn'yn:%—>0.

falls n gerade 1 falls n gerade

gilt @, -y, = { L

1
e Firz, =nund =< " .
" n { = 5 falls n ungerade

falls n ungerade

Folglich konvergiert x,, - y,, iberhaupt nicht.

Eine wichtige Folgerung aus dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen ist die folgende

Eigenschaft beschrinkter Folgen?.

Satz 2.17 (Satz von Bolzano/Weierstraf})
Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. einen Hdaufungs-

punkt.

Beweis. Sei (xy) eine beschréankte Folge reeller Zahlen. Dann existiert ein M > 0 mit
—M <z, <M fir alle n € N. Wir betrachten die folgende Menge A C R:

A:={zeR |z <z, firunendlich viele n}.

1. A ist nicht leer, da —M € A.
2. A ist nach oben beschrinkt, da zum Beispiel M eine obere Schranke ist.
Nach dem Satz 1.6 existiert ein Supremum g = sup A der Menge A. Sei ¢ > 0. Aus der

Definition des Supremums erhalten wir

2 Karl WeierstraB (1815-1897), Bernhard Bolzano (1781-1848).
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a) g+e¢e ¢ A. D.h. fiir hochstens endlich viele x,, gilt die Ungleichung g + ¢ < z,.
b) Es existiert ein 2 € A mit g —e < z. Somit sind unendlich viele Folgenglieder x,, groer

oder gleich z, also grofler als g — €.

Insgesamt folgt also, dass unendlich viele Glieder der Folge (x,,) im Intervall (¢ —&,9+¢)

liegen. Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge (zy, ) von (x,) auf folgende Weise.

e=l=3dax, 1 9g-—1<z,, <g+1

1 1
g:§:>5|;cn2:g—§<xn2<g+§, n2>n17

1 1 1
e’-::%:>3xnk:g—%<xnk<g+z, N > Nk—q1 -

Damit haben wir eine Teilfolge (zy,) von (z,) gefunden mit |z,, — g| < 1 fiir alle k € N.

Somit ist klim Ty, = g und g ein Haufungspunkt von (zy,). a
—00

Definition 2.20. Eine Folge reeller Zahlen (x,,) heifst

e monoton wachsend, falls x1 < xo <x3<....
e monoton fallend, falls x1 > xo0 > 13> ...

e monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz 2.18 Jede monoton wachsende, nach oben beschrdnkte Folge reeller Zahlen (z,) kon-
vergiert gegen sup{x, | n € N}.

Jede monoton fallende, nach unten beschrankte Folge reeller Zahlen (z,) konvergiert gegen
inf{x,, | n € N}.

Beweis. Sei (x,) monoton wachsend und nach oben beschriankt. Nach Satz 1.6 existiert
das Supremum ¢ = sup{z, | n € N}. Wir zeigen, dass (z,,) gegen g konvergiert. Sei
e > 0. Nach Definition des Supremums existiert ein mg € N mit z,,, > g — ¢, also mit
Tmy € (g9 — €,9]. Da (x,) monoton wachsend ist, gilt ¢ — & < zp, < z,, < g flr alle
n > my. Folglich konvergiert (z,,) gegen g.

Den Beweis fiir monoton fallende, nach unten beschrinkte Folgen fithrt man analog. O

Das Supremum und das Infimum einer beschréankten Teilmenge A C R liegt im Abschluss
cl(A). Ist A C R beschrankt und abgeschlossen, so existiert folglich das Maximum maz(A)
und das Minimum min(A) von A.

Sei nun (x,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann ist die Menge der Haufungspunke
HP(z,) nicht leer (Satz 2.17) und ebenfalls beschrinkt. Aulerdem ist sie abgeschlossen
(siehe ﬂbungsaufgaben). Folglich existiert das Maximum max H P(x,), d.h. ein grofiter
Haufungspunkt von (z,), und das Minimum min H P(x,), d.h. ein kleinster Haufungs-

punkt von (z,,).
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Definition 2.21. Sei (x,,) eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Man nennt den gréfiten
Haufungspunkt von (z,,) auch limes superior von (x,) und bezeichnet ihn mit

lim sup z,, := lim z,, := max HP(z,).
n—oo

Den kleinsten Haufungspunkt von (z,) nennt man auch limes inferior von (x,) und be-
zeichnet ihn mit

lim inf x,, := lim x,, := min HP(x,).
n—oo

Ist (xy,) nicht nach oben beschrdankt, so setzen wir limsup x,, := +00.
n—oo

Ist (zy,) nicht nach unten beschrinkt, so setzen wir liminf z,, := —oo.
n—oo

Satz 2.19 Sei (x,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann gilt

lim z, =g <= limsupx, =liminfz, = g.
n—00 n—00 n—+00

Beweis. (=) Sei (x,) gegen g € R konvergent. Dann gilt HP(z,) = {¢g} und somit

liminf z, = liminfz, = g¢.
n—oo n—oo

(<) Sei umgekehrt limsupz, = liminfz, = ¢g. Dann gilt HP(x,) = {g}, das heifit
n—00 n—00
jede konvergente Teilfolge von (x,) konvergiert gegen g. Angenommen (x,) wiirde nicht
gegen g konvergieren. Dann existiert ein € > 0, so dass gilt
Vng 3n>ng mit |z, —g| >e.

Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge von (z,,) folgendermafen:

np=1=3n1 >1: |z, —g|>¢,
no=ni1+1=3Ine>ny : |y, — g/ >¢,...,

nog=ng_1+1=3Ing>nk_1 : [T, —9g| >c¢,...

Dadurch erhalten wir eine Teilfolge (zy, ) von (z,,) mit |z, —g| > €, die ebenfalls beschénkt
ist. Nach Satz von Bolzano—Weierstraf} enthélt sie eine konvergente Teilfolge (acnkz), deren
Grenzwert ¢g* nach Konstruktion von g verschieden ist. Dies ist ein Widerspruch zu unserer

Voraussetzung. O

Anwendung: Die Eulerzahl e

Satz 2.20 Die Folge der reellen Zahlen (a,) mit

1 n
ap = (1 + )
n
ist in R konvergent.

Der Grenzwert der Folge (ay,) heifst Eulerzahl e.
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Beweis. Wir zeigen, dass (a,) eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge ist.

Nach Satz 2.18 existiert dann ein Grenzwert fiir (ay,).

1. Beschrénktheit von (ay): Aus der binomischen Formel folgt

(5O

Wir schatzen den Term (Z) . (%)k fir 1 <k<n ab:

k—Faktoren

() () -

k—mal
1 1 2 (k—1)
=—1-(1—-—=)-({1==]-...-(1~—
<1
1
<7
— k!
Folglich gilt fiir alle n € N
1 n
an:<1—i—>
n
<1 1 1 1 1
+1'+ +3'+ +m
—1+1+1+ ! + L + +
N 1 2.3 2-3-4 2.3 n
- 1 1 1 1 1
_1+2f0+21+22+23+.. —|—2n_1
n—1 1 k
=1 -
X (3)
k=0
1—(3)" .
=1+ i (geometrische Summe)
=3

< 3.
2. Monotonie von (ay,): Gleichung (x) zeigt, dass

() G) = () ()

Somit gilt a,, < a,41 flir alle n € N. O

Satz 2.21 Die Folge der rellen Zahlen (by,) mit

1 1

1 1
bp=ltqtogtgtt =2 4

1!

konvergiert in R und es gilt

1 n
lim b, = lim <1+> =e.

n—o0 n—o0
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Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.20 folgt a,, < b, < 3 fiir alle n € N. Folglich ist (by,)
eine nach oben beschrankte, monoton wachsende Folge. Nach Satz 2.18 existiert deshalb
ein Grenzwert von (b,) und es gilt

e= lim a, < lim b,.
n—oo n—0o0

Andererseits gilt fiir m < n wegen Formel (x) aus dem Beweis von Satz 2.20

(1) =50 Q)

O e B O [ ) B e RSOt )
- 2! 3! o n!

(1-2) (1-1)-...-(1—m
>14+1+ 51 +...+ — }

Wir halten m fest und gehen in dieser Ungleichung mit n gegen +oo. Dann folgt

1 1
e=lima,>1+1+—+...+4 — =bp, Vm eN.
n—00 2! m)!
Deshalb gilt lim b, < e und wir erhalten zusammenfassend e = lim b,. O
m—00 n—o0

Um die Eulerzahl genauer berechnen zu koénnen, beweisen wir die folgende Fehler-

abschatzung.

n
Satz 2.22 FEs sei b, = Y. % . Dann gilt fir jedes n € N die folgende Abschatzung fiir
k=0

die Fulerzahl e:

b, <e<b,+ '
n-n!

Beweis. Fiir festes n gilt e — b, = klim (b, — by) . Fiir k > n erhalten wir
— 00
1

1
by —bp = ———— 44—
k T

-1 <1+ L ! + +1>
(n+1)! n+2) m+2)n+3) 7 (n+2)-...-k

1 1 1 1 1
<<n+n!(*<n+m*<n+m2+“‘*m+2%nl)

I el O .
= CESIR ) (geometrische Summe)
n+2
1 1 1 n+2 1 nn+2)
<(n+1)! 1— 35 (41! n+1 nen! (n+1)2

Der Grenziibergang in dieser Ungleichung fiir k£ gegen +oo liefert

1 nn+2) 1

: v N.
n-n! (n+1)2 n-n! "e

e—b, <
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Mittels der Fehlerabschéitzung aus Satz 2.22 kann man Naherungswerte fiir e angeben.

Man erhélt zum Beispiel fiir n = 10:

10
1
bio = Z = 2.7182815. ..
k=0

0101 = 0.00000002. ..

Folglich ist 2.7182815 < e < 2.7182815 4 0.00000002 und somit
e~ 2.7182815 .

Als weitere Anwendung der Fehlerabschétzung beweisen wir

Satz 2.23 Die Fulerzahl e ist irrational.

Beweis. Angenommen e wére eine rationale Zahl. Dann koénnen wir e in der Form e =

fir p,q € N darstellen. Fiir ¢ € N gilt nach Satz 2.22

P
q

1
0<e—bg < —.
q-q
Daraus folgt 0 <e-q! —b,-¢! < %. Dae= g, ist e - ¢! ganzzahlig. Wegen
1 1 1 1

bq:a—i-ﬂ"‘a—l-...'f‘a

ist by - ¢! ganzzahlig. Somit ist auch e- ¢! — b, - ¢! ganzzahlig. Das ist aber ein Widerspruch
zu0<e-q!—bq'q!<%<1. a

2.5 Vollstandige metrische Raume

Um mittels der Definition nachzuweisen, dass eine Folge konvergiert, mufl man ihren
Grenzwert kennen. In diesem Abschnitt lernen wir eine Klasse von metrischen Rdumen
kennen, in denen man die Konvergenz einer beliebigen Folge liberpriifen kann, ohne ihren

Grenzwert zu kennen.

Definition 2.22. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,) in (X, d) heifst Cauchy—
Folge, wenn zu jedem e > 0 ein (von £ abhingiges) ng € N existiert, so dass d(zy,Tm) < €

fiir alle n,m > ny.
Satz 2.24 Jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum ist beschrdankt.

Beweis. Sei ¢ = 1. Dann existiert ein ng € N so dass d(zp,x,) < 1 fir alle n,m > nyg.
Insbesondere bedeutet das, dass z, € K(xy,,1) fir alle n > ny.
Wir setzen

r=mazr { d(zn,, 1), d(Tng, x2), ..., d(Tng, Tng—1) } + 1.

Dann gilt x,, € K(zp,,r) fur alle n € N. Also ist die Folge (z,,) beschrankt. O
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Satz 2.25 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy—Folge.

Beweis. Sei (x,,) eine gegen x konvergente Folge und € > 0. Dann existiert ein ng € N mit

d(zn,r) < 5 fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng folgt dann aus der Dreiecksungleichung

d(xn, Tm) < d(p, z) + d(x, Tm) < % + % =ec.

Somit ist (x,) eine Cauchy-Folge. O

Es gibt Cauchy-Folgen, die nicht konvergieren. Als ein Beispiel betrachten wir den metri-
schen Raum (X, d) mit X = (0,1] C R und der Metrik d(z,y) = |z — y|. Sei z,, := +. Die
Folge (x,) ist eine Nullfolge in R, folglich ist sie eine Cauchy-Folge in (R, d). Sie ist dann
auch Cauchyfolge in (X, d), hat aber in X keine Grenzwert, da 0 ¢ X.

Definition 2.23. Fin metrischer Raum (X, d) heifst vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge
in (X,d) konvergiert.

In einem vollstandigen, metrischen Raum kann man also die Konvergenz einer Folge un-

tersuchen, ohne ihren Grenzwert zu kennen. Man priift dafir die Cauchy—Bedingung

’V5>0 Ing € N mit d(xp,xm) <& Vn,mZno.‘

Wir sehen uns zunéchst Beispiele fiir vollstandige metrischer Rdume an.

Satz 2.26 Die reellen Zahlen R mit der Standardmetrik d(x,y) = |z — y| sind ein

vollstandiger metrischer Raum.

Beweis. Sei (x,) eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Dann ist (x,) beschrénkt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine konvergente Teilfolge (x5, ) von (x,). Sei z =

klim Zn, und € > 0. Dann existieren kg, ng € N, so dass
—00

V k> ko

|z — 2p, | <

|Tn — 2| < Y n,m > ng.

g
2
£
2
Sei nun n > ng. Wir wahlen ein k > kg mit n; > ng. Dann folgt aus der Dreiecksunglei-
chung

e ¢
\xn—xlg]xn—xnk\+\xnk—x]<§+§<s.

Also konvergiert die Folge (z,,) gegen . O

Beispiel 1: Die metrischen Rdume (0,400), (0,a), (0,a] mit der Standardmetrik sind
nicht vollstandig.

Beispiel 2: Der metrische Raum der rationalen Zahlen @Q (mit der Standardmetrik) ist

nicht vollstandig.
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e Wir betrachten die Folge rationaler Zahlen (x,,), definiert durch

1 2
r1:=1 und xp41 == <xn+> VnéeN.
2 Ty
Wir wissen, dass (z,) in R gegen /2 konvergiert (siche Ubungsaufgaben). Die Folge
() ist also eine Cauchy-Folge in R und somit auch in Q. Aber /2 ist keine rationale
Zahl. Folglich konvergiert (x,) nicht in Q.

e Wir betrachten die Folge der rationalen Zahlen y,, := (1 + %)n Die Folge () konver-
giert in R gegen die Eulerzahl e, sie ist also eine Cauchyfolge in R und somit auch in

Q. Da die Eulerzahl irrational ist, hat (y,) im metrischen Raum Q keinen Grenzwert.
Satz 2.27 Sind (X1,d1), ..., (Xk, di) vollstindige metrische Raume, so ist auch das Pro-
dukt (X, d) dieser metrischen Rdume vollstandig.

Beweis. Sei (xy, := (Tp1, ..., Znk)) eine Cauchy—Folge im Produktraum
(X = X1 x...x Xj,d) und € > 0. Dann existiert ein ng € N, so dass

k
d(xp, Tm) = Zdi(l’m‘, Tmi)? <e  Vn,m>n.
i=1
Daraus erhalten wir d; (@i, m;) < € fir alle n,m > no und jedes i € {1,...,k}. Folglich

sind die Folgen (zy;)52; Cauchy-Folgen in (X;,d;) fiir jedes i € {1,...,k}. Da (X;,d;)

vollstdndige metrische Raume sind, konvergieren die Folgen (z,,)72, gegen ein y; € X;.

Somit gilt nach Satz 2.12 lim z, = (y1,...,yx) € X1 X ... x Xj. ad
n—oo

Folgerung 2.2 Die metrischen Riume C, R* und C* (jeweils mit der Standardmetrik)

sind vollstandig.

Satz 2.28 Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Dann ist der metrische Raum (A,da := d, ,) genau dann vollstindig, wenn A abge-

schlossen ist.

Beweis. (<=): Sei A abgeschlossen und (a,,) eine Cauchy-Folge in (A, d4). Dann ist (a,)
auch Cauchy—Folge in (X,d), die, da (X, d) vollstindig ist, gegen ein x € X konvergiert.
Da A abgeschlossen ist, liegt jeder Grenzwert einer Folge von Elementen aus A wieder in
A (Folgerung 2.1). Somit ist z € A, das heifit (a,) konvergiert in A. Folglich ist (A, d4)
ein vollstdndiger metrischer Raum.

(=): Seinun (A4, d4) vollstandig. Wir zeigen, dass dann A abgeschlossen ist. Sei x € cl(A).
Nach Satz 2.13 existiert eine Folge a, € A mit lim a, = z. Damit ist (a,) eine Cauchy—
Folge in (A, d4) und somit in A konvergent. DasnI;e%(;t, x liegt in A. Folglich gilt cl(A) C A.
Die Teilmenge A C X ist also abgeschlossen. a
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Folgerung 2.3 Jede abgeschlossene Teilmenge A C R™ bzw. A C C" ist ein vollstindiger

metrischer Raum (mit Standardmetrik).

Wir wissen, dass nicht jeder metrische Raum vollstandig ist. Man kann aber jeden metri-
schen Raum wvervollstdndigen. Abschlieflend beschreiben wir diese Vervollstindigungspro-
zedur, die uns zeigt, dass man jeden metrischen Raum als dichten Teilraum eines gewissen,
bis auf Isometrie eindeutig bestimmten, vollstdndigen metrischen Raumes auffassen kann.
Diese Prozedur wird in der Analysis, vor allem bei der Untersuchung partieller Differenti-

algleichungen, vielfiltig angewendet?.

Satz 2.29 (Vervollstindigung metrischer Ridume)

Zu jedem metrischen Raum (X, d) gibt es einen vollstindigen metrischen Raum (X, d) und

eine Abbildung ¢ : X — )Z, fur die gilt:

1. ¢:(X,d) — (p(X),d) ist eine Isometrie.
2. o(X) C X ist dicht.

Der metrische Raum (X,d) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt, d.h. ist (X',d') ein
weiterer vollstandiger metrischer Raum und ¢’ : X — X' eine Abbildung mit den Eigen-
schaften 1. und 2., dann ezistiert eine Isometrie F : (X,d) — (X', d') so dass Fop = ¢'.

Definition 2.24. Der metrische Raum ()?,d) aus Satz 2.29 heifst Vervollstindigung von
(X, d).

Beweis. Den Beweis fithren wir in mehreren Schritten.

1. Schritt: Definition der Menge X.

Dazu betrachten wir die Menge CF(X,d) der Cauchy-Folgen des metrischen Raumes
(X,d). Zwei Cauchy-Folgen (x,), (yn) € CF(X,d) bezeichnen wir als dquivalent (sym-
bolisch: (z,,) ~ (yn)), wenn

d(p,yn) — 0 fir n — 4oo.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf dem Raum CF(X,d):
Aus d(zy, z,) = 0 und d(xy, Yn) = d(Yn, xn) ergeben sich unmittelbar die Reflexitét und

die Symmetrie der Relation ~. Aus der Dreiecksungleichung
0< d(.’En, Zn) < d(xna yn) + d(yna Zn)

folgt, dass mit d(z,,y,) — 0 und d(yn, z,) — 0 stets d(z,,z,) — 0 gilt. Dies zeigt die

Transitivitat von ~. Die Menge X sei die Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen

bzgl. der Relation ~:

3 In der Vorlesung haben wir den Vervollstindigungssatz als Fakt zitiert und aus Zeitgriinden nur die
Beweisidee angegeben. Es lohnt sich aber, den vollstandigen Beweis anzusehen. Zum einen ist dies ein

zentrales Resultat der Analysis. Zum anderen iiben Sie beim Durcharbeiten des Beweises viele Begriffe

und Techniken der bisherigen Vorlesungen Analysis I* und Lineare Algebra T*.
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X :=CF(X,d)/ ~ .
Die Aquivalenzklasse der Cauchy-Folge (z,,) € CF(X,d) bezeichnen wir mit [(x,,)].
2. Schritt: Definition des Abstandes d auf X.
Seien (xy,), (yn) € CF(X,d) zwei Cauchy-Folgen von (X, d). Nach der Vierecksungleichung
gilt
Folglich ist die Folge der reellen Zahlen (d(zy,,y,)) eine Cauchy-Folge im metrischen Raum
R. Da R vollsténdig ist, konvergiert diese Folge, d.h. es existiert li_}m d(zpn, yn) . Wir defi-
nieren fiir zwei Elemente ¢ = [(2,,)] und 17 = [(y»)] von X den Abstand

d(&,n) := lim d(@n,yn) -

Diese Definition ist korrekt, d.h. sie hangt nicht von der Wahl der Représentanten (x,,)
bzw. (y,) in den Aquivalenzklassen & bzw. i ab. Sind némlich (z,,) ~ (/) und (y,) ~ (v/,),

n

so gilt nach Vierecksungleichung

|d(@7,,95) — d(@n, yn)| < d(@,, @n) + d(Yp, Yn) -
Benutzt man nun die Definition von ~, so folgt

. T 1o

Die Abbildung d : X x X — R ist ein Abstand auf X: Die Symmetrie und die Positivitit
von d sind offensichtlich wegen der analogen Eigenschaften von d. Die Aquivalenzrelation
~ auf CF(X,d) ist gerade so definiert, dass

d(é,m) =0 < Jim d(zn,yn) =0 <= (20) ~ (yn) = =1

Die Dreiecksungleichung folgt ebenfalls aus derjenigen von d:

Seien § = [(zn)],n = [(yn)], p := [(wn)]. Dann gilt

J({, 77) = nh—{go d(l'na yn)
< lim (d(zn, wn) + d(wn, yn))

=d(&,p)+d(p,m) -

Damit haben wir einen metrischen Raum (X, d) definiert.

3. Schritt: Definition der Abbildung ¢:
Sei # € X. Wir betrachten die konstante Folge (x,, := z) in X und bezeichnen mit & € X
ihre Aquivalenzklasse & := [(x,, := z)] in (X, d). Die Abbildung ¢ definieren wir durch

cp:X—>)A(/
T —
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Die Abbildung ¢ : X — (X)) ist offensichtlich bijektiv und es gilt nach Definition von
d

d(p(2),(y)) = d(#,§) = lim d(z,y) = d(z,y).

n—oo

(X,d) ist also isometrisch zum Teilraum (¢(X), d) von (X, d).

4. Schritt: Der metrische Raum (X, d) ist vollstéindig.

Sei (&k)72, eine beliebige Cauchy-Folge aus ()?,cf) Wir zeigen, dass (&) in ()?,ci)
konvergiert. Zunachst wéahlen wir in jeder Aquivalenzklasse &, einen Repréasentanten
(Tpn)o2, € CF(X,d). In jeder dieser Cauchy-Folgen wéhlen wir dann ein Folgenglied
Tkn, € X so, dass

1
A(Thn, Thn,,) < Z Vn>n.. (%)

Wir zeigen nun, dass die Folge (zyy, )72 | eine Cauchy-Folge in (X, d) ist. Aus der Isometrie

zwischen (X, d) und (p(X),d), der Dreiecksungleichung und (x) folgt

A(Thng> Thrmy,) = A(Fkng s Tirm,y, )
< d(Erny - &) + A&, &) + (&, Tarm,,)

= nh_)rrolo A(Tpp, Thn) + CZ(é'k, &) + nll_)Holo d(zprm, xk’nk/)

1 ~ 1
<z + d(&k, Epr) + o

Da (§)32, eine Cauchy-Folge in ()Z' ,d) ist, existiert zu vorgegebenem £ > 0 ein Index
ko € N, so dass

< 1 1
d(&kaﬁk/)>%7y< Vk,k’/z’fo.

S M™

Folglich ist
€

2

und somit (7, )7, eine Cauchy-Folge in (X,d). Die Aquivalenzklasse dieser Folge sei

d(xknmxk’nk/) < vk, K > ko. (**)

& = [(@pn, )]. Wir zeigen, dass (&) in (X, d) gegen ¢ konvergiert.
Aus (*) und (xx) folgt

d(&k, &) < d(En, Thny) + A(Ekny, €)
= nh_>H010 d(l‘kn, :L‘knk) + k’lgnoo d(xknk s xk’nk/)

<e vV o k>ko.

Folglich konvergiert die Cauchy-Folge (§;)72, im Raum (X,d) gegen ¢ € X.

5. Schritt: Wir zeigen, dass die Menge ¢(X) dicht in X ist.

Sei € € X ein beliebiges Element und (z,,)3%; eine Cauchy-Folge in der Aquivalenzklasse
&. Wir betrachten die entsprechende Folge (Z,,) in ¢(X). Fiir £ > 0 existiert ein ng € N
mit

d(in,€) = lim d(zn,z,) < e Vn>ng.

m—r00

Folglich konvergiert (Z,) gegen ¢ und die Dichtheit von ¢(X) in X ist bewiesen.
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6. Schritt: (X, d) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt:

Sei (X', d") ein weiterer vollstdndiger metrischer Raum und ¢’ : X — X’ eine Abbildung,
so dass ¢’ : (X,d) — (¢'(X),d’) eine Isometrie und ¢'(X) C X’ dicht ist. Dann definiert
die Abbildung

fro(X) — ¢'(X)
p(x) — ¢'(x)

offensichtlich eine Isometrie zwischen den metrischen Réumen (p(X),d) und (¢'(X),d’).
Wir erweitern f zu einer Isometrie F zwischen (X, d) und (X’,d'): Sei £ € X und € =
lim z,, fiir eine Folge (Z,) aus ¢(X). Da (&) eine Cauchy-Folge in ¢(X) ist, ist auch
n—oo

ihr Bild (f(Z,)) eine Cauchy-Folge in ¢'(X). Sei ¢ := lim f(z,) € X'. £ ist korrekt

n—oo
definiert, d.h. unabhéngig von der Wahl der Folge (Z,). Sei namlich (g,) eine weitere
Folge mit £ = lim §y, so gilt d(Zn, Gn) = d'(f(Zn), f(Gn)) — 0, also lim f(§,) = &. Wir
n—00 n—00
erhalten somit eine Fortsetzung von f zu einer Abbildung

F:X X

£ = lim 2, — & = lim f(Z,) .
n—o0 n—o0

F ist offensichtlich bijektiv. Fiir £ = lim %, € X und n=Ilimgy, € X gilt
n—oo

CZ(&TI) - HILH;O d(‘%mgn) = lim d/(f(‘%n)a f(gn)) = dl(f’ﬂ?’) - dl(‘F(é)?F(n))

n—o0

Die Abbildung F ist folglich eine Isometrie zwischen (X, d) und (X', d’). Aus der Definition
von F folgt sofort, dass F' o ¢ = /. Damit ist Satz 2.29 vollstandig bewiesen. O

Bemerkung: Eine Moglichkeit zur Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen
Zahlen besteht darin, die in Satz 2.29 beschriebene Vervollstdndigungsprozedur fiir die
Menge der rationalen Zahlen Q mit dem Abstand d(z,y) = |xr — y| auszufithren. Die

entstehende Menge @ erfilllt dann die Axiome der reellen Zahlen aus Kapitel 1.

2.6 Kompakte und folgenkompakte Teilmengen metrischer Raume

Definition 2.25. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit folgenkompakt,
falls jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

Ist die gesamte Menge X folgenkompakt, so nennt man den metrischen Raum (X, d) fol-
genkompakt.

Bemerkung: Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann ist A C X genau dann
folgenkompakt, wenn der metrische Raum (A, d|4x4) folgenkompakt ist.

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele fiir folgenkompakte Mengen. Im folgenden seien

R, C, R* und C* immer mit der Standardmetrik versehen.
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Satz 2.30 Jede beschrdnkte und abgeschlossene Menge in R ist folgenkompakt.

Beweis. Sei A C R eine abgeschlossene und beschrénkte Menge und (ay,) eine Folge in A.
Dann ist (ay) ebenfalls beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine
konvergente Teilfolge (ay, ) von (a,). Der Grenzwert x dieser Teilfolge liegt in X. Nun gilt
aber x = klirgo an, € cl(A) (siehe Satz 2.13). Da A abgeschlossen ist, ist A = cl(A), also
liegt x in A. Die Menge A ist demnach folgenkompakt. ad

Beispiel: Die abgeschlossenen Intervalle [a,b] C R sind folgenkompakt.

Satz 2.31 Sei (X,d) das Produkt der metrischen Rdume (X1,d1), ..., (Xg, di) und seien
A; C X, folgenkompakte Mengen in (X;,d;), j = 1,...,k. Dann ist die Menge A :=
Ay X Ag X ... x Ay folgenkompakt in (X, d).

Beweis. Den Beweis wird analog zum Beweis von Satz 2.27 gefiihrt. Wir iiberlassen ihn

dem Leser als Ubungsaufgabe. a

Beispiel: Die Quader W := [a1,b1] X [ag,bs] X ... X [ag,br] C R* sind folgenkompakte

Teilmengen des metrischen Raumes R¥.

Satz 2.32 Sei (X,d) ein metrischer Raum und B C X folgenkompakt. Dann ist jede
abgeschlossene Teilmenge A C B ebenfalls folgenkompakt.

Beweis. Sei (ay) eine beliebige Folge in A. Dann ist (a,) auch Folge in B und besitzt, da
B folgenkompakt ist, eine in B konvergente Teilfolge (ay,). Sei b = ]1520 an; € cl(A). Da A
abgeschlossen ist, ist cl(A) = A und somit b € A. Also enthélt (a,) eine in A konvergente
Teilfolge. Damit ist A folgenkompakt. ad

Wir erhalten daraus folgende Verallgemeinerung von Satz 2.30:

Satz 2.33 Jede beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von C, C* und RF ist folgen-
kompakt.

Beweis. Da CF isometrisch zu R?* ist, geniigt es, die Behauptung fiir die reellen Vek-
torrdume R* zu beweisen. Sei A eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von R”.
Da A beschriinkt ist, gibt es einen Quader W C R”, der A enthilt. Da W folgenkompakt
und A abgeschlossen ist, ist A auch folgenkompakt. O

Beispiele: Die Sphire S"~!:= {z € R" | ||z|| = r} C R" und die abgeschlossene Kugel
D} :={x eR"|||z]| <r} CR" sind folgenkompakt.
Es gibt metrische Radume mit abgeschlossenen und beschrankten Teilmengen, die nicht

folgenkompakt sind. Sei z.B. X eine unendliche Menge mit der diskreten Metrik

d(:c,m:{(l’ Y
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In diesem metrischen Raum ist jede Teilmenge abgeschlossen und beschrankt. Eine abzahl-
bare Teilmenge A := {aj,as,...,} C X ist aber nicht folgenkompakt: Eine Folge in (X, d)
ist genau dann konvergent, wenn sie ab einem bestimmten Index konstant ist. Folglich

besitzt die Folge (a,) keine konvergente Teilfolge.

Als néachstes beschéftigen wir uns mit speziellen Eigenschaften folgenkompakter Mengen.

Dazu zunéchst folgende Definition.

Definition 2.26. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A heifit total

beschrankt, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele Punkte ai,as,...,ar € A gibt, so

k
dass A C | K(aj,¢). Ist die gesamte Menge X total beschrinkt, so sagt man, dass der
i=1

metrische Raum (X, d) total beschrinkt ist.
Eine total beschriankte Menge ist auch beschréankt, denn fiir endlich viele Kugeln gilt
K(ai,e) U K(ag,e)U...UK(a,e) C K(a1,max{d(ai,a;) | j=2,...,k} +¢€).

Satz 2.34 Jede folgenkompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen,

total beschrdankt und insbesondere auch beschrdankt.

Beweis. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X folgenkompakt.

(1) Wir zeigen, dass A abgeschlossen ist. Sei z € cl(A). Dann gibt es eine Folge (a,)
in A mit a,, — x. Da A folgenkompakt ist, besitzt (a,) eine in A konvergente Teilfolge
(ap, ). Dann gilt aber lim a,, = lim a, = = € A. Folglich gilt cl(A) C A, d.h. A ist

k—o0 n—r00

abgeschlossen.

(2) Wir zeigen, dass A total beschrénkt ist. Angenommen A wére nicht total beschrénkt.
Dann existiert ein €y > 0, so dass fiir alle k¥ € N und fiir k£ beliebige Punkte a1,...,a; € A

A¢K(a1750)u...UK(ak,80).

Wir betrachten zunéchst & = 1 und einen Punkt a; € A. Dann ist A ¢ K(aj,ep). Wir
wiahlen einen Punkt as € A\ K(a1,&0). Dann gilt d(a;,a2) > ¢ > 0. Da A ¢ K(ai,£0) U
K(ag,¢ep), existiert ein ag € A\ (K(a1,£0) U K(az,£0)). Also gilt d(as,a1) > &9 > 0 und
d(as,az) > €9 > 0. Wir fithren dieses Verfahren fort und erhalten eine Folge von Punkten
ai,as,as,... in A mit d(a;,a;) > 9 > 0 fiir alle i # j. Diese Folge kann aber keine
konvergente Teilfolge enthalten. Dies widerspricht der Folgenkompaktheit von A. a

Aus den Satzen 2.33 und 2.34 erhalten wir eine spezielle Eigenschaft folgenkompakter

Mengen in den metrischen Riumen R¥ und CF.

Satz 2.35 Fine Teilmenge in R* und in CF ist genau dann folgenkompakt, wenn sie be-

schrdinkt und abgeschlossen ist.

Wie wir oben an einem Beispiel gesehen hatten, ist diese Charakterisierung folgenkompak-
ter Mengen in allgemeinen metrischen Raumen nicht moglich. Man hat aber fiir vollstindi-

ge metrische Rdume das folgende Kriterium fiir Folgenkompaktheit.
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Satz 2.36 Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. FEine Teilmenge in (X, d) ist

genau dann folgenkompakt, wenn sie abgeschlossen und total beschrdankt ist.

Beweis. = ist die Aussage von Satz 2.34.
<= findet man z.B. im Buch von Dieudonné: Grundziige der modernen Analysis, Bd. 1.
O

Nachdem wir bisher folgenkompakte Teilmengen betrachtet haben, die durch spezielle
Eigenschaften von Folgen definiert wurden, betrachten wir als néchstes einen Kompakt-

heitsbegriff, der mit Hilfe von offenen Mengen definiert wird.

Definition 2.27. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Fine Fami-
lie = {U; }ier von Teilmengen von X heifit offene Uberdeckung von A, falls die folgenden
beiden Eigenschaften gelten:

(1) U; C X ist offen fir allei € I.
el

Eine Teilmenge UcCU der Uberdeckung U heifit Teiliberdeckung, wenn A C U U.
veud

Fine Teiliberdeckung heifit endlich, wenn sie endlich viele Elemente enthdlt.

Definition 2.28. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fine Teilmenge A C X heifit kompakt,
wenn man aus jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliberdeckung auswihlen
kann. Ist die gesamte Menge X kompakt, so sagt man, dass der metrische Raum (X, d)

kompakt ist.

Es gilt wiederum, dass eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) genau dann kom-
pakt ist, wenn der metrische Raum (A, d|4x4) kompakt ist.
Im Folgenden beweisen wir, dass in metrischen Raumen beide Kompaktheitsbegriffe aqui-

valent sind.

Satz 2.37 FEine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie

folgenkompakt ist.

Beweis. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(1) A kompakt = A folgenkompakt:

Sei A kompakt. Angenommen, A wire nicht folgenkompakt. Dann gibt es eine Folge (ay,)
in A, die keine in A konvergente Teilfolge besitzt. Zu jedem x € A finden wir dann eine
Kugel K(z,e(z)), die héchstens endlich viele Folgenglieder von (ay) enthdlt. Dann ist
U = {K(z,e(x))}zea eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, enthilt sie eine
endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gilt

AC K(x1,e(z1))U. .. UK (zk, e(xg)).

Damit kénnte A aber nur endlich viele Folgenglieder von (a,) enthalten. Dies ist ein

Widerspruch zur Wahl von (a,,). Also war unsere Annahme falsch und A ist folgenkompakt.
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(2) A folgenkompakt = A kompakt:

Sei A folgenkompakt und U := {Uy}aey eine beliebige offene Uberdeckung von A. Wir
miissen zeigen, dass U eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Angenommen, dies wére
nicht so. Nach Satz 2.34 ist A total beschrankt. Zu jedem n € N gibt es also endlich viele
Kugeln mit Radius % und Mittelpunkten in A, die A iiberdecken. Da U keine endliche
Teilitberdeckung besitzt, gibt es zu jedem n € N eine dieser Kugeln, nennen wir ihren
Mittelpunkt a,,, so dass A N K(ay, %) nicht von endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt
wird. Wir betrachten nun die Folge (a,) in A. Da A folgenkompakt ist, hat (a,) eine in
A konvergente Teilfolge (ay, ). Sei z := kl;rgo an, € A. Da U die Menge A iiberdeckt, gibt
es eine Menge U € U, die = enthélt. Da U offen ist, finden wir ein £ > 0 mit K(x,e) C U.
Da x Grenzwert der Teilfolge (a,, ) ist, existiert ein kg € N, so dass a,, € K(z, 5) fiir alle
k > ko. Wir wihlen nun einen Index n; der Teilfolge mit [ > kg und n% < 5. Dann gilt fiir
jeden Punkt y € K(ay,, n%)

1 €

€ €
d(y,z) < d(y,an,) + d(ay,,z) < E—l—i < 54-5 = .

Daraus folgt
1
K(anl,n—) C K(zx,e) cU €U,
l

1
ng

widerspricht der Wahl von K (ay,, n%) Somit war unsere Annahme falsch, d.h. aus jeder

offenen Uberdeckung & von A kann man eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen. A ist

d.h. wir kénnen K (ay,, =) N A sogar durch eine einzige Menge von U iiberdecken. Dies

also kompakt. O

Wegen der gerade bewiesenen Aquivalenz von Folgenkompaktheit und Kompaktheit
konnen wir die uns bereits bekannten Eigenschaften folgenkompakter Megen auf kom-

pakte Mengen iibertragen.

Folgerung 2.4 Kompakte Teilmengen metrischer Rdume haben die folgenden Figenschaf-

ten:

Jede kompakte Menge ist abgeschlossen.
Jede kompakte Menge ist total beschrankt, insbesondere beschrankt.
Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist selbst kompakt.

Das Produkt kompakter Mengen ist kompakt.

AR

Eine Teilmenge tm metrischen Raum R"™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdankt
und abgeschlossen ist.
6. Eine Teilmenge in einem vollstindigen metrischen Raum ist genau dann kompakt,

wenn sie abgeschlossen und total beschrdinkt ist.

Weitere Eigenschaften kompakter Mengen findet man in den Ubungsaufgaben. Einen Spe-
zialfall der 5. Ausage dieser Folgerung findet man hiufig unter dem Namen Uberdeckungs-

satz von Heine/Borel.



70 2 Metrische Raume

Bemerkung: Wenn man sich den Satz 2.37 ansieht, fragt man sich natiirlich, warum man
denn tiberhaupt zwei verschiedene Kompaktheitsbegriffe definiert, wenn diese dann doch
iibereinstimmen. Ein Grund dafiir ist, dass man die kompakten Mengen dadurch auf zwei
vollig verschiedene Weisen charakterieren kann (einmal durch Eigenschaften von Folgen,
zum anderen durch Eigenschaften offener Uberdeckungen). Beide Varianten haben zum
Nachweis von Kompaktheit in verschiedenen Situationen jeweils Vorteile.

Der tieferliegende Grund ist aber der folgende: Die metrischen Raume sind eine spezielle
Klasse der sogenannten topologischen Raume, die wir hier kurz ergdnzend einfiihren wol-
len:

Sei X eine nichtleere Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie 7 von Teilmengen von
X, die folgende Eigenschaften hat:

1. X,0eT.
2. Die Vereinigung beliebig vieler Teilmengen aus 7 ist ebenfalls in 7.

3. Der Durchschnitt endlich vieler Teilmengen aus 7T ist ebenfalls in 7.

Das Paar (X,7) nennt man dann topologischen Raum. Die Elemente in 7 heiflen die
offenen Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bilden die offenen Mengen des metrischen Raumes nach
Satz 2.4 eine Topologie auf X . Jeder metrische Raum ist folglich ein spezieller topologischer
Raum. In topologischen Radumen kann man kompakte und folgenkompakte Mengen auf
die gleiche Weise definieren, wie im metrischen Raum. Man kann dann zeigen, dass es
sowohl topologische Rdume gibt mit kompakten Mengen, die nicht folgenkompakt sind als
auch topologische Radume mit folgenkompakten Mengen, die nicht kompakt sind !!. Fir
topologische Radume, die zu den Grundstrukturen der Analysis gehoren, fallen die beiden

Kompaktheitsbegriffe also nicht mehr zusammen.

2.7 Zusammenhiangende Teilmengen und Zusammenhangskomponenten

eines metrischen Raumes

Definition 2.29. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heif§t zusam-
menhdngend, wenn es keine offenen und zueinander disjunkten Teilmengen U,V C X ¢ibt,
sodass ACUUV, ANU #0 und ANV # 0.

Ist die Menge X selbst zusammenhdngend, so nennt man den metrischen Raum (X,d)
zusammenhdngend.

Beispiel: Sei X = R?, U,V C X offene Teilmengen von X und A C X wie im Bild. Dann
ist A nicht zusammenhéngend. U
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Bemerkung: Nach Definition ist ein metrischer Raum (X, d) zusammenhéngend, wenn
er sich nicht in die disjunkte Vereinigung zweier offener nichtleerer Mengen zerlegt. Man
kann wiederum zeigen, dass eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) genau dann

zusammenhéngend ist, wenn der metrische Raum (A, d| 4 4) zusammenhéngend ist.

Wir beschreiben nun die zusammenhéngenden Mengen im metrischen Raum R mit der

Standardmetrik d(z,y) = |z — y|.

Satz 2.38 Eine Teilmenge A C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie mit je
zwei Punkten a,b € A auch das Intervall [a,b] vollstindig enthdlt. Die einzigen zusam-
menhdngenden Teilmengen in R sind folglich R, (—o0,b), (—o0,b], (a,o0), [a,0), (a,b),
[a,b], (a,b], [a,b) und {a}.

Beweis. (=) Sei A C R zusammenhéngend. Angenommen es existieren a,b € A mit
[a,b] ¢ A. Dann gibt es ein = € (a,b) mit x ¢ A. Wir betrachten die Mengen U := (—o0, x)
und V' := (z,00). U und V sind disjunkte offene Teilmengen in R mit A C UUV = R\ {x}.
AuBlerdem ist ANU #0,daaec ANU und ANV # (), da b € ANV. Dies widerspricht
aber der Voraussetzung, dass A zusammenhéngend ist.

(«<=) Sei A C R eine Teilmenge, die mit 2 Punkten a,b € A, a < b, auch das Intervall [a, b]
enthalt. Wir nehmen an, A sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene disjunkte
Teilmengen U,V C Rmit ACUUV, ANU # 0 und ANV # (. Wir wihlen a € ANU
und b € ANV. OBdA gelte a < b. Wir betrachten z := sup(U N [a, b]). Dann gilt

zecd(UNJa,b)) Ccd(R\V)=R\V (daV offen ist),
z € c(UNJa,b]) C cl([a,b]) =[a,b] C A.

Da U UV die Menge A tberdeckt, liegt z in U. Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit
(z—¢e,z+¢) CU. Also gilt (z —¢,z2+¢)N]a,b] C UNia,b]. Es folgt min{z + ¢,b} =
sup((z — e,z +¢) Na,b]) < sup(U NJa,b]) = z. Dann muss b < z gelten. Da andererseits
z € [a,b], folgt b = z und somit z € V. Da U und V disjunkt sind und z € U, kann das

nicht gelten. Damit war unsere Annahme, dass A nicht zusammenhéngend ist, falsch. O

Bemerkung: Der analoge Beweis liefert, dass jede Verbindungstecke zwischen zwei Punk-
ten im metrischen Raum R” zusammenhangend ist.

Weitere zusammenhéngende Teilmengen erhilt man durch die folgenden beiden Satze.

Satz 2.39 Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine zusammenhdngende Teilmen-
ge. Gilt A C B C cl(A), so ist B ebenfalls zusammenhdngend.

Insbesondere ist der Abschluss einer zusammenhdngenden Menge selbst zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen B wére nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene, disjunkte
Mengen U,V C X mit B C UUV, BNU # ) und BNV # (. Wegen A C B gilt A C UUV.
Da A zusammenhéangend ist, mufl U N A = () oder VN A = () gelten. Sei oBdA UN A = 0.
Dann gilt A C X \U und somit, da U offen ist, B C ¢l(A) C cl(X\U) = X \U. Dann wére
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BNU = () im Gegensatz zur Wahl von U, d.h. wir erhalten einen Widerspruch. Folglich

war unsere Annahme, dass B nicht zusammenhéngend ist, falsch. a

Satz 2.40 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A;, i € I, beliebig viele zusammenhdngen-
de Teilmengen mit nichtleerem Durchschnitt B :== (| A; # 0.
el
Dann ist auch die Vereinigung A := |J A; zusammenhdngend.
el

Beweis. Wir nehmen an, A wére nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene, dis-
junkte Mengen U,V C X mit ACU UV, ANU # 0 und ANV # (. Fiir 7 € I gilt dann
auch A; C UUV. Da A; zusammenhangend ist, muss entweder A;NU = () oder A;NV =)

gelten. Wir setzen
I ::{i€I|AiCV} und IQZI{’iGI’AiCU}.

Da ANU #Qund ANV # 0 gilt Iy # () # I,. Wir erhalten

A:UAi:(UAi)u(UAi)

el el ISP
und
(UAZ->H(UA1-> cvnU=0.
i€l i€ls
Da fur alle i € T gilt 0 # B := (| A C A4;, folgt
kel
i€lq i€l

Dies ist ein Widerspruch. Folglich war die Annahme falsch und A ist zusammenhéngend.
O

Wir zeigen abschlieflend, dass sich jeder metrische Raum in disjunkte zusammenhéangende

Teilmengen zerlegt.

Definition 2.30. Sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Die Menge

Cx)= |J 4
A zush.
zeA

heif$t die durch x bestimmte Zusammenhangskomponente von X .

Bemerkung:

(1) Nach Satz 2.40 ist C(z) zusammenhéngend. Somit ist C(x) die grofite zusammenhéngen-
de Teilmenge von X, die x enthélt.

(2) Jede Zusammenhangskomponente von (X, d) ist abgeschlossen.

Nach Satz 2.39 ist ndmlich der Abschluss ¢l(C(x)) der Zusammenhangskomponente C(x)
ebenfalls zusammenhéngend. Folglich gilt ¢/(C(x)) C C(z), also cl(C(x)) = C(z). Somit ist



2.8 Banachrdume und Hilbertraume 73

C(x) abgeschlossen.

(3) Sind z,y € X, so gilt entweder C(z) = C(y) oder C(z) NC(y) = 0.

Wir betrachten den Fall, dass C(z) N C(y) # (. Dann ist C(z) U C(y) zusammenhéngend
(nach Satz 2.40) und enthélt 2 und y. Folglich gilt C(x)UC(y) C C(x) und C(x)UC(y) C C(y)
und somit C(z) = C(y) = C(z) UC(y).

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.41 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann zerlegt sich X in disjunkte Zusammen-

xX=Ja,

iel

hangskomponenen, d.h.

wobei die Mengen C; zusammenhdngend, abgeschlossen und paarweise disjunkt sind, und

C; = C(x;) fiir jeweils einen Punkt x; € X gilt.

2.8 Banachraume und Hilbertraume

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle vollstandige metrische Rdume, deren Basis-
menge Vektorraume sind und deren Metrik durch eine Norm bzw. durch ein Skalarprodukt

gegeben ist.

Definition 2.31. Ein Vektorraum dber dem Korper K (oder ein K-Vektorraum) ist ein

Tripel [V, +, ], wobei V' eine nichtleere Menge und + und - zwei Operationen

+:VxV — V (Addition)
(v,w) — v+ w

KxV — V (Multiplikation mit Skalaren)
(\v) — Ao

mit den folgenden Figenschaften sind:

1. [V,+] ist eine abelsche Gruppe.

2. Es gelten die Distributivgesetze:
A(v+w)=A-v+A-w und A+p)-v=Av+p-v

3. A (p-v)=A-p)-v und 1-v=mo,

wobei N\, p € K und v,w e V.

Wir werden Vektorrdaume auch kurz mit V' bezeichnen, wenn die Operationen + und -
klar sind. Ist K der Korper der reellen Zahlen, so heiit V' reeller Vektorraum, ist K der
Korper der komplexen Zahlen, so heifit V' komplexer Vektorraum. Die algebraische Theo-
rie von Vektorrdumen wird in der Vorlesung iiber lineare Algebra behandelt. Insbesondere
wird dort erkldart werden, was die Dimension eines Vektorraumes ist. In der Analysis-
Vorlesung interessieren wir uns fiir topologische Eigenschaften von Vektorraumen, insbe-
sondere zunéchst fiir die Definition einen geeigneten Konvergenzbegriffes fiir Folgen in

Vektorraumen. Dazu benutzt man Normen.



74 2 Metrische Raume

Definition 2.32. Sei V' cin reeller oder komplexer Vektroraum. Eine Norm aufV ist eine
Abbildung || - || : V — R mit den folgenden Eigenschaften:

1. ||z|]| >0 fir alle x € V und ||z|| =0 < x=0.
2. |l x| = |a|-||z]| fir ale o« € K und 2 € V.
3. Nz +yll <zl +lyll  (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V, || - ||) heifit normierter Vektorraum.

Beispiele fiir normierte Vektorrdume:

1. Die Vektorraume R™ bzw. C" mit den folgenden Normen

=1,...,

n 1
lellp == (Yo legP)” . peN. und el == max [a],
j=1

wobei © = (x1,...,zy,). Die Norm || - ||2 auf dem R™ bzw. C" ist die in Kapitel 1.4
betrachtete Euklidische Norm.

2. Sei X eine nichtleere Menge und bezeichne B(X) den Vektorraum aller beschrénkten

reellwertigen Funktionen
B(X):={f: X — R| f(X) C R beschrénkt}.
Die Operationen + und - sind hierbei auf folgende Weise definiert:

B(X) x B(X) — B(X)
(fi,f2)  += fitfo  mit (fi+f2)():= filz)+ fol2)

R x B(X) — B(X)
(A = A f mit (A f) () == A f(a).
Dann ist durch
[flloo := sup [f(x)] ,  fe B(X)
zeX

eine Norm auf B(X) gegeben.
3. Sei BF(R*) der Vektorraum aller beschriinkten Folgen (1) von Vektoren in R¥ mit

den Operationen

(zn) + (yn) = (Tn + yn)
A (xn) = (A xp),

wobei A € R, (2,,), (y,) € BF(R¥). Dann ist durch
I(zn)lloo == sup{llznllz [n €N}, (zn) € BF(R")
eine Norm auf BF(R¥) gegeben.

Auf jedem normierten Vektorraum wird durch die Norm auf kanonische Weise eine Metrik

induziert, die wir im Folgenden immer auf normierten Vektorrdumen festlegen werden:
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Satz 2.42 Sei (V.|| -||) ein normierter Raum. Dann ist die Abbildung d:V xV — R,
dz,y) =llz—yll, @yeV,
eine Metrik auf V.

Beweis. Der Beweis wird genauso wie fiir die Euklidische Norm in Kapitel 1.4., Satz 1.23
gefiihrt. Dort haben wir nur die Norm-Eigenschaften, aber nicht die konkrete Gestalt der
Norm benutzt. u

Definition 2.33. Ein normierter Vektorraum (V.|| - ||) heifft Banachraum, wenn er (als

metrischer Raum) vollstindig ist.

Beispiele fiir Banachriaume:
1. R™ und C™ mit der Euklidischen Norm || - |2 sind Banachrdume (siehe Kapitel 2.5).
2. Die Réume der beschriankten reellwertigen Funktionen B(X) und der beschrénkten

Folgen BF(R") sind mit der Supremum-Norm || - [|o Banachriume (Ubungsaufgabe).

Wir werden nun zeigen, dass die Vektorrdume R™ und C™ mit jeder Norm Banachriaume

sind. Dazu fithren wir die folgende Aquivalenzrelation fiir Normen ein:

Definition 2.34. Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum. Zwei Normen || - ||1 und

|- ll2 auf V' heiflen dquivalent, wenn es positive Konstanten a,b € RY gibt, so dass gilt
a-llzi <llzlz <b-llzli YzeV. (%)

Satz 2.43 Seien || -||1 und || - ||2 zwei dquivalente Normen auf dem Vektorraum V. Dann
stimmen alle topologischen Figenschaften von (V,||-||1) und (V,||-||2) tberein. Insbesondere

gilt fir Folgen (xy,) in V und fir Teilmengen A C V:

() —x €V bzl |- |1 gdw. (z) — z €V bzgl. || - 2.

(xy) ist Cauchy-Folge bzgl. || - |1 gdw. (zy,) ist Cauchy-Folge bzgl. || - ||2.
A ist offen bzgl. || - |1 gdw. A ist offen bzgl. || - ||2-

A ist abgeschlossen bzgl. || - ||1 gdw. A ist abgeschlossen bzgl. || - ||2.

A ist kompakt bzgl. || - ||1 gdw. A ist kompakt bzgl. || - ||2.

A ist zusammenhdngend bzgl. || - |1 gdw. A ist zusammenhdngend bzgl. || - ||2.

S S Lo~

Beweis. Aus (x) folgen fiir die Kugeln K;(z,¢) bzgl. der Norm || - ||; die folgenden Bezie-
hungen
Ki(z,e) C Ko(z,b-¢) , Ka(x,e) CKl(x,E) Ve>0.
a

Da Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen und offene Mengen mittels e-Kugeln definiert
sind, folgt die Aquivalenz dieser Eigenschaften fiir || -|[; und | - |2 aus diesen Beziehungen
der Kugeln zueinander. Eine Menge ist abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.
Die Aquivalenz der Offenheit liefert somit auch die Aquivalenz der Abgeschlossenheit.
Kompakte und zusammenhéngende Mengen sind ebenfalls durch offene Mengen definiert,

deshalb sind auch diese Eigenschaften fiir beide Normen aquivalent. a
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Satz 2.44 Alle Normen auf den Vektorraumen R™ bzw. C" sind zueinander dquivalent.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir den reellen Vektorraum R™. Der Beweis fiir C"
wird analog gefiihrt.

Sei || - ||2 : R — R die Euklidische Norm auf dem R™ und N : R” — R eine beliebige
Norm. Da die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist, genligt es zu zeigen,
dass die Normen || - ||2 und N &dquivalent sind. Wir miissen also positive reelle Konstanten

a und b finden, so dass
a-||z|2 < N(z) <b-|z|2 fiir alle x € R™.

(1) Es existiert ein b € RT mit N(z) <b- ||z[]2 fiir alle z € R™

Jeder Vektor z € R™ hat die Form z = (21,...,2,) = 7, zje;, wobei e; =
(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der j.-Stelle. Dann gilt wegen der Normeigenschaften und
der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung (siehe Satz 1.22)

:N(zn:ﬂfj'ej) < ZH:N(xj'ej) = Zn:|l‘j|‘N(6j)
o j=1

=1

n

n
<UD gl | DD N(ey)?
o j=1

=:6>0
=0b- |zl

(2) Es existiert ein a € RT mit a-||z|2 < N(z) fiir alle z € R™

Sei x € R™ ein vom Nullvektor verschiedener Vektor. Dann gilt

Nw) = N(lella ) = e N ()

Wir setzen a := inf{N(y) | |lyll2 =1} > 0. Dann gilt N(z) > a- ||z|]2 fir alle x € R". Es
bleibt zu zeigen, dass a > 0.

Angenommen a = 0. Sei S"~! := {y € R" | ||y||2 = 1} die Sphire vom Radius 1 im R".
Nach Definition von a existiert eine Folge (x,,) in S"~! mit N(z,) — a = 0. Da die
Sphiire S”~! in R beschrinkt und abgeschlossen bzgl. der Euklidischen Norm || - ||2 ist,
ist sie folgenkompakt bzgl. || - [|2 (siehe Satz 2.33). Folglich existiert eine Teilfolge (zy, )
von (z,,), die gegen einen Vektor yo € S™~! bzgl. | - ||2 konvergiert. Wir erhalten dann aus

der Dreiecksungleichung fiir N und der in (1) bewiesenen Ungleichung

Bei k gegen +oo konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung gegen 0. Folglich ist
N(yo) = 0 und somit yo = 0. Dies widerspricht yo € S*~!. Somit ist a > 0. a

Da R™ und C™ mit der Euklidischen Norm vollstandig sind, folgt aus den Satzen 2.43 und

2.44, dass die Vektroraume R" und C™ mit jeder Norm Banachraume sind. In der Vorlesung
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iiber lineare Algebra wird beweisen, dass jeder reelle Vektorraum der Dimension n < 400
isomorph zu R™ und jeder komplexe Vektorraum der Dimension n < +oco isomorph zu C"

ist. Dies liefert

Folgerung 2.5 Jeder endlich-dimensionale, reelle oder komplexe normierte Vektorraum

ist ein Banachraum.

Fiir co-dimensionale Vektorrdume gilt Satz 2.44 und die daraus abgeleitete Folgerung
nicht mehr. Im Laufe der Analysis-Vorlesung werden wir weitere vollstiandige und unvoll-
standige unendlich-dimensionale normierte Vektorrdume, insbesondere Vektorraume von
Funktionen, kennenlernen. Solche Vektorrdume spielen bei der Untersuchung partieller
Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

Abschlieflend befassen wir uns mit dem Begriff des Skalarproduktes auf einem Vektorraum,

den wir bereits in einem Spezialfall in Kapitel 1.4. betrachtet haben.

Definition 2.35. Sei H ein reeller oder komplexer Vektorraum und bezeichne K den da-
zugehdrigen Korper der reellen bzw. komplexen Zahlen. Ein Skalarprodukt auf H ist eine
Abbildung (-,-) : H x H — K mit folgenden Eigenschaften:

(
(x+y,2) = (x,2) + (y,2) firz,y,2€H,

Az,y) = Ma,y) = (z,\y) fir \€ K und z,y € H,
(x,z) >0 und (z,z)=0< x=0.

Ein Beispiel fiir ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum C" kennen wir bereits aus Kapitel

1.4: n
(z,w)cn = sz - wj, wobel z = (z1,...,2pn), W = (Wi, ..., Wy).
7=1

Satz 2.45 Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum H. Dann ist durch
Izl == /(@,2),  weH,
eine Norm auf H und durch
d(z,y) =@ —y,x—y) =z —yl, =zyel,
eine Metrik auf H definiert. Des Weiteren gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
[zl < lzll-llyll - fir alle z,y € H,
wobei die Gleichheit genau dann angenommen wird, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Der Beweis wird wie in Kapitel 1.4., Satz 1.22 gefiihrt. Dort haben wir dies fiir das
spezielle Skalarprodukt (-, -)cn auf C™ bewiesen. Wir haben dabei aber nicht die spezielle

Form des Skalarproduktes, sondern nur seine allgemeinen Eigenschaften benutzt. O
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Bemerkung: Ein Vektorraum (H, (-, -)) mit Skalarprodukt ist im Folgenden immer mit

der von (-, -) erzeugten Norm ||z|| = y/(z, x) und der dadurch induzierten Metrik versehen.

Ist eine Norm gegeben, so méchte man gern wissen, ob diese durch ein Skalarprodukt wie
oben beschrieben definiert ist. Dies ist nicht immer der Fall. Ein Kriterium dafiir liefert
der Satz

Satz 2.46 Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Es existiert genau dann ein Salarpro-
dukt (-,-) mit ||z||> = (x,z) fir alle z € V, wenn fiir die Norm das Parallelogrammgesetz
qgilt:

lz +yl* + lz = yl* = 2(|=* + yl*)  Va,yeV.

Beweis. Ubungsaufgabe. a

Definition 2.36. Fin Hilbertraum ist ein Vektorraum H mit Skalarprodukt (-,-), dessen

zugehoriger normierter Raum (H, || - || = \/(:,-)) ein Banachraum ist.

Beispiele fiir Hilbertraume:

n

1. R™ mit dem Skalarprodukt (z,y)r» := > x;-y;
j=1
n

2. C" mit dem Skalarprodukt (z,w)cr := ) z; - W;
j=1



3

Reihen in Banachraumen

Reihen sind spezielle Folgen in Vektorrdumen. Sie werden z.B. oft benutzt, um Funk-
tionen zu definieren oder Funktionen geeignet zu approximieren. Die Untersuchung der
Konvergenz von Reihen ist deshalb von besonderem Interesse. In diesem Kapitel werden

wir Reihen in Banachrdumen behandeln und Kriterien fiir ihre Konvergenz kennenlernen.

3.1 Konvergente und divergente Reihen

Im gesamten 3. Kapitel bezeichnet E einen Banachraum tiber dem Korper der reellen oder
der komplexen Zahlen mit der Norm || - ||. Als Spezialfall kann man sich an Stelle von E
zum Beispiel die reellen Zahlen R bzw. die komplexen Zahlen C mit dem Betrag der Zahlen

als Norm oder die Vektorraume R"™ bzw. C™ mit der Euklidischen Norm

n 1
2
||| := (§ :|xk|2> . = (21, T0),
k=1

(oder mit einer beliebigen anderen Norm) vorstellen.

In einem Vektorraum kann man jeder Folge von Vektoren eine neue Folge zuordnen: die
Folge der Partialsummen. Sei (x1);2; eine Folge von Vektoren aus E. Wir bilden daraus

eine neue Folge

n
sn::xl-f-xz-i-""f‘iﬂnzzl‘keEa also
k=1
S1 = I

So 1= X1 + X2
S3 1= X1 + X2 + 3

S4:=x1+x2+ T3+ T4

Definition 3.1. Die Folge (s,)>, heifit Reihe in E mit den Gliedern . Man schreibt
fir diese Reihe symbolisch

o0
ka oder T+ T+ T3+ ...
k=1
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n
Den Vektor sy, :=x1 + ...+ x, = > xp nennt man die n-te Partialsumme der Reihe.
k=1

o0
Eine Reihe Y xy in E heifst konvergent, falls die Folge der Partialsummen (s,) in E
k=1

konvergiert. Ist (sn) konvergent, so heifit s := li_>m sn Wert der Reihe und man schreibt
n o0

00
s = E T.
k=1

FEine Reihe, die in E nicht konvergiert, heifst divergent.

o0

Das Symbol »_ zj hat also zwei Bedeutungen: Es bezeichnet symbolisch die Folge (sy,)
k=1

der Partialsummen und im Konvergenzfall auch ihren Grenzwert.

o0
Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen erhdlt man, dass die Reihe ) xj genau dann kon-

k=1
o0
vergiert, wenn die Reihe ) zy fiir ein beliebig gewéahltes ko € N konvergiert.
k=ko
Sei speziell E = R. Wenn lim s, = 400 oder lim s, = —oco, so schreibt man symbolisch
n—oo n—oo

o0 [o.¢]
g xp = +0oo oder E Ty = —00.
k=1 k=1

Die Reihe ist in diesem Fall in R divergent. Gilt x; > 0 fiur alle £ € N, so bedeutet die

Schreibweise
o0
Z T < +00,
k=1

dass die Reihe in R konvergiert.

o0
Definition 3.2. Eine Reihe Y xp im Banachraum E heifst absolut-konvergent, wenn die
k=1

oo
Reihe der reellen Zahlen Y ||zk|| in R konvergiert.
k=1

Im néchsten Abschnitt behandeln wir wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen in Ba-

nachraumen.

3.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen in Banachraumen

o0

Satz 3.1 (Cauchy—Kriterium) FEine Reihe ) . in einem Banachraum E ist genau
k=1

dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|lzn + ...+ am| <e V'm >n>ng (%)

gilt.
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Beweis. Da der Banachraum FE vollstandig ist, konvergiert die Folge der Partialsummen
Sp = 1 + ...+ xy genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. Dies ist nach Definition
der Cauchy-Folge genau dann erfiillt, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass
fir alle m > n > ng die Ungleichung ||s,, — sp—1]| < ¢ gilt, was dquivalent zum Cau-
chy—Kriterium (x) ist. a

Der folgende Satz gibt ein niitzliches notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer

Reihe an:

[e.9]

Satz 3.2 Ist eine Reihe ) xp im Banachraum E konvergent, so ist die Folge der Rei-
k=1

henglieder (xy,) eine Nullfolge in E.

o0
Beweis. Zum Beweis nutzen wir das Cauchy—Kriterium fiir m = n. Konvergiert > xy,

k=1
dann existiert fiir alle € > 0 ein ng € N, so dass ||z,|| < e fiir alle n > ng. Daraus folgt
lim xz, = 0. O
n—oo

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel 1: Die harmonische Reihe

Sei E = R. Wir betrachten die harmonische Reihe
i 1 1 —|— + L + - ! +.
—k 3 4

Behauptung: Die harmonische Reihe ist in R divergent und es gilt

1 1
Sn*1+§+ +ﬁ
>1+—1+(1+1)+(1+- -+1)+ + ( S 1)
2 '3 47 5 08 2141 T gm

2m—1Summanden

1
>1 2. - 4+4.= 4om-l.
tat 4+ ssJr om

m Summanden

Folglich existiert zu jedem M € R eine Zahl m, so dass s, > 1+ % > M fur alle n > 2™,

Somit strebt die Folge der Partialsummen (s,) gegen +oo. a

Beispiel 2: Die geometrische Reihe
Sei £ = C und z € C eine fixierte komplexe Zahl. Wir betrachten die geometrische Reihe
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o
sz =14+z+224+23+24+ ...

k=0
Behauptung:
[e.@]
1. Ist || < 1, so konvergiert die geometrische Reihe und fiir ihren Wert gilt > 2% = L.
k=0
o0
2. Ist |z| > 1, so divergiert die geometrische Reihe S 2.
k=0
Beweis. Fir die Partialsumme gilt nach Satz 1.13
1— n+1
sn:1+z+...+z”:#
1-=2

Fiir |z| < 1 ist (2"1) eine Nullfolge und somit gilt lim s, = 7.
n—o0

[ee]
Fiir |z| > 1 ist [2¥| > 1 und somit ist (z¥) keine Nullfolge. Deshalb ist 5 z* divergent
k=0

(siehe Satz 3.2). 0

[e.e]
Satz 3.3 Ist eine Reihe ) xj im Banachraum E absolul-konvergent, so ist sie auch

k=1
konvergent und fur die Werte der Reihen gilt
[ee] [ee]
IEEINEAL (%)
k=1 k=1

[e.e]

Beweis. Sei ) ||zk|| konvergent. Entsprechend dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem
k=1

€ > 0 ein ng € N, so dass

lznl + ...+ [|zm] <e  fir alle m > n > no.
Wegen der Dreiecksungleichung fiir die Norm
[2n 4 A Tl < ]l 4+ 2]

o0

gilt das Cauchy-Kriterium auch fiir die Reihe ) z, die folglich ebenfalls konvergiert.
k=1

Aus den Grenzwertsétzen (analog zu Satz 2.16) erhdlt man dann fiir s, = 1 + ... + 2,

o0
| lim snfl = lim [lspll < lm (2]l + ...+ lzal) = D Il

Dies zeigt die Abschétzung (). O

Reihen im Banachraum E kann man addieren und mit reellen bzw. komplexen Zahlen mul-
tiplizieren. Im folgenden bezeichnet K den Koérper der reellen Zahlen, falls E ein reeller
Banachraum ist, bzw. den Korper der komplexen Zahlen, falls F ein komplexer Banach-

raum ist.
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Satz 3.4 Seien (xy) und (yi) Folgen im Banachraum E und X\, u € K. Konvergieren die
o0 [e.9]

oo
Reihen > xp und > yr gegen x bzw. y, so konvergiert die Reihe Y (Axp+pyr) gegen
k=1 k=1 k=1
AT+ py.
n n n
Beweis. Seien sy, := > xp, S, := >, yr und s} := > (Axg + pyg) . Dann gilt
k=1 k=1 k=1

sy = Asp + usp. Die Behauptung des Satzes folgt aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen in

Vektorrdumen (analog zu Satz 2.16). O

Satz 3.5 (Majorantenkriterium)

o0
Sei > xy eine Reihe im Banachraum E und (cy) eine Folge reeller Zahlen mit ||x| < ck

k=1
o0 (e.0)

fiir alle k € N. Konvergiert die Reihe ) cx in R, so ist die Reihe > xj in E absolut—
k=1 k=1

konvergent und fiir die Werte der Reihen gilt

() 00 o
(I EDTAES 3 (e %)
k=1 k=1 k=1

[e.9]

Beweis. Wir nutzen wiederum das Cauchy—Kriterium. Sei > ¢ konvergent. Dann gibt es
k=1

fiir alle € > 0 ein ng € N, so dass

Cn+...+cy <e Vm>n>ng.

Nach Voraussetzung ist |zp| + ... + ||om| < en + ... + ¢ . Folglich gilt das Cauchy-
o0

o0

Kriterium auch fir die Reihe ) ||zg| . Somit ist die Reihe ) xj absolut—konvergent,
k=1 k=1

also auch konvergent. Die Ungleichung (x * %) folgt wie im Beweis von Satz 3.3. a

Beispiel 3: Sei E = C. Wir betrachten eine Folge komplexer Zahlen (ay) mit |ag| < 1 fiir
alle k € Nund z € C mit |2] < 1.
oo

Behauptung: Die Reihe > apz¥ ist absolut-konvergent und fiir ihren Wert gilt:
k=0

1

<
1z

o0
E akzk
k=0

Beweis. Dies folgt aus dem Majorantenkriterium und der Konvergenz der geometrischen
Reihe, da

o0
k k k k
a2 = |ag| - |2|F < |2| und Y Jeff = T
k=0
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Satz 3.6 (Wurzelkriterium)
oo
Sei > xy eine Reihe im Banachraum E und o := limsup /||l .
k=1 k—ro0
oo
1. Ist a < 1, so ist die Reihe Y xj absolut-konvergent.
k=1

o0
2. Ist a > 1, so ist die Reihe Y xy divergent.
k=1

Beweis. 1. Sei o = limsup {/||zg|| < 1. Da a der groBite Haufungspunkt der Folge (/||zk||)
k—ro0

ist, sind hochstens endlich viele dieser Folgeglieder grofier als HTO‘ Es existiert folglich ein
ko € N so dass 1
Yl < ;O‘ <1 Yk > ko,

Somit gilt

1 k
kay<< ;a> Yk > ko.

[e.e]
Da HTO‘ < 1, konvergiert die geometrische Reihe > (HTO‘)k Aus dem Majorantenkriterium
k=1

[e.e]
folgt dann die absolute Konvergenz der Reihe > xy.
k=1

2. Sei a = limsup v/|[|zx[| > 1. Dann existiert eine Teilfolge (z;) von () mit ’ﬁ{/ |k, || >
k—o0

[ee]

1, also mit |lzg,|| > 1. Somit ist (xx) keine Nullfolge und }_ zj konvergiert nicht (Satz
k=1

3.2). O

Satz 3.7 (Quotientenkriterium)

o0
Sei >z eine Reihe im Banachraum E, deren Glieder zy alle vom Nullvektor verschieden

k=1
sind.
o0
1. Ist « :=limsup % < 1, so ist die Reihe Y xj absolut-konvergent.
k—o0 k k=1
o0
2. Ist B :=liminf ”ﬁ;*ﬁ“ > 1, so ist die Reihe Y ) divergent.
k—o0 k k=1
Beweis. 1. Sei a = limsup ”ﬁgz‘l‘” < 1. Dann existiert ein ky € N, so dass
k—00
x 14+«
okl _1+a V> ko
[EaA 2

Folglich gilt
1
vl < (52 ) Il k>

+
Q

und somit

1+a\l’ .
”xkoJer < ka‘OH \V/j > 0.
2

+
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o0

Da @1 < 1, konvergiert die geometrische Reihe ;)(QTH)J . Aus dem Majorantenkriterium
o0 =
folgt dann, dass die Reihe ) xj absolut konvergiert.
k=1
2. Sei nun 8 = hkm inf H‘ﬁ’“*ﬁ“ > 1. Dann sind hochstens endlich viele der Zahlen Hﬁ;:i”
—00
kleiner als 1. Folglich existiert ein kg € N, so dass 0 < ||zg|| < ||zgy1|| fir alle k& > kg gilt.
o0
Also ist (xy) keine Nullfolge. Nach Satz 3.2 ist deshalb die Reihe ) zj divergent. O
k=1

Beispiel 4: Ob man das Wurzel- oder das Quotientenkriterium anwendet, mufl man an-

hand der Gestalt der Reihenglieder entscheiden. Das Wurzelkriterium ist leistungsféhiger
[ee]

als das Quotientenkriterium. Betrachten wir z.B. F = R und die Reihe ) zj, wobei

xy, = 27F fiir gerade k und x;, := 8% fiir ungerades k sei. Das Wurzelkriterium zeigt

Konvergenz an, da limsup &z, = % gilt, wihrend das Quotientkriterium keine Aussage
k—o00
liefert, da lim inf *+ = 0 und limsup * = +oo gilt.
k—s00 k k—ooo Uk

Beispiel 5: Fiir jede komplexe Zahl z € C ist die Reihe
ii—1+z+z—2+i+z—4+
k! 34l
k=0
absolut—konvergent.

2k

Beweis. Wir benutzen das Quotientenkriterium mit zy = 7;:
zk+1 k!
ko(k+1)!

_ Il
k+1

Trt1
Tk

—0

Beispiel 6: Sei E = C, z € C eine fixierte komplexe Zahl und p € Q7 eine positive
rationale Zahl. Die Reihe -

—1
| <

‘ N
>

ist fiir |z| > 1 absolut-konvergent und fiir \ < 1 divergent.

Beweis. Wir benutzen das Quotientenkriterium mit xj = ’;—Z

P,k p
Tp kp . Zh+1 k |2] |2]
Es gilt also lim x’““ = limsup | “2= = ‘71| Die Behauptung folgt dann
aus dem Quotlentenkrlterlum. O

Beispiel 7: Sei E = C und z € C. Die Reihe
3
k
k=1

ist absolut-konvergent, falls |z| < 1 und divergent, falls |z| > 1.
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Beweis. Wir benutzen das Wurzelkriterium. Mit xy, := % ist ¥/|xk| = ‘,% . Da klim VEk =
— 00
1 gilt, konvergiert die Folge ({/|zk|) gegen |z|. Damit ist limsup ¥/|zi| = |z| und das
k—o0

Wurzelkriterium liefert die Behauptung. ad

Wir interessieren uns natiirlich auch dafiir, was mit der Konvergenz fiir z € C mit |z| =1
passiert. Fiir z = 1 ist die obige Reihe gerade die harmonische Reihe, also divergent. Um

die anderen Fille mit |z| = 1 behandeln zu kénnen, beweisen wir ein weiteres Kriterium.

Satz 3.8 (Abel-Dirichlet—Kriterium)
Sei (xy) eine Folge im Banachraum E, deren Partialsummenfolge (s, = x1+xo+...4+xy)
beschrankt ist. Sei weiterhin (ay) eine monoton fallende Nullfolge positiver reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Reihe
[oe)
> ki
k=1

im Banachraum E.

Beweis. Seien s, =x1+x3+...+x, und o, = a1x1 + ...+ a,x, . Nach Voraussetzung
existiert eine reelle Zahl C, so dass ||s,|| < C fur alle n € N. Fiir m > n erhalten wir
Om — Op = Qpi1Tntl T @pi2Tpt2 + .o+ AmT,
= an—l—l(sn—i—l - Sn) + an+2(3n+2 - Sn—i-l) +...+ am(sm - Sm—l)

= —Qp+15n + (an-‘rl - an+2)5n+1 +...+ (am—l - CLm)sm—l + amSm-

Da nach Voraussetzung ay — apy1 > 0 gilt, folgt

Ham - UnH <C- <an+1 + (an+1 — any2) + (ant2 — an+3) T+

+(am71 - am) + am)

=2C - An+1-

Da (a,,) eine Nullfolge ist, existiert zu jedem € > 0 ein ng € N, so dass ||o,, — on|| < €
fiir alle m > n > ng. Damit ist (0,) eine Cauchy—Folge und konvergiert im Banachraum
E. O

Beispiel 7 (Fortsetzung):
[e.e]

Die Reihe % ist konvergent fiir z € C mit |2| = 1 und z # 1.
k=1

Beweis. Seien aj, := %, zp=2F und s, :=z2+22+...+2". Es gilt

1— 2"
sn—z+z2+...+z"—z< Z).

1—2z

Da |z| = 1, folgt |s,| = |7] - ‘lllizzyll‘ < \1EZ|' Somit ist die Folge der Partialsummen (s,)
o0

beschriankt. Aus dem Abel-Dirichlet-Kriterium folgt dann, dass die Reihe ) % konver-
k=1

giert. O
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Das folgende Bild zeigt das Konvergenzverhalten der Reihe %

k=1
iR
divergent g konvergent
zZa
absolut konvergent
Spezialfall (z = —1): Die alternierende harmonische Reihe
oo
1 1 1 1
S D L |
Z:( ) k * 2 3 * 4

k=1

ist konvergent. Wir werden spéter sehen, dass ihr Wert —1In 2 ist.

Als néchstes betrachten wir Reihen reeller Zahlen, die sich so verhalten wie die alternie-

rende harmonische Reihe.

[e.9]

Definition 3.3. Fine Reihe ) xy reeller Zahlen heifit alternierend, wenn die Reihenglie-
k=1

der ihr Vorzeichen wechseln, d.h. wenn

Tpr1 >0 <= 2, <0 VkeN.

Satz 3.9 (Leibnitz—Kriterium fiir alternierende Reihen)

Sei (by) eine monoton fallende Nullfolge positiver reeller Zahlen. Dann gilt:

o0
1. Die alternierende Reihe S (—1)*by konvergiert.
k=1

2. Es gilt die folgende Fehlerabschitzung fiir den Wert s der Reihe > (—1)Fby, :
k=1

5= 301 < b
k=1

Beweis. Zum Beweis benutzen wir das Abel-Dirichlet—Kriterium. Wir setzen in Satz 3.8
zy := (—1)* und ay, := by. Dann ist s, = 21 +...+x, € {0, —1}, also beschriinkt, und (ay)
eine monoton fallende Nullfolge. Folglich konvergiert i (—1)*by . Fiir den Wert s dieser
Reihe gilt =

5= 82m — b1 + bomy2 — bomgs + ...

= Som+1 + bamt2 — bam+3 + bamta — .. ..
Da die Folge (by) monoton fallend ist, gilt

Som+1 < 8 < Sam
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und somit
Is — sn| < [Snt1 — Sn| = bpt1-

Dies zeigt die Fehlerabschéatzung. a

Beispiel 8: Die Leibnitz-Reihe
Die Reihe

oo

Z(_l)k 1 _1_1_‘_1_14_1_
— 2k +1 35 7 9 7

konvergiert nach dem Leibnitz-Kriterium. Wir werden spéater sehen, dass der Grenzwert

T
1 ist.

Satz 3.10 (Cauchysches Verdichtungskriterium)

Sei (z,) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen. Dann gilt

oo
Zwk konvergiert <= ZQiin konvergiert.
k=1 i=0

Beweis. Wir betrachten die Partialsummen beider Reihen

ni=x1+...+Ty
tm =21 + 229 +4x4 + ... +2M29m.

Zunachst schéitzen wir diese beiden Partialsummen gegeneinander ab. Nach Voraussetzung

ist die Folge () monoton fallend. Somit gilt fiir alle n < 2m*!

2™ Summanden

Sp=x1+...+x, <x1+ (T2 +2x3)+ ...+ (Tam + ... + Tomt1_1)

<z 4+ 229+ ...+ 2Mx9m = t,,.

Folglich gilt
$p <tm ¥V n<2mt! ().

Andererseits folgt fir n > 2™

sn:x1+...+x2k+...+xn

2™m—1 Summanden

>z + a2+ (X3 +x4) + ...+ (Togm-141 + ... + X2m)

1 1
2171 + 294204+ ...+ 2" L agm = itm'

Folglich gilt
28y >ty YV >2"T (xx).

Nun zum Beweis der behaupteten Aquivalenz

(=): Sei Z xy, konvergent. Dann ist die Folge (s,,) konvergent und folglich beschrénkt.
k=
Wegen () 1st dann auch die Folge (t,,) beschréankt. Aulerdem ist (¢,,) monoton wachsend.
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S -
Nach Satz 2.18 konvergiert dann die Folge (,,), also die Reihe Y 27z,;.
5=0
= .
(<=): Sei Y 27x4; konvergent. Dann ist die Folge (t,,) konvergent und folglich beschrénkt.
j=0
Wegen (x) ist dann auch die Folge (s, ) beschrankt. AuBerdem ist (s,) monoton wachsend.
o
Nach Satz 2.18 konvergiert dann die Folge (s,,), also die Reihe ) xy. O

k=1

Beispiel 9: Sei p eine positive rationale Zahl. Die Reihe
L
D7
k=1

ist genau dann konvergent, wenn p > 1.

Beweis. Da p > 0, sind die Voraussetzungen von Satz 3.10 erfiillt. Dann gilt

o

1 [ee]
Z — konvergiert < Z 2J

[e.e]

g 2(1-7) ) konvergiert.
J=0

kP
k=1

0 .

Die geometrische Reihe 3 (200-))7 konvergiert genau dann, wenn 200-?) < 1 d.h. genau
j=0

dann, wenn p > 1 gilt. a

3.3 Das Cauchy—Produkt von Reihen komplexer Zahlen

Wir haben bereits gesehen, dass man konvergente Reihen in Banachrdumen addieren und
mit Skalaren multiplizieren kann. Betrachtet man nur Reihen im Banachraum der kom-

plexen Zahlen (E = C), so kann man sie auch auf bestimmte Weise multiplizieren.

o0 (e8]
Definition 3.4. Seien ) ap und . by zwei Reihen in C. Wir betrachten eine neue Reihe

k=0 k=0
[e.e]
> ¢, mit den Reihengliedern
k=0
k
Ck = Zaj “bp—j = apbp +arbg_1 + -+ ag_1b1 + apbo
=0
[ee] [ee] oo
Die Reihe Y ¢y heifit Cauchy—Produkt der Reihen » ajp und ) by.
k=0 k=0 k=0

Wir wollen die Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen aus der Konvergenz der Rei-

(o]
hen ) a; und Z by die Konvergenz des Cauchy-Produktes Z cj folgt. Im allgemeinen
k=0 k=0 k=0

folgt sie nicht.
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Beispiel 10: Wir betrachten die alternierenden Reihen

2 o= 2 b kz_:ml ntBaTaT

Diese Reihen konvergieren nach dem Leibnitz—Kriterium fiir alternierende Reihen. Be-

e

trachten wir aber die Folge ¢y, Z a;by_;, so erhalten wir

*j k )k

k
Z +1 \/k—g+1 ]ZO\/]-i-l k—j+1)

(k—j+1D(E+1)= <;k+1>2— <;k—j>2§ <;k+1>2

k+1  2(k+1)

Es gilt

und folglich

2.
= T T ke
oo
Damit ist (cj) keine Nullfolge und die Reihe ) ¢j somit divergent.
k=0

Satz 3.11 Seien Z ap und Z bi konvergente Reihen komplexer Zahlen und sei min-
=0 k=0

destens eine der bezden Reihen absolut-konvergent. Dann konvergiert thr Cauchy—Produkt
[e.9]

> ¢k und fir die Werte der Reihen gilt

k=0
oo oo [ee]
Soee= (D) (X )
k=0 k=0 k=0
oo n
Beweis. Sei oBdA ) aj absolut-konvergent. Wir setzen A, := > ai Z b,
k=0 k=0
n
Cy := > ck. Weiterhin bezeichne A := lim A,,, B = hm B, und B, = B, — B . Dann

k=0 n—eo
erhalten wir
Ch=co+c1+...+cy
= apby + (apby + a1bo) + ... + (aobn + a1bp—1 + ... + anbo)
=ay-B,+a1-Bp_1+...+a, By
=ao(fpn+ B)+a1(Bn-1+B)+ ...+ an(Bo + B)
=A,-B+ayfn+aiBn1+...+anfo.

=Yn

Da A,, - B gegen A - B konvergiert, bleibt v,, — 0 zu zeigen.
Sei € > 0 gegeben. Da B,, gegen B konvergiert, existiert ein ng € N so dass
|Bn| = |Bn, — B| < € fuir alle n > ng. Damit schétzen wir |y, | ab:
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|7n’ = ‘aOﬁn + allgnfl + ...+ an/B0|
< ‘aoﬁn +...+ an—noﬁng‘ + ‘an—n0+15n0—1 +...+ anﬁO’
< 8(‘&0’ +...+ ‘an—n()’) + ’an—no—l—lﬁno—l + ...+ anﬁO’

o0
< e (D lakl) +Hanng1lBug 1l + -+ lanl Bo]
k=0

————
= A*

<eA" + |an—n0+l‘|/8no—1‘ +...+ |anHﬁO’ V'n > ng.

o0
A* ist endlich, da die Reihe ) aj nach Voraussetzung absolut-konvergiert. Da (ay,) eine

Nullfolge ist, konnen wir die letzten no-Summanden abschétzen: Es existiert ein n; € N,
so dass
|vn| <eA*+e  Vn >max{ng,ni}.

Somit konvergiert die Folge (,,) gegen 0 und die Folge (C,, = A,,-B+7,) gegen A-B. O

Satz 3.12 Das Cauchy-Produkt zweier absolut-konvergenter Reihen ist absolut-konvergent.

Beweis. Dies iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. a
— 1
Beispiel 11: Zk 2Rl = =2 fur 2| < 1.
k=1
[e.e] oo
Beweis. Wir betrachten die Reihen Y aj und 3 by mit aj, = by = 2*. Dann ist
k=0 k=0
ko . o0 0o
cp= > 22" = (k+1)-2*. Also ist das Cauchy Produkt 3 ¢, = > k-2zF~1. Da die
j=0 k=0 k=1

&8
geometrische Reihe Y 2 fiir |2| < 1 absolut konvergiert und ihr Wert i ist, konvergiert

k=0
das Cauchy—Produkt fiir |z| < 1 gegen den oben angegebenen Wert. (Die Konvergenz folgt
zwar auch aus dem Quotientenkriterium, aber auf diese Weise kann man auch den Wert

der Reihe bestimmen). O

3.4 Umordnung von Reihen

In einer endlichen Summe kann man die Summanden beliebig umordnen, ohne den Wert
der Summe zu verdndern. Dies ist fiir Reihen ("unendliche Summen”) nicht mehr der
Fall. AbschlieBend untersuchen wir deshalb die Frage, unter welchen Bedingungen man

Reihenglieder umordnen kann, ohne die Konvergenz zu verlieren.

o0
Definition 3.5. Sei > xj eine Reihe im Banachraum E und f : N — N eine bijektive

k=1
00

Abbildung. Die Reihe ) x sy heifit Umordnung von ) xy.
k=1 k=1
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Man kann die Glieder einer Reihe nicht beliebig umordnen. Betrachten wir z.B. die Reihe
1 1 . 1 1 . 1 1 n (%)
— =t —=——=+ —=—-—=*... *
VIoVvoV2 V2 V3 V3

Die Reihe () ist konvergent, denn fiir die Partialsummen gilt

S =0
2 ) dh. 8y, — 0.
S2m+1 = Vmil

Betrachten wir nun folgende Umordnung der obigen Reihe (x)

et Gt )

Fiir die 3n-ten Partialsummen s3, dieser Reihe (xx) gilt

1 1 1 1 n n
S =t > — . ==, /= — 0.
sn vn+1 V2n T V/2n V2n o V2n \/g
n Summanden n Summanden

Somit ist diese Reihe (**) nicht konvergent.

oo
Satz 3.13 (Umordnungssatz) Sei ) zj eine absolut-konvergente Reihe im Banach-

k=1
o0
raum E. Dann ist jede Umordnung von Y, xy konvergent und fir den Wert der Reihen
k=1
qgilt:
o0 o0
D Th= D .
k=1 k=1
[ee] o0 [ee]
Beweis. Sei ) () eine Umordnung von ) zj. Nach Voraussetzung ist ) zj absolut-
k=1 k=1 k=1

o0
konvergent, also auch konvergent, d.h. es existiert ein s € E mit s = > zj. Es bezeichne
k=1

Spi=x1+...+x, und s =Tyt T T

[ee]
Sei nun eine Zahl ¢ > 0 gegeben. Da ) x absolut konvergiert, existiert nach dem Cauchy-
k=1
Kriterium ein ng € N, so dass
- €
>l < 5 Ym>nzne (%)
j=n

Da die Umordnung f : N — N bijektiv ist, gibt es ein py € N, so dass {1,...,n9} C
f{1,...,po}). Fiir p > pg ergibt sich dann

Sp—S;:$1+---+$p—(~Tf(1)+---+$f(p))

= Summe gewisser x; fir ¢ > ng.
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Aus (x) folgt [[sp — sp|| < § fiir alle p > pg. Da die Folge (s;,) gegen s konvergiert, gibt es

auch ein n§ € N so dass ||s, — s|| < § fiir alle p > ng. Damit erhalten wir
lsn = sl < lls = snll + llsn = sl <& ¥V n=>maz{po, no}.

[e.9]
Folglich konvergiert die Folge (s},) gegen s, also gilt ) x4 = s. 0
k=1

Ohne die Voraussetzung der absoluten Konvergenz gilt Satz 3.13 nicht mehr. Es gilt sogar

der folgende ziemlich erstaunliche Satz:

Satz 3.14 (Riemannscher Umordnungssatz)
o0

Sei > ay eine konvergente, aber nicht absolut-konvergente Reihe reeller Zahlen und sei
k=1
s € R eine beliebig (!) vorgegebene Zahl. Dann existiert eine bijektive Abbildung f : N — N,
o0

so dass die Umordnung > ayk) gegen s konvergiert.
k=1

Beweis. Sei oBdA ay # 0 fiir alle £ € N. Wir setzen

a+._M_ ap falls ap >0
e 2 1o falls ap, < 0

e lag| — ax _ )0 falls a, > 0
b 2 —a;, falls ap <0

Dann gilt a, = ag —a, und |ag| = a;r + a, . Aus der Voraussetzung des Satzes folgt,

&8 o0
dass beide Reihen ) aZ und )" a, divergent sind. Wére namlich eine dieser beiden
k=1 k=1

o0
Reihen konvergent, so wiirde wegen der Konvergenz von ) aj auch die andere dieser
k=1

o0
beiden Reihen konvergieren und die Konvergenz von ) |a| folgen (Satz 3.4).
k=1
Sei nun (p,,) die Teilfolge aller positiven Zahlen von (aj) und (g,,) die Teilfolge aller

negativen Zahlen von (ay). Offensichtlich entsteht die Folge (p,), wenn man aus der Folge

(a;) alle Nullen streicht und (—gy,), wenn man aus der Folge (a; ) alle Nullen streicht.

[e.°] o0
Nach dem oben Gesagten sind die Reihen ) p,, und Y ¢, divergent und es gilt

m=1 m=1

oo oo
me:+oo ) ZQm:_OO (*)
m=1 m=1

o0

Wir konstruieren nun die gesuchte Umordnung der Reihe ) aj. Wegen (%) kann man
k=1
schrittweise eine Folge jeweils kleinster Indizes ng, ni, na, ... mit der folgenden Eigenschaft

wahlen:
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no so dass > Pm > s
m=1
ng ni

ni so dass Yo Pm+ Y Gm < s
m—l m:l

no > ng so dass me—i-qu—i- Z Pm > s

m= n0+1

ng > ni so dass me—l-qu-i- Z Pm + Z qm < S

m=ng+1 m=ni+1

Die Reihe
Prt .+t + Gy F P11t F P F 1+ Qg+ (k%)

o0

ist eine Umordnung von ) aj . Aus der Minimalititseigenschaft der Wahl der Indizes n;
k=1

erhélt man folgende Abschétzung fiir die Partialsumme s}, der Reihe (xx):

|5 — 55| < Pny; V' ngj1+mng; <n < mngj+ngit
s = shl < —nyyy VMo ngjp1 <0< ngjpr 4 Nojio
o0
Da die Reihe } aj konvergiert, sind die Teilfolgen (py,;)32y und (gn,;,,)520 von (an)

k=1
Nullfolgen. Folglich konvergiert die Folge der Partialsummen (s}) der Umordnung ()

gegen s. O

3.5 Komplexe Potenzreihen

Als Anwendung der Konvergenzkriterien aus Kapitel 3.2 betrachten wir in diesem Ab-
schnitt spezielle Reihen im Banachraum der komplexen Zahlen, die sogenannten Potenz-

reihen.

Definition 3.6. Sei zg € C und (ay,) eine Folge komplezer Zahlen. Eine Potenzreihe mit

dem Zentrum zy ist eine Reihe komplexer Zahlen der Form
o
:Zan(z—zo)”, z € C.

Wir wollen die Frage untersuchen, fiir welche z € C die Potenzreihe P(z) konvergiert.

Offensichtlich konvergiert die Potenzreihe P(z) fiir z = zp und es gilt P(zp) = ao.

n

113

Satz 3.15 Sei P(z) = an(z — 20)" eine Potenzreihe mit dem Zentrum zo und sei

n=0

21 # 20.

1. Ist P(z1) konvergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — z9| < |21 — 20| absolut-
konvergent.

2. Ist P(z1) divergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — zo| > |21 — 20| divergent.
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Beweis. Zu 1: Dadie Reihe P(z1) = Y an(21—20)" konvergiert, ist die Folge (ay(z1—20)")
0

n—=
eine Nullfolge, also insbesondere beschrénkt. Sei C' € R so gewéhlt, dass |ay (21 —20)"| < C
fiir alle n € Ny. Dann gilt

n n
Z— 20 Z— 20

<C-

|an(z = 20)"| = [an(z1 — 20)"|

Z1 — 20 21 — 20

Fiir z € C mit |z —z| < [21— 20| folgt | 22| < 1. Die Reihe P(2) hat also eine konvergente
Majorante. Mit dem Majorantenkriterium und dem Grenzwert der geometrischen Reihe

erhalt man

an(z —20)" < C 0 =C  — .
an(z - 20) e e
n=0 n=0 1 0 21—20

o0
Insbesondere ist > a,(z — zp)"™ absolut-konvergent.
n=0
Zu 2: Sei P(z1) divergent und |z — zg| > |21 — 20|. Wére P(z) konvergent, so wiirde aus 1.

folgen, dass P(z1) absolut-konvergent wére, was einen Widerspruch liefert. O
Definition 3.7. Die Zahl

R :=sup{|z — 20| | P(z) ist konvergent} € RU {+oo}

heifst Konvergenzradius der Potenzreihe P(z).
Die offene Kreisscheibe K (zg, R) := {z € C| |z — 29| < R} C C heifit Konvergenzkreis von
P(z).

Wir kénnen die Aussage aus Satz 3.15 jetzt auch folgendermafien formulieren:

o0
Satz 3.16 Sei P(z) := Y an(z—20)" eine komplexe Potenzreihe mit Zentrum zo € C und
n=0

dem Konvergenzradius R. Dann ist P(z) fir jeden Punkt z € K(zy, R) absolut-konvergent
und fir jeden Punkt z € C\ ¢l K(zo, R) divergent.

Aus Kapitel 3.2 kennen wir bereits folgende Beispiele:

o0
o Fir P(z)= ) 2" ist R=1.
n=0

0 n

o Fir P(z)= = ist R=1.
n=1
0 n

e Fiir P(z) = ZO% ist R = +oo
n=

Die nachsten beiden Satze zeigen, wie man den Konvergenzradius einer Potenzreihe be-

stimmen kann.

o0

Satz 3.17 Sei P(z) = Y an(z — 2z0)" eine Potenzreihe und A := limsup {/|a,|. Dann
n=0 n—00

gilt fir den Konvergenzradius R von P(z):
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% falls A\ € RT
R=<0 falls A = +o00
+oo falls A = 0.

Beweis. Sei « := limsup {/|an(z — 20)"| = limsup {/|an| - |2 — 20| = A - |z — 20| . Nach
n—oo n—o0

dem Wurzelkriterium konvergiert P(z) fiir o < 1 und divergiert fiir o > 1.
(1) Sei 0 < A < +o00. Dann folgt sofort:

konvergiert fiir alle z mit |z — zg| < %
P(z

divergiert fiir alle z mit |z — 2o > %.

Folglich ist R = §.

(2) Sei A = 0, dann ist auch @ = 0. Somit konvergiert P(z) fiir alle z € C und der
Konvergenzradius R ist +oo.

(3) Sei A = 4o00. Dann gilt

0 z=2
o =
+oo 2z # 2.
Die Reihe P(z) divergiert also fiir alle z # zp. Somit ist R = 0. ]

Auf analoge Weise erhélt man aus dem Quotientenkriterium:

o0
Satz 3.18 Sei P(z) = ) an(z — 2z0)" eine Potenzreihe mit von Null verschiedenen Ko-
n=0
effizienten ay, und existiere der Grenzwert p := lim |[*=1] € RY U {4o00}. Dann gilt fir
n—00 n

den Konvergenzradius R von P(z):

i falls u € RT
R=<¢0 fallsy=+o00
+oo falls = 0.

3.6 Anwendung: Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion und
komplexe Potenzen

In Kapitel 1.2 haben wir Potenzen a? definiert, wobei a eine positive reelle Zahl und der
Exponent ¢ eine rationale Zahl bezeichnet. In diesem Abschnitt wollen wir Potenzen a® fiir
komplexe Exponenten z € C erklaren und die Eigenschaften dieser Potenzen untersuchen.

Dazu betrachten wir zundchst die folgende komplexe Potenzreihe:

g 22 28
E(2) ::ZH:1+Z+E+§+'”
n=0

Die Reihe E(z) hat folgende Eigenschaften:
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(1) E(2) ist fur jedes z € C absolut-konvergent.
(2)Es gilt E(0) =1 und E(1) = }_ 4 = e, wobei e die Eulerzahl bezeichnet.

n=0

(3)Es gilt E(z1) - E(22) = E(21 + 22) fur alle z1, 23 € C.
Dies 1a3t sich mit der Formel fiir das Cauchy—Produkt aus Abschnitt 3.3 zeigen. Das
Cauchy-Produkt der beiden absolut-konvergenten Reihen E(z;) und E(z2) ist

5 wtm) - Sa (5 04+)
k' (n—k) n! k)bo2

n=0 \k=0 n=0 k=0

i (21 77:!22)”

n=0

= E(Zl + ZQ).

Folglich gilt nach Satz 3.11, dass E(z1 + 22) = E(21) - E(22).
Insbesondere ist E(z) # 0 und E(z) - E(—z) = E(0) =1 fiir alle z € C.

(4)Es gilt E(z) = E(Z).

(5)Es gilt |E(z) —1] < 1|*Z|‘ZI fiir alle z € C mit |z| < 1:
Wir benutzen dazu die Konvergenzeigenschaften der geometrischen Reihe und das Ma-

jorantenkriterium und erhalten fiir die Werte der Reihen:

2" e 2" e | n ]
S oS < S (S ) - 2

n=1 n=1 n=0

[E(z) = 1] =

(6)Es gilt E(q) = e? fur alle ¢ € Q:

Fir n € N ist
— f— . . P . . pr— n
En)=E(l+...+41)=E(1)-...-E(l)=¢-...;e=e
n—mal n—mal n—mal
Fir n € —N gilt E(n) = ﬁ = L. = ¢". Folglich ist E(n) = " fiir alle n € Z. Sei
nun ¢ € Q und ¢ = 2, wobei n € Z und m € N. Dann ist

m

(e =et™ =e"=FEn)=FE(q-m)=E(q@+...+q)

m—mal
m—mal
Da e? und E(q) positiv sind, folgt e? = E(q).
Die letzte Eigenschaft von E(z) rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 3.8. Unter der komplexen Potenz e* der FEulerzahl e verstehen wir den Wert
der Potenzreihe E(z), d.h.
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Die Funktion
exp:C—C

z — e*

heifst Exponentialfunktion.
Aus den Eigenschaften der Potenzreihe E(z) folgt

Satz 3.19 Die komplexen Potenzen der Eulerzahl erfullen

1. eTW =¢*-e¥  firalle z,w € C.
|z

2. e — 1] < 1_||z‘ fir alle z € C mit |z] < 1.

Satz 3.20 Die Funktion expg : R — R* ist streng monoton wachsend und bijektiv.
Auferdem gilt:

1. 1 <e” fiur alle x € R mit x > 0.
2. 0<e* <1 firallex € R mit x <0.

Beweis. Nach Definition ist e = E(z) > 1 fiir alle z > 0. Da e® - e = ¥ = 1, folgt
daraus 0 < e” < 1 fiir alle x < 0. Seien nun x und y zwei reelle Zahlen mit < y. Dann
ist

eV =" tW=2) — ¢ ¥ 5
Somit ist die Funktion expp streng monoton wachsend. Insbesondere ist sie deshalb in-
jektiv. Es bleibt zu zeigen, dass expjg : R — R* surjektiv ist.
Sei y € RT. Wir suchen eine Zahl s € R mit e = y. Dazu betrachten wir die folgenden

Mengen
A={zeR|e* <y} und B:={zreR|y<e'}.

Diese Mengen bilden einen Dedekindschen Schnitt (A|B) von R, denn

e R ist die disjunkte Vereinigung von A und B.
—1 .
e A und B sind nichtleer, denn eV < y < €Y (siehe Ubung).
o Fiiraec Aundbe B gilt e® < y < e’. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion

folgt a < b.

Sei s € R die auf Grund des Vollstandigkeitsaxioms der reellen Zahlen existierende Schnitt-
zahl des Dedekindschen Schnittes (A|B). Wir zeigen nun, dass e® = y gilt.

Wir wissen, dass a < s < b fiir alle a € A, b € B. Sei (a,) eine Folge in A, die gegen s
konvergiert. Dann gilt e?” < y und

[s — an|

€8 — et = Je[|el~m) — 1] < [y] - - —o.

—|s — ay]

Daraus folgt 1i_>m e’ = e < y. Sei (by,) eine Folge in B, die gegen s konvergiert. Dann
n—oo

gilt eb» > y und
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Ib — |

bn,
. bl
| A Ta—

—e®| = |e*||e® ™) — 1] < |e* - — 0.

Es folgt lim eP» = e® > y. Also ist y = e°. a

n—o0

Definition 3.9. Die Umkehrfunktion von expyp bezeichnen wir mit In : Rt — R und

nennen In(y) den natirlichen Logarithmus von y.

Die Zahl In(y) ist also eindeutig bestimmt durch die Bedingung e = y. Daraus ergeben

sich folgende Eigenschaften fiir den natiirlichen Logarithmus:

Satz 3.21 FEs seien y,y1,7y2 € RT und ¢ € Q.

Die Funktion In : R™ — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.
In(y1 - y2) = In(y1) + In(y2).
n(y?) = q - In(y).
In(2%) = In(y1) — In(y2).
In(1) =0, In(e) = 1.
n(y) > 0 fir alle y > 1 und In(y) <0 fir alle 0 <y < 1.

S G o e~

Das folgende Bild zeigt den Funktionsverlauf der reellen Funktionen expjg und In.

R o
e
—/1 In(z)
1 R

Sei a € RT. Dann gilt fiir die Potenz a9, q € Q, die Formel

al = M@)a — i (g-In(a))" ln(a))”'

n!
n=0

Dies rechtfertigt die folgende Definition der komplexen Potenzen einer positiven reellen
Zahl a:

Definition 3.10. Sei a € R™ und z € C. Unter der Potenz a* verstehen wir die komplexe

Zahl -
aF = eln(a)-z _ Z (Z ) 12‘(61))”
n=0 ’

Aus den Eigenschaften der Potenzreihe E(z) ergibt sich unmittelbar:
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Satz 3.22 (Potenzgesetze fiir komplexe Potenzen)
Es seien a,b € RT, 2 € R und z,w € C. Dann gilt:

1#=1 und o’ =1.
2. b% = (ab)®.

=a*t,

Gt =
& 2 8

Sei @ € RT \ {1}. Dann ist die Funktion

exp, : R — RT
T —a”

bijektiv, streng monoton wachsend, falls @ > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1.

Die Umkehrfunktion zu exp, bezeichnen wir mit
log, : RT — R

und nennen log,(y) den Logarithmus von y zur Basis a. Aus den Potenzgesetzen von Satz

3.22 folgen dann unmittelbar die Aussagen des folgenden Satzes.

Satz 3.23 Die Funktion log, : Rt — R ist bijektiv, streng monoton wachsend, falls
a > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1. Firz,y € R, p € R und a € RT gilt:

— Inz
log, z = Ina-

log,(x - y) = log, x + log, y.
log,(2f) = p - log, .
IOga(i) = 10ga($) - IOga(y)'
log, (1) =0, log,(a) = 1.

AR
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Stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen

4.1 Der Grenzwert einer Abbildung in einem Punkt

In diesem Abschnitt bezeichnen (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, A C X eine Teil-
menge von X und f : A C X — Y eine auf A definierte Abbildung. Die Vektorraume

R™ und C", n € N, seien immer mit der Euklidischen Metrik versehen.

Definition 4.1. Sei xg € X ein Hdaufungspunkt von A C X. FEin Punkt yo € Y heifst
Grenzwert der Abbildung f : A C X — Y im Punkt xo, wenn fir jede Folge (a,) aus
A\ A{zo}, die gegen x¢ konvergiert, die Folge der Bildwerte (f(ay)) gegen yo konvergiert.

Wir schreiben dafiir symbolisch:
yo = lim f(a).

a—xQ

Bemerkung: Der Punkt xg muss nicht unbedingt im Definitionsbereich A von f liegen.

Wir benétigen lediglich, dass er der Grenzwert einer Folge von Punkten aus A ist.

Beispiel 1: Es sei X = R%, A =R?\ {(0,0)} und Y = R. Wir betrachten die Abbildung
f:ACR? — R mit

3_,3
_r Y
f(fE,y) T 72 _|_y2‘
Behauptung: lim  f(z,y) =0.
(z,9)—(0,0) (.9)
Beweis. Sei (x,y) # (0,0). Dann gilt
B -y (z—y) (@ +ay+y?) (- )<1+ zy )
24y 2+ 2 = Y 21y2)
Wegen wﬁ’yg < % , folgt

Fw) < ol —yl.

Sei nun ((xy,yn)) eine beliebige gegen (0, 0) konvergente Folge in A. Dann gilt =, — 0
und y, — 0, somit z, — y, — 0 und folglich |f(xy,,yn)| —> 0. Wir erhalten also

lim f(zp,yn) =0 fiir alle Folgen (xy,,y,) — (0,0) und somit lim f(z,y)=0. O
n—oo (m,y)—>(0,0)
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Beispiel 2: Es sei X = R%, A =R?\ {(0,0)} und Y = R. Wir betrachten die Abbildung
f:ACR? — R mit

2
Yy

T,Y) = ——
fla,y) = — .

Behauptung: lim  f(z,y) existiert nicht.
(z,)—(0,0)

Beweis. Wir betrachten die Folgen (a,) und (b,) in A mit a, := (1,1) und b, := (#, 1y,
Dann gilt

s
an= (o) = (0.0),  flan) = w25 = Gy — 0,
a1
bn:(%7%)—>(0,0), f(bn): Lyf% :%—)%
Folglich hat f in (0,0) keinen Grenzwert. O

Satz 4.1 Sei f: AC X — Y eine Abbildung und xo € HP(A). Dann sind die folgenden

Bedingungen dquivalent:

1. lim f(a) = yo.

a—xQ

2. Fiir alle € > 0 existiert ein 0 > 0, so dass

f(A N Kx(x0,6) \ {900}) C Ky (yo,),
d.h. so dass fir alle a € A mit 0 < dx(xg,a) < 3§ gilt dy(yo, f(a)) < e.

Beweis. (1) = (2): Sei ali_)rgo f(a) = yo. Angenommen 2. gilt nicht, das heifit es existiert
ein g9 > 0, so dass es zu jedem 6 > 0 ein a € A gibt mit 0 < dx(zg,a) < 0 und
dy (yo, f(a)) > eo. Wir wihlen speziell § = 1. Dann erhalten wir eine Folge (a,) in
A\ {zo} so dass dx (20, a,) < L und dy (yo, f(an)) > o gilt. Daraus folgt a,, — zy und
f(an) #— yo. Dies steht aber im Widerspruch zu der Voraussetzung nh_}n;O f(an) = yo.

(2) = (1): Sei 2. erfiillt. Wir betrachten eine gegen xo konvergente Folge (ay,) in A\ {xo}.

Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0, so dass

f(A N Kx(z0,0) \ {x0}> C Ky (y0,¢).

Da (ay) gegen xy konvergiert, existiert ein ng € N, so dass dx(xg,a,) < d fir alle n > ny.
Folglich ist dy (yo, f(ay)) < € fiir alle n > ng. Also konvergiert (f(a,)) gegen yo und zwar
fir jede Folge (a,) in A\ {zo} mit a, — xo. O

Wir betrachten als néachstes den Fall, dass der metrische Raum (Y, dy) ein Produktraum

ist.

Satz 4.2 (Grenzwerte von Abbildungen mit Werten in Produktriumen)
Sei (Y,dy) das Produkt der metrischen Raume (Y1,d1), (Ya,d2), ..., (Y, dyn) und sei
fiACX —Y =Y, xYox...xY, eine Abbildung in den Produktraum. Wir bezeichnen
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mit fj: A—Y;, j=1,...,n, die Komponenten der Abbildung f, definiert durch
f(a) = <f1(a’)7f2(a>7"'7fn(a))7 CLEA.

Sei kg € HP(A). Dann hat f in x¢ genau dann einen Grenzwert, wenn jede Komponente

fj von f in xq einen Grenzwert hat und fiir diese Grenzwerte gilt:
dim f(a) = (lim fi(a),..., lim fu(a)).

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz 2.12 iiber die Konvergenz von Folgen in

Produktraumen. O

Spezialfall: Fiir eine Abbildung f: A C X — C gilt im Falle der Existenz der Grenz-
werte: . . P

Am f(a) = lim Re(f(a))+¢- lim Im(f(a)).
Als néchstes betrachten wir Abbildungen mit Werten in normierten Vektorraumen.
Sei (V,|| - ||) ein normierter Vektorraum iiber dem Koérper K der reellen oder komple-
xen Zahlen. (V.|| - ||) sei mit der von der Norm induzierten Metrik versehen. Ist auf V'
ein Skalarprodukt (-,-) gegeben, so versehen wir V immer mit der vom Skalarprodukt
induzierten Norm ||v|| := y/(v,v). Sind f,g : A C X — V zwei Abbildungen in den
Vektorraum V und h : A € X — K eine Abbildung in den Kérper K, so bezeich-
nen f+g: ACX —V, h-f:ACX —V, (f,g) : AC X — K und
I|fll: AC X — R die Abbildungen

(f +9)(a) = f(a) + g(a),
h

)
(h- f)(a) == h(a) - f(a),
(f,9)(a) = (f(a),g(a)),
1fll(a) = [[f ()], wobei a € A.

Die speziellen Rechenregeln fiir konvergente Folgen in Vektorrdumen, siche Satz 2.16,
liefern unmittelbar die folgenden Aussagen iiber Grenzwerte von Abbildungen mit Werten

in Vektorraumen'!:

Satz 4.3 (Grenzwerte von Abbildungen mit Werten in normierten Vektorraumen)
1. Seien f,g: A C X — V zwei Abbildungen, fir die der Grenzwert im Punkt xg €

HP(A) existiert. Dann gilt:

(a) FEs existiert auch der Grenzwert von f+ g im Punkt xo und

lim (g + f)(a) = lim g(a) + lim f(a).

a—rxQo

(b) Es existiert auch der Grenzwert von (f,g) im Punkt xo und

{f,9)(a) = (lim f(a), lim g(a)).

lim
a—xQ
! Im Beweis von Satz 2.16 hatten wir lediglich die Eigenschaften eines Vektorraumes und die Eigenschaften

von Skalarprodukt und Norm benutzt und nicht die spezielle Situation fiir den K".
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(¢) FEs existiert auch der Grenzwert von || f|| im Punkt zo und
Jim [ 7]() = | Jim (@),
2. Seien f:ACX —V und h: AC X — K zwei Abbildungen, fir die der Grenz-

wert im Punkt xo € HP(A) existiert. Dann existiert auch der Grenzwert von h - f im

Punkt xo und es gilt
lim (A - f)(a) = lim A(a)- lim f(a).

a—xQ a—xQ a—xQ
3. Seien h: ACX — K und p: AC X — K zwei Abbildungen, fir die der Grenzwert
im Punkt xg € HP(A) existiert und sei h(a) # 0 fir alle a € A und lgn h(a) # 0.
a—xg

Dann existiert auch der Grenzwert von % im Punkt xg und es gilt

lim p(a
lim (3) (a) = “—”“'in()
a—x0 h li)m h(a)

a—x

O

Im metrischen Raum R hatten wir auler den konvergenten Folgen auch Folgen betrachtet,
die gegen 400 oder —oo streben und diesen den uneigentlichen Grenzwert +o0o zugeordnet.
Wir betrachten die analoge Situation fiir Grenzwerte von Abbildungen f: A C X — Y,
wobei X = R oder Y = R ist. Dabei treten 3 Fille auf:

1. Fall: Sei X ein beliebiger metrischer Raum, Y =R und f: A C X — R.

Man sagt, dass der (uneigentliche) Grenzwert von f in xzg € HP(A) existiert und gleich
+o0 ist, falls nh_)n;o f(an) = +oo fiir jede gegen ¢ konvergente Folge (a,) in A\ {zo} ist.
Wir schreiben in diesem Fall ali}rgo f(a) = +o00.

Analog wird hﬁm f(a) = —oo definiert.
a—xg

Satz 4.4 Sei f: A C X — R eine Abbildung von einer Teilmenge eines metrischen
Raumes X in die reellen Zahlen und xy € HP(A). Dann sind folgende Bedingungen

aquivalent:

1. lim f(a) = +o0.

a—xQ
2. Fir alle M > 0 ezistiert ein 6 > 0, so dass f(a) > M fir alle a € A mit 0 <

dx(a,zg) < 9.
Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 4.1 gefiihrt. a

Beispiel 3: Wir betrachten die Funktion f : R?\ {(0,0)} — R definiert durch

1
f(z,y) = 2ty

Dann gilt lim z,y) = +o0.
& (z,9)—(0,0) fl@y)
2. Fall: Sei X =R, Y ein beliebiger metrischer Raum und f : (¢,4+00) CR — Y.
Man sagt, dass lirf f(a) existiert und gleich yo € Y ist, falls lim f(a,) = yo fir jede
a——+00

n—-+4o00
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Folge (ay,) in (¢, +00) mit a, — +oo. Wir schreiben in diesem Fall lirf fla) =y .
a—r—+00

Analog definiert man EIEI f(a) = yo.

Satz 4.5 Mit den obigen Bezeichnungen sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. lim f(a) = yo.

a—+00

2. Fir alle e > 0 existiert ein M > 0 so dass dy (f(a),yo) < € fir alle a > M.
Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 4.1 gefiihrt. O
Beispiel 4: Seien fi, fa : (0, 4+00) C R — C gegeben durch
fi(t) == %(costqtisint) fa(t) :== cost + isint
Dann gilt t_ljgrnoo f1(t) = 0 wihrend der GW von f, fiir t — 400 nicht existiert.

Beweis. Die erste Behauptung folgt, da | f1(¢)] = % Fir die 2. Behauptung betrachte man
die Folge (t, = nm). Da fa(2kw) =1 und f2((2k + 1)m) = —1, hat die Bildfolge (f2(ty))

zwei verschiedene Haufungspunkte. a

3. Fall: Seien X =Y =R und f: (¢,+00) CR — R.

Man sagt, dass die Funktion f fiir a gegen +oo gegen +00 bzw. —oo strebt (symbolisch:
1121 f(a) = 00 ), wenn fiir jede Folge (a,) in (¢, +00), die gegen +o00 strebt, die Folge

a—r—+00

(f(an)) gegen 400 bzw. —oo strebt.

Analog wird der uneigentliche Grenzwert +oo von f fiir a — —oo definiert.

Im Fall von reellen Funktionen f : A C R — R kann man einseitige Grenzwerte definieren.

Wir betrachten dazu die folgenden Teilmengen der Menge der Haufungspunkte von A:

HP(A)” :={x € R| es existiert eine Folge (a,) in A mit a, < z und a,, — z}.

HP(A)" ;= {x € R| es existiert eine Folge (a,) in A mit a,, > z und a, — x}.

Definition 4.2. Man sagt, dass der linksseitige Grenzwert von f : A C R — R in

xg € HP(A)™ existiert und gleich yo € RU {£o0} ist, falls lim f(a,) = yo fir jede
n—oo

gegen xo konvergente Folge (a,) in A mit a,, < xg.

Wir bezeichnen den linksseitigen Grenzwert mit  lim f(a) = yo.
a—xg

Man sagt, dass der rechtsseitige Grenzwert von f : A C R — R inxg € HP(A)" existiert
und gleich yo € RU {£oo} ist, falls ILm f(ayn) = yo fir jede gegen xy konvergente Folge
n o
(an) in A mit a, > xg.
Wir bezeichnen den rechtsseitigen Grenzwert mit lim+ f(a) = yo.
(l*)fﬂo
Satz 4.6 Sei f : (a,8) C R — R eine monoton wachsende Funktion. Dann existieren

fiir jedes xg € (a, B) die einseitigen Grenzwerte in R und es gilt
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lim f(a) =sup{f(t) |a <t <wo} und lilrn+ fla) =1inf{f(t) | o <t < S}.

a—>x0 CL—)CCO

Die analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Funktionen.

Beweis. Da f monoton wichst, ist die Menge {f(t) | & < t < xo} von oben durch f(z)

beschrankt. Folglich existiert das Supremum

yo :=sup{f(t) [ a <t <z} < f(xo)-

Nach Definition des Supremums gibt es zu jedem € > 0 ein t* € (o, xg), so dass

yo — e < f(t*) < yo. Da f monoton wachsend ist, gilt desweiteren

Yo—e < f(t*) < f(t) <yo Vte (" x0) (*)

Sei nun ¢ := xg — t*. Dann folgt aus (x), dass fiir alle |zg —t| < 0 mit ¢ < z( die
Abschétzung |yo — f(t)| < e gilt. Somit ist lim f(t) = yo.
t—x
Analog beweist man lim+ f(t) =inf{f(t) | B >t > x0}. O
t—xg

Beispiel 5: Sei a > 1 gegeben. Dann gilt | lim % = 4o0.

T—-+00

Beweis. Es ist

2, 1 2

awzexln(a) :1+$.ln(a‘)+x.2r:(al)+”.
Fiir a > 1 ist In(a) > 0. Fr 2 > 0 erhalten wir somit

a® 1 In?(a) In?(a)

;:5+ln(a)+x- 51 SR w2

—— >0
>0
Da offensichtlich lim z = +o0, folgt lim % = +o00. ad
r—r—+00 r—r—+00

Beispiel 6: Es gilt lim ﬁ = +00.

r—r+00
Bewers. Wir wissen, dass % = %(;) Sei (x,) eine gegen +oo strebende Folge. Dann

gilt y,, := In(x,,) — +o0, da In streng monoton wachsend und bijektiv ist. Aus Beispiel 5

eln(zn)

erhalten wir ngrfoo oy = 0o ad
. . . . ln(ler) o
Beispiel 7: Es gilt | lim ——— = 1.
z—0 x
Beweis. Fiir v > —1 gilt 7= <In(l+x) <z (siehe Ubung 10). Daraus folgt
1 In(1
<42 ) flse >0, und
1+x T
1 In(1
S0+ oy s —1<z <o)
1+2 T
Da lim 1—1%90 =1, folgt aus den Grenzwertsatzen lim w =1. a
z—0 z—0
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Beispiel 8: Es gilt |lim (1 + x)% =e | und lim (1+2)?=e.

z—0 T—+00

Beweis. Nach Satz 3.19 gilt |e* — 1| < 15‘36' fir alle |z| < 1. Folglich ist lim e =1
n—o0

fir jede Nullfolge (a,,). Sei nun (z,) eine beliebige Nullfolge in R mit z,, # 0 und

Up = W — 1. Aus Beispiel 7 ergibt sich, dass (u,) eine Nullfolge ist. Also gilt
1
1= lim e = lim ™) % g7l — Jim (1 —i—a:n)i el
n—oo n—oo n—oo
und somit

lim (1+ xn)i =e.

n—oo

4.2 Stetige Abbildungen (Definition und Beispiele)

Definition 4.3. Es sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.

1. f heifst stetig im Punkt xo € X, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

f(KX(LUO?(S)) C KY(f(x0)7E)7

d.h. so dass gilt:
re€ X und dx(xo,z) <d = dy(f(zo), f(x)) <e.

(Die Gréfle von § hingt von € und von xo ab).

2. f heifit folgenstetig im Punkt xo € X, falls fiir jede Folge (x,) in X, die gegen xg
konvergiert, die Bildfolge (f(xy,)) in'Y gegen f(xg) konvergiert.

3. Die Abbildung f heifit stetig (folgenstetig), wenn sie in jedem Punkt o € X stetig
(folgenstetig) ist.

Y A
graph(f)
flxo)r 2e e
0 v

Satz 4.7 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann sind

folgende Bedingungen dquivalent:

1. f: X — Y istin xg € X stetig.
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2. f: X — Y istinxg € X folgenstetig.
3. xqg st ein isolierter Punkt von X oder xg ist ein Hdaufungspunkt von X und es gilt

lim f(z) = (o).

Beweis. (1) = (2) : Sei f : X — Y stetig in 29 € X und (x,) eine (beliebige)
gegen zo konvergente Folge in X. Wir miissen zeigen, dass die Folge (f(x,)) gegen f(zo)
konvergiert. Sei € > 0. Nach Definition der Stetigkeit existiert ein § > 0, so dass

f(Kx(x0,0)) C Ky(f(x0),¢).

Da die Folge (z,,) gegen xo konvergiert, existiert ein nyg € N, so dass z, € Kx(z9,9) fiir
alle n > ng. Folglich ist f(x,) € Ky (f(x0),e) fir alle n > ng. Also konvergiert (f(zy))
gegen f(zo).

(2) = (3) : Jeder Punkt zp € X ist entweder isoliert oder ein Haufungspunkt von X.
Ist xp € HP(X), so existiert eine gegen xy konvergente Folge (x,) in X \ {zo}. Nach (2)
konvergiert dann fiir jede dieser Folgen die Bildfolge (f(x,)) gegen f(xz¢), das heift es gilt

Jim f(x) = f(wo).
(3) = (1) : Wenn x( ein isolierter Punkt ist, so existiert ein § > 0, so dass Kx(zo,d) =
{zo}. Dann ist
f(Ex (x0,6)) = {f(20)} € Ky (f(20),¢)
fiir alle € > 0. Somit ist f in xg stetig.

Sei nun zp ein Haufungspunkt von X und lim f(x) = f(x0). Nach Satz 4.1 existiert fiir
T—T0

alle e > 0 ein § > 0, so dass

f(Kx(x0,0)) C Ky (f(z0),¢).
Folglich ist f in xg stetig. a

Als niichstes betrachten wir ein spezielles Kriterien fiir die Stetigkeit reeller Funktionen?.

Satz 4.8 Sei f: A CR — R eine reelle Funktion und xo € (o, 3) C A. Dann ist f in

xo genau dann stetig, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte in xqg existieren und

lim f(z) = lm_f()= f(xo).

T—T0 z—xot

Beweis. (=) folgt aus Satz 4.7 als Spezialfall.

(«<=) Wir setzen voraus, dass die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und dass

lim f(r)= lim_ f(z) = f(zo).

T—x0~ r—xgt

Angenommen, f sei in xg nicht stetig. Dann ist f in zg nicht folgenstetig, d.h. es existiert

eine Folge (a,) in A, die gegen x( konvergiert, deren Bildfolge aber nicht gegen f(z0)

2 Auf Teilmengen A C R betrachten wir im Folgenden ebenfalls die durch den Betrag definierte Metrik.
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konvergiert. Da dann fast alle Folgenglieder a,, von zy verschieden sind, existiert eine

Teilfolge (an, ) von (ay) mit ay, < xg oder eine Teilfolge (ay, ) von (a,) mit a,, > zg, deren

Bildfolge (f(an,)) nicht gegen f(xo) konvergiert. Dies widerspricht der Voraussetzung

lim f(x)= lim f(x)= f(zo). O
- r—xoT

T—rT0

Satz 4.8 zeigt, dass es genau drei verschiedene Typen von Unstetigkeitsstellen einer reellen
Funktion gibt. Die Funktion f: A C R — R ist genau dann in xg € (o, 3) C A unstetig,

wenn einer der folgenden Falle vorliegt:

(1) Hebbare Unstetigkeitsstelle
Beide einseitigen Grenzwerte von f in xg existieren in R und stimmen iiberein, sind aber
ungleich f(zg). In diesem Fall kann man die Unstetigkeit von f in z¢ durch Abénde-
rung von f(zg) beheben.

Beispiel:
0 z=0 R
fx) =
1 z#0 | f
Der Punkt xzg = 0 ist eine hebbare Unstetig- -
keitsstelle. R

(2) Sprungstelle
Die beiden einseitigen Grenzwerte von f in z( existieren in R, sind aber voneinander
verschieden. Unter dem Sprung o(f,xo) von f in xg verstehen wir die Differenz der

einseitigen Grenzwerte

o(f,xg):= lim f(z)— lim f(z).

r—xot Tz~
Beispiel: R
f
r+ 5 x#0
flx) = . 1

0 =0
Dann ist der Punkt zp = 0 eine Sprungstelle L —1 R
und der Sprung o(f,zg) = 2.

(3) Unstetigkeitsstelle 2. Art®
Mindestens einer der beiden einseitigen Grenzwerte von f in xg existiert nicht in R.
Die folgenden Beispiele zeigen die beiden typischen Félle fiir diese Situation:
Als erstes betrachten wir die Dirichlet-Funktion

3 Hebbare Unstetigkeitsstellen und Sprungstellen nennt man auch Unstetigkeitsstellen 1. Art.
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1 2€Q
0 z¢Q

h(zx) =

Jeder Punkt zg € R ist eine Unstetigkeitsstelle zweiter Art von h, da h in zg keinen
rechtsseitigen und keinen linksseitigen Grenzwert besitzt.

Das néchste Beispiel zeigt einen Fall mit uneigentlichen Grenzwerten.

Sei Lox+£0 R
f@)=47
0 z=0
f

Der Punkt zg = 0 ist eine Unstetigkeitsstel- =
le zweiter Art, denn lim f(z) = 400 und R

z—0+
lim f(z) = —oc.
z—0~

Satz 4.9

1.

FEine monotone Funktion f: A C R — R ist in xy € (o, ) C A genau dann stetig,

wenn

lim f(zx)= lim f(z).

z—xot T—x0 "
Eine monotone Funktion [ : (a,8) CR — R, —co < a < 8 < 400, hat héchstens
abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen. Jede Unstetigkeitsstelle ist eine Sprungstelle.
Sei f: (a, ) C R — R eine streng monotone Funktion, —oco < a < < +o0. Dann
ist f: (o, B) — f((a, B)) bijektiv und die Umkehrabbildung f~: f((a, B)) — (a, B)
15t stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe (Benutzte Satz 4.6). ad

Als néchstes stellen wir einige Eigenschaften stetiger Abbildungen zwischen metrischen

Réumen zusammen, die sich unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit, der Aquivalenz

zur Folgenstetigkeit und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergeben.

Satz 4.10 Seien f : X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen zwischen metrischen

Riaumen, f in xg € X und g in f(xg) € Y stetig. Dann ist go f in xg stetig. Insbesondere

15t

die Verkniipfung stetiger Abbildungen ebenfalls stetig.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge in X, die gegen x( konvergiert. Da f in z( stetig und somit

folgenstetig ist, konvergiert die Folge (f(zy)) in Y gegen f(xo). Wegen der Stetigkeit von g

in f(z0) konvergiert dann die Folge (g(f(2)) = (9 f) () gegen g(f(x0)) = (g0 f)(xo).
Folglich ist g o f in zg folgenstetig und somit stetig. a
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Satz 4.11 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und A eine Teilmenge von X. Ist
[+ X — Y stetig, so ist auch die Einschrinkung fia : A — Y stetig bzgl. der auf A
durch dx induzierten Metrik da = (dx)|axa-

Beweis. Sei (ay,) eine Folge in A, die im metrischen Raum (A, d4) gegen a € A konvergiert.
Dann konvergiert (a,) auch bzgl. der Metrik dx von X gegen a. Nach Voraussetzung
konvergiert (f(an)) gegen f(a) in Y, also ist f4 in a folgenstetig und somit stetig. O

Satz 4.12

1. Sei f : X — Y] x ... x Y, eine Abbildung in das Produkt metrischer Rdume und
f=1(f1,--., fn) die Komponentendarstellung von f. Die Abbildung f ist genau dann
in xg € X stetig, wenn jede Komponente f; : X —Y;, j=1,...,n, in xg stetig ist.

2. Sei f: X1 x Xo —Y stetig in (x1,22) € X1 X Xo. Dann ist

hi: X1 —Y i x1 stetig ,
.%"—>f(.1',1'2)

ho: X9 — Y i xo stetig .
x— f(z1,7)

Satz 4.13 Sei X ein metrischer Raum und (V,||-||) ein normierter Vektorraum uber dem

Korper K der reellen oder der komplexen Zahlen.

1. Seien f, g: X — V in xg € X stetig. Dann gilt:
(a) f+g: X — V istin xy stetig.
(b) |[fl]: X — R st in xo stetig.
(c) Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V', das die Norm || - || induziert. Dann ist
(f,g9): X — K in xq stetig.

2. 8nd f: X —Vund h: X — K in xqg stetig, so ist auch h- f : X — V in xg
stetig.

3. Sind h,p : X — K in zy stetig und p(xg) # 0, dann ist auch die Abbildung
%:A:{x€X|p(x)7EO}CX—>K in xo stetig.

4. Fine Abbildung f : X — C ist genau dann in xg stetig, wenn sowohl der Realteil
Re(f) als auch der Imaginarteil Im(f) in zo stetig sind.
Die Abbildung f : X — C ist genau dann in xy stetig, wenn die konjugiert-komplexe
Abbildung f : X — C in xq stetig ist.

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir stetige Abbildungen:

Beispiel 1: Sei (X, d) ein metrischer Raum und zg € X.
(a) Die identische Abbildung idx : X — X, idx(x) := x, ist stetig.
(b) Die konstante Abbildung ¢, : X — X, ¢, () := x0, ist stetig.
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Beispiel 2: Rationale Funktionen
Seien P, und P» zwei Polynome mit komplexen Koeffizienten vom Grad > 0, d.h.
Pi(z) = apz" + an-12""1+ .. +ar1z+ao
PQ(Z) = bmzm + bm_lszl + ...+ blz + b()
wobei alle a; und b; komplexe Zahlen sind. Dann ist die rationale Funktion
f::%:A::{Z€C|P2(z)7é0}C(C—>(C

£(2) 2" 4 ap_12"" Y+ ...+ a1z + ap
z) =
by 2™ 4 byp_12m L 4+ L+ bz + by

auf A stetig.

Beispiel 3: Die Abbildungen In: Rt — R und exp |z : R — R™ sind stetig.
Dies folgt aus Satz 4.9, denn beide Funktionen sind Umkehrfunktionen einer auf R bzw.

R™ definierten streng monotonen Funktion.
Beispiel 4: Die Abbildung

f:RtxC—C
(a,z) — a®

ist stetig.

Beweis. Sei (ag, 20) € RT x C. Wir betrachten eine beliebige gegen (ag, z9) konvergente
Folge ((ap, z,)). Dann gilt a,, — ag und z, — z9. Da nach der natiirliche Logarithmus
stetig ist, folgt

nl;ngo In(ayn) - zn, = In(ag) - 2o -

Aus Satz 3.19 erhalten wir dann fiir n hinreichend grof3

azn _ ago

% eln(an)-zn - eln(ao)-zo

eln(a0)~zo

eln(an)~zn—ln(ao)-zo 1 ‘

In(aop)-zo0

|In(ay) - zn — In(ao) - 2o (%)
1 —|In(ay) - 2, — In(ao) - 20l

IN

(&

Die rechte Seite von (*) konvergiert bei n — +oo gegen 0 und somit gilt li_)m azr = ag’.
n o0

Folglich ist f in (ag, z9) folgenstetig, also stetig. ad
Beispiel 5: Seien ag € R* und zy € C fixiert. Aus Satz 4.12 und Beispiel 4 folgt die
Stetigkeit der Abbildungen

exp,, : C — C und Py RT — C
Z — ag a — a°.

Insbesondere sind die Wurzelfunktionen /- : Rt — R™T stetig.
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Beispiel 6: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Abstandsfunktion

d: X xX —R
(z,y) — d(2,y)

ist stetig.

Beweis. Sei (z,y) € X x X und ((z,,y,)) eine Folge, die in X x X gegen (z,y) konvergiert.

In einem metrischen Raum gilt die Vierecksungleichung

‘d@:n,yn) - d<m7 y)| < d(xnvm) + d(yn; y)'

Da z,, — z und y,, — y, folgt d(x,,x) — 0 und d(y,,y) — 0 und somit d(x,, y,) — d(z,y).
O

Beispiel 7: Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K der reellen oder der komplexen
Zahlen. Dann ist jede Norm || - || : V' — R und jedes Skalarprodukt (-,) : V xV — K

stetig beziiglich der von der Norm bzw. vom Skalarprodukt auf V induzierten Metrik.

Beweis. Dies folgt aus dem Verhalten des Skalarproduktes und der Norm bei konvergenten
Folgen (Satz 2.16), welches die Folgenstetigkeit der beiden Abbildungen zeigt. O

Als néchstes definieren wir zwei Stetigkeitsbegriffe, die starker als die gewOhnliche Stetig-
keit sind.

Definition 4.4.
1. Eine Abbildung f : X — Y heif§t gleichmdfsig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0

existiert, so dass
[(Kx(z,6)) C Ky (f(x),¢)

fur alle x € X, d.h. so dass gilt:
r, 2 € X mit dx(z,2) <6 = dy(f(z),f(z)) <e.

(Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit hdngt hier die Gréoffe von § nur von €,
aber nicht von x ab.)

2. Fine Abbildung f : X — Y heifit lipschitzstetig, wenn es eine positive Konstante
L € R gibt, so dass fiir alle x1,79 € X

dy (f(z1), f(z2)) < L-dx(z1,72)

gilt. L heifst Lipschitz—Konstante von f.

Satz 4.14 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Raumen. Dann gilt:

1. f ist lipschitzstetig = f ist gleichmdfig stetig.
2. f ist gleichmdf$ig stetig = [ ist stetig.
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Beweis. Stetigkeit folgt per Definition aus gleichmafliger Stetigkeit. Wir miissen also nur
zeigen, dass jede lipschitzstetige Abbildung gleichméfig stetig ist.

Sei f lipschitzstetig mit Lipschitz—Konstante L und € > 0. Wir setzen ¢ := 7. Seien nun
71,2 € X mit dx(z1,22) < 6 = 7. Aus der Lipschitzstetigkeit folgt dann

dy(f(xl),f(xg)) <L- dx(l‘l,l‘Q) <L-0=ce.

Somit ist f gleichméaBig stetig. O

Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen der Aussagen des Satzes 4.14

nicht gelten.

Beispiel 1:
Die Abbildung
Y
FiRY R Fir ein fixes ¢ mufl 9
' 1 fir x — 0 immer kleiner
T gewahlt werden.
ist stetig, aber nicht gleichméaflig stetig. e
e

Beweis. Sei § > 0 eine fixierte Zahl und z € R*. Dann gilt

1 1

x—i-g €z

L "

220(z+9)

‘f(x +2) - f)

Die rechte Seite von (x) konvergiert bei x — 0 gegen +o00. Man kann also fiir ein gegebenes
£ > 0 kein 0 > 0 finden, so dass die rechte Seite von (x) fiir jedes > 0 kleiner als ¢ bleibt.
Folglich ist f nicht gleichméafig stetig. ad

Beispiel 2: Die Abbildung

f: Rt — R*
T — \/x

ist gleichméafig stetig, aber nicht lipschitzstetig.

Beweis. Es gilt
V- il <ViE—yl  VayeR.

(siche Ubungsaufgabe 10). Fiir & > 0 setzen wir § := £2. Ist |z —y| < 4, so folgt Vz—y| <
€. Somit ist f gleichmaBig stetig.

Angenommen f wére lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten L, das heifit
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Vz —/y| < Lz — y| Va,yeRT,

Dann gilt
<L Va,yeRt.

S e

Fiir hinreichend kleine x und y kann man aber T + beliebig grofi machen. Dies ergibt

\f
den Widerspruch. O

4.3 Eigenschaften stetiger Abbildungen

In einem metrischen Raum sind Teilmengen mit speziellen Eigenschaften ausgezeichnet,
wie offene, abgeschlossene, kompakte oder zusammenhangende Teilmengen. Wir untersu-

chen in diesem Abschnitt, was mit diesen Eigenschaften bei stetigen Abbildungen passiert.

Satz 4.15 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdaumen. Dann sind

folgende Bedingungen dquivalent:

1. f ist stetig.
2. Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.
3. Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis. (1. = 2.) Sei f: X — Y stetig und U C Y offen. Wir wollen zeigen, dass das
Urbild
AU ={zeX | flx)eU}c X

dann ebenfalls offen ist. Ist f~1(U) = (), so ist die Behauptung erfiillt. Sei also f~(U) # 0
und zg € f~1(U) ein beliebig gewihlter Punkt. Dann gilt f(x¢) € U, und da U C Y offen
ist, existiert ein € > 0 mit Ky (f(zo),e) C U. Da f in zg stetig ist, gibt es ein § > 0, so
dass

f(Kx($0,5)) C Ky(f(l‘o),E) cU.
Aus der Definition des Urbildes folgt dann:

Kx(w0,6) C f~1(U).

Somit ist f~1(U) offen in X.

(2. = 1.) Sei f~1(U) C X offen fiir jede offene Menge U C Y. Wir wiihlen einen beliebigen
Punkt zp € X und ein beliebiges ¢ > 0. Da die Kugel Ky (f(xo),e) in Y offen ist, ist
nach Voraussetzung auch das Urbild f~1(Ky (f(z¢),¢)) in X offen. Es enthélt den Punkt
xo. Folglich existiert ein § > 0, so dass Kx(z0,0) C f~1(Ky(f(20),¢)). Nach Definition
des Urbildes folgt daraus f(Kx(xg,0)) C Ky (f(zg),e). Das bedeutet aber, dass f in xg
stetig ist. Da zg € X beliebig gewahlt war, ist f stetig.

(2. <= 3.) Um dies einzusehen, erinnern wir uns daran, dass die folgende Beziehung

zwischen offenen und abgeschlossenen Mengen eines metrischen Raumes X gilt:



116 4 Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen

B C X st abgeschlossen <= X \ B C X ist offen .

Desweiteren gilt fiir das Urbild einer Komplementmenge
THYA\M) =X\ fTHM).

Sei nun das Urbild f~1(U) jeder offenen Menge U C Y offen. Wir betrachten eine beliebige
abgeschlossene Menge A C Y. Dann ist Y \ A offen in Y und folglich f~}(Y \ A4) =
X\ f71(A) offen in X. Dies bedeutet, dass f~!(A) abgeschlossen in X ist. Damit ist 2.

— 3. bewiesen. Die Umkehrung zeigt man analog. a

Wir betrachten als nachstes das Verhalten von zusammenhéngenden Mengen bei stetigen

Abbildungen:

Satz 4.16 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rédumen. Dann

ist das Bild jeder zusammenhdngenden Menge ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X eine zusammenhingende Menge. Wir wollen zeigen, dass dann auch
das Bild f(A) C Y zusammenhéngend ist. Angenommen f(A) C Y wére nicht zusam-

menhangend. Dann existieren offene Mengen U, V C Y mit

e UNV =10,
e f(A)CcUUV,
e f(ANU#D und f(A) NV £0.

Da f stetig ist, sind nach Satz 4.15 die Urbilder f~'(U) und f~!(V) ebenfalls offen.

Desweiteren gilt fiir diese Urbilder

o [UNFIV)=fUNYV) =1 1()

o ACfH(fA)criwuv)=f1U)u (V)

o ANfYU)#0 und AN f~HV )7&@ aelnaeAmltf( ) € U und ein b € A mit
f(b) € V existieren.

Folglich ist A nicht zusammenhéngend, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O
Als Anwendung erhalten wir fiir Abbildungen mit reellen Werten:

Satz 4.17 (Zwischenwertsatz)

Sei f : X — R eine stetige Abbildung von einem metrischen Raum X in die reellen
Zahlen und sei A C X eine zusammenhdngende Teilmenge. Seien desweiteren a,b € f(A)
Bildpunkte mit a < b. Dann gilt [a,b] C f(A).

Insbesondere hat jede reellwertige Abbildung, die auf A einen negativen und einen positiven

Wert annimmt, auf A eine Nullstelle, d.h. es existiert ein xo € A mit f(x9) = 0.

Beweis. Nach Satz 4.16 ist f(A) C R zusammenhéngend und deshalb nach Satz 2.38 ein
(verallgemeinertes) Intervall. Das heifit mit a,b € f(A) und a < b ist auch [a,b] C f(A).
O
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Wir definieren nun noch einen weiteren Zusammenhangsbegriff.

Definition 4.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit bogen-
zusammenhdangend (oder wegzusammenhdngend), falls zu je zwei Punkten a,b € A eine
stetige Abbildung w : [0,1] CR — A C X ezistiert, so dass w(0) = a und w(1) = b.

Die Abbildung w heifit Weg in A von a nach b.

Beispiele:

1. Konvexe Mengen im R"™:
FEine Teilmenge A C R™ heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten x,y € A auch die
Verbindungsstrecke 7y := {x +t(y —z) | t € [0, 1]} vollstandig in A liegt. Jede konvexe
Menge ist bogenzusammenhéngend, da die Abbildung w : [0,1] — A

w(t) =z +tly — )

stetig ist und die Punkte x und y verbindet.
Zum Beispiel ist jede Kugel K(zg,r) konvex.

2. Sternférmige Mengen im R":
Eine Teilmenge A C R™ heifit sternformig, wenn ein Punkt xg € A existiert, so dass fiir
jeden Punkt z € A die Verbindungsstrecke Toz vollstéandig in A liegt. Jede sternférmige
Menge ist bogenzusammenhéngend. Sind x,y € A, so ist die Vereinigung der Strecken

TxoUZToy in A enthalten und man kann sie als Bild eines Weges von x nach y darstellen.

3. Jede bogenzusammenhéngende Menge ist auch zusammenhéngend (Ubungsaufgabe).

Die Umkehrung gilt nicht. Ein Beispiel dafiir /
™

Floh Kamm

ist die folgende Menge in der komplexen Ebene
(Floh und Kamm):

A= [0,1]U{i+iy‘n€Nundy€ [0,1]}U{z’}.

Diese Menge ist zusammenhéngend, aber nicht

bogenzusammenhéngend.

Es gilt jedoch, dass jede offene zusammenhingende Menge des R™ auch bogenzu-

sammenhéngend ist.

Satz 4.18 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild jeder bogenzusam-

menhdangenden Teilmenge ebenfalls bogenzusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X bogenzusammenhéngend. Wir wollen zeigen, dass das Bild f(A)
ebenfalls bogenzusammenhéngend ist. Seien z,y € f(A) zwei Punkte in f(A). Dann
existieren a,b € A mit z = f(a), y = f(b). Da A bogenzusammenhéngend ist, gibt
es einen (stetigen) Weg w : [0,1] — A von a nach b. Wir betrachten die Abbildung
fow:[0,1] — f(A) C Y. Da f und w stetig sind, ist f o w ebenfalls stetig. Weiterhin
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gilt (f ow)(0) = f(w(0)) = f(a) = = und (f ow)(1) = f(w(1)) = f(b) =y, dh. fowist
ein Weg in f(A) von x nach y. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Verhalten von kompakten Mengen bei stetigen

Abbildungen:

Satz 4.19 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild jeder kompakten
Menge ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei K C X eine kompakte Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass dann auch das Bild
f(K) C Y kompakt ist. Sei U = {U;}ics eine beliebige offene Uberdeckung von f(K), das
heifit die Mengen U; sind offen in Y und es gilt

FK) c|JUs.
icl
Da f stetig ist, sind die Urbilder f~1(U;) in X offen (siehe Satz 4.15). AuBlerdem gilt
K (Uu) =Urtw.
i€l i€l
Folglich ist die Mengenfamilie
U = {f (Ui }ier

eine offene Uberdeckung von K. Da K C X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiber-

deckung von K aus U*, das heiflt es existieren i1,...,%, € I, so dass
Kc Y U,)u...uf YU ):f‘l(Uilu...UUi )
Aus der Definition des Urbildes folgt
f(K)CcU;,u...uU,,.

Somit ist {Uj,,...,U;,} eine endliche Teiliitberdeckung von f(K) aus U. Folglich ist f(K)
kompakt. O

Die folgenden beiden Sétze sind Anwendungen der gerade bewiesenen Eigenschaft stetiger
Abbildungen.

Satz 4.20 (Satz von Weierstraf})

Sei f: X — R eine stetige Abbildung von einem metrischen Raum X in die reellen
Zahlen und sei K C X eine kompakte Teilmenge. Dann nimmt f auf K ein Maximum
und ein Minimum an, d.h. es existieren Punkte a,b € K mit f(a) = min{f(z) | z € K}
und f(b) =max{f(z) |z € K}.
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Beweis. Sei K C X kompakt. Dann ist f(K) C R ebenfalls kompakt, und somit ins-
besondere beschriankt und abgeschlossen (Folgerung 2.4). Da f(K) C R beschriankt
ist, existieren das Infimum S, := inf(f(K)) und das Supremum S* := sup(f(K)). Da
f(K) abgeschlossen ist, liegen sowohl das Supremum S* als auch das Infimum S, in
f(K). D.h. es existieren Punkte a,b € K mit S, = f(a) = min{f(z) | = € K} und
S* = f(b) =max{f(z) | x € K}. O

Satz 4.21 (Satz von Heine)
Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen und K C X eine
kompakte Teilmenge. Dann ist f auf K sogar gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen fig : K — Y wire nicht gleichmifig stetig. Dann existiert ein
go > 0, so dass es fiir alle 0 > 0 einen Punkt z5 € K gibt mit

f(Kx(2s,0) N K) & Ky (f(25),20)-

Wir setzen 6 = % Dann erhalten wir fiir jedes n € N zwei Punkte z,,z;, € K mit

dX(xn,ac:;)<% and  dy (F(zn), F(z2)) > eo.

*

Betrachten wir nun die Folgen (x,) und (x}

) in K genauer. Da K kompakt, also nach

Satz 2.37 folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (x,, ) von (z,), die gegen einen Punkt

*
Nk

*

) ebenfalls gegen x

xzo € K konvergiert. Wir zeigen, dass die Teilfolge (z) ) von (z

konvergiert. Es gilt
d(wo, x, ) < d(xo, Tp, ) + d(Tn,, 7, ) -

—
—0 <l

"k

Daher gilt z;, — z0 € K. Da [ stetig, also auch folgenstetig ist, konvergieren dann die
Bildfolgen (f(xnk)) und (f(:c;‘Lk)) fiir k£ gegen +o00 gegen f(zp). Somit ist

0 <eo < d(f(wn,), f(xp,)) < d(f(2n,), f(20)) +d(f(x0), f(7,)) -

—0 —0

Dies ist aber ein Widerspruch. O

Wir wenden uns jetzt der folgenden Frage zu:

Sei f : X — Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen metrischen Radumen. Dann
existiert die Umkehrabbildung (inverse Abbildung) f~! : ¥ — X. Ist f~! dann auch
stetig? Im Allgemeinen gilt das nicht.

Beispiel: Sei X = (0,1) U{2} ¢ R und Y = (0,1] C R. Wir betrachten die Abbildung
f: X — Y gegeben durch

t falls t € (0,1
f(t) = (©.1)
1 falls t =2.
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f ist stetig und bijektiv, da f|<0 y = id(,) und 2 € X ein isolierter Punkt ist. Aber
f71:(0,1] — (0,1)U {2} ist nicht stetig, da (0, 1] zusammenhingend, aber f~1((0,1]) =
(0,1) U {2} nicht zusammenhéngend ist.

Definition 4.6. Fine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heifst
Homéomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~' stetig sind.

Zwei metrische Riume X und Y heiflen homdomorph, falls es einen Homdoomorphismus
f: X —Y gibt.

Bezeichnung: X ~ Y.

Beispiel: Der R" ist homéomorph zur Kugel K(zp,r) um einen Punkt zy € R"™ vom

Radius 7. Die folgende Abbildung ist ein Homéomorphismus:

f:K(xg,r) — R"

T s —ZT=T0
r=[lz=zol|

Dabei bezeichnet || - || die Euklidische Norm auf R” (Ubungsaufgabe).
Alle topologischen Eigenschaften von Teilmengen bleiben bei Homéomorphismen erhalten:

Satz 4.22 Sei f : X — Y ein Homdomorphismus zwischen metrischen Rdaumen. Dann

qgilt:

1. A C X ist offen (abgeschlossen, kompakt, zusammenhéingend bzw. bogenzusammen-
hdngend) genau dann, wenn f(A) C Y offen (abgeschlossen, kompakt, zusammen-
héngend bzw. bogenzusammenhdngend) ist.

2. Fine Folge (x,) konvergiert in X gegen xo genau dann, wenn die Bildfolge (f(xy)) in
Y gegen f(xo) konvergiert.

Beweis. Dies folgt aus den vorherigen Satzen iiber das Verhalten von offenen, abgeschlos-
senen, kompakten, zusammenhangenden bzw. bogenzusammenhéngenden Mengen bei ste-

tigen Abbildungen und aus der Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit. a

Will man nachweisen, dass eine bijektive stetige Abbildung ein Homéomorphismus ist, so
muf} man die Stetigkeit der inversen Abbildung nachweisen. Ist der Urbildraum kompakt,

so kann man sich diesen Nachweis sparen, denn es gilt der folgende Satz:

Satz 4.23 (Satz iiber die Stetigkeit der inversen Abbildung)
Sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung und X ein kompakter metrischer Raum.
Dann ist die inverse Abbildung f~':Y — X stetig.

Beweis. Sei U C X offen. Wir zeigen, dass (f~1)"1(U) = f(U) C Y offen ist. Da U C X
offen ist, ist X\U C X abgeschlossen. Wir wissen aus Folgerung 2.4, dass jede abgeschlos-
sene Teilmenge einer kompakten Menge selbst kompakt ist. Nach Voraussetzung ist X
kompakt, folglich ist X \ U C X kompakt. Wegen der Stetigkeit von f ist dann nach Satz
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4.19 auch das Bild f(X \ U) in Y kompakt und insbesondere abgeschlossen (Folgerung
2.4). Nun ist f bijektiv und folglich f(X\U) =Y\ f(U). Also ist die Teilmenge f(U) C Y
offen. Nach Satz 4.15 ist die Abbildung f~' deshalb stetig. a

Definition 4.7. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit kontrahie-
rend (oder Kontraktion), wenn sie lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten 0 < L < 1

ist, das heifst wenn

d(f(z), f(y)) < L-d(z,y) fir alle z,y € X.

Fiir kontrahierende Abbildungen in wvollstindigen metrischen Raumen gilt der folgende

sehr niitzliche Fixpunktsatz.

Satz 4.24 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Ab-

bildung. Dann existiert genau ein Fizpunkt von f, d.h. genau ein Punkt x* € X mit

f(x*) = x*. Diesen Fixpunkt erhdlt man konstruktiv auf die folgende Weise:

Sei g € X ein beliebiger Punkt und x,, := fo...o f(xg) =: f"(x0). Dann konvergiert die
-

Folge (xy,) gegen xz*. n—mal

Beweis. (1) Eindeutigkeit des Fixpunktes: Angenommen es existieren zwei Fixpunkte x*
und y* von f, dh. es gelte f(z*) = 2 und f(y*) = y* . Aus der Kontraktivitdt von f

erhélt man
d(z*,y") = d(f(27), f(y")) < L-d(z",y").
Da aber 0 < L < 1 gilt, folgt d(x*,y*) = 0, also z* = y*.
(2) Existenz des Fixpunktes: Sei g € X ein beliebig gewahlter Punkt. Wir definieren eine
Folge von Punkten in X durch

Dann gilt

d(@n+1, ) = d(f(2n), f(2n-1))
< L-d(wp,zp-1) = L-d(f(zn-1), f(Tn-2))
< L*- d(xn—la xn—Q) =L d(f(xn—2)7 f(xn_3))

S Ln . d(ycl, .II()).

Fiir n > m folgt mit der Dreiecksungleichung und der Formel fiir die geometrische Summe
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d(l‘n, xm) < d(l‘n, xnfl) + d(xnfla xnf2) +...+ d($m+17 xm)
< (Ln_l +...+ L") d(l’o,xl)
=L™ (LY + L'+ 4+ L™ - d(xo, 1)
1— L™

<L™. ﬁ -d(xo, 7).
Da 0 < L < 1, ist (L™) eine Nullfolge. Somit ist (z,) eine Cauchyfolge in X. Da der
metrische Raum X vollstandig ist, konvergiert diese Cauchyfolge gegen einen Punkt z*
aus X. Wir zeigen nun, dass dieser Grenzwert x* der gesuchte Fixpunkt von f ist. Dazu

betrachten wir

d(f ("), 2") < d(f(2"), zn) + d(zn, 27)
= d(f(z7), f(xn-1)) + d(n, 27)
< Ld(z*,xp—1) +d(zp,x¥) .
—0 —0
Daraus folgt d(f(x*),z*) =0, also f(z*) = x™. O

4.4 Folgen stetiger Abbildungen

In diesem Abschnitt bezeichnen X und Y wiederum metrische Raume. Wir betrachten
jetzt Folgen von stetigen Abbildungen f, : X — Y, n = 1,2,3,..., und untersuchen,

unter welchen Bedingungen deren Grenzfunktion ebenfalls stetig ist.

Definition 4.8. Die Folge der Abbildungen (f,) heifit punktweise konvergent, falls fir
jedes v € X die Folge (fn(x)) in'Y konvergiert. Die durch

f(z) = nlggo fn(x)
definierte Funktion f: X — Y heifst Grenzfunktion von (f,).

Schreibweise: f, — f.

Im allgemeinen ist die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge stetiger Abbil-

dungen nicht notwendiger Weise stetig. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel:

Seien X = [0,1], Y = R und f, : [0,1] — R die R
stetigen Funktionen f,,(x) := 2”. Dann ist die Grenz-
funktion 11
f2
0 falls 0<z<1 f
= i n = - 1 3
/(@) "grolof (@) { 1 falls z=1 Ja

offensichtlich nicht stetig.
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Wir benétigen fiir die Stetigkeit der Grenzfunktion f eine stirkere Konvergenzeigenschaft
der Folge (fn).

Definition 4.9. Die Folge der Abbildungen (f,) konvergiert gleichmdfig gegen eine Grenz-
funktion f: X — Y, falls zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass

dy (fn(z), f(x)) < e fir alle n > ng und fir alle vz € X.
Schreibweise: f, = f.

Bei gleichméfiger Konvergenz, konvergiert die Folge (f,(x)) fir jeden Punkt z € X mit
der ”gleichen Geschwindigkeit” gegen f(x).
Aus gleichméfiger Konvergenz folgt offensichtlich die Konvergenz der Folge (f,).

Satz 4.25 Seien f, : X — Y stetige Abbildungen, n = 1,2,3,..., und die Folge (f)
gleichmafig gegen f: X — Y konvergent. Dann ist die Grenzfunktion f stetig.

Beweis. Sei xg € X beliebig fixiert. Wir zeigen, dass f in z stetig ist. Sei € > 0. Da (f,,)

gleichméfig gegen f konvergiert, existiert ein ng € N mit
dy (fo(2), f(z)) < % Yn>ng, VaeX.
Die Abbildung f,, ist in z( stetig, folglich gibt es ein § > 0, so dass

dy (frg (20)s fro () < g V2 € X mit dy(zo,7) < 0.

Fiir x € X mit dx(xg,x) < d erhalten wir damit

dy (f(x), f(20)) < dy (f(2); fro (%)) + dy (fno (€); frg (20)) + dy (fno (x0), f(20))

Somit ist f in xg € X stetig. ad

Satz 4.26 (Vertauschbarkeit von Grenzwerten)
Seien fr, : X — Y, n=1,23,..., stetige Abbildungen und sei die Folge (f,) gleichmdfig
konvergent. Dann gilt in jedem Hdufungspunkt xg € X

lim (lim f,(z)) = lim ( lim f,(x)).

T—Ty N—r00 n—o0 T—xQ

Beweis. Sei f die Grenzfunktion der Folge (f,), d.h. f(z) = ILm fn(x). Nach Satz 4.25

ist f in z¢ stetig. Folglich existiert der Grenzwert

f(zo) = lim f(z) = lim lim f,(x).

T—T0 T—To N—00

Da die Abbildungen f,, in xq stetig sind, gilt andererseits

f(xO) = nh_{IOlo fn(xO) = lim lim fn(x)

n—00 T—xg
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4.5 Funktionenreihen

In diesem Abschnitt wenden wir die im vorigen Abschnitt iiber Funktionenfolgen erhal-
tenen Resultate auf Funktionenreihen an. Insbesondere wollen wir weitere Aussagen iiber
Potenzreihen machen.

Im folgenden bezeichnet (X, d) einen beliebigen metrischen Raum und (E, || - ||) einen Ba-
nachraum. Seien f,, : X — E Abbildungen von X nach F, n =0,1,2,.... Wir bilden aus
der Folge (f,,) die Folge der Partialsummen (s;,):

Smi=fo+fi+fot+-+ fm, m € No.

Definition 4.10. Die Folge (sm = > fn> heifst Funktionenreihe mit den Gliedern f,.
n=0

o0
Wir bezeichnen sie symbolisch mit > fi .
n=0

Die Funktionenreihe > f, heifit punktweise (bzw. gleichmaf$ig) konvergent, falls die Funk-

n=0
tionenfolge (sp,) punktweise (bzw. gleichmdflig) konvergiert.

Aus den Satzen 4.25 und 4.26 erhalt man dann sofort

Satz 4.27 Sind f, : X — E stetige Abbildungen, n = 0,1,2,..., und konvergiert die
o0

Funktionenreihe Y fn gleichmdfig, so ist die durch
n=0

fl@):=> fal®) VzeX
n=0

definierte Grenzfunktion f : X — E stetig. Insbesondere gilt fiir jeden Hdufungspunkt
o € X

I () =S lim £, ().
zgilo;f (z) T;)Iggof (z)
O

Als néchstes beweisen wir ein Kriterium fiir die gleichméaflige Konvergenz von Funktionen-

reihen.

Satz 4.28 (Weierstraflsches Majorantenkriterium)

Seien [, : X — E beschrankte Abbildungen, n € Ny, M, reelle Konstanten mit

||fn(55)H§Mn VneNy und VreX,

o0

und sei die Reihe der Schranken > M, in R konvergent. Dann ist die Funktionenreihe
n=0

> fn gleichmdfig konvergent. Sind alle Abbildungen f,, : X — E zusdtzlich stetig, so ist

n=0

die durch f(z) := Y fu(x) definierte Grenzfunktion f : X — E stetig.
n=0
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o0

Beweis. Sei e > 0. Da die Reihe Y M, konvergiert, gibt es nach dem Cauchy—Kriterium
n=0

(Satz 3.1) ein ngp € Ny, so dass

Mpi1+ Mpyo+ -+ M <e fur alle k& > m > ng.

m
Sei sy, = > fn die m. Partialsumme der Folge (f,). Nach Voraussetzung gilt fiir alle

n=0
reX

[sk(@) = sm(@)|| = | fmt1(z) + ... + fu(@)||
SN fmra @)+ -+ [ fe(@)l
SMerl—l—...—l—Mk.

Wir erhalten daraus fiir jedes z € X

lsk(z) — sm(z)|| < e VkE>m>ng. (%)
Also ist die Folge (s;,(z)) fiir jedes € X eine Cauchy—Folge im Banachraum E. Da F
vollstandig ist, konvergiert die Folge (s,,(x)). Sei f(x) := n%gnoo Sm/(z) . Die Funktionenrei-
he io: fn konvergiert somit punktweise gegen die Grenzfunktion f : X — FE. Gehen wir

n=0

in (%) mit k& gegen oo, so folgt wegen der Stetigkeit der Norm

lHm ||sg(x) — s ()] = || Um sg(x) — sm(2)]| = || f(2) —sm(x)|| <e Vze X, Vm>ng.
k—o00 k—00

o0

Somit konvergiert die Funktionenreihe Y f, sogar gleichméaflig gegen f. Die Stetigkeit
n=0

der Grenzfunktion f unter der Voraussetzung der Stetigkeit der f,, folgt aus dem vorigen

Satz. O

Wir wenden diese Sétze nun auf komplexe Potenzreihen an. Sei (a,,) eine Folge komplexer
Zahlen, zy € C und

P(z):= Zan(z —z0)", ze€C,
n=0

die Potenzreihe mit den Koeffizienten a,, und dem Zentrum zy. R bezeichne den Konver-
genzradius der Potenzreihe P. In Kapitel 3.2. hatten wir Formeln zur Berechnung von R
hergeleitet (siehe Sétze 3.17 und 3.18). Wir wissen bereits:

1. P(z) konvergiert absolut fiir alle z € K (zp, R).
2. P(z) divergiert fiir z € C\ ¢l(K (20, R)).

Wir beweisen nun, dass die durch die Potenzreihe P auf dem Konvergenzkreis definierte

Funktion stetig ist.
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o0
Satz 4.29 Sei P(z) := Y an(z — 20)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R.
n=0

Dann gilt:

(o.¢]
1. Die Potenzreihe P(z) = > an(z — 20)"™ konvergiert gleichmdfig auf jeder kompakten
n=0
Teilmenge K C K (2o, R).

2. Die Abbildung P : z € K(z9, R) — P(z) € C ist stetig.

Beweis. (1) Sei K C K(zp, R) kompakt. Da die Funktion z € C — |z — 29| € R stetig
ist, existiert

n(K) :=max{|z — 20| | z€ K} < R.
Wir betrachten ein z; € K(zp, R) mit n(K) < |z1 — 20| < R. Da die Reihe P(z;) =
[e.e]
> an(z1 — 20)™ konvergiert, sind ihre Reihenglieder eine Nullfolge, also insbesondere be-

n=0

schrankt. Somit existiert eine Zahl M > 0, so dass |an (21 — 20)"| < M fiir alle n € Ny.

_M-(n(K))n VzeK.

|21 — 20

Wir erhalten daraus

(z —z0)"

— n — — n,
\an(z ZO) | an(zl ZO) (Zl — Zo)n

=:Mp

o0
Nach Wahl von z; ist ) Folglich ist die geometrische Reihe Y M, konvergent.
1

z1—2
| o] n=0

Nach Satz 4.28 konvergiert dann P(z) gleichméfig auf K.
(2) Sei z € K(z0, R) gegeben. Wir wéhlen ein £(z) > 0, so dass

cl(K(z,e(2))) C K(z0, R).

Da die Menge cl(K(z,e(z))) sowohl abgeschlossen als auch beschrankt ist, ist sie kom-
pakt. Folglich konvergiert die Funktionenreihe P(z) auf ¢l(K(z,£(z))) gleichméafBig und die
Grenzfunktion Py (ze(2))) @ cl(K(z,6(2)) — C ist stetig. Da dies fiir alle z € K (20, R)
gilt, ist P auf dem gesamten Konvergenzkreis K (zp, R) stetig. O

Als Anwendung der Stetigkeit der Grenzfunktion von Potenzreihen beweisen wir abschlie-

Bend den folgenden Identitatssatz.

Satz 4.30 (Identitatssatz fiir Potenzreihen)
o0 o0
Seien P(z) = > an(z — 20)" und Q(z) = ). bu(z — 20)" zwei Potenzreihen mit dem
n=0

n=0

Zentrum zg € C und den Konvergenzradien Rp_> 0 bzw. Rg > 0 und R :=min{Rp, Rg}.
Ezistiert eine Folge komplexer Zahlen (w.,) in K(zo, R)\{zo0} mit

1. lim w, =z und
m—00

2. P(wm) = Q(wy,) fir alle m € N,
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so gilt a, = by, fir alle n € Ng, das heifit die Potenzreihen P und Q sind identisch.
Insbesondere sind P und Q identisch, wenn sie auf einer (beliebig kleinen) offenen Umge-

bung des Zentrums zy ubereinstimmen.

Beweis. Sei (wy,) eine Folge in K(zp,R) \ {20}, die gegen zy konvergiert und fiir die
P(wy,) = Q(wn,) gilt. Wir beweisen a,, = b,, durch Induktion iiber den Index n.
Ind.—Anfang: Es ist zu zeigen, dass ag = by gilt. Da (w,,) gegen zy konvergiert und P und
Q auf K (zp, R) stetig sind, folgt

ap = P(z0) = lim P(wp) = lim Q(wn) = Q(20) = bo-

m—r00 m—r00

Ind.—Schritt: Es gelte ag = by, a1 = b1, ..., an = b,. Es ist zu zeigen, dass ant+1 = bnt1

gilt. Dazu betrachten wir die Potenzreihen

Pi(z) := Z ap(z — z)F~ (D),
k=n-+1

Ql(Z) = Z bk(Z — Zo)k_(n+l).
k=n-+1

Die Potenzreihen P; und @) konvergieren auf K (zp, R), denn fiir z # 2o gilt

n

P(z) = Y ap(z — 20)*

Pi(z) = (ijOZO)n+1 g
Q(z) — 32 iz — )"
Qu(z) = (2 __Zo)n-H

Nach Induktionsvoraussetzung gilt Q1(w.,) = Pi(wy,) fir alle m € N. Da @1 und P; auf
K (z0, R) stetig sind, folgt

ant1 = Pi(20) = mlgnoo P (wy,) = mlgnoo Q1(wm) = Q1(20) = bpt1.

4.6 Die trigonometrischen und die Hyperbelfunktionen im Komplexen

In diesem Abschnitt werden wir die Thnen vielleicht bereits aus der Schule bekannten tri-
gonometrischen und Hyperbelfunktionen wiederholen und sie auf die komplexen Zahlen
fortsetzen. Als Ausgangspunkt benutzen wir die komplexe Potenzreihe, die die Exponen-

tialfunktion definiert:
exp:C — C,
S n
z — €7 = ZO';—!.
n=
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4.6.1 Die trigonometrischen Funktionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion definieren wir jetzt die trigonometrischen Funktionen.

Wir betrachten zunéchst die Exponentialfunktion auf der imaginédren Achse.

Fiir ¢ mit ¢ € R gilt

iR |
leit|2 = eit . ot = it . g7t = 0 = 1 i i
: e
int
Die komplexe Zahl e liegt also auf der Kreislinie ‘
St := {2z € C| |z| = 1}. Den Realteil von e nen- cost) T
nen wir Cosinus der reellen Zahl ¢, den Imaginéarteil
von e nennen wir Sinus von t:
, it | —it ‘ it —it
cos(t) i= Re(e) = | gin(t) := Im(e') = ——
2 24
Dann erhalt man unmittelbar
e = cos(t) +isin(t) und  cos?(t) +sin®(t) =1 VteR. (%)

Insbesondere ist | cos(t)| < 1 und |sin(t)| < 1 fiir jede reelle Zahl .
Wir erweitern die Definition von Sinus und Cosinus nun auf die komplexen Zahlen und
definieren cos: C — C und sin : C — C durch

ei% 4+ e—i2 oiF _ o=z

cos(z) i = ————, sin(z) = 57

5 VvV zeC.

Da die Exponentialfunktion stetig ist, sind die Sinus- und Cosinus-Funktion ebenfalls

stetig. Auflerdem gilt:

3 5 7 > 2n+1
_ ZLE_E — 1y~
sz =z-grt g oot nzo( S e
2 4 6 o 2n
_1_Z L FE _ = _ =
cos(z) =1 51 + TR +...= T;)( 1) (2n)!

Diese Potenzreihen haben Konvergenzradius +oo, sind also fiir jedes z € C absolut kon-
vergent.
Durch Einsetzen von e in die Definitionen und Anwenden von e*T% = e? - €% erhilt man

die folgenden Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus:

1. | sin?(2) +cos?(z) =1 VzeC|:

1 . .
2)+7(e2zz+e—2zz+2) — 1.

1 .
sin?(z) 4 cos?(z) = — = (e** 4 727 — 1

4

2. Die Eulersche Formel:

e’ = cos(z) +i-sin(z) VzeC

cos(z) i -sin(z) =

1, . , 1
5(612+6—12)+ 2

7(61'2 . e—iZ) _ eiz
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3. Additionstheoreme: Fiir alle z1, z9 € C gilt:

sin(z1 + z2) = sin(z1) cos(z2) + sin(z2) cos(z1)

cos(z1 + z2) = cos(z1) cos(z2) — sin(z1) sin(z2).

4. Differenzformeln: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z) — sin(w) = 2 - cos (HTU)) - sin (Z _2 w),
cos(z) — cos(w) = —2 - sin (ZJFTU)) - sin (Z ; w).

(Additionstheoreme auf 3(z +w) + (2 — w) anwenden.)

5. Die Sinusfunktion ist ungerade, die Cosinusfunktion ist gerade, d.h. es gilt:

sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) =cos(z) Vz e C.
Als nachstes diskutieren wir nochmal den Kurvenverlauf der reellen Funktionen COS|, und
sinhR. Zunichst sehen wir uns die Nullstellen an:

Satz 4.31 Die Funktion cos|, : R — R hat auf dem Intervall (0,2) genau eine Nullstelle.

Beweis. 1. Existenz der Nullstelle: Aus der Definition von cos folgt cos(0) = 1. Anderer-

seits ist
o0 22n
J— n
cos(2) = > (~1) )
n=0
0 22n
=1-2+ = —1)"
T3t ;( "

< -z

(Die Umordnung der Reihe in der 3. Zeile konnten wir wegen ihrer absoluten Konvergenz
vornehmen). Da cos(0) =1 > 0, cos(2) < —% < 0 und cos, : R — R stetig ist, folgt aus
dem Zwischenwertsatz, dass ein £ € (0,2) mit cos(§) = 0 existiert.

2. Eindeutigkeit der Nullstelle: Dazu zeigen wir, dass cos, auf (0,2) streng monoton
fallend ist. Die Funktion sin|, ist auf (0, 2) positiv, da



130 4 Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen

x2n+1

(2n +1)!
LA+ A +3
4r+ 1! (4r + 3)!

1,47"4-1 1,2
(4r + 1)1 (1 C (4r+2)(4r + 3))

>0

(="

sin(z) =

M

ot

ﬁ
Il
o

ot

Il
o

T

>0 V ze(0,2).

Seien nun x,y € (0,2) mit < y. Dann gilt yiTz € (0,2) . Aus den Differenzformeln folgt

cos(x) — cos(y) = 2sin (%) - sin (%) > 0.

Folglich ist cos|, auf (0,2) streng monoton fallend und somit { die einzige Nullstelle in
(0,2). O

Definition 4.11. Die Nullstelle von cos|, auf dem Intervall (0,2) heifst g

Wir werden spéter weitere Eigenschaften der Zahl 7 (sie ist irrational und transzendent)
und ihre genauere Berechnung kennenlernen.
Nach Satz 4.31 gilt cos(5) =0 und sin(5) = 1, woraus

ei

SE
]
e
K
Il
—~
]
S
N
~—
2o
Il
|
—_

=1, und ¥ = ()% =1

folgt. Aus den Produkt-Eigenschaften der Exponentialfunktion erhalten wir damit

[ME]

TTE) = ¢ 1T = i QT = ip L gim = i fiir alle z € R.

)

Der Vergleich von Real- und Imaginéarteil in der Eulerschen Formel liefert dann die folgen-

den Beziehungen zwischen Sinus und Cosinus:
Folgerung 4.1 Fiir alle x € R gilt
sin(z + g) = +cos(x), sin(z+7) = —sin(x), cos(z+ m) = — cos(z).

Daraus erhalten wir die weiteren Nullstellen und die Monotoniebereiche von Sinus und
Cosinus auf R. Die folgenden Bilder zeigen den Kurvenverlauf der Cosinus- und Sinus-
funktion auf [0, 27]:

R

. 1+ cosx
1+ sin x \ /

NEan
S|
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Satz 4.32 1. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist periodisch mit der Periode 271,
das heifit es gilt e* = e*2™ fiir alle z € C.

2. Die Funktionen sin : C — C und cos : C — C sind periodisch mit der Periode 2w,
d.h. fir alle z € C gilt sin(z + 27) = sin(z) und cos(z + 27) = cos(z) .

3. e =1 < z=2mik fiur ein k € Z.

4. Die Funktion sin : C — C hat nur die (reellen) Nullstellen xj, = 7k, k € Z.
Die Funktion cos : C — C hat nur die (reellen) Nullstellen y, = 5 + km, k € Z.

5. Zu jedem z € St = {2z € C | |2| = 1} existiert genau eine reelle Zahl t € [0,2m) mit

z = et = cos(t) + i sin(t).

Beweis.
(1) Da 2™ =1, folgt e* 2™ = ¢% . 2™ = 2,

(2) Aus der Definition von Sinus erhélt man:
ei(27r+z) _ efi(z+27r) el . Q2T _ =iz, o —2mi elz _ otz

. o) — _ _ — sin(s).
sin(z 4 27) 5; 5 5; sin(z)

Analog zeigt man cos(z + 27) = cos(z). (Der Kurvenverlauf von cos|, und sin|, auf [0, 27]
zeigt, dass 27 die kleinst mogliche Periode ist).
(3) («=) Sei z = 27ki fiir ein k € Z. Dann gilt

e = e27rik — (627ri)k — 1k -1,

(=) Sei ¢* =1 und z = x + iy mit z,y € R. Dann gilt

1=e" =% . % = e%(cos(y) + isin(y)) und somit

1 =¢€"|cos(y) + isin(y)| = €” - \/COS2(y) + sin?(y).

=1

Da die Exponentialfunktion expp : R — R* bijektiv ist, folgt z = 0. Somit erhalten
wir z = iy und aus 1 = €Y = cos(y) + isin(y) folgt cos(y) = 1 und sin(y) = 0. Damit ist
y = 27k, also z = 27ki.

(4) Aus der Definition von Sinus und Cosinus folgt

12 —1iz

) e” —e , . ,
O:sm(z):f = = = =1 < z¢cZnm.
i
eiz+e—iz ) » ) ) T
O:COS(Z):T<:> €= e = 2= 1=¢" = Z€§—|—7TZ.

(5) Sei z € St = {2 € C | |z| = 1}. Wir wollen zeigen, dass es genau ein ¢ € [0,27) gibt,
mit z = e = cos(t) +isin(t). Sei z = x + iy, dann gilt 22 + y? = 1 sowie |z| < 1. Wir
beweisen nun durch Fallunterscheidung: (a) Sei z = 1. Dann ist y = 0 und ¢ = 0 eindeutige
Losung von x = cost, y = sint in [0, 27).

(b) Sei # = —1. Dann ist y = 0 und t = 7 eindeutige Losung von z = cost, y = sint in
[0, 27).
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(¢) Bleibt also noch der Fall z € (—1,1) zu betrachten. Sei x € (—1,1). Dann existieren

genau zwei Werte «, f mit
a € (0,2m), € (0,2rr) und x = cosa = cos f.

Dabei gilt sina > 0 und sin 5 < 0 und es folgt

lyl =1 —22=+/1-cos?a = |sina| = |sinf|.
Ist y > 0, so ist y = sina und t = « die Losung. Ist y < 0, so ist y =sin S und ¢t = 5 die
Losung. O
Mittels der Sinus- und Cosinusfunktion definieren wir die Funktionen Tangens (tan) und
Cotangens (cot):

tan:C\(%—i—Zﬂ) —C

z > tan(z) = :;I;((Z))
cot: C\Zr — C
s oot(e) =

Beide Funktionen sind offensichtich stetig. Aus den Eigenschaften von Sinus und Cosinus

erhélt man die folgenden Eigenschaften von Tangens- und Cotangensfunktion:

1. tan und cot sind m-periodische, ungerade Funktionen.
2. Es gelten folgende Additionstheoreme:
tan(z) + tan(w)

cot(z) - cot(w) — 1
1 — tan(z) - tan(w) '

cot(z) + cot(w)

tan(z +w) = und  cot(z +w) =

Die Umkehrfunktionen der reellen trigonometrischen Funktionen

Da die trigonometrischen Funktionen auf R betrachtet periodisch sind, existieren keine
globalen Umkehrfunktionen. Es existieren aber Umkehrfunktionen auf jedem Monotonie-
bereich der trigonometrischen Funktionen. Nach Satz 4.9 sind diese Umkehrfunktionen

ebenfalls stetig.

Definition 4.12. Die Umkehrfunktion von sin|[ 1.1 heifit Arcussinus und wird mit arcsin
202

bezeichnet.
s

arcsin : [—1,1] — [ — §, §] ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Die Umkehrfunktionen von sin‘[i X k € 7, erfiillen nach den Additionstheoremen

%+k7r,%+k7r
. _ k .
(Slnl[*%Jrk‘rr,%Jrkﬂ]) Yz) = (=1)* - arcsin(x) + k.

Man nennt sie auch die Zweige der Umkehrfunktion von Sinus.
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Definition 4.13. Die Umkehrfunktion von Cos|, heifit Arcuscosinus und wird mit arccos

bezeichnet.
arccos : [ — 1,1] — [0, 7] ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.
Die Umkehrfunktion von COS| 1 (hs1)m? k € Z, ist nach den Additionstheoremen
_ 2k +1— (—1)*
k
(COS| 1 r sty Yx) = (=1)* - arccos(z) + —y T

Definition 4.14. Die Umkehrfunktion von tan‘[

arctan bezeichnet.

11 heifst Arcustangens und wird mit
5%

arctan : R — [ — 7, 7] ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Die Umkehrfunktion von tan|[_ » k € Z, erfillt nach den Additionstheoremen

%’-‘rkﬂ,%-ﬁ»kw

(tan‘[i ])_1(x) = arctan(z) + k.

%+k7r,g+k7r

Definition 4.15. Die Umkehrfunktion von coty, heiffit Arcuscotangens und wird mit

arccot bezeichnet.

arccot : R — [0, 7] ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion von cot), X k € 7Z, erfillt nach den Additionstheoremen

km,(k+1)m

(cot‘[km(kﬂm)*l(x) = arccot(z) + k.

Den Kurvenverlauf der reellen trigonometrischen Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen

findet man in Tafelwerken.

4.6.2 Die Hyperbelfunktionen

Unter den Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus sinh : C — C und Cosinus hyperbo-

licus cosh : C — C versteht man die folgenden komplexen Funktionen:

e —e
inh(z) :=
sinh(z) 5
z —z
cosh(z) := cre
2
Aus der Reihendarstellung fiir e* folgt
> 2n+1 3 5
z z z
L) — 27
sinh(z) 7;)(271—1—1)! TR
© _2n 2 4
z z z

Wir bilden auch hier die Quotienten beider Funktionen und erhalten Tangens hyperbolicus
tanh : C\ <g2 + Zm) — C:
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sinh(z) e** -1
tanh(z) := =
anh(2) cosh(z) €2 +1

und Cotangens hyperbolicus coth : C\ Zmi — C:

cosh(z) e* +1
sinh(z) €2 — 1

coth(z) :=

Alle diese Hyperbelfunkionen sind offensichtlich stetig. Durch Einsetzen der Exponential-
abbildung in die Definitionen und die Rechenregeln fiir die trigonometrischen Funktionen
erhélt man folgende Rechenregeln fiir die Hyperbelfunktionen:

1. sinh(z) = —isin(iz) und cosh(z) = cos(iz) fiir alle z € C.

2. cosh?(z) — sinh?(z) = 1 fiir alle z € C:

cosh?(z) — sinh?(z) = cos?(iz) — (—i - sin(iz))? = cos®(iz) + sin?(iz) = 1.
3. cosh(z) = cosh(—z), sinh(z) = —sinh(—=z) fir alle z € C
4. Additionstheoreme:
cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w),

sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w),

tanh(z) + tanh(w)
h - .
tanh(z + w) 1 + tanh(z) - tanh(w)

Wir betrachten abschlieend die Hyperbelfunktionen im Reellen: Die Kurvenverlaufe dieser
Funktionen und ihrer Umkehrfuntionen findet man in Tafelwerken.

So wie die reellen trigonometrischen Funktionen sin und cos die Punkte der Kreislinie
St = {(z,y) € R? | 22 + y?> = 1} beschreiben:

St = {(cos(t),sin(t)) | t € R},

so beschreiben die reellen hyperbolischen Funktionen die Punkte der Hyperbel Hyp :=
{(z,y) € R? | 22 — y? = 1,2 > 0} (dies motiviert den Namen dieser Funktionenklasse):

Hyp = {(cosh(t),sinh(t)) | t € R}.

Héngt man ein ideales Seil zwischen zwei Punkten tiber der Erdoberfliche auf, so wird die
entstehende Seilkurve durch die Funktion bcosh(ax) beschrieben. Dies werden wir spéter
im Abschnitt iiber Differentialgleichungen beweisen.

Die Funktion sinh|, : R — R ist bijektiv. streng monoton wachsen und hat die Nullstelle
r = 0. Die Funktion cosh|, : R — R nimmt ihre Werte in [1,+00) an, sie ist steng
monoton wachsend und bijektiv von [0, +o0) auf [1,+00). Dabei ist cosh(0) = 1. Wir

konnen deshalb die Umkehrfunktionen betrachten:

Definition 4.16. Die Umkehrfunktion von sinhj, : R — R heifit Areasinus hyperbolicus
und wird mit arsinh bezeichnet: arsinh : R — R.
Die Umkehrfunktion von cosh|, [0, +00) — [1,+00) heifit Areacosinus hyperbolicus

und wird mit arcosh bezeichnet: arcosh : [1,+00) — [0, +00).
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Die Funktion tanhj, : R — (—1,1) C R ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die
Funktion cothy, . - R\{0} — R\[ — 1, 1] ist streng monoton fallend und bijektiv.

Definition 4.17. Die Umkehrfunktion von tanh, heifit Areatangens hyperbolicus :
artanh : (—=1,1) — R.

Die Umkehrfunktion von COth\R\{O} heif$t Areacotangens hyperbolicus :

arcoth : R\ [—1,1] — R\ {0}.

Satz 4.33 Es bestehen die folgenden Beziehungen zwischen den Umkehrfunktionen der
Hyperbelfunktionen und der Logarithmusfunktion:

arsinh(z) = In(x + V22 + 1), z €R,
arcosh(z) = In(x + Va2 — 1), x>1,
1 1+z
h(z) = =1 ( ) , 1,
artanh(x) s lz| <
1 r+1
th(z) = 5 In (27 1.
arcoth(x) S (—7) |z| >
Beweis. Ubungsaufgabe. a

4.7 Der Fundamentalsatz der Algebra

Als Anwendung unserer bisherigen Erkenntnisse iiber stetige Funktionen beweisen wir den
Fundamenalsatz der Algebra, der weitreichende Konsequenzen sowohl in der Algebra als

auch in vielen Bereichen der Analysis hat.

Satz 4.34 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat eine Nullstelle.

Beweis. Sei @ € C[z] ein komplexes Polynom vom Grad n > 1. Dann gibt es komplexe

Zahlen ag, ay,...,a, mit a, # 0, so dass

1

Q(Z) =an2" + an_12"" "+ ...+ a1z + aop.

(1) Zuerst zeigen wir, dass fiir ein beliebig vorgegebenes av > 0 ein r > 0 existiert, so dass
|Q(2)] > « fir alle |z] > 7.
Wir definieren dazu Q(z) durch

11 1
Q(z):anz"<1+an Lo+ 2 >, z # 0.

an 2 Ay 2™

=:Q(2)

an—1
Qn

Sei nun g :=1+

+ ...+

ag
an

> 1. Fiir |z| > 20 folgt dann
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~ 1l 1 1 _ 1
Q) < |2 — 4.+ |2 S(a" M+ 0)
n | 12| an | |2|" an an|) |2|

1 1

<B.— <=

<h |z| — 2

Dies zeigt, dass |1+ Q(z)| > 3 und

~ 1
Q)] = lan2"| - 1+ Q(2)] 2 Slan] - [2[*  fiir alle [2] > 25.
1
Setzen wir r := max{203, (2—2"> "1, so erhalten wir

la

Q(2)] > « fir alle z € C mit |z| > r.

(2) Wir zeigen nun, dass ein ¢ € C existiert, so dass Q(§) = 0.
Sei A := {|Q(z)| | z € C} C R. Da |Q(2)| > 0 gilt, ist A von unten beschrénkt. Somit
existiert das Infimum g :=inf A > 0. Nach (1) gibt es ein r > 0, so dass

Q) 2 p+1 Vol 2

Also ist p = inf{|Q(z)| | z € C} = inf{|Q(2)| | |2|] < r}. Da die abgeschlossene Kugel
cl K(0,7) C C kompakt ist und die Funktion

qg:C—R
z = [Q(2)]

stetig ist, existiert ein Minimum von ¢ auf ¢l K(0,r), das heifit, es existiert ein §{ €
cd K(0,7) mit |Q(§)] = . Wir zeigen, dass Q(§) = 0 gilt. Wir nehmen an, dass Q(§) # 0
ist und betrachten Q0+ 6)
z
H(z) = ———=.
== 0t
Da |Q(§)| = min{|Q(z)| | z € C}, gilt |H(z)| > 1 fiir alle z € C. Da H(0) = 1, hat H die

Form

H(z)=0byz"+ ...+ bpz™+1,

wobei by, b1, - - ., by komplexe Zahlen sind, n > m > 1 und b, # 0. Fiir die komplexe
Zahl w := —‘Z—Z' der Norm 1 existiert ein ¢ € R, so dass w = €™ (siehe Satz 4.32). Dann
ist by, = —|b,,|. Wir betrachten nun H auf den komplexen Zahlen der Form z = o- ¢

mit ¢ > 0. Dann gilt

[H(o- )| < [bul - 0"+ -+ [bmga] - 0" + [be™ - €™ + 1]

=[1—[bm|-0™|
Sei nun p so klein gewéhlt, dass o™ < Ibiinl ist. Dann ist 1 — |by,|0™ > 0 und damit
[H(o- ") <1 = bl 0™ + [brmya] - 0™ + o+ [ba] - 0"
=1=0"(|bm| = [bms1|- 0= .. = [bp] - "7™).

>0 fiir p hinreichend klein

Somit ist |H (g -e™)| < 1 fiir hinreichend kleine g. Dies ist ein Widerspruch zu |H(z)| > 1
fiir alle z € C. Somit war unsere Annahme falsch und es gilt Q(§) = 0. ad



4.8 Approximationsséitze fiir stetige Abbildungen 137

Satz 4.35 (Zerlegungssatz fiir komplexe Polynome)
Sei Q € C[z] ein Polynom vom Grad n > 1 und seien &1, ...,&, € C die verschiedenen
Nullstellen von Q. Dann gilt

Q(z)=apz"+...Fa1z+ay=apn(z—&)" (2 —&)"? ... (2 = &)™,
wobet v; € N eindeutig bestimmte natirliche Zahlen sind und n = vy + ...+ vp,.
Beweis. Sei Q(&1) = 0. Wir betrachten das Polynom

G(z) =2 A A L
Dann gilt z¥ — &¥ = (2 — &1) - qr(2) und folglich

Q(2) = Q(2) — Q&) = a1z — &) + aa(2* = &) + ... + an(z" — &7)
= (z—&) - (a1q1(2) + a2q2(2) + . . . + angn(z))
=t (z —&1) - Q1(2).

Q1(z) ist dabei ein Polynom vom Grad n — 1. Ist n — 1 > 1, so hat @); eine Nullstelle und
wir konnen einen weiteren Linearfaktor von Q1 abspalten. Dieses Verfahren funktioniert

n—mal. O

Bemerkung: v; heifit die algebraische Vielfachheit der Nullstelle £;. Ein nicht-konstantes
komplexes Polynom @) vom Grad n hat als genau n komplexe Nullstellen (gezéhlt mit

Vielfachheit).

4.8 Approximationssiatze fiir stetige Abbildungen

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie man stetige Abbildungen durch gewisse
”einfache” stetige Abbildungen approximieren kann. Dazu ist zundchst zu kliren, was wir
unter ”approximieren” verstehen wollen. Wir bendtigen dazu eine Metrik auf dem Raum
der stetigen Abbildungen, mit der wir Konvergenz beschreiben kénnen.

Wir betrachten zwei metrische Raume (X, dx) und (Y, dy) und bezeichnen mit C(X,Y)
die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y:

C(X,Y):={f: X — Y| f stetig }.

Um auf C(X,Y) eine geeignete Metrik zu definieren, setzen wir nun voraus, dass der
metrische Raum X kompakt ist. Wir definieren fiir f,h € C(X,Y)

doo(f,h) :== max{dy (f(x),h(x)) | x € X}.

Da die Metrik dy stetig ist, ist die Abbildung =z € X — dy(f(x),h(x)) € R stetig, sie

besitzt also tatsichlich ein Maximum auf dem kompakten metrischen Raum X. Aus den
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Eigenschaften der Metrik dy erhélt man ohne Probleme, dass do, eine Metrik auf dem
Raum der stetigen Abbildungen C'(X,Y) ist.

Ist der Bildraum ein normierter K-Vektorraum (V|| - ||), so tragt auch die Menge der
stetigen Abbildungen C'(X, V) eine K-Vektoraumstruktur (K ist hier der Kérper der reellen
oder der komplexen Zahlen). Zur Erinnerung: Fir f,h € C(X,V) und A € K definieren

wir
(f+h)(@) = f(z) + h(@) und (A f)(z)=A-flz) VaeX.
Die Norm | - || auf V liefert dann eine Norm || - || auf dem Vektorraum C/(X, V):
[flloo == max{||f(z)| [z € X},  feC(X,V).

Die durch || - ||oc gegebene Metrik auf C'(X, V') stimmt mit der Metrik do, iiberein, die auf
C(X,V) durch die durch [| - [| gegebene Metrik d.| von V' induziert wird:

doo(f, h) = max{d | (f(z),h(z)) |z € X}
max{[|f(z) — h(z)| | z € X}
=If = hlloo-

Im folgenden sind die Mengen C(X,Y) bzw. C(X,V) immer mit der Metrik d, bzw. der

Norm || - ||eo versehen.

Satz 4.36 Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein beliebiger metrischer Raum.

1. Sei (fy) eine Folge stetiger Abbildungen f, € C(X,Y). Die Folge (f,) konvergiert im
metrischen Raum C(X,Y) genau dann gegen f € C(X,Y), wenn die Funktionenfolge
(fn) gleichmdflig gegen f konvergiert.

2. Ist Y wollstindig, so ist C(X,Y) vollstindig.

3. Ist V ein Banachraum, so ist C(X,V') ebenfalls ein Banachraum.
Beweis. (1) Die erste Behauptung folgt aus der Aquivalenz der folgenden Bedingungen:

fn—f in C(X,Y)
< Ve>0 dngeN sodass doo(fn, f) <e Vn>mng
<= Ve>0 Inp €N sodass max{dy(fn(z), f(z)) |z € X} <e VYn>ng
< Ve>0 InpeN sodass dy(fn(x),f(x)) <e Vn>ny VaeX.
<= (fn) konvergiert gleichméBig gegen f .
(2) Sei der metrische Raum (Y, dy ) vollstdndig. Wir zeigen, dass dann auch (C(X,Y), dw)
vollstandig ist. Sei ( f,,) eine Cauchy—Folge in C'(X,Y’) und € > 0. Dann existiert ein ng € N,

so dass fur alle z € X

dy (fa(@), fm(@)) < do(fn, fm) <€ Vm,m=mno. ()
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Folglich ist die Folge (f,(x)) fur jedes x € X eine Cauchy—Folge in Y. Da Y vollstiandig

ist, existiert f(x):= lim f,(z) auf X. Da die Metrik dy stetig ist, folgt aus (x) fir jedes
n—0o0

reX

i dy(fa(@), (@) = dy (fa(@), i fon(@) = dy (fal@), F(@) <2 V2o,

Dies zeigt, dass die Funktionenfolge (f,,) gleichmaBig gegen f konvergiert. Nach Satz 4.25
ist f stetig und nach (1) konvergiert die Folge (f,,) in C(X,Y") gegen f.
(3) ist ein Spezialfall von (2). O

In verschiedenen Situationen kann man stetige Abbildungen durch ”einfache” stetige Ab-

bildungen approximieren. Ein Beispiel kennen wir bereits:
oo

Sei Y apz® eine komplexe Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und bezeichne
k=0

n
pn(z) := > apa® ihre n-te Partialsumme. Dann ist die Funktion
k=0

f: (“RLR)CR — C
oo
t — Y aptk

k=0
stetig und die Folge der Polynome (p,) konvergiert gleichméflig gegen f auf jedem kom-
pakten Intervall [a,b] C (=R, R).
Wir wollen nun beliebige stetige Funktionen aus C([a, b], K) durch Polynome approximie-
ren. Wir bezeichnen mit P([a, b], K) diejenigen stetigen Funktionen, die mittels Polynomen

definiert sind:

P(la,b],K) :={p:telab—pt)eK|peKz]} C C([a,b],K).

Satz 4.37 (Weierstrafischer Approximationssatz)

Die Menge der Polynome P([a,b],K) liegt dicht in C([a,b],K), das heifst, fir jede stetige
Funktion f : [a,b] — K ezistiert eine Folge von Polynomen p, : [a,b] — K, n € N, die
auf [a,b] gleichmdfig gegen f konvergiert.

Beweis. (1) Es geniigt, die Behauptung fiir das Intervall [0, 1] zu zeigen:
Sei die Behauptung fiir das Intervall [0, 1] bewiesen und [a, b] ein beliebiges Intervall. Wir

betrachten den HomGomorphismus

¢ :[0,1] — [a,b]
t —a+(b—a)t.

Die inverse Abbildung ¢! ist durch
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gegeben. Sei nun f € C([a,b],K) und h := f o ¢ € C(]0,1],K). Nach unserer Annahme
existiert eine Polynomfolge (p,), die auf [0, 1] gleichmé&Big gegen h konvergiert. Dann ist
@n = pno ¢! eine Polynomfolge, die auf [a, b] gleichmiBig gegen f = ho¢~! konvergiert.
(2) Sei f € C([0,1],K). Unter dem n-ten Bernstein—Polynom zu f verstehen wir das

folgende Polynom n-ten Grades:

LUCEWIC () a-arat.

::/Bk,n('r)

Die Polynome f}, ,(x) haben folgende Eigenschaften:
(1) Brn(x) 20 Vael0,1],
(2) > Brn(x)=1—-z+2)"=1 Vazel01],

k=0

(3) éo(k ) Bn(@) = na(l—z) Vaelo1].

Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition, die 3. Eigenschaft ist eine
Ubungsaufgabe zum Rechnen mit Binomialkoeffizienten.

Im folgenden zeigen wir, dass die Bernstein-Polynome B([f], auf [0, 1] gleichméBig gegen
f konvergieren.

Da f stetig und [0, 1] kompakt ist, ist f([0,1]) C K ebenfalls kompakt, also insbesondere

beschriankt. Es existiert also eine Konstante C' > 0 so dass
lf(z)| < C fir alle z € [0,1] . (%)

Da [0, 1] kompakt ist, ist die Funktion f sogar gleichméfBig stetig. Folglich existiert zu
jedem € > 0 ein d > 0 so dass

|f(x1) = f(22)] <

3

5 V21,29 € [0,1] mit |21 — 23] <. (%)

Wir fixieren nun ein ng € N mit ng > E% und zeigen, dass
1B[fln(z) = f(z)| <e  ¥Vn=mno Vael01]
Fiir z € [0,1] und n € N betrachten wir die folgenden Mengen
k
I(z) := {k: €{0,1,...,n} ‘ )E—x‘ <5}
k
= - ——x| >0;.
In(x) {k:E{O,l, ,n} ‘ )n aj‘ _5}

Dann erhalten wir

Bl - 10 2|3 (1(5) - 10) Brato)
k=0

<| 3 (1) - 1@) | + | X (#(5) - 5@) - unto)].

kely(x) keJn(x)

=S () =Rn(z)
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Fiir den Summanden S,,(x) ergibt sich

Z‘f( ) ‘ Brn (@) *Sg Z(: _ZZﬁkn ) 2

n(z

O ™

Ist k € Jp(z), so gilt (% — )% > 42, also % > 1. Fiir den Summanden R, (z) ergibt

sich

(k —nx)?
Ro(a) {(f( )| +1r@1} - Bt - F 5
Jn(x —
>1
().03) 20 &
S g Y (k= na)? B ()
k=0
=nz(l—zx)
2C
Sei nun n > ng > 6%. Dann ist 20 < 2e. Fir z €0,1] gilt auBerdem
1 1 1
zx(l—x)=z—=x (x 2)—f—4<4.

Folglich ist R,(x) < §. Insgesamt erhalten wir
|B[f]n(z) — f(x)] < e fir alle n > ng und = € [0, 1].

Somit konvergiert die Folge der Bernstein-Polynome (B][f],,) auf [0, 1] gleichméfig gegen
die stetige Funktion f. a

Wir wollen den WeierstraBschen Approximationssatz nun auf Funktionen mit beliebigem
kompakten Definitionsbereich verallgemeinern.

Wir betrachten dazu einen beliebigen kompakten metrischen Raum X und den Banach-
raum C(X,K) der stetigen reell- bzw. komplexwertigen Funktionen auf X mit der Norm
| - [|o und fragen uns, wann eine Teilmenge R C C'(X,K) dicht in C'(X,K) liegt.

Definition 4.18. Unter einer Unteralgebra von C(X,K) versteht man einen linearen Un-
terraum* R C CO(X,K) mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass mit zwei Funktionen
fyg € R auch das Produkt f - g, definiert durch (f-g)(z) = f(z)-g(x), in R liegt.

Ein Beispiel fiir eine Unteralgebra ist die im Weierstrafischen Approximationssatz betrach-
tete Menge der Polynome P([a,b],K) C C(]a,b],K).

Wir wollen nun Bedingungen dafiir angeben, dass eine Unteralgebra R C C(X,K) dicht
in C(X,K) liegt. Als Hilfsmittel beweisen wir zunéchst folgende Lemmata.

4 Ein linearer Unterraum ist eine Teilmenge von C(X,K), die abgeschlossen gegeniiber den Vektorraum-

Operationen ist.



142 4 Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen

Lemma 4.19. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Ist R C C(X,K) eine Unteralgebra
im Banachraum der stetigen K-wertigen Funktionen auf X, so ist auch der Abschluss

c(R) C C(X,K) eine Unteralgebra.

Beweis. Seien f, g € cl(R) C C(X,K) stetige Funktionen, die im Abschluss der Unteralge-
bra R liegen. Dann existieren Folgen stetiger Funtionen (f,,) und (g,) mit f,, g, € R, die
bzgl. || - ||oo gegen f bzw. g konvergieren. Da R eine Unteralgebra ist, liegen die stetigen
Funktionen f, + gn, A+ f, und f, - g, ebenfalls in R, wobei A € K. Mit den Normeigen-
schaften sieht man sofort, dass die Folgen (f,, + g) und (- f,,) bzgl. || - ||co gegen f + g
bzw. A - f konvergieren. Somit liegen f + ¢g und A - f in ¢l(R). Es bleibt zu zeigen, dass
auch f-g¢in cl(R) liegt.

Da die Folge (f,,) konvergiert, ist sie beschrankt, d.h. es existiert eine Konstante C' € R™
mit

@) < | falle <C  VneN VazeX.

Nach Definition der Norm || - ||o gilt aulerdem
lg(@)] < lglle VzelX.

Damit erhalten wir

1f 9= fa gnllo=If 9= Ffa g+ fa 9= fo gl
= [lg(f — fa) + fu(9 — gn)ll
lg(f = fa)lloo + 1 fn(g = gn)llso
= max{|g(2)|f(z) = fa(2)I} + max{|fu(2)| lg(z) = gn(2)]}
9lloc - I1f = fulloo +C lg = gnll

IN

IN

Da (f,) gegen f und (g,) gegen g konvergiert, folgt aus dieser Ungleichung, dass f, - gn
gegen f - g konvergiert. Somit ist f - g € cl(R). O

Lemma 4.20. Sei X ein kompakter metrischer Raum und R C C(X,R) eine Unteralge-
bra, die alle konstanten Funktionen enthdlt. Dann liegen fir zwei Funktionen f,g € R die

Funktionen |f|, max{f,g} und min{f, g} im Abschluss cl(R).
Beweis. (1) Sei f € R. Wir wissen, dass
f@)] <[ fllo=CEeRT VzeX.

Wir betrachten die stetige Funktion w : x € [0,C?] — /2 € R. Sei (p,) eine Folge von
Polynomen, die auf [0, C?] gleichmiBig gegen w konvergiert. Eine solche Folge existiert
nach Satz 4.37. Dann konvergiert die Funktionenfolge (p, o f?) auf X gleichmiiflig gegen
wo f2 = | f|. Folglich konvergiert die Folge (p,o f?) im metrischen Raum (C(X,R),|||/s0)
gegen | f|. Da R eine Algebra ist, ist mit f € R auch jede Potenz f! € R. AuBerdem liegen
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nach Voraussetzung alle konstanten Funktionen in R. Seien p,(x) = Z?:o an;zt die obigen

Polynome. Dann folgt:
pnof2=) an(f?) €R.
i=1

Somit ist |f| der Grenzwert einer Folge von Elementen aus R und folglich gilt |f| € cl(R).
(2) Seien f,g € R. Dann sind f + g und f — g Elemente in R, weil R ein Unterraum von
C(X,R) ist. Aus (1) folgt |f — g| € cl(R) und |f + g| € cl(R). Da Nach Lemma 4.19 der
Abschluf} ¢l(R) ebenfalls eine Unteralgebra ist, erhalten wir

max{f,g} = 5(f +g+|f — gl)
min{f,g} = 3(f+9—1[f—gl)

€ cl(R).

O

Mit Hilfe dieser Lemmata beweisen wir den folgenden Approximationssatz fiir reellwertige

Funktionen:

Satz 4.38 (Approximationssatz von Stone—Weierstraf3 (1))
Sei X ein kompakter metrischer Raum und R C C(X,R) eine Unteralgebra im Banach-

raum der reellwertigen Funktionen auf X mit folgenden Eigenschaften:

1. R enthdlt alle konstanten Funktionen,
2. R trennt Punkte, d.h. fiir beliebige voneinander verschiedene Punkte x,y € X existiert
eine Funktion f € R mit f(x) # f(y).

Dann ist R dicht in (C(X,R),|.||s), d-h. zu jedem f € C(X,R) existiert eine Folge von
Funktionen (f) aus R, die auf X gleichmdfsig gegen f konvergiert.

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst die folgende Eigenschaft von R:

Sind x¢ und yy zwei verschiedene Punkte in X und r und s zwei reelle Zahlen, so existert
eine Funktion h € R mit h(zg) = r und h(yp) = s:

Da die Algebra R Punkte trennt, existiert eine Funktion f € R mit f(xg) # f(yo). Sei
g : X — R die stetige Funktion

g(a) = AB S0

f(yo) — f (o)’
Da R alle konstanten Funktionen enthélt, liegt g in R. Wir betrachten nun die Funktion

hi=(s—r)-g+r eR.
Dann gilt offensichtlich
h(l‘O) = (S - 7‘)9($0) +r=r und h(yo) = (S — r)g(yo) +7r=s.

(2) Wir zeigen nun, dass R dicht in C'(X,R) liegt.
Sei f € C(X,R). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 ein f. € R existiert, so dass
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1f = felloo <&
Seien a,b € X zwei beliebige Punkte. Nach (1) existiert eine Funktion h,; € R mit

hap(a) = f(a) und hyp(b) = f(b). (Falls a = b, so setzen wir in (1) zg = a =0b, r = f(a)
und v, s beliebig). Da f und h, stetig sind, ist die Teilmenge

Uso = {x € X | hap(@) > () = 2} = (hao = )7 (=5, +00)) € X

offen. Nach Definition ist a € U,y. Sei b € X ein fixiertes Element. Dann ist U, :=
{Uasp}acx eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, existiert eine endliche
Teiliiberdeckung Uy C Uy, d.h. es existieren endlich viele Punkte ai,a2,...,a, € X, so
dass

X =UypUUgpU...UUg, p.

Wir betrachten die Funktion

fo :=max{hg, b, ha, b}

Nach Lemma 4.20 ist f; € cl(R). Ist x € X, so gilt € U,, ; fiir einen Index j € {1,...,n}.

Damit erhalten wir
€
fo) > haya(2) > fl) — =

Wir haben zur Funktion f € C(X,R) also zunéchst fiir jedes b € X eine Funktion f;, €
cl(R) gefunden, so dass

fla)> fla) =5 Vaex. (+)
Da f und f; stetig sind, ist die Teilmenge
Vo= {z € X | fia) < @)+ 5} = (fr— )7 ((=00.5)) € X

offen. Aus der Definition der Funktionen h,, folgt, dass fy(b) = f(b), d.h. b € V. Folglich
ist V= {Vilhex eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung V* C V, d.h. es existieren endlich viele Punkte by, bo, ..., b € X,

so dass
X=V UV, U...UV,.

Wir betrachten die stetige Funktion
g :=min{fp,..., fo,}

Aus den Lemmata 4.19 und 4.20 folgt g € cl(R). Ist x € X, so gilt x € V}, fiir einen Index
i € {l,...,k}. Damit erhalten wir

9(x) < fo,(x) < f(z) + %

Andererseits existiert fiir € X einl € {1,...,k} mit g(x) = f, () und folglich gilt wegen

(%)
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3

9(@) = ful@) > f(2) — 2
Wir haben also eine stetige Funktion g € ¢l(R) gefunden, so dass

[@) =5 <gl@)<f@) -5 Veex

also

g
I1f = gl < 5.

Da g im Abschluss von R liegt, gibt es eine Funktion f. € R mit
€

lg— folloe < 5

Wir erhalten somit

g 9
If = felloo < 1f = 9lloo + [lg = felloo < 3 + 5= c.

Damit ist bewiesen, dass die Unteralgebra R dicht in C(X,R) liegt. O

Als néchstes beweisen wir einen analogen Approximationssatz fiir komplexwertige Funk-

tionen.

Satz 4.39 (Approximationssatz von Stone—Weierstraf3 (2))
Sei X ein kompakter, metrischer Raum und R C C(X,C) eine Unteralgebra im Banach-

raum der stetigen, komplezwertigen Funktionen mit folgenden Figenschaften:

1. R enthdlt alle konstanten Funktionen,
2. R trennt Punkte,
3. Wenn f € R, so ist f € R.

Dann ist R dicht in C(X,C), d.h., fir jede Funktion f € C(X,C) existiert eine Folge von
Funktionen (f,) in R, die auf X gleichmdfig gegen f konvergiert.

Beweis. Wir betrachten die folgende Teilmenge im Raum der reellwertigen stetigen Funk-

tionen:

R*:={f e R |Im(f) =0} C C(X,R).
Dann gilt

1. Da R eine komplexe Unteralgebra in C(X,C) ist, ist R* eine reelle Unteralgebra in
C(X,R).

2. Da R alle komplexen Konstanten enthalt, enthalt R* alle reellen Konstanten.

3. R* trennt ebenfalls Punkte: Seien x, y € X zwei verschiedene Punkte. Wie im 1. Teil
des Beweises von Satz 4.38 zeigt man, dass eine Funktion f € R existiert, so dass
f(x) = 0 und f(y) = 1 gilt. Dann gilt fiir die Funktion f* = f + f € R*, dass
f*(z) =0und f*(y) = 2. f* trennt also die Punkte x und y.
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Nach dem Approximationssatz von Stone-Weierstrass fiir reellwertige Funktionen (Satz
4.38), liegt dann R* dicht im Banachraum C'(X, R). Folglich ist die Menge der Funktionen
R* + iR* dicht im Banachraum C(X,C). Da R eine komplexe Unteralgebra ist und
R* C R, gilt R* +iR* C R. Daraus erhélt man

C(X,C) =c(R*+iR*) C cl(R) C C(X,C),
also cl(R) =C(X,C). O

Ist X = [a,b] C R und P([a,b],R) C C([a,b],R) die Menge der reellen Polynome, so
erfiillt P([a,b],R) die Bedingungen an die Unteralgebra R im Satz 4.38. Die Menge der
komplexen Polynome P([a,b],C) C C([a,b],C) erfiillt die Bedingungen der Unteralgebra
R im Satz 4.39.

Wir wenden nun die Approximationsséitze von Stone-Weierstraf3 auf eine weitere Klasse
von Funktionen an und beweisen Approximationssétze fiir periodische Funktionen.
Eine Funktion f : R — K heiit 27-periodisch, wenn f(x + 27) = f(x) fir alle z € R.

Wir bezeichnen den K-Vektorraum der 27-periodischen Funktionen mit
C(R,K)P" :={f € C(R,K) | f ist 2m-periodisch }.

Obwohl R nicht kompakt ist, konnen wir wegen der Periodizitat die folgende Maximum-
Norm auf C(R, K)P¢" definieren: Fiir f € C(R,K)P¢" ist

[flloo := max{|f(z)] | x € R} = max{[f(x)| | = € [0, 27]}.

Wir werden nun die periodischen Funktionen C'(R, K)P*" mit den stetigen Funktionen auf
der Kreislinie S := {2 € C | |z| = 1} identifizieren.

Lemma 4.21. Die normierten Vektorriume (C(R,K)P" || - ||oo) und (C(SY,K), | - |lco)

sind isometrisch.

Beweis. Sei z € S'. Nach Satz 4.32 wissen wir, dass es genau eine reelle Zahl ¢(z) € [0, 27)
gibt mit z = ¢"(*) = cos(t(z))+isin(t(2)). Fir f € C(R,K)?*" definieren wir f*: ST — K
durch

[H(2) = f(t(2)).
Da die Umkehrfunktionen von Sinus und Cosinus stetig sind und f 27-periodisch, ist f*
stetig (Ubungsaufgabe). Die Abbildung

¢ : C(R,K)Pr — C(SHK)
f — "

ist ein Vektorraum-Isomorphismus, der auch mit dem Produkt von Funktionen vertraglich

ist (d.h. ein Algebren-Isomorphimus). Die Umkehrabbildung von ¢ ist durch

¢ HR)(t) == h(e"), teR
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gegeben, wobei hier h € C(S!,K). ¢ ist isometrisch, da fiir alle f € C(R,K)?*"

l¢(F)lloo = Il lloc = max{|f*(2)| | = € S}
= max{|f(t(2))| | » € $'} = max{|f(¢)| | t € R}

= [[flloo-
O

Definition 4.22. Fin reelles trigonometrisches Polynom ist eine 2mw-periodische Funktion
f e CR,R)P" mit

f(t):==ao+ Z (ak cos(kt) + by, sin(k:t)) VteR,
k=1

wobei ag, at, ..., am,b1,...,bp € R und m € N.

Satz 4.40 Sei f € C(R,R)P*" eine stetige, 2m-periodische, reellwertige Funktion. Dann
existiert eine Folge reeller trigonometrischer Polynome (fy), die auf R gleichmdfig gegen

f konwvergiert.

Beweis. Wir bezeichnen mit P die Menge der reellen trigonometrischen Polynome. Wegen

der Additionstheoreme
cos(kt) - cos(It) = %{cos((k + 1)) + cos((k — 1))}
cos(kt) - sin(lt) = %{sin((k + 1)) — sin((k — )t)}
sin(kt) - sin(it) — %{cos((k _ 1)) — cos((l + k))}

ist P eine Unteralgebra von C(R,R)P". Wir betrachten die Unteralgebra P* := ¢(P) C
C(S',R) und wenden auf sie den Satz von Stone-Weierstral 4.38 an. P enthiilt per Defi-
nition alle konstanten Funktionen. Fiir f(¢) := cos(t) gilt f*(2) = Re(z), fiir f(t) := sin(t)
gilt f*(z) = Im(z). Also trennt P* Punkte. Somit liegt P* dicht in C(S',R) und aus
Lemma 4.21 folgt, dass P dicht in C(R,R)P¢" ist. O

Definition 4.23. Fin komplexes, trigonometrisches Polynom ist eine 2w —periodische Funk-
tion f € C(R,C)P" mit

wobei m, M € Ny und ¢, € C.

Satz 4.41 Sei f € C(R,C)P¢" eine stetige, 2m-periodische, komplexwertige Funktion.
Dann existiert eine Folge komplezer trigonometrischer Polynome (fy,), die auf R gleichmdfig

gegen [ konvergiert.

Beweis. Wir gehen analog zu Satz 4.40 vor und betrachten die Menge der komplexen
trigonometrischen Polynome Q C C(R,C)P*" ~ C(S',C). Man zeigt leicht, dass Q die
Eigenschaften der Unteralgebra aus Satz 4.39 erfiillt. O
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Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel behandeln wir die Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen
Variablen mit Werten in normierten Vektorrdumen. Die Ideen zur Entwicklung der Dif-
ferentialrechnung gehen bis ins 17. Jahrhundert zuriick. Sie sind eng verbunden mit dem
Versuch, Probleme der Geometrie durch Einsatz analytischer Methoden zu lésen (z.B.
Bestimmung von Tangenten oder von Figuren und Kérpern mit maximalen Flacheninhal-
ten) sowie mit den Erfordernissen, die die Behandlung von Problemen aus der Mechanik
(Verstandnis von Geschwindigkeit und Beschleunigung sowie von Kraft und Tragheit) an
die Mathematik stellte. Fiir einen kurzen historischen Abrifi empfehle ich das Buch von
W.Walter: Analysis I, § 10.

Die Grundidee der Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variable ist das Stu-
dium des lokalen Anderungsverhaltens der Funktion in der Néhe eines Punktes mit Hilfe
der Approximation der Funktion durch lineare Abbildungen (Tangenten) bzw. durch Po-
lynome. Die Eigenschaften dieser linearen bzw. polynomialen Approximation lassen viele

Aussagen iiber das lokale Verhalten der Funktion zu.

5.1 Differenzierbare Abbildungen
In diesem Kapitel bezeichnet F einen normierten Vektorraum iiber dem Koérper K der

reellen oder komplexen Zahlen mit der Norm || - || und I C R ein reelles Intervalll.

Definition 5.1. Fine Abbildung f : I C R — FE heifit differenzierbar in xo € I, falls der

Grenzwert

f(zo) = ﬁ(a?o) = lim (@) = F(wo) — lim f(zo+h) — f(zo)

dx z—x0 T — X0 h—0 h
existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f in xg. Die Abbildung f : I CR — E
heif§t differenzierbar, falls sie in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall

heifst die Abbildung
ff:ICR—E

x+— f'(z)
1. Ableitung von f.

! Hier sind auch alle Sorten verallgemeinerter Intervalle zugelassen, die mehr als einen Punkt enthalten.
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Geometrische Interpretation: Wir betrachten das Bild der Abbildung f: I CR — F
als Kurve im Raum E. Fiir E = R? wire I' := f(I) C R? z.B. eine Kurve in der Ebene.
Wir setzen voraus, dass f differenzierbar ist und f/(z¢) # 0 fur alle g € I gilt.

Wir betrachten die Sekante durch die Kurvenpunkte f(zg) T,
und f(zg + h) von I'. Sie wird durch die Geradengleichung

f(xo +h) = f(x0)
h

Richtungsvektor

Sp(x) := f(z0) + (z — o), r €R,

beschrieben. Der Differenzenquotient M € F beschreibt also den Richtungsvek-
tor der Sekante durch f(xp) und f(xo + h). Da

f(zo+h) — f(20)
Y ;

oo = i

konvergieren die die Sekanten beschreibenden Richtungsvektoren bei A — 0 gegen den

Vektor f'(zp) € E. Somit konvergieren die Sekanten S;, bei h — 0 gegen die durch

T () := f(z0) + f'(w0) (2 — 0), r €R,

beschriebene Gerade in E. Diese Gerade heifit Tangente an die Kurve I" im Punkt f(zo).
Die Tangente T, approximiert die Abbildung f bzw. die durch sie beschriebene Kurve
I" C E nahe zg in erster Naherung, das heif3t, es gilt

f(x0) = Ty (o) und lim f(@) = T (%)

T—T0 r — X0

= 0.

Interpretation in der Mechanik: In der Mechanik beschreibt man die Bewegung eines
Massenpunktes bzw. eines Objektes P im Raum durch eine differenzierbare Abbildung
s:1 C R — R3. Dabei ist I das Zeitintervall, in dem man die Bewegung beschreiben will
und s(t) € R? ist der Ort, an dem sich der Massenpunkt bzw. das Objekt P zum Zeitpunkt
t befindet. Dann ist die Ortsanderung pro Zeiteinheit gleich dem Differenzenquotienten
%fo(to) . Folglich gibt der Vektor §'(tp) = lim % € R3 die Geschwindigkeit von P
t—to 0
zur Zeit t =ty an und ||s'(¢p)|| ihren Betrag.

Interpretation als Anstieg der Tangente an den Funktionsgraphen:

Sei f: I CR — R eine reellwertige Funktion. Dann beschreibt der Differenzenquotient
M den Anstieg der Sekante durch die Punkte (xo, f(x0)) und (zo+h, f(xo+h))
des Funktionsgraphen. f’(x¢) ist dann der Anstieg der Tangente an den Funktionsgraphen
im Punkt (xo, f(z0)).

Satz 5.1 Ist eine Abbildung f : I C R — FE in xg € I differenzierbar, so ist sie in xg
auch stetig. Jede differenzierbare Abbildung f: I C R — E ist somit stetig.
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Beweis. Sei (x,) eine Folge in I, die gegen ¢ konvergiert. OBdA. sei x;,, # xg fiir allen € N.
Die Bildfolge (f(x,)) konvergiert gegen f(zg), denn unter Ausnutzung der Stetigkeit der
Norm || - || erhalten wir:

f(zn) = f(zo)

Tn — To

1f (@n) = f(zo)|| = |zn — ol

0l =o.
Somit ist f in xy € I folgenstetig, also stetig. a

Beispiel: Die Funktion f : R — R, f(z) := |z| ist stetig, aber in x = 0 nicht

differenzierbar.

Satz 5.2 Es seien f,g:1 CR — FE sowie h : I C R — K Abbildungen, die in xg € [

differenzierbar sind. Dann gilt:
1. f+g:1— FE istin xq differenzierbar und (f + g)'(x0) = f'(x0) + ¢'(x0).
2. h-f:1— FE istin xg differenzierbar und
(h- £) (o) = ' (w0) - f(0) + h(0) - f'(z0).
3. Sei h(xo) # 0. Dann ist % A{xel|h(zx)#0} — E in xg differenzierbar und

! h(xo)f'(xo) — W (xo) f(x
<£> (CEO): ( O)f( %)2(x0)( O)f( 0)

(1) 0=y

Beweis. 1. Die Behauptung folgt durch Limesbildung aus
f(z) +9(x) = (f(z0) +9(x0)) _ fl=z) = flzo) , g(x) — g(z0)

Tr — X T — X0 T — X0

Insbesondere gilt auch

2. Die Behauptung folgt auch hier wieder durch Limesbildung aus
(h- f)(@) = (h-f)(xo) _ h(z) - f(z) = f(zo) | h(z) = h(zo)

T — X0 Tr — X Tr — X

- [ (o),

wobei wir auch die Stetigkeit von h in xg benutzen.
3. Die letztere Behauptung folgt durch Limesbildung aus
1 1

1 1 L
= —(+ P p h —h 1 T 1
() (@) = (z)(20) _ ") ~ wo) _ hlwo) = h(z) 29 W ag)- -
T — 1z x — 1z x — T h(z)h(xo) h?(xg)
Mit Hilfe der Produktregel erhalt man dann sofort die Quotientenregel. a

Aus diesen Rechenregeln erhélt man sofort das folgende Beispiel:
Beispiel: Seien ag, a1, ..., a, Vektoren aus F und p: R — E die Abbildung

p(z) == 2"ay + 2" ta,_1 + ...+ zay + ap.
Dann ist p auf R differenzierbar und fiir die Ableitung gilt:

p(z) = nz" la, + (n— 1)33"_2%,1 + ...+ 2zas + a;.
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Satz 5.3 (Kettenregel) FEs scien I,J C R Intervalle, die Abbildung g : J — I in
xo € J differenzierbar und die Abbildung f : I — E in g(xo) differenzierbar. Dann ist
fog:J— E in xq differenzierbar und es gilt*

(f ©9)(z0) = g'(z0) - f'(9(0)).
Beweis. Fir g(x) # g(xo) gilt

(fog)(z) = (fog)(@) _ g(z) —g(zo) [flg(x)) — flg(z0)) (%)

T — X T — X g(x) — g(xo)

Sei (x;,) eine gegen xy konvergente Folge mit x,, # x¢ fiir alle n € N.

1. Fall: Es existiert ein ng € N mit g(z,) # g(xo) fir alle n > ng. Da g in xq stetig ist,
konvergiert die Folge (g(z,)) gegen g(xo) und aus (*) folgt wegen der Differenzierbarkeit
von g in zg und f in g(zo):

o f9@n) = £(g(a0)

n—00 Ty — To

=g'(z0) - f'(9(x0)).

2. Fall: Es gelte g(x,) = g(xp) fir unendlich viele n € N. Wir betrachten die Teilfolge

(xn, ) dieser Folgenglieder von (x,). Da g in z¢ differenzierbar ist, gilt dann

k—o0 Tn;, — 20

=0.

Demnach ist

lim fg9(xn,)) — fg(z0)) = lim 0=0= ¢ (z0) - f'(g(z0)).

k—o0 Tn,y,, — L0 k—ro0

Unter Benutzung des 1. Falles erhalten wir die erforderliche Konvergenz fiir die gesamte
Folge (zy,). O

Satz 5.4 (Ableitung der inversen Abbildung) Sei f : I — J eine bijektive Abbil-

dung zwischen zwei Intervallen und xo € I. f habe folgende Figenschaften:

(1) Die Umkehrabbildung f~':J — I ist in f(xq) stetig,
(2) Die Abbildung f ist in x¢ differenzierbar und f'(zo) # 0.

Dann ist die Umkehrabbildung f=':J — I in f(xq) differenzierbar und fiir ihre Ablei-
tung gilt:

—1y/ o 1
Beweis. Fiir y € J mit f(z0) # y und x := f~1(y) € I gilt:
M) =) w1 ()
y — f(0) f@) = flzo)  Lle)flxo)’

2 Die Reihenfolge der Faktoren wurde so gew#hlt, weil man die Vektoren aus F nach Vereinbarung von

links mit den Skalaren multipliziert.
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Sei nun (y,) eine Folge in J mit y, # f(zg), die gegen f(xg) konvergiert. Da f~! in
f(zo) stetig ist, konvergiert die Folge (z, := f~'(yn)) gegen z¢9 = f~1(f(z0)). Da f in g

differenzierbar ist, folgt dann mit (**)

fo I ) = T () 1
W yu— flo) Zen)

O

Ohne die Voraussetzung f’(zp) # 0 ist die inverse Abbildung in f(zg) i.a. nicht diffe-
renzierbar. Wir betrachten dazu als Beispiel die bijektive und differenzierbare Abbildung
f: R — R mit f(x) = 2. f ist bijektiv und differenzierbar, es gilt f(0) = 0 und
f'(0) = 0. Die inverse Abbildung f~!: R — R ist gegeben durch

Yy falls y > 0,
) = 0 falls y = 0,

—/ 1y falls y < 0.

f~1ist in O stetig, aber nicht diferenzierbar. Z.B. existiert bereits der rechtsseitige Grenz-

wert des Differenzenquotienten von f~! fiir  gegen 07 nicht, da

Ableitungen elementarer Funktionen

1. Die Exponentialfunktion exp : R — R

exp(x) =" := T
n!
n=0
ist differenzierbar und es gilt exp’ = exp.
Beweis. Die Potenzreihe
h X 1n—1 2
e —1 h h h
- => e TR TR
n=1

ist auf dem kompakten Intervall [—1,1] C R gleichméBig konvergent. Deswegen sind

lim und ) auf diesem Intervall vertauschbar und wir erhalten

h e n—1
-1
lim —— =Y lim —1
h—0 — h—0 n!
Daraus folgt fiir x € R
z+h _ _x h _ 1
exp’(x) = lim C T fmer © =e” = exp(x)

h—0 h h—0
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2. Die Logarithmusfunktion In : R* — R ist differenzierbar und es gilt In'(z) = % fiir
alle z € RT.

Beweis. Die Logarithmusfunktion In ist die Umkehrfunktion von exp : R — R™. Sie
ist stetig, die Exponentialfunktion exp ist differenzierbar und exp’(y) = exp(y) # 0 fiir
alle y € R. Somit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.4 erfiillt und es folgt

1 1
(V) — .
In'(e¥) = @y o
Somit ist )
In'(z) = = fiir alle z € R,
T

3. Die Potenzfunktion p, : R™ — R mit dem Exponenten a € R:

pa($) =t — eln(:v)~a

ist differenzierbar und es gilt p)(z) = a - 2% ! fiir alle x € RT.

Beweis. Nach der Kettenregel (Satz 5.3) gilt:

In(z)-a

pl(z) = exp'(In(z) -a) -a-In'(z) = e ar—=—-a=a-zx

4. Die Exponentialfunktion expy: R — RT zur Basis b € R™:
expy(z) :=b" := ent)=

ist differenzierbar und es gilt nach Kettenregel

(expy)’ () = €O In(b) = In(b) - b* = In(b) - exp, () fir alle z € R.

5. Die trigonometrischen Funktionen sin : R — R und cos : R — R sind differenzier-

bar und es gilt cos’ = —sin und sin’ = cos.
. . . . ) n z2ntl > n z2n X
Beweis. Die Reihen sin(z) = nZ::O(—l) Gt und cos(x) = ZO(—l) Gayr sind

gleichméBig konvergent auf dem kompakten Intervall [—1,1] C R. Deshalb kénnen

wir lim und ) auf diesem Intervall vertauschen und erhalten:

. o 1
lim 000 _ S ()t lm b2 =1

h—0 h = (2n + 1)! h—0
und -
. cos(h)—1 & . h*"™
lim ——— = —1)"lim —— = 0.
hs0 h ;( ) hs0 (2n)! 0

Daher gilt fiir die Differenzenquotienten:
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sin(x 4+ h) — sin(z) _ sin(x) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(zx)
h ' h
= cos(z) - sm}fh) + sin(x) - COS(};LH
=9 cos(z)
und
cos(z + h) — cos(x) _ cos(z) cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(x)
h h
B cos(h)—1 . sin(h)
= cos(x) - — sin(z) - A
h—0

— —sin(z).

6. Die Hyperbelfunktionen sinh : R — R und cosh : R — R sind differenzierbar und

es gilt sinh’ = cosh und cosh’ = sinh.

Beweis. Nach Definition gilt

sinh(z :1 e® —e*) und cosh(z :1 e’ +e 7).
2 2

Daraus folgt sofort

(sinh)'(z) = %(ex + e ) = cosh(z),

(cosh)'(z) = %(ez — e *) = sinh(z).

Wir definieren jetzt die hoheren Ableitungen einer Abbildung f: I C R — FE.

Definition 5.2. Sei f : I C R — E eine differenzierbare Abbildung. f heifst in xzg € [
2-mal differenzierbar, falls die Ableitung von f': I — E in xq existiert.
" (xo) = dQ—f(xo) = (f")(x0) heifit die 2.-te Ableitung von f in xo.

T da?
Ezistiert die (n — 1)-te Ableitung f"~Y : 1 C R — E won f und ist sie in xq differen-
zierbar, so nennt man f in xo n-mal differenzierbar (n € N, n > 2).

f0) () == %(xo) = (f=DY(xg) heift die n-te Ableitung von f in xg. .

Definition 5.3. Fine Abbildung f : I C R — E heifst stetig differenzierbar, wenn f dif-
ferenzierbar und f': I — E stetig ist. f : I C R — E heifst n—mal stetig differenzierbar,
falls alle Ableitungen fO, f@) .. ) existieren und stetig sind.

Eine Abbildung f : I C R — FE heif§t glatt, wenn sie beliebig oft differenzierbar ist, das

heift, wenn fiir alle n € N die Ableitungen f™ ezistieren (und somit stetig sind).

Bezeichnung: C*)(I, E) bezeichne den Vektorraum aller k-fach stetig differenzierbaren
Abbildungen von I nach E. C*°(I, E) bezeichne den Vektorraum aller glatten Abbildungen

von I nach FE.
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Beispiel: Fine differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Funktion f: R — R, defniert durch

22 sin (l) fiir x #£0

T

0 fir x = 0.

fx) =

Diese Funktion f ist differenzierbar, aber f’ ist in 0 nicht stetig. Um dies einzusehen,

betrachten wir zunéchst x # 0. Dann ist

f'(x) = 2z -sin (é) + 22 - cos <%> : <—é) = 2z - sin <%> — Cos (é)

Fiir den Differenzenquotienten von f in x = 0 gilt

f(h) = f(0)  h*-sin(3) 2! h—0
N = N =h sm(h) — 0,
~——
beschrankt

somit ist f/(0) = 0. Die Funktion f : R — R ist also differenzierbar. Da cos(1) fiir z — 0
keinen Grenzwert hat, hat auch f’ keinen Grenzwert in x = 0. Somit ist die Ableitung f’

in x = 0 nicht stetig. Insbesondere ist f auch nicht 2-mal differenzierbar in x = 0.

Beispiel: FEine stetige, nirgends differenzierbare Funktion.
Folgende Betrachtungen (Tagaki, 1903) liefern uns eine auf ganz R stetige, aber nirgends
differenzierbare Funktion. Wir betrachten die stiickweise lineare Funktion fy: R — R,
definiert durch

x falls z € [0, 3]

fo(z) == und fo(x+1) = fo(z) fiir alle x € R.
1—z fallsz € [L,1]

fo

N[ —

1
—1 _

DO
DO
—

R

Die Funktion fy hat also die Periode 1. Wir definieren nun fiir n € N die Funktionen
() :=47"fo(4" - x) z eR.

Dann hat f, die Periode 47". Wir betrachten nun die Funktionenreihe § fn- Dann gilt:

n=0

1. Die Funktionen f, : R — R sind stetig.
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2. Die Funktionen f,, sind auf R beschrinkt, da |f,(z)| < 347" =: M, fiir alle z € R.
Aus den Eigenschaften der geometrischen Reihe folgt fiir die Reihe der Schranken:

ZM—ZG)"%W.

n=0

Somit ist die Funktionenreihe Z fn gleichmaflig konvergent auf R. Wir bezeichnen
n=0
mit f ihre Grenzfunktion.

Aus (1) und (2) folgt, dass f : R — R stetig ist. Trotzdem ist f nirgends differenzierbar,
wie wir jetzt sehen werden:

Sei x € R beliebig gegeben. Fiir n € N wéhlen wir h,, = i -47™ oder h, = —% -4
derart, dass f, zwischen x und x + h,, linear ist. Nach Konstruktion sind dann f; fiir alle
k < n zwischen z und = + h,, linear. Da die linearen Abschnitte von f,, den Anstieg +1

haben, folgt
fi(@ + hy) = fi()
b,

Fiir k > n ist hy, = 4~ eine Periode von f. Folglich ist %TW = 0 fir alle
k > n und daher gilt

=41 Vki<n.

Diese Partialsummenfolge kann fiir n — oo nicht konvergieren, da dle Reihenglieder keine
Nullfolge sind. Somit existiert der Grenzwert f/(z) = lim w nicht.
n—+00 n

5.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung und Anwendungen

In diesem Abschnitt werden wir die Mittelwertséitze der Differentialrechnung fiir reellwer-
tige differenzierbare Funktionen f : I C R — R beweisen und mit ihrer Hilfe Aussagen
iber den Kurvenverlauf der durch f definierten Kurve graph(f) := {(z, f(z) | = € I}

machen.

Definition 5.4. Man sagt: Fine Funktion f : I C R — R nimmt in g € I ein lokales

Maximum (bzw. lokales Minimum) an, falls ein € > 0 existiert, so dass

fly) < flxo) (bzw. f(y) > f(xo)) fir alley € I mit |y — x| < €.
R

f (3701) lok. Maxlmum

f(x02\ /—\ /\/

g lok. Minimum
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Satz 5.5 Sei f: I CR — R. Hat f in xo € (a,b) C I ein lokales Mazimum (Minimum)
und ist f in xq differenzierbar, so gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. Sei f(x¢) ein lokales Maximum von f. Dann existiert ein € > 0, so dass

f@)=f@o) < g
o) <

— fir alle x > xp mit |z — x| <&  und

f@)=f(zo) 5 g
xQ =

— fir alle z < z¢ mit |z — z¢| < e.

Fiir die einseitigen Grenzwerte folgt daraus:

im LB ZI@) o g LW S@) Sy
;B—ma' Tr —Zo T—=T) r — o
Da der Grenzwert f'(zg) = hjn %ﬂ{émo) nach Voraussetzung existiert, muss gelten
xr—x0
T—ad T —xo Ty Tr— o
Aus (%) folgt dann f’(z¢) = 0. O

Aus f'(zg) = 0 folgt im Allgemeinen nicht, dass f in z( ein lokales Maximum oder Mi-
nimum hat. Wir betrachten zum Beispiel f(z) = x3. Dann ist f/(0) = 0, aber 0 ist kein
lokaler Extremwert von f. Zu beachten ist auflerdem, dass die Aussage von Satz 5.5 nicht

fiir die Randpunkte des Definitionsbereiches I von f gilt.

Satz 5.6 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wei-
terhin gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Punkt xo € (a,b) mit f'(xg) = 0.

Beweis. Ist f konstant auf [a,b], so ist die Behauptung trivial. Ist f nicht konstant, so

existiert ein z; € (a,b), so dass entweder

f(1) > fla) = f(b)  oder  f(z1) < f(a) = f(b).

Wir betrachten zunéchst den ersten Fall. Da f : [a,b] — R stetig und [a, b] kompakt ist,
nimmt f auf [a, b] ein globales Maximum an. Das Maximum liegt wegen obiger Annahme

nicht auf den Randpunkten. Folglich existiert ein =g € (a,b) mit

f(wo) = max{f(z) | x € [a, b]}.

Nach Satz 5.5 folgt dann f’(z¢) = 0. Der Beweis fiir den zweiten Fall verlduft analog mit
Hilfe des globalen Minimums. a

Satz 5.7 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz von Cauchy)
Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b)

mat
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Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : [a,b] — R:

Satz 5.8 (Mittelwertsatz von Lagrange)
Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert ein § € (a,b), so

dass

= f/(§)~ R4

b—a

Beweis. Folgt aus Satz 5.7 mit g(z) :=z. O

Geometrisch besagt dieser Mittelwertsatz, dass
ein & € (a,b) existiert, so dass der Anstieg der
Tangente in (£, f(£)) gleich dem Anstieg der Se-
kante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Wir werden den Mittelwertsatz von Lagrange jetzt anwenden, um Aussagen iiber den
Kurvenverlauf der durch f : I € R — R definierten Kurve I' = graph(f) im R? zu

machen.

Satz 5.9 Sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion®. Dann gilt:

1. Ist f'(x) > 0 fir alle z € (a,b), so ist f monoton wachsend.

Ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist [ streng monoton wachsend.
2. Ist f'(x) <0 (<0) fir alle x € (a,b), so ist f (streng) monoton fallend.
3. Ist " =0 auf (a,b), so ist f konstant.

Beweis. Seien x1,z9 € (a,b) und x1 < x9. Wir wenden den Mittelwertsatz von Lagrange

auf f|(z, z,) an. Nach diesem Satz existiert ein { € (21, 22), so dass

pe) - F@) = f)

Tro — 1
Da z9 — x1 > 0, folgen die Behauptungen aus Satz 5.8. O

3 Sofern nichts anderes gesagt wird, lassen wir im Folgenden bei offenen Intervallen (a,b) auch a,b € {+oo0}

zu.
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Als Anwendung beweisen wir zunachst die folgende Charakterisierung der Exponential-

funktion.

Folgerung 5.1 Seien a,c € R gegebene Konstanten. Dann existiert genau eine differen-
zierbare Funktion f : R — R mit ' = ¢f und f(0) = a. Diese Funktion ist gegeben durch
f(x) = ae™ fir alle x € R.

Beweis. Die Funktion f : R — R mit f(z) := ae® erfiillt f'(z) = cae® = c¢f(x) und
f(0) = a. Sei nun f : R — R eine beliebige Funktion mit f' = ¢f und f(0) = a. Wir
setzen F'(x) := f(z) e~ . Dann gilt

Flz)=fl(z) e —c-f(x) e = (cf —cf)e " =0.

Somit ist F' konstant. Da F(0) = a, gilt a = f(z) - e~ und folglich f(x) = ae® fiir alle
z € R. ad

Satz 5.10 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion, die in xo € (a,b) zweimal

differenzierbar ist. Es gelte

1. f(zo) =0 und
2. f"(xg) <0  (bzw. f"(zg) >0).

Dann hat f in xq ein isoliertes lokales Maximum (bzw. Minimum), das heifst, es existiert
eine > 0, so dass f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fir allex € (a,b) mit 0 < |z—xo| < €.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall f”(x0) < 0. Der Beweis fiir f”(xo) > 0 verlauft analog.

Aus , ,
f”(iUO) — lim f(l') —f<1'0) <

T—T0 Tr — X0

0

folgt, dass ein § > 0 existiert, so dass

7'@) = £'(wo) _

Tr — X

0
fir alle z € (a,b) mit 0 < |z — zg| < 6. Da f/(xg) = 0, erhilt man

f(z) <0, fiirallex > xo mit z —z9 <9 und

f'(z) >0, fiiralle z < z¢ mit 29 — 2 < 4.

Nach Satz 5.9 ist daher f[,—s4,) streng monoton wachsend, wéihrend f|(;, »+s) streng

monoton fallend ist. Somit hat f in x( ein isoliertes lokales Maximum. a
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Definition 5.5. Fine Funktion f : (a,b) — R heifst
o konvez, falls fir alle x1, 29 € (a,b) und X € (0,1)

fQz1 4+ (1 = AN)a2) < Af(z1) + (1= A) f(22).
o konkav, falls fir alle x1,x2 € (a,b) und X € (0,1)

FQzy+ (1= Nao) > Af(z1) + (1 = N) f(z2).

Ist f konvex, so liegt die Kurve graph(f) := {(z, f(z)) | z € (a,b)} C R? fiir beliebige
x1, 72 € (a,b) unterhalb der Geraden durch (xi, f(z1)) und (x2, f(z2)). Ist f konkav, so
liegt graph(f) fiir beliebige z1,22 € (a,b) oberhalb der Geraden durch (z1, f(x1) und

(z2, f(22)).

R f ist konkav R f ist konvex
f(x2) +
f(z2) +
f(x1) + 1 | flx1) + 1 |
T T > T T >
T T2 R X T2 R

Satz 5.11 Sei f : (a,b) — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

1. f ist genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fir alle x € (a,b).
2. f ist genau dann konkav, wenn f"(x) <0 fir alle z € (a,b).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung. Der Beweis der zweiten Behauptung wird
analog gefiihrt.

(<) Sei f"(x) > 0 fiir alle z € (a,b). Nach Satz 5.9 ist f’ auf (a,b) monoton wachsend.
Seien z1,x2 € (a,b), 1 < xg und A\ € (0,1). Wir setzen x := Azx; + (1 — A)x2. Dann ist

x1 < x© < xo. Nach dem Mittelwertsatz existieren ein & € (z1,2) und ein & € (z,x2), so

fz) — f(z1) _ f/(&) < f/(&) _ f(w2) — f(x)

T — To — X

dass

Daz—x; = (1—\)(z2 —21) und 29 — x = A(z2 — 21), erhalten wir

f(x) — f(x1) - f(z2) — f(x)
1—A - A '

Daraus folgt
f(@) < Af(z1) + (1= A) f(22).

Somit ist f konvex.
(=) Sei f konvex. Wir nehmen an, dass ein xy € (a,b) existiert mit f”(zg) < 0. Sei
c:= f'(xg) und ¢ : (a,b) — R die Funktion ¢(x) := f(x)—c(x —xg). Dann ist ¢ zweimal
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differenzierbar und es gilt ¢’'(x¢) = 0 und ¢"(x¢) < 0. Nach Satz ?? hat ¢ daher in z( ein
isoliertes lokales Maximum, das heifit, es existiert ein h > 0 mit [xg — h, 29 + h] C (a,b),
so dass p(zo — h) < p(zo) und @(xo + h) < p(zo). Deshalb gilt
1 1
Flwo) = p(z0) > 5(p(z0 = h) + ¢(wo + h)) = 5 (f(zo — h) + f(zo + h)).
Mit A = %, r1 = xg — h und 9 = xg + h folgt, dass f nicht konvex ist.

Definition 5.6. Sei f : (a,b) — R eine stetige Funktion. Der Punkt xo € (a,b) heifit
Wendepunkt von f, wenn ein Intervall (zog — e,z +¢) C (a,b) existiert, so dass entweder

Fl(zo—e o) konkav und f|(z zo+e) konver ist oder Umgekehrtes gilt.

Satz 5.12 Sei f : (a,b) C R — R zweimal stetig differenzierbar. Ist zo € (a,b) ein
Wendepunkt von f, so gilt f"(x¢) = 0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5.11. ad

Wir haben den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir reellwertige Funktionen bewie-
sen. Fiir komplexwertige oder vektorwertige Funktionen gilt der Mittelwertsatz in dieser
Form nicht mehr. Wir betrachten als Beispiel die Funktion f : [0, 27] — R%:

f(t) := (cos(t),sin(t)).
Es gilt f(2r) — £(0) = (0,0), also £CD=IO) — (0 0). Fiir die Ableitung erhalten wir
f'(t) = (—sin(¢), cos(t)). Somit ist || f/(¢)]| = 1, d.h. f'(¢) # (0,0) fiir alle ¢ € [0, 27].
Es gilt aber der folgende Mittelwertsatz fiir vektorwertige (und damit auch fiir komplex-

wertige) Funktionen:

Satz 5.13 (Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen)
Sei (E,|| - ||) ein normierter Vektorraum, f : [a,b] C R — E stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann existiert ein Punkt & € (a,b), so dass

170) = f@)l < (b~ a)llf' )
Beweis. 1. Zum Beweis des Satzes bendtigen wir das folgende Lemma:
Lemma 5.7. Sei f : [a,b] — E in z9 € (a,b) differenzierbar, und seien (ax) und (SB)
Folgen in [a,b] mit oy < xo < P, die beide gegen xy konvergieren. Dann gilt

k—o0 ﬁk —

Beweis. Wir betrachten yy, := g::zz € (0,1). Dann gilt:
f(Br) — flow)

Be—ox £ (wo)
= o (POETE) ) 4 gy (2T )
beschr. beschr.

Fiir & — oo konvergieren beide Summanden gegen Null. a
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2. Wir beweisen nun die Aussage des Satzes. Sei L := ?Z% und M := ||f(b) — f(a)||. Wir
betrachten die Funktion g : [a,a+2L] CR — E, deﬁmert durch g(s) := f(s+L)— f(s).
Dann gilt:
g9(a) +gla+ L) +g(a+2L) = f(b) - f(a)
und somit
M <|lg(a)l + llgla+ L) + llg(a +2L). (%)

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass ein s1 € (a,a+2L) existiert mit ||g(s1)|| > $M. Nehmen
wir an, dass fiir alle s € (a,a + 2L) die Ungleichung ||g(s)|| < 3M gilt. Da die Funktion
g :[a,a+2L] — E und die Norm || - || stetig sind, erhalten wir auch

—_

1
lg(@)l < M und lg(a+2L)[| < M.

w

Dies widerspricht (x), es gibt also ein s; € (a,a + 2L) mit [|g(s1)|| > $M.
Sei nun ¢; := s; + L € (a,b). Dann gilt:

a) a< s <t < b
b) t;—s1=L= 3 ,
) Ng(s)ll = [If(tr) = f(sD)ll = $M.

Wir wiederholen nun diese Konstruktion, indem wir statt des Intervalls [a, b] das Intervall

[s1,t1] betrachten. Dadurch erhalten wir Folgen (s,) und (t¢,), so dass gilt

1 1
[Snatn] C (Snflytnfl)a ln — sp = 37(17 - (L), ||f(tn) - (Sn)H > 37 M.
Wir haben also eine Intervallschachtelung (I,, := [sp, ty]), bei der die Lange der Intervalle

I, gegen 0 konvergiert. Nach dem Satz liber die Intervallschachtelung existiert dann ein
[ee]

e Rmit N I, = {{}. Es gilt somit
n=1

Sn—>§7 tn—>§7 3n<§<tn

und

) — Sl . M M
tn — Sn ~ (tp —sp)-3" b—a’

Aus Lemma 5.7 folgt nun

£1(6) = i L =T
und damit
1= | i L L) gy L)
M |lf() — f(a)]l
“b—a b—a '
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Satz 5.14 Sei f : I C R — FE eine differenzierbare Funktion mit beschrankter Ablei-
tung. Dann ist die Funktion f lipschitzstetig. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare

Funktion f : [a,b] C R — E lipschitzstetig.

Beweis. Sei f : I — E differenzierbar mit beschrankter Ableitung. Dann existiert eine
Konstante C' € RT mit || f/(z)|| < C fiir alle z € I. Seien x1, 29 € I mit x; < x9. Dann

folgt aus dem Mittelwertsatz 5.13, dass ein £ € (z1, x2) existiert, so dass

1f(z2) = fl@)ll < [1F' Il - (22 — 21) < C - |z — 1]

Dies aber bedeutet, dass f lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten C' ist. Sei nun
f i [a,b] — E stetig differenzierbar. Dann ist f’ stetig, d.h. f" € C([a,b], E). Da [a,b]

kompakt ist, existiert
1/ loe == max{||f'(z)[| | = € [a,0]} € R.

In diesem Fall kénnen wir C := || f/||o setzen. O

Abschlielend beweisen wir mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes von Cauchy
die Regeln von L’Hospital. Diese Regeln liefern ein einfaches Verfahren, Grenzwerte von

Briichen zweier Funktionen zu bestimmen, wenn bei Limesbildung Ausdriicke der Form %

oder % auftreten.

Satz 5.15 (Die Regeln von L’Hospital - (1))
Sei zp € [a,b] C R und seien f,g: (a,b) \ {xo} — R differenzierbare Funktionen mit

1. mll)nggo f(z) = mll)H:gO g(xz) € {0,%o0},

2. ¢(x)#0 firallez € (a,b)\ {0},
5. lim L —c e R U {£o0}.

Tr—rT0 /( )
it lim {®) —
Dann gilt zlggo o) =

Beweis. 1. Fall: lim f(x)= lim g(z) =0.

T—xQ T—xQ
Wir setzen f und ¢ in xo durch f(xg) := g(x¢) := 0 fort. Dann sind f,g : (a,b) — R
stetig. Wir betrachten nun eine gegen x¢ konvergente Folge (z,,) in (a,b) \ {z¢}. Dann
sind f,g : [zn, 0] — R stetig und auf (x,,zq) differenzierbar (falls x,, < z¢, ansonsten
betrachten wir [zg, z,]). Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 5.7 existiert ein &, €

(0 0) (b2w. & € (30,2)), 0 dass

f(xn)g (€n) = g(xn) f'(En)-
Da ¢'(z) # 0 fir © € (zy, o) (bzw. (zg,xy)), ist g(z,) # 0 (Satz von Rolle). Damit folgt

Fan) _ F()
9(zn) g'(&n)
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Da (z,,) gegen o konvergiert, ist auch (&,) gegen xg konvergent und wir erhalten

LG N (Y B )

n—0o0 g(xn) o n—o0 g’(fn) o T—TQ g’(x)

I'@ _ g

2. Fall:  lim g(z) = 400 und lim % .
T—T0 z—x0 9 (z)

Sei (zy,) eine gegen x( konvergente Folge in (a,b) mit x,, < xg und € > 0. Nach Voraus-

setzung existiert ein z* € (a, xp), so dass

f'(z)

9'(x)

Durch Ausmultiplizieren priift man folgende Formel nach:

flaa)  f@) | fen) = @) [ gla)
gwm‘gum+g@m—mﬁ>(1 m%ﬂ‘

g(x) >0 und

<e fir alle z € (%, z9).

(%)

Da (x,) gegen xo konvergiert, gibt es ein ng € N, so dass x,, € (z*,z0) fir alle n > ny.

Nach verallgemeinertem Mittelwertsatz existiert ein &, € (z*, x,) mit

flxn) = f(z%) _ f'(&n)

g(xn) —gla*) — g'(&n)

Eingesetzt in Gleichung (x) ergibt dies

f(n) ‘f(x*) f'(6n) ' _g9(@”)
'g(mn) =gl T g || gtan)
<e
und damit Fn) ) (%)
Tn x gz
g(xn) = 'g(xn) tell g(xn)
Da (g(zy)) gegen 400 konvergiert, folgt
I N o 9@ _
1 FES | I PN R
Wir erhalten:
lim sup 'f(:cn) <e
n—00 g(CCn)

Da ¢ beliebige Werte annehmen kann, folgt daraus

lim f(@n) =

n—oo g(xy,)

fir alle gegen zp konvergente Folgen (z,,) mit z,, < .
Analog behandelt man gegen xg konvergente Folgen (z,) mit z, > z¢ und erhilt das

gleiche Resultat. Dies zeigt, dass

lim 2 =0,
v0 ()

f(z)
9
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3. Fall: ILm g(x) = 400 und lim @ _ceR beliebig.
T—x0

z—azo 9 (@)

Wir betrachten die Funktion fi(x) := f(x) — ¢+ g(z). Dann ist
/

o A@ @)

= —c=0.
oo g(w)  aeom g/(z)

Wir wenden den 2. Fall an und erhalten

lim hiz) =

w0 g(a)

Daraus folgt
lim 7f(:n) =c+ lim h (:E)
20 g(z) vwo g(a)
z) _

z—xo 9

4. Fall: hm flz) = hm g(x) = +oo und lim fgx) = +00.
g

Dann gilt hm @ und aus dem 2. Fall folgt sofort lim 9 — 0. Nach Vorausetzung
r—xQ f'(x) T—T0 flx) —
flx)

sind f und ¢ in einer Umgebung von z( positiv. Folglich gilt hm 9@ — +00.

5. Fall: lim f(z)= lim g(z) = +oc0 und lim Fa)
T—xQ T—T0

z—axo 9'(
Dieser Fall kann nicht auftreten, da sonst f oder g in einer Umgebung von xp monoton

Bl

= —0OQ.

fallend waren und somit nicht gegen 400 konvergieren wiirden. a

Satz 5.16 (Die Regeln von L’Hospital - (2))

Seien f,qg: (a,00) — R differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,0). Ist
lim f(z)= lim g(x) € {0,£o00} und lim f@) _ceR U {00}, so gilt

Tr—r00 T—r00 T—r00

g'(z)
oS
z—o0 g(x )

Beweis. OBdA. sei a > 0. Wir betrachten die Funktionen fi(z) = f(1) und g1(z) = g(2)
auf dem Intervall (0, ). Dann gilt

fi(x) = —%f(i) und  gj(x) = _%g’<l

X

)40

und daher .
/ 1

lim f}(a?) = lim f(f) Vor.
r—0T gl(x) z—0t g,(g)

Mit Satz 5.15 folgt dann
L@ Al

z—00 ¢ x) z—0t g1 () a

Mit Hilfe der Regeln von L’Hospital konnen wir Grenzwerte von Funktionen und damit
auch von Folgen in vielen Féllen leichter ausrechnen, als es mit den Methoden der vorigen

Kapitel moglich war.
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Beispiele:

1. Fiir jede positive reelle Zahl « gilt:

In(x .
| L =1 =lim —=20
r—oo ¢ z—00 1 - @1 T—00 (v
X X efl'
lim — = lim =...= lim = 400
e z—r00 a1 e=oo afa — 1) ...+ (a—[a] = 1) - ze—(lal+D) ’
wobei [o] die grofite ganze Zahl k mit k£ < a bezeichnet.
. 1 . 1 lim In(w)
2. lim 27 = lim @)z = gavoo @ =0 =1,
Xr—r 00 Xr—r 00
1
3. lim 20F)  jjy T o
x—0 z z—0 1
. 1 . In(l+w) lim O+
4. lim(1+2)z =lime = =e—0 * =el=e.
x—0 z—0
5. lim ¢ =1lim & =1.
z—0 T x—0
. 1 . 1 lim L In(cosx lim — .(—sinz
6. lim(cosz)z = lim ez (%5?) — gom0 (c052) _ gty wosz [
x—0 z—0
7. lim $2®) = iy cos(z) = 1.
z—0 7 z—0

5.3 Differentiation von Funktionenfolgen und -reihen

Eine gleichmdjig konvergente Folge stetiger Funktionen (f, : I € R — FE) konver-
giert gegen eine stetige Grenzfunktion. Sind alle Funktionen f,, differenzierbar, so muf3 die

Grenzfunktion i.a. nicht differenzierbar sein. Als Beispiel betrachten wir f, : R — R mit

fn(JU) = {721332 T ﬁ fiir |:L‘| < %v
|| sonst.
Die Funktionen f, sind differenzierbar, die Funktionenfolge (f,,) konvergiert gleichméfBig
gegen die Funktion f(z) = |z|. Die Grenzfunktion ist also nicht differenzierbar (Ubungs-
aufgabe). Der folgende Satz gibt ein Kriterium dafiir an, dass eine Folge differenzierbarer
Funktionen gegen eine differenzierbare Grenzfunktion konvergiert und der Grenzwert der

Funktionenfolge mit den Ableitungen vertauschbar ist.
Satz 5.17 Sei f,, : [a,b] CR — E, n € N, eine Folge differenzierbarer Funktionen mit
Werten in einem Banachraum E und gelte:

1. Die Folge (fn(x0)) konvergiert fiir mindestens einen Punkt xy € [a, b].
2. Die Folge der Ableitungen (f))) konvergiert gleichmdfig auf [a, b].

Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,) auf [a,b] gleichmdflig gegen eine differenzierbare

Funktion f : [a,b] — E wund fir die Ableitung gilt

f(a) = lim fi ()
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Beweis. (1) Wir zeigen als erstes, dass die Funktionenfolge (f,,) gleichméfiig gegen eine
Grenzfunktion f : [a,b] — E konvergiert.
Sei € > 0. Da (f,(x0)) konvergent ist, existiert ein ng € N, so dass fiir alle m > n > ng

fa(0) = Fin(w0) < 5. (4)

Weil (f]) gleichméflig konvergiert, gibt es ein ny € N, so dass fiir alle ¢ € [a, b] und fiir alle
m>n>n
€

I72(8) = I )] < 55—y ()

Wir wenden den Mittelwertsatz fiir Vektorfunktionen auf f,, — f,, : [a,b] — E an: Fir

zweil Werte z,t € [a, b] existiert ein &, ,, zwischen = und ¢ mit

Mit (B) folgt dann

[(fn(2) = fm(x)) = (fu(t) = ()] < |z —t]- 20—

€
<

£
a) ~ 2
fiir alle m > n > n; und fir alle z,t € [a,b]. Daher ist fiir t = zp mit (C) und (A)

e €
-4 D
<2+2 € (D)

fir alle m > n > n* := max{ng, n1 } und fiir alle = € [a, b]. (f,,) ist also eine ”gleichmé&fige”

Cauchy-Folge. Insbesondere ist (f,(x)) fiir jedes € [a,b] eine Cauchyfolge in E. Da E
vollstandig ist, konvergiert diese Folge. Wir definieren f : [a,b] — R

f(z):= lim f,(z), z € [a,b].

n—o0

Gehen wir in (D) mit m gegen oo, so folgt wegen der Stetigkeit der Norm
| fr(x) — f(2)|| <e fir alle x € [a,b] und n > n*.

Daher konvergiert (f,,) auf [a,b] gleichméBig gegen f.

(2) Wir zeigen nun, dass die Grenzfunktion f differenzierbar ist und ihre Ableitung durch

f(x) = li_>m 1l (x) gegeben ist.
Sei z € [a, b] fixiert. Wir definieren ¢y, : [a, b] — E durch

Pn(t) = ..
fh(x ) fir x = t.

Da die Funktionen f,, stetig sind und der Grenzwert hm M = f! (x) existiert, sind
die Funktionen ¢, : [a,b] — E stetig. Fiir t # z gllt mlt (C)

len®) = @m0l = T 1(0) = Fn(®) = (ofa) = Fu(@)

Yn,m > nj.
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Da ¢, — @, stetig ist, gilt diese Abschitzung auch fiir t = x. (¢,,) ist also eine ”gleichmé&fi-
ge” Cauchy-Folge. Mit den gleichen Argumenten wie im Schritt (1) erhalten wir, dass die
Grenzwerte p(t) = HIEI;O on(t) fiir jedes t € [a,b] existieren und dass die Folge (¢y,,) auf
[a,b] gleichméBig auf gegen ¢ konvergiert. Da die Funktionen ¢,, stetig sind, ist auch ¢
stetig und wir erhalten

p(x) = lim p(t) = %im lim ¢, (t)

t—x —T n—00

~ fim ( lim fn(t>—fn(x)> i T @)

t—x \ n—oo t—x t—x t—x

Folglich ist f in x € [a, b] differenzierbar und es gilt

Wir wenden den letzten Satz auf Funktionenreihen an und erhalten

Satz 5.18 Sei f, : [a,b] — E, n € N, eine Folge differenzierbarer Funktionen mit

Werten in einem Banachraum E und gelte

(o]
1. > falxo) konvergiert fir mindestens ein xq € |a,b].
n=1

2. 21 11, konvergiert gleichmafig auf [a,b].

[o¢]

Dann konvergiert die Funktionenreihe Y fn auf [a,b] gleichmdf$ig gegen eine differen-
n=1

zierbare Grenzfunktion f : [a,b] — E,

o

f@) =) falx),
n=1

und fir die Ableitung gilt
f'@) =" fr(@).

n=1

5.4 Potenzreihen mit reellem Zentrum

Wir wenden nun die im letzten Abschnitt bewiesenen Differenzierbarkeitskriterien von
Funktionenreihen auf eine spezielle Sorte von Potenzreihen an. Im Folgenden bezeichne
K wieder die reellen oder die komplexen Zahlen mit der Betragsfunktion als Norm. Fur

reelle Zahlen x € R betrachten wir eine Potenzreihe
P(x) = Z an(x — x0)"
n=0

mit reellem Zentrum xg € R, Koeffizienten a,, € K und Konvergenzradius p > 0. Aus den

Kapiteln 3.5 und 4.5. wissen wir bereits das Folgende:
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P(x) ist fur alle z € (xg — p, o + p) absolut konvergent.
P(z) divergiert fiir alle z € R mit |z — zo| > p.
P konvergiert gleichméafig auf jedem kompakten Teilintervall von (xg — p, zo + p).

= W

Die Potenzreihe P definiert eine stetige Funktion P : (zo — p,x0 + p) — K:
[e.9]
P(z) = Z an(x — z0)".
n=0

Das Intervall (xg — p, zg 4+ p) nennt man auch das Konvergenzintervall von P. Wir unter-

suchen zunachst das Verhalten von P in den Randpunkten des Konvergenzintervalls.

Satz 5.19 (Abelscher Grenzwertsatz)
o0

Sei P(x) = > ap(x — o)™ eine Potenzreihe mit reellem Zentrum zo € R und Konver-
n=0

genzradius p > 0.

1. Ist P(zo + p) konvergent, so ist P|(x0_p I in xg + p linksseitig stetig, d.h. es gilt

lim P(z)=Plxo+p) = D anp™.
z=(zo+p)~ n=0

]

i xg — p rechtsseitig stetig, d.h. es gilt

zo—p,zo+p)

lim  P(z) = P(zo—p) = > (—=1)"anp™.

z—(zo—p) T n=0

2. Ist P(xo — p) konvergent, so ist P
o0

Beweis. Wir beweisen die erste Behauptung. Der Beweis der zweiten Behauptung erfolgt
m

analog. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge der Partialsummen s, = > a,p" gegen
n=0
s = P(xg + p). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass

|P(z) —s| < e firalle € (zg—p,xz0+p) mit zo+p—2<96.
Wir setzen y := = —xg. Aus den Eigenschaften der geometrischen Reihe und dem Cauchy—

Produkt von Reihen folgt fiir alle y mit |y| < p:

P(y+zo) = gany"
(5 (5) R
=(1-5) 2 (5) Tew
=(1-0) {2 (3) )
=(-2) 2 {(8) o)

AuBerdem gilt
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=)0 =02 C)

Folglich ist fur |y| < p

Py +x0) — s = (1—12) i(sm—s) <y>m

m=0

Sei nun € > 0 gegeben. Da (s,,) gegen s konvergiert, existiert ein ng € N mit

|sm—s|<% V'm > ny.
no—1
Wir setzen M := 3 [spy, —s| und 0 := min{p, ;{7 }. Fiir |y| < p mit p —y <0 gilt
m=0
5
0<1-4<2
pp

=< (1=2) (-t (5) 7 £ e ()

m m=no
(5 no—1 y c e’} y m
<0 N sl + (1_).2 5 ()
P m=0 P m=ng P
SéM'i‘E
P 2
-2 2

Somit ist die Funktion P im Punkt xg + p linksseitig stetig.

171

Als néchstes zeigen wir, dass die Grenzfunktion einer Potenzreihe mit reellem Zentrum

auf dem Konvergenzintervall auch differenzierbar ist.

[ee]
Satz 5.20 Sei P(x) = > an(x—x0)" eine Potenzreihe mit reellem Zentrum xg € R und

n=0

positivem Konvergenzradius p > 0. Dann ist P : (xg—p,zo+p) C R — K differenzierbar

und es gilt

[e.e]
P'(z) = Z na,(z — o) L.
n=1
Beweis. Die Funktionen f,(x) := an(z — z9)" sind differenzierbar und es gilt

fo@)=0 und f(z) = na,(z — 20)""' fiir n > 0.

Offensichtlich konvergiert die Potenzreihe P(xg). Wir betrachten nun die Reihe der Ab-

leitungen

Q(z) = fol(x) = Znan(x —z0)" L.
n=0 n=1
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Da

limsup v/n|a,| = hmbup Vlanl,

n—oo
stimmen die Konvergenzradien von P und @) tiberein. () konvergiert also gleichméafig auf
jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzintervalls (zg — p, xo + p). Nach Satz 5.18
ist P ist deshalb fiir jedes 0 < r < p auf dem Intervall I, := [xo — 7, xo + r] differenzierbar
und es gilt

= Znan(:v — xo)”_l fir alle x € I,.

Mit r — p folgt die Behauptung. a

Anwendung: Berechnung von 7.

Als Anwendung berechnen wir die Zahl 7. Dazu betrachten wir die Funktion

arctan : R — (=5, 7). R,

Aus dem Additionstheorem fiir cos erhilt man 3

tan (§) = 1, also arctan(1) = . Wir zeigen nun T */,//r
| .

o0

I
arctan
arctanx = ) (—1)’””%Jrl fir alle |z| < 1. ,// ! R

2k+1
k=0

N

Beweis. Die Funktion arctan ist differenzierbar und es gilt arctan’(z) = x% Aus den

[ee]
Eigenschaften der geometrischen Reihe erhilt man andererseits Y (—a2)% = i + —— fiir alle
k=0
o0
€ (—1,1). Folglich gilt arctan’(z) = > (—1)*z?* fiir alle 2 € (—1,1).

k=0
Wir betrachten die Potenzreihe

2k+1

00
k:=0

Der Konvergenzradius von @ ist 1 und es gilt

= (~1)Fa™ fiir alle z € (—1,1).
k=0

Folglich ist arctan’(x) = Q'(x) fur alle x € (—1,1). Da Q(0) = arctan(0) = 0, erhalten wir
arctan(z) = Q(x) fiir alle x € (—1,1) und somit

e 2k+1

arctan Z

k=0

fiir alle |z| < 1.

Es bleibt, die Randpunkte x = +1 des Konvergenzintervalls zu untersuchen. Nach dem

o0
Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen ist die Reihe Q(1) = Y (—1)F 1~ +7 konvergent.
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AuBerdem gilt Q(—1) = —Q(1). Nach dem Abelschen Grenzwertsatz 5.19 ist damit @ in
x = +1 (einseitig) stetig und

Q(x1) = lim Q(x)= lim arctan(z) = arctan(+£1).
r—+1F r—+1F

Wir erhalten zusammenfassend

o0 p2k+1
arctanx = Z(—l)ka . fir alle |z| < 1.
k=0 * O

Da § = arctan(1), gilt fiir 7 die Leibnizformel

oo
_ 1,1 1 _ E_1
T=l-g5+s—5x...= > (-Dig
k=0
Diese Reihe konvergiert sehr langsam gegen 7. Man bendtigt etwa 1000 Summanden,

um 7 auf 3 Stellen genau zu erhalten. Wesentlich schneller konvergente Reihen mit dem
Grenzwert 7 erhélt man durch den folgenden Trick:
Durch Umkehrung der Additionstheoreme folgt fiir z -y # 1

arctan(z) + arctan(y) = arctan (WJ) .
l—z-y

Wir setzen in diese Gleichung spezielle Werte fiir x und y ein und erhalten:

2arctan (= ) = arctan - (x=y=)
arctan | = | = arctan { 5 r=y=g),

) 120 5
2arctan | — | = arctan | — (r=y=-—),
12 119 12
1 120 1
arctan(1l) 4 arctan <239> arc an<119> (x=1,y 239)
Daraus folgt
1 1
% = arctan(l) = 4-arctan E arctan 239 (%)
. (9] (_1)k (1> 2k+1 [ee] (_1)k < 1 )2k2+1 <**)
— 2k+1\5 — 2k +1 \ 239

Die Formel (%) findet man auch unter dem Namen Machinsche Formel. Der englische
Astronom John Machin (1680-1751) hat diese Formel 1706 gefunden und mit ihrer Hilfe
die ersten 100 Nachkommastellen von 7 berechnet.

o0

Ist s = > (—1)*a; eine alternierende Reihe mit monoton fallender Nullfolge positiver
k=0
reeller Zahlen (ag), so kann man den Fehler bei der Néherungsrechnung nach Satz 3.9

folgendermafien abschétzen:

’s = Zn:(—l)kak‘ < Gpy1-

k=0
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Fiir den Fehler F; bei Addition von 8 Reihengliedern der ersten Reihe in (%) gilt

_4
L=797 517
N——

=asg

<4-10713,

Fiir den Fehler F5 bei Addition von 2 Reihengliedern der zweiten Reihe in (xx) gilt

11

F<-—. —— <3.10713,

2555305 ©
~——

a2

Wir erhalten also bereits durch die Addition sehr weniger Reihenglieder in (xx) eine sehr
gute Niherung von 7, die weniger als 3 - 107'? vom wahren Wert abweicht. Die Addition

dieser ersten Reihenglieder ergibt z.B. fiir die ersten 10 Nachkommastellen von :

7 = 3.1415926535 + Rest, |Rest| < 1071

5.5 Reell-analytische Funktionen und Taylorreihen

Wir kennen aus Kapitel 4 bereits einige Funktionen, die durch Potenzreihen definiert sind.
In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen man eine Funk-
tion f: I C R — R als Potenzreihe darstellen kann.

Bevor wir beginnen, vereinbaren wir zunéchst einige niitzliche, in der Literatur gebrauch-

liche Abkiirzungen.

Die Landau-Symbole o0 und O:

Seien h,g: I C R — R reellwertige Funktionen und zg € I.

e h(x)=o(g(x)) fir z — x¢, ist die Abkiirzung fiir die Eigenschaft

e h(x)=0(g(x)) fir x — xp, ist die Abkiirzung dafiir, dass es eine Konstante C' > 0
und ein Intervall (zg — &,z + €) gibt mit

|h(z)| < Clg(x)| furalle x € (xg—e,20+¢)N 1.

e hi(x) = ho(x) + o(g(x)) fiir x — xo , ist die Abkiirzung fir hi(z) — ha(z) = o(g(x))
fir  — xo. Analog fiir O(g(z)).
e Insbesondere heifit h(z) = o((x — z¢)") fur = — z¢, dass

lim )

= 0.
T—T0 ([L' — xo)n

h(z) geht fiir ¥ — x¢ also schneller gegen 0 als (z —x)". Man sagt auch h verschwindet
in xo von hoherer als n-ter Ordnung. Fir hyi(z) = ha(x) + o((z — z¢)") fir = — o,

sagt man auch ho approximiert hi in xog von hoherer als n-ter Ordnung.
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e Zur Eigenschaft h(z) = O((x — z9)") fiir © — z¢, d. h.
|h(z)| < Clx —xo|" fir alle x € (xg —e,20+¢) N1,

sagt man auch h wdchst in xg von hochstens n-ter Ordnung.

Definition 5.8. Eine Funktion f : 1 C R — R heif§t reell-analytisch in xo € I, falls ein
[e.e]
Intervall (xg — r,20 + 1) C I und eine Potenzreihe Y. ap(x — x0)F mit Zentrum xzy € R

k=0
und Konvergenzradius p > 0 existieren, so dass

= Z ap(x — x0)" fir alle x € (xg — min{r, p}, zo + min{r, p}).

Man sagt in diesem Fuoll auch, dass f in einer Umgebung von xo in eine Potenzreihe
entwickelbar ist. Ist U C R ein offenes Intervall, so heifit f : U — R reell-analytisch,

wenn f in jedem Punkt von U reell-analytisch ist.

C“(U,R) bezeichne den Vektorraum der reell-analytischen Funktionen auf U C R.

Beispiele fir reell-analytische Funktionen:

oo

1. Jede Potenzreihe f(z) := . a(z —x0)* mit reellem Zentrum, reellen Koeffizienten aj,
k=0

und positivem Konvergenzradius p > 0 definiert eine in zy reell-analytische Funktion

f auf dem Konvergenzintervall.

2. Die Funktionen exp, sin, cos, sinh und cosh sind reell-analytisch auf R.

Satz 5.21 Sei f : I C R — R reell-analytisch in xg € I. Dann ist f in einer Umgebung

U von xg unendlich oft differenzierbar und es gilt:

Z f (x — z0)" Vo el.
o0
Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Potenzreihe Q(z) := Y. agp(z — x0)* mit
k=0
positivem Konvergenzradius p > 0 und ein r > 0, so dass f(z) = Q(x) fiir alle

x € U := (rg — min{r, p},xg + min{r, p}). Nach Satz 5.20 ist die Funktion f auf U
differenzierbar und fiir ihre Ableitung gilt

:Zk-ak(:ﬁ—xo)k—l Voel.

Diese Potenzreihe kann man wiederum auf U gliedweise ableiten ohne den Konvergenzbe-

reich zu verkleinern. Nach Satz 5.20 existiert wiederum f”(x) mit

Zk: — 1Day $—$0)k72 Vrel.
k=2
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Durch weiteres Anwenden des Satzes 5.20 folgt, dass f auf U beliebig oft differenzierbar

ist mit der n-ten Ableitung
[e.e]
F) =Y k(k—1)-...- (k—n+Dag(z —2)*™ Vel
k=n

Daraus erhalt man
F™(20) =n! - ap

fiir jedes n € Ny. Dies zeigt die Behauptung. a

Definition 5.9. Sei f: I C R — R in xg € I unendlich oft differenzierbar. Dann heifst

die Rethe o
— /) (o)
1(,20)(@) = 3 T (0 gt
k=0
Taylorreihe von f in xq.

Nach Satz 5.21 hat die Taylorreihe T'(f, z¢)(x) einer in z( reell-analytischen Funktion f
positiven Konvergenzradius. Des Weiteren stimmt f in einer Umgebung von x¢ mit ihrer
Taylorreihe tiberein. Beide Eigenschaften sind fiir C'°°-Funktionen i.a. nicht erfiillt, wie die

folgenden Beispiele zeigen. Es gibt also C'°°~Funktionen, die nicht reell-analytisch sind:

Beispiel 1: Die Taylorreihe einer C'°°—Funktion kann den Konvergenzradius p = 0 haben:

Wir zitieren dazu einen Satz von Borel: Seien g, c1, co, . .. beliebig vorgegebene reelle Zah-
len. Dann existiert eine C®°—Funktion f : R — R mit f*)(0) = k! - ¢, d.h. so dass
o0
T(f,0)(x) = cpat.
k=0
Wir wéhlen nun die Koeffizienten ¢, so, dass die Potenzreihe f crxk Konvergenzradius
n=0

p = 0 hat. Den Beweis des Satzes von Borel kann man z.B. in R. Narasimham: Analysis

on real and complex manifolds, Nord Holland 1968 nachlesen.

Beispiel 2: Fine glatte Funktionen mit iberall konvergenter Taylorreihe, die nicht mit
threr Taylorreihe tibereinstimmd:
Sei f: R — R die Funktion

f(z) =

6_% fir x >0
0 fir z <0.

f ist unendlich oft differenzierbar und fiir die Ableitungen in zo = 0 gilt f*)(0) = 0 fiir
alle k£ € Ny (Ubungsaufgabe). Fiir die Taylorreihe von f in zp = 0 erhalten wir damit
T(f,0)(x) =0 fiir alle x € R. Nach Definition ist aber f(x) # 0 fiir alle z > 0.

Wir wollen nun Bedingungen finden, unter denen eine C'*°~Funktion reell-analytisch ist.
Dazu betrachten wir die Taylorpolynome von f, die als Partialsummen der Taylorreihe

auftreten und untersuchen ihre Abweichung von f:
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Definition 5.10. Sei f: I CR — R in zg € I n-mal differenzierbar. Dann heifst
) (o)
To(f,m0)(x) = (- z0)F
k=0

das n—te Taylorpolynom von f in xg.

Das Taylorpolynom fiir n = 1 beschreibt die Tangente an den Funktionsgraphen von f im
Punkt (xo, f(z0)):

Ti(f,x0)(x) = f(20) + f'(2x0)(x — o).

Das Taylorpolynom fiir n = 2 beschreibt eine Parabel, die sogenannte Schmiegparabel an

den Funktionsgraphen von f im Punkt (xq, f(x0)):

1
To(f,20) () = f(0) + ['(w0)(x — x0) + 5 f" (o) (w — o).
Die Ableitungen von f und T),(f, z¢) stimmen in x = x liberein:

iT (f,x0)(z0) = 9 (20) fir j=0,...,n.
dm] n ) ) )

Satz 5.22 Sei f : I C R — R n-mal differenzierbar und xo € I. Dann gilt:

f(CC) = Tn(f, .%‘0)(.%‘) =+ O((ﬂj‘ _ xo)n) fUT z — o,
d.h. das n-te Taylorpolynom T,,(f, z0) approzimiert f in xo von héherer als n-ter Ordnung.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion tiber n:
Induktionsanfang: Sei n = 1. Fiir die Tangente T1(f,zo)(x) = f(xz0) + f'(x0)(z — zp) an
den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, f(z0)) gilt
_T _
f(CL') 1(f7 1‘0)(1‘) — f(l‘) f(.fl?(]) - fl(l‘O)-

T — X0 r — X

Da f in zq differenzierbar ist, folgt

i {@ =T 20)()

T—TQ T — X

=0.

Dies zeigt die Behauptung fiir n = 1.

Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir ein n € N richtig ist und
zeigen, dass sie dann auch fir den Nachfolger n + 1 gilt.

Induktionsbeweis: Sei f : I C R — R (n + 1)-mal differenzierbar. Dann ist die Funktion
Ry :=f —Tht1(f,z0) (n+ 1)-mal differenzierbar und es gilt

d
w1 =1 — %Tnﬂ(fvao) = f = Ta(f', 20).

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf die n-mal differenzierbare Funktion f’
an und erhalten f'(z) = T,,(f,z0)(x) + o((x — z0)™) . Folglich existiert fir alle £ > 0 ein
6 > 0, so dass
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R "(x) = Tu(f'
R, ()] _ |f'(z) = To(f', o) ()] < Vazelmit0<|z— x| <6 (%)
|z — 20" |z — 20["

Sei z € I mit 0 < |x — x¢| < 6. Die Funktion R4+ ist zwischen 2y und x differenzierbar.

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & zwischen x und xg, so dass

(%)
| Ri+1(2) = Ro1(20) | < [R, 1 ()l — wo| < €+ 1€ — wo|"|2 — wo| < el — ao" .

=0
Wir erhalten (Ci";il(ﬁl < e fiir alle x € I mit 0 < |z — z¢| < 0. Daraus folgt
0)
—1T,
i Fer@) o f(@) = Ten(f 20)(2) _ 0,
T—T0 ($ — xo)nJrl T—T0 (x — 1‘0)"+1
also f(z) = Tns1(f, 20)(x) + o((x — z0)" 1) fiir x — . O

Definition 5.11. Se: f : I C R — R in g € I n-mal differenzierbar. Dann heifst die
Differenz Ry(f,zo) := f — Tn(f,z0) das n-te Restglied von f in xy.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so stimmt f(z) genau dann mit der Taylorreihe
T(f,z0)(x) iiberein, wenn

nl;rrgo R, (f,z0)(z) =0.
Wir interessieren uns deshalb fiir explizite Formeln fiir das Restglied R, (f,z)(x), die es
ermoglichen, dieses Kriterium zu tiberpriifen bzw. den Fehler bei der Approximation von

f(x) durch das n—te Taylorpolynom T, (f,z¢)(x) zu beschreiben.

Satz 5.23 Sei f : I C R — R (n+1)-mal differenzierbar und Ry (f,zo) := f—Tn(f,x0)
das n—te Restglied von f in xo € I. Dann ezistieren 9,60 € (0,1), so dass gilt

FOD (2 + 9z — x0)) (& — )™ Lagrange-Form
—

(n+1)! des Restgliedes

(n+1) _
f (‘TO + 9(1’ .’I,'())) (1 _ Q)n(l‘ _ LEo)n—H ‘
n! des Restgliedes

R (f,20)(x) =

Cauchy-Form
Ru(f,20)(x) = /

Beweis. Sei © € I ein fixierter Punkt mit z # x9. Wir betrachten die differenzierbare
Funktion ¢ : I — R mit

9(y) = f(2) = Tulf,y)(@)-
Dann gilt g(z) =0, g(zo) = Rn(f,z0)(z) und

)
Jy) = —di (};) / k!(y) (z — y)'“)

:_iw(x_y)k + . f(k)(y)
k=0 k! k=1

- (x - y)nf(nJrl) (y)

n!
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein 6 € (0,1), so dass
=y

—_—
9(x) = g(x0) = ¢'(xo + 0(x — 20)) - (x — 20)

J— n 1 - "
_ (@ =) ; (1-0) FOD (2 4 0(x — 20)).

Folglich ist

(1 —0)"(x — xo)""
n!

Ro(f.20) () = " FO) (g 4 0 — 20)).

Dies ist die Cauchy-Form des Restgliedes.

Wir betrachten nun zusétzlich die differenzierbare Funktion A : I — R, definiert durch
h(y) := (x — y)"*!. Dann gilt h(z) =0, h(zg) = (z — z0)"" und

W(y) = —(n+ 1@ —y)"
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert ein ¥ € (0, 1), so dass
(9(z) — g(z0)) - K (zo + I(z — 20)) = (h(x) — h(z0)) - ¢ (z0 + Iz — 20)).

Fiir das Restglied folgt

R (f;wo)(2) - (n+ 1)(x — 20)" (1 —9)"
nt1 (& = x0)" (1 = 9)"

= (z=20) ol £ (g + (x — 20))
und somit ( o
x — x9)" n
Rn(f7 xO)(w) = Wf( +1)($0 + 19(:L’ — ajo))
Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes. a

Beispiel 3: Die Taylorentwicklung von f(x) =In(1+x) in xo = 0.
Die Funktion f(x) = In(z+1) ist in zy = 0 reell-analytisch und fiir ihre Taylorentwicklung
gilt:

n

In(14z) =Y (-1)~+t. 2= fir alle z € (—1,1].
n=1

Insbesondere gilt fiir die alternierende harmonische Reihe

(i

i — =1n(2).
n=1

Beweis. Die Funktion f(z) :=In(x + 1) ist auf (—1, co) beliebig oft differenzierbar und es
gilt f(0) = 0 sowie

(n — 1)(~1)"+!

fur all N.
(1 n x)” ur alle n €

() =
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Fiir die Taylorreihe von f(x) = In(x + 1) in 2g = 0 folgt
[e.9] N :L‘n
T(f,0)(x) =) (=)' —.

n
n=1

Wir zeigen, dass diese Reihe fiir alle z € (—1,1) gegen f(z) konvergiert. Dazu betrachten
wir die Cauchy—Form des Restgliedes: Es existiert ein 6 € (0, 1) mit
o f(n—i_l)(el‘) n_nt+l __ (_1)71 n_n+1
Rn(f,O)(x)—T(l—é’) r _W(l_e) o
Ist |z] < 1,s0gilt 1-0<1—0|z] und 1+6z>1—0|x] >1—|z| > 0. Daraus folgt fiir
ze(-1,1)

_ gt (2 —0)" i1 (L= 02" fe" 1=l \"

’x‘nJrl

_1_‘x’7

und somit 1i_>m R, (f,0)(z) = 0. Also konvergiert die Taylorreihe T'(f,0)(x) fiir |z| < 1
gegen f(r):

- (_1)n+1 n -
In(l+z) = E = fir alle |z| < 1.
n
n=1

Es bleibt die Konvergenz in # = 1 zu untersuchen. Nach dem Leibnizkriterium (Satz 3.9)
konvergiert die alternierende harmonische Reihe T'(f,0)(1) = 1— 3+ 3 +... . Wir wenden
nun den Abelschen Grenzwertsatz (Satz 5.19) an und erhalten wegen der Stetigkeit von In
In(2) = lim In(1+2)= lim 7(f,0)(x) =T(f,0)(1).
z—1— z—1-

Somit gilt In(1 + ) = T'(f,0)(x) auch in = = 1. O

Beispiel 4: Die Taylorentwicklung von f(z) := (1 +z)* in 29 =0.
Sei a € R. Die Funktion f(z) := (1 + 2)® ist in zy = 0 reell-analytisch und fiir ihre
Taylorentwicklung gilt:

(I4z) =Y (9)a" fir alle z € (—1,1).
k=0

Die Reihe B, (z) := Y ({)2" heiit Binomialreihe.
k=0

Beweis. Wir bestimmen zunéchst wieder die Taylorreihe von f in xg = 0. f(z) = (1+x)?

ist auf (—1, 00) beliebig oft differenzierbar und es gilt f(0) = 1 sowie
fBa)y=al@a=1)-...- (a—k+ 1)1 +z)*"

und daher

f®0)  ala—1)-...-(a—k+1) a
3] k! - <k>
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Die Taylorreihe von f(x) = (14 )% in 29 = 0 ist damit

T(f,0)(z) = gg (Z) 2 = Ba(z).

Wir wissen bereits, dass die Binomialreihe B, (z) fiir |z| < 1 konvergiert (siche Ubungs-
aufgabe 36). Wir zeigen nun, dass ihr Grenzwert f(z) = (1 + x)® ist. (Fir o € N ist die
Reihe endlich und wir erhalten die Binomische Formel). Wir betrachten dazu wieder die
Cauchy—Form des Restgliedes

f(n—i—l)(‘gx)

Ral,0)(2) = T 7= (1= 02!

ala—1)-...-(a—n o non
_ o )n! ( )(1+9x) L1 — g)ymgnt!

—1
=o- (a i >(1 — 0)"2" (1 4 G )

= . n 1 o .
a ( i ><1+9$> 2" (14 Ox)
————

<1 fir |z|<1

Daher gilt fiir |z| < 1

Rar0@) <[ (1)

Jax (1 + 0x)* 7.
—_—

=M unabh. von n

Da die Binomialreihe B,_1(z) fiir [z < 1 konvergiert, ist (| (agl)x"‘) eine Nullfolge und
wir erhalten

lim R,(f,0)(z)=0 fiir alle |z| < 1.

n—oo

Damit konvergiert die Binomialreihe B, (x) = T(f,0)(x) fir x € (=1,1) gegen f(z). O

5.6 Lokale Extrema fiir Funktionen einer reellen Variablen

In Satz 5.10 hatten wir bereits ein Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremwertes
einer 2-mal differenzierbaren Funktion kennengelernt. Mit Hilfe der Ergebnisse des letzten

Abschnittes konnen wir dieses Kriterium nun verallgemeinern.

Satz 5.24 (Hinreichende Bedingung fiir einen lokalen Extremwert)
Sei f: (a,b) C R — R eine n-mal differenzierbare Funktion, n > 2, und x¢ € (a,b) ein
Punkt mit fO(z0) = fP(x) = ... = fO@VD(29) =0 und f(x0) #0. Dann gilt:

1. Ist n ungerade, so hat f in xg keinen lokalen Extremwert.
2. Ist n gerade und f™ (z9) >0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Minimum.

Ist n gerade und (z9) <0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Mazximum.
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Beweis. Sei zunichst f(™(z9) > 0. Dann gilt

F (o) = lim F V(@) — f V(o) = lim F V(@)

T—rXTQ r — X0 r—r0 T — X

> 0.

Deshalb gibt es ein § > 0, so dass £ (ij)éx) > 0 fiir alle z mit 0 < |z — z¢| < J. Daraus
folgt

fo(@) <0 auf (29— ,20),
FO V(@) >0 auf (w20 +6).

Wir approximieren f durch das (n—2)-te Taylorpolynom und benutzen die Lagrange-Form

des Restgliedes:

f(@) = Toa(f,w0)(2) + Rna(f, o) (x)
€

—_—
5.23 L ) (G T 0(e — ao))(w — o)™ fiir ein 6 € (0,1).

= S+ 5=

Ist n gerade, so ist f*~D(€)(z — x0)* ' > 0 fiir alle  mit 0 < |z — 20| < . Somit ist
f(x) > f(zo) fur alle z mit 0 < |z — x¢| < I, d.h. f hat in z( ein lokales Minimum.

Ist n ungerade, so gilt

>0 auf (xg,zo+9)
<0 auf (xg—0,x0).

FODE) @ = o) {

Folglich hat f in xg keinen lokalen Extremwert. Mit analogen Argumenten behandelt man
den Fall £ (zq) < 0. 0

Ist f in xo € (a,b) unendlich oft differenzierbar und gilt f(™)(zq) = 0 fiir alle n, so kann
man keine allgemeinen Aussagen iiber das Vorliegen eines lokalen Extremwertes machen.
Sollen die Extrema von f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] bestimmt werden,
so sind auBler den Stellen z¢ € (a,b) mit f'(z9) = 0 auch noch die Intervallenden zu

untersuchen. In diesen Intervallenden gilt das Kriterium aus Satz 5.24 nicht!
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Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller

Variablen

Nachdem wir in Kapitel 5 die Differentialrechung fiir Funktionen einer reeller Variablen
behandelt haben, wollen wir uns jetzt mit Funktionen befassen, die von mehreren reellen
Variablen abhéngen. Auch fiir solche Funktionen werden wir einen Differenzierbarkeitsbe-
griff einfithren und untersuchen, welche Riickschliisse die Eigenschaften der Ableitungen
auf das Verhalten der Funktion selbst zulassen.

In dem gesamten Kapitel studieren wir Funktionen f : U C R" — FE, die von einer
offenen Teilmenge U C R™ in einen reellen normierten Vektorraum (E, || - ||z) abbilden.
Den R"™ betrachten wir ebenfalls als normierten Vektorraum mit der Euklidischen Norm
| - ||. Wie wir aus Kapitel 4 wissen, ist es fiir Konvergenzfragen allerdings egal, welche

Norm auf dem R™ wir benutzen, denn sie sind alle zueinander dquivalent.

6.1 Ableitung, Richtungsableitung und Gradient einer Funktion

Zunachst erinnern wir uns nochmals daran, wie wir die Differenzierbarkeit fiir Funktionen
einer Variablen definiert hatten: Eine Funktion f : U C R — FE heiflt in zg € U
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

=: f'(zg) € E
existiert. Dies ldsst sich auch schreiben als
f(xo+h) — f(zg) = L(h) + o(h) fir h — 0,

wobei L : R — FE die durch L(h) := h - f’(x¢) definierte lineare Abbildung bezeichnet.

Das motiviert die folgende Definition fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen:

Definition 6.1. Fine Funktion f: U C R* — E heifit in xg € U differenzierbar, falls
eine lineare Abbildung L : R" — E existiert, so dass

f(wo +h) = f(xo) = L(h) +o(|[hll)  fir h — 0. (%)

Die lineare Abbildung L : R™ — E heifit Ableitung von f in xo (auch: Differential von f
in xo oder Linearisierung von f in xo). Wir bezeichnen sie mit L =: D f(x¢).
f:U CR" — E heifst differenzierbar, falls f in jedem xo € U differenzierbar ist.
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Die Bedingung (x) ist zu den folgenden beiden Forderungen adquivalent:

f(zo+h) = fzo) — L(h)

lim =0 inF bzw.

h—0 172
ot h) — fla) ~ LW
h—0 12l
Fir n = 1 haben wir jetzt zwei verschiedene Ableitungsbegriffe definiert, die folgen-

dermaflen zusammenhéngen: Ist f : U € R — F in zg € U differenzierbar, so gilt
f'(@o) = D f(x0)(1).

Wir werden in diesem Kapitel hdufig Kenntnisse iiber lineare Abbildungen aus der Vor-
lesung Lineare Algebra verwenden. Zunéchst vermerken wir die folgende Stetigkeitseigen-

schaft linearer Abbildungen:

Lemma 6.2. Sei L : R" — E eine lineare Abbildung. Dann existiert eine positive Kon-
stante Cp, € R, so dass

|L(z)||g < CLl|z||  fir alle x € R™.
Insbesondere ist L stetig.

Beweis. Wir betrachten die kanonische Basis (eq,...,e,) im Vektorraum R"™. Dann gilt

fiur alle z = (z1,...,2,) € R™

L(x) = L(zn: a:iel-> = zn:xiL(ei) und somit
i=1 i=1

n n
1@ <Y lzl - | L(ed) e < max{|L(ed)|p [i=1,...,n} - ) |zi| < Cullz],
i=1 i=1

wobei C}, eine geeignete Konstante ist, die man aus der Aquivalenz der Normen im R

erhélt. Sei nun (yi) eine Folge im R™, die gegen xo konvergiert. Dann gilt

k
IL(y) = L(zo)|l& < Crllyx — zoll =5 0.
Folglich ist L folgenstetig und somit auch stetig. a

Satz 6.1 Sei f: U CR" — FE in xg € U differenzierbar. Dann gilt:

1. Das Differential D f(xq) ist eindeutig bestimmt.
2. f ist in xq stetig.

Beweis. Zu 1) Seien L, L : R* — E zwei lineare Abbildungen mit

f(zo+h) = f(xo) = L(h) + o(||h]])
= L(h) +o(||h]]) fiir b — 0.

Dann folgt
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Da beide Abbildungen lincar sind, gilt L(0) = L(0). Sei nun 2 € R™\{0} und ¢t € R.
Betrachten wir die Folgen h := tx fiir t — 0T, so erhalten wir wegen der Linearitit von L
und L

L(tw) — L(txr) _ . [f| L(x) = L(z) _ L(z) — L(x)

Also ist L(z) = L(x) fir alle z € R™.
Zu?2) Sei f:U CR"™ — Ein xg € U differenzierbar und (xj) eine gegen xo konvergente
Folge in U. Dann gilt nach Dreiecksungleichung

f(xr) — f(zg) — L(xg, — x
[k — 2ol

—0

|lze = ol + || Lk — 20| -

—0 —0

Die ersten beiden Konvergenzen folgen aus der Definition der Differenzierbarkeit und der
Stetigkeit der Norm. Fiir die dritte Konvergenz benutzen wir die Stetigkeit der linearen
Abbildung L. Folglich konvergiert die Folge (f(x)) gegen f(xo). Somit ist f in z( folgens-
tetig, also auch stetig. a

Definition 6.3. Sei f : U C R" — E eine Abbildung und a € R" ein fizierter Vektor.
Man sagt: [ besitzt in xg € U eine Ableitung in Richtung a € R"™, falls der Grenzwert

Vaf(w0) = lim o + tat) — f(o)

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Richtungsableitung von f in Richtung a an der Stelle

eE (Hier istt € R)

xo.
Bei der Richtungsableitung wird f also nur entlang des Geradenstiickes

{zo+ta|t € (—e,e)} CU
betrachtet, das heifit, es gilt Vaf(x¢) = h'(0), wobei h die Funktion h(t) := f(zo+ta) ist.

Satz 6.2 Ist f : U C R" — E in xq differenzierbar, so besitzt f in xq in jeder Richtung
a die Richtungsableitung und es gilt

Df(xo)(a) = Vaf (o).

Beweis. Sei f in xg differenzierbar, L := D f(x¢) : R — F und a € R". Fiir a = 0 folgt
die Behauptung aus der Linearitdt von D f(zg). Fiir a # 0 betrachten wir A = ta. Dann
gilt nach Definition der Differenzierbarkeit

i I (20 1) = f(zo) — L{ta)|[p _

0.
=0 2] - all
Da L linear ist, folgt
t—0 t B

Damit existiert

Vaf(ao) = lim HEOERIZIE) iy ) ) :
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Beispiel 1: Eine Funktion kann in einem Punkt x( alle Richtungsableitungen besitzen,
ohne in diesem Punkt differenzierbar zu sein.
Wir betrachten dazu die Funktion f : R? — R!, definiert durch

Fr falls (a,y) # (0,0),
={ =t
f@y) {0 ’ falls (z,y) = (0,0).

Aus Kapitel 4.1 (Beispiel 2) wissen wir, dass f in 2o := (0,0) nicht stetig, also auch nicht
differenzierbar ist. Ist a = (0,0), so folgt aus der Definition sofort V,f(xo) = 0. Fiir einen
beliebigen Vektor a = (a1, az) € R? mit a # (0,0) gilt:

— — —
0 CL1:0.

2
f(xo+ta) — f(xo) _ f(ta) _ t3a1a’ a3 150 Z—f ay # 0,
¢ t t(t2a? + t*ad) a2 +t2a5

Somit existiert Vaf(zo) fiir alle a = (a1, az) € R2.

Beispiel 2: Das Differential einer linearen Abbildung.
Eine lineare Abbildung L : R"™ — FE ist in jedem Punkt xy € R" differenzierbar und es gilt
DL(xy) = L, da aufgrund der Linearitiat von L

o 1o +h) = L(zo) — L(W)lle _ . [0lle

1 = = 0.
hs0 1] no0 ]
——

=0

Beispiel 3: Das Differential einer multilinearen Abbildung.
Sei f:R™ x...x R"™ — E eine multilineare Abbildung. Dann ist f in jedem Punkt xg

differenzierbar und es gilt

Df(xl, e ,xk)(al,. . .,ak) = Zf(l‘l, . ,xj_l,aj,xjH, e 7a:k).

J=1

Beweis. (1) Wir schitzen zunéchst die Norm der Abbildung f ab. Jede multilineare Ab-
bildung f : R™ x ... x R™ — FE ist stetig. Insbesondere existiert ein § > 0, so dass fur
alle |||, ..., |zk|| < 0 gilt

11, aw)lle < 1. (%)

Folglich ist fiir alle x; € R™ mit z; # 0

TR
e Ay

y lzall™ "l

1
< slleill ol
E

Somit existiert fiir jede multilineare Abbildung f : R™ x ... x R™ — FE eine Konstante
C > 0 mit

[, ap)lle < Ol -zl

(2) Wir zeigen nun die Differenzierbarkeit von f. Es gilt:
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f(:1:1+a1,...,xk+ak) —f(xl,...,xk)—Zf(xl,...,xj,l,aj,xj+1,...,xk)

j=1
=:L(a)
= Z f(l‘l,...,ajl,...,an,...,xk)
J1<j2
+ Z f(xl,...,ajl,...,an,...,aj3,...,xk)—|—...+f(a1,...,ak).
J1<j2<73
Folglich gilt wegen (*)
1f(z1 +ar, ...,z +ag) — flzr,...,26) — L(@)||e
< (X foallovo e gl el +
J1<j2
+ D> () Ha1\|‘...-|]akl|>.
J1<j2<73

Jeder Summand auf der rechten Seite enthélt mindestens 2 Faktoren der Form ||a;||. Da
laj, || - Nlapl < 2(llajl? + llap ) < 3lal?, kann man alle Summanden auf der rechten
Seite durch ||a||? abschitzen. Daraus folgt

L a) (60~ Lia)lls

a—0 llal|

< limC-(...) |la] =o0.
a—0

Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Ableitungen und Richtungsableitungen)
1. Seien f,g: U CR" — E und h,p: U C R" — R.

a) Sind f und g in xy differenzierbar, so ist f + g in xo differenzierbar und es gilt
D(f + g)(wo) = Df(x0) + Dy(xo).
Ezistieren Vaf(xo) und Vag(xo), so existiert Va(f + g)(xo) und es gilt
Va(f + 9)(z0) = Vaf(x0) + Vag(zo).-
b) Sind f und h in x¢ differenzierbar, so ist h- f in xo differenzierbar und es gilt
D(h - f)(wo) = Dh(xo) - f(x0) + h(zo) - D f(zo).
Existieren Vaf(xo) und Vah(xzg), so existiert Va(h - f)(zo) und es gilt
Va(h - f)(w0) = Vah(zo) - f(x0) + h(zo) - Vaf(2o).

¢) Sind h und p in xo differenzierbar und h(zg) # 0, so ist § in einer Umgebung von

xo definiert, in xq differenzierbar und es gilt

D (%) (z0) = h(xo)Dp(x%)(;ofz(xO)Dh(xo)
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2. Kettenregel fir Funktionen mehrerer Variablen:
Ist f : U C R" — V C R™ in xy differenzierbar und g : V. C R™ — E in f(xg)
differenzierbar, so ist go f : U C R" — E in zq differenzierbar und es gilt

D(go f)(xzo) = Dg(f(wo)) o Df(xo).

Fiir n =1 gilt insbesondere: (g o f)'(z0) = Dg(f(z0)) (f'(z0))-

3. Ableitung von Abbildungen mit Werten in Produktrdumen:
Sei f = (f1,f2) : U C R" — Ej x Ey eine Abbildung in das Produkt der normierten
Vektorriume E1 und Eo. Die Abbildung f ist genau dann in xq differenzierbar, wenn

f1 und fs in xg differenzierbar sind. In diesem Fall gilt:

Df(x0) = (D fi(x0), D fa(x0)).

Beweis. Die Aussagen la) und 3. folgen direkt aus der Definition und den Grenzwertsétzen,
die Ausagen 1b) und 1c) folgen mit analogen Argumenten wie fiir Funktionen einer Va-
riablen. Wir lassen dies deshalb als Ubungsaufgabe.

Wir beweisen hier nur die Kettenregel. Wir setzen dazu yo := f(x¢), L := Df(xo) und
L = Dg(f(x0)) und betrachten die Abbildungen

(z) == f(x) — f(z0) — L(z — z0),
(y) — L

@
Y(y) =g 9(vo) — L(y — yo),
o(x) == (go f)(x) — (g0 f)(xo) — (Lo L)(x — o).

Nach Voraussetzung gilt
o) =o(llx —zol) fir z—zo  und  <(y) =o(ly —woll) firy— yo.

Es ist zu zeigen, dass o(x) = o (||z — z¢]|) fiir x — z¢ gilt. Da

o(x) = g(f(x)) — g(
= 9(f(@)) = g(yo) — L(f(x) = f(xo) — ¢ (x))
= (9(f(2)) = 9(y0) = L(f(x) = o)) + L(io())

s o ILe@)lE _ i WU E)e :
gentiigt es dazu 1151110 Ta—z0] =0 und xILHQ}O p =0 zu zeigen.

Da L : R™ — E linear ist, existiert eine positive Konstante C; € R, so dass
IL(p()||e < Cllp(x)|[rm fiir alle = € U.

Folglich ist ~
0< tim LD ¢ gy, Je@ler g

v |2 — ol a=ao ||z — @l
—_——

=0
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Dies zeigt den 1. Grenzwert. Sei ¢ > 0. Da lim % = 0, existiert ein § > 0, so dass

y—yo Y=o
[O(f @)l <ellf(x) = yollem  fiir alle 2 € U mit || f(2) = yollzm < 9.
Da f in zq stetig ist, existiert ein d; > 0, so dass
| f(x) —woll <6 fiir alle z € U mit ||z — 20| < 6.

Fiir x € U mit ||x — x9]| < d1 gilt also

[o(f(@)lle < ellf(z) = yollrm = elle(z) + Lz — z0)||rm
< elle(@)llrm + € - CLll — xo|[rm

und damit
UED 1@ o o e - aol < 60
|z — o] |z — 2o
——
2000
Wir erhalten daraus
OglimsupM <e-C Ve>O0.
PR (|

Daraus folgt
)

=0,
a=z0 ||z — |

womit die Kettenregel bewiesen ist.
Ist n =1,s0ist go f : U C R — E eine Funktion, die nur von einer reellen Variablen
abhéngt. Dann erhalten wir die folgende spezielle Form der Kettenregel fiir die Ableitung

in xo:

(9o f)(z0) = D(g 0 f)(x0)(1) = Dg(f(x0)) (Df(x0)(1)) = Dg(f(z0))(f (x0))-

Wir betrachten nun reellwertige Funktionen f : U C R” — R. Aus der Linearen Algebra
ist bekannt, dass es zu jeder linearen Abbildung L : R — R einen eindeutig bestimmten
Vektor vy, € R™ gibt, so dass

L(a) = (vL,a>Rn VaeR".

Definition 6.4. Sei f : U C R" — R eine in xg € U differenzierbare Funktion. Der
Gradient von f in xg ist der Vektor gradf(xo) € R™, definiert durch

Df(20)(a) = Vaf(wo) = (gradf(ao),a) VaeR".

Definition 6.5. Sei f : U C R" — R in x¢ € U differenzierbar. Dann heifit xg regularer
Punkt von f, wenn gradf(xo) # 0.



190 6 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Ist gradf(zg) = 0, so sind alle Richtungsableitungen von f im Punkt 2y Null. In den
reguldren Punkten xy € U gilt:

Satz 6.4 Sei f: U C R" — R in xg € R" differenzierbar und xo eine reqularer Punkt
von f. Der Gradient gradf(zg) € R™ gibt diejenige Richtung an, in der die Funktion f im

Punkt xo am schnellsten wdchst, also die Richtung mit der grofiten Richtungsableitung.

Beweis. Sei a € R™ mit [|a|| = 1. Dann folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

CcSsU
Vaf(zo) = (gradf(zo),a) < |lgradf(zo)| - [|a] = llgradf(zo)- (*)
Fiir a := % gilt in (*) die Gleichheit. Dies ist die einzige Richtung a fiir die

in (*) Geichheit gilt, denn wie wir wissen, gilt in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
genau dann die Gleichheit, wenn beide Vektoren linear abhéngig sind. Die Gleichheit in
(*), also der maximal mogliche Wert von V,f(z¢), bei ||al| = 1, wird somit genau dann

angenommen wenn a in die Richtung von gradf(zg) zeigt. ad

Um eine weitere geometrische Bedeutung des Gradienten kennenzulernen, betrachten wir

die Niveauflachen einer Funktion.

Definition 6.6. Sei f : U C R" — R eine differenzierbare Funktion und ¢ € Im(f).
Dann heif$t
M. ={zeU]| f(x)=c} CR"

Niveaufldche von f zum Niveau c.

Beispiel: Hohenlinien

Wir betrachten die Abbildung, die die Hohe eines Ortes iiber dem Mehresspiegel angibt:
f:UCR? —R
(z,y) — Hohe des Ortes tiber dem Meeresspiegel.

Dann sieht man die Niveauflachen von f als Hohenlinien auf der Landkarte.

z

Definition 6.7. Sei p € M, ein regulirer Punkt auf einer Niveaufliche von f. Der Tan-
gentialraum an die Niveaufldche M. im Punkt p € M, ist die Menge der Vektoren
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X eR" | 3 differenzierbare Kurve v : (—e,e) — M. C R™ mit
M, = { 3

7(0) =p, ¥(0) = X

Die Vektoren X heifien Tangentialvektoren an M. im Punkt p. Die Ebene p + T, M. heifst
Tangentialebene in p € M,.

Satz 6.5 Sei f : U C R" — R differenzierbar und p € M. ein requlirer Punkt von f.
Dann gilt fiir jeden Tangentialvektor X € T, M.

gradf(p) L X.

Beweis. Sei vy : (—e,e) — M, eine differenzierbare Kurve mit v(0) = p und +/(0) = X.
Da M, die Niveaufliche zum Funktionswert c ist, gilt f(v(t)) = ¢ fir alle t € (—¢,¢).
Nach der Kettenregel ist dann

0= (f27)(0) = Df(7(0))(7'(0)) = Df(p)(X) = (gradf(p), X).

Also steht der Gradient gradf(p) senkrecht auf X, d.h. grad f(p) L X. O

Wir werden spéater sogar noch mehr zeigen: Ist p € U ein regularer Punkt von f, so gilt
fiir die Niveauflache M., die p enthéilt

T, M, = (grad f(p))" = {X € R" | {gradf(p), X) = 0}.

Somit ist der Tangentialraum 7, M. C R" ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum, den man

mit Hilfe des Gradienten von f berechnen kann.

Beispiel: Der Tangentialraum an die Sphdre.
Sei f: R? — R die Funktion f(x,v,2) := 22 + y? + 22 und r eine positive Zahl. Dann ist

die Niveaufliche von f zum Niveau r2 gleich der Sphiire vom Radius r im R3:
S% = {(x,y,2) €eR3 | 2® + 9> + 2° = r’} = M.
Behauptung: Fir den Tangentialraum an die Sphére gilt:

T,5? = {X € B*| (X,p) = 0},

grad f(p)
D P —+ TpMc

Um das zu beweisen, bestimmen wir zunéchst den Gradienten von f. Sei p = (p1, p2, p3)
und h = (hq, ha, h3). Dann gilt:
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f(p+h) — f(p) = (2p1h1 + 2p2ho + 2pshs) + (kT + h3 + h3)

= (2p, h) + [Inl
—— ~——
=D f(p)(h)=(gradf(p),h) o(lIn11)

Folglich ist gradf(p) = 2p und wir erhalten fiir den Tangentialraum an die Sphére nach
Satz 6.5:
T,82 C {X € R*| (X,p) = O},
Andererseits: Sei X € R3 ein Vektor mit (X,p) = 0. Wir betrachten die differenzierbare
Kurve 7 : (—¢,¢) — 52,
X

~(t) := cos (T‘t) -p+sin (H):Ht) . H;H - X

Das Bild von « liegt auf der Sphére, und es gilt v(0) = p und /(0) = X. Wir erhalten
folglich X € 7,52 und somit

{X € B* | (X,p) = 0} C T,52.

Satz 6.6 (Mittelwertsatz fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen)
Sei f:U C R" — R eine differenzierbare Funktion und x,y € U zwei Punkte in U, fir

die die gesamte Strecke Ty zwischen x und y ebenfalls in U liegt. Dann existiert ein & € Ty
mit £ # x, £ £y, so dass

fy) — f(z) = (gradf(§),y — z)rn = Df(§)(y — 2).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung A : [0, 1] — R definiert durch h(t) := f(z+t(y—=x)).
Nach Voraussetzung ist h auf [0, 1] differenzierbar. Daher exis-

tiert nach dem Mittelwertsatz von Lagrange ein 6 € (0,1) mit
h(1) — h(0) = B'(0) - (1 — 0) = 1/(0). UcCR"
Nach Definition von A und aufgrund der Kettenregel ist dies dquivalent zu

fly) = f(@) =Df(z+0(y —2))(y —x) = Df(E)(y — x). =

Satz 6.7 Sei f: U — E differenzierbar und U offen und bogenzusammenhdngend.

1. Df(x) =0 firalexeU <= f istkonstant.
2. Ist E =R, so gilt: gradf(x) =0 firalexecU <= f ist konstant.

Beweis. (1) Wenn die Abbildung f konstant ist, so gilt fiir jede Richtungsableitung

_ gttt = fle) . 0
Vol =i T iy

und somit Df(x) = 0.
(2) Sei Df(z) =0 fiir alle x € U und sei xy € U ein fixierter Punkt. Da U offen ist, exis-
tiert ein e(zg) > 0, so dass K (zg,e(xg)) C U. Fiir a € R™ mit ||a|| = 1 ist die Abbildung
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va i (—e(xp),e(zp)) — R

% t — wa(t) = f(zo + ta)

U wohldefiniert und differenzierbar und es gilt nach Kettenregel

ol (t) =Df(zo+ta)(a) =0 Vte (—e(xg),e(x)).
Folglich ist ¢, auf (—&(xg),e(xzg)) konstant. Da aber ¢,(0) = f(xp) fir alle a € R™ mit
lla]] = 1, ist f auf K (z0,e(z0)) konstant. Seien nun x,y € U beliebige, aber fixierte Punkte.
Da U bogenzusammenhéngend ist, existiert eine stetige Abbildung o : [0,1] — U C R"
mit ¢(0) = z und o (1) = y. Wir betrachten die offene Uberdeckung {K (o (t), e(a(t)) o,
von o([0,1]). Da [0, 1] kompakt und o stetig ist, ist auch o ([0, 1]) kompakt.

Folglich existiert eine endliche Teiliiber-
deCkung K(U(t1)7 61)? SRR K(U(tr)a g'r)
von o([0,1]). Auf jeder dieser offenen

Kugeln gilt aber

flmg(tj)ﬁj) = konst. = f(o(t;)).

Daraus folgt

f(z) = flo(tr)) = [(x1) = f(o(t2)) = [(a2) = ... = [(a(t2)) = [ (),

mit x; € K(o(t;),e;) N K(0(ti+1),€i+1). Folglich ist f auf U konstant. O

Wir wissen aus Kapitel 2, dass jede bogenzusammenhiangende Teilmenge eines metri-
schen Raumes auch zusammenhéngend ist, die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
Eine offene Teilmenge U C R”™ ist aber genau dann zusammenhingend, wenn sie bo-
genzusammenhéngend ist (siehe Ubungsaufgaben). Satz 6.7 gilt somit auch fiir offene,

zusammenhéngende Mengen U C R™.

Wir haben bisher einer in xg € U differenzierbaren Funktion f : U C R" — E folgende

Daten zugeordent:

e FEine lineare Abbildung Df(zg): R" — E (das Differential von f)
e Die Vektoren V,f(zg) € F (die Richtungsableitungen von f).
e Im Falle £ =R, den Vektor gradf(zg) € R®  (den Gradienten von f).

Wie wir aus der Vorlesung iiber Lineare Algebra wissen, ist jede lineare Abbildung L :
R"™ — FE durch ihre Werte auf den Vektoren einer Basis eindeutig bestimmt. Fiir den

Vektorraum R™ bietet sich hier die kanonische Basis e = (e, ..., e,) mit

e; :=(0,...,0,1,0,...,0), mit 1 an der i-ten Stelle ,
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besonders an. Im néchsten Abschnitt werden wir die Differentiale von f durch die Vektoren
Df(zo)(ei) = Ve, f(x0) € E beschreiben.

6.2 Die partiellen Ableitungen

Definition 6.8. Sei f : U C R" — E eine Abbildung und w € U. Man sagt: [ besitzt
inu € U die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate, wenn die Richtungsableitung

Ve, f(u) von f in xo in Richtung e; existiert.

Bezeichnung:

af . o flutte) — f(u)

B, (u) := Ve, f(u) = %E)I(l) ; € E.
Sei u = (uy,...,up) € U ein fixierter Punkt und ¢; : (u; —e,u; + ) C R — E die
Funktion

i) == flur, ... U1, Ty Ui 1, ey Up).

Dann gilt nach Definition

L) = i),

Dies motiviert den Namen partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R, definiert durch f(z,y) = sin(zy?).

Die partiellen Ableitungen sind dann

Oi 2 2 ﬁ _ 2
5 (&Y) =y~ cos(zy”) und 3y (z,y) = 2zy cos(zy”).

Satz 6.8 Ist f : U C R" — FE in u € U differenzierbar, so existieren die partiellen

Ableitungen %(u),... O (4) und es gilt

? Oxy,
n 8f . .
Df(u)(h) :Zhig(u), wobei h = (hi,... hy) € R™.
i=1 t

Beweis. Nach Satz 6.2 wissen wir, dass die Richtungsableitungen V., f(u), und somit die

partiellen Ableitungen von f in u € U existieren. Auflerdem folgt aus der Definition der

n
partiellen Ableitungen fir h = (h1,...,hy) = Y hie;:
i=1

O

DF(n) = Diu) (Y hier) = 3 hi- Diw)er) = 3 i)
i=1 i=1 i=1 !

Aus Beispiel 1 in Abschnitt 6.1. wissen wir, dass die partiellen Ableitungen existieren
konnen, ohne dass die Funktion differenzierbar ist. Wir fragen wir uns deshalb, wie man
den partiellen Ableitungen ansehen kann, ob die Funktion differenzierbar ist. Dazu geben
wir ein hinreichendes Kriterium fiir den Fall von Funktionen mit Werten in einem endlich-

dimensionalen Vektorraum E = R™ an.
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Satz 6.9 (Hinreichende Bedingung fiir Differenzierbarkeit)

Sei f : U C R" — R™ eine Abbildung und v € U. Falls die partiellen Ableitungen
(%fl, el 887]; U C R* — R™ existieren und im Punkt u € U stetig sind, so ist f in
u € U differenzierbar.

Beweis. (1) Es gentigt, die Behauptung fiir reellwertige Funktionen zu beweisen:

Sei f = (f1,...,fm) die Komponentendarstellung von f. f ist genau dann in u € U
differenzierbar (bzw. stetig), wenn alle Komponenten f1,..., f,, in u € U differenzierbar
(bzw. stetig) sind. In diesem Fall gilt dann auch D f(u)(h) = (D f1(u)(h),..., D fm(u)(h)).
Die Behauptung des Satzes gilt somit fiir f, wenn sie fiir jede Komponente f; gilt.

(2) Seinun f:U C R"™ — R reellwertig, u = (uy,...,u,) und h = (hy,...,h,) € R" so
klein, dass w + h € U. Dann gilt

P+ 1) = F(u) =  (ur + Bsitzy oo vtn) = F (urse )
+ f(uy + hi,us + ho,us, ..., uy) — f(ur + hy,ug, ... uy)
+f(u1+hlau2+h2,u3+h37u47"'7un)_f(ul+h17u2+h25u37"'7un)

+f(ul+h’17"'7un+hn)_f(ul+h1;"'7un*1+hn71aun)-

Wir betrachten die Funktion g;(x) := f(z,ue,...,u,). Nach Voraussetzung existiert die
Ableitung ¢ (x) = g—i(x, U2, ..., Up) . Wenden wir den Mittelwertsatz auf g; an, so erhal-

ten wir eine Zahl & zwischen u; und uy + hq, so dass gilt

0
fur+ hiyug, ..o un) — f(ur,...,up) = hy - —af (&1, ug,y ..o uy) .
T
Analog existiert fiir alle j € {2,...,n} ein §; zwischen u; und u; + hj, so dass gilt

f(u1—l—h1,...,uj+hj7uj+1,...,un) —f(ul+h1,...,Uj_1+hj_1,Uj,...,Uj)
of

:hj . 67(2“ Jrhl,...,uj‘,l +hj,1,£j,uj+1,...,un).
Tj

=:¢j=c;(h)

Folglich gilt

Fuem =10 =Ygl @) = gl + on(5he) - 7Lw).
J = = j

=:L(h), L linear =: R(h)

Es bleibt zu zeigen, dass R(h) = o(]|h||) fiir A — 0. Mit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

chung erhalten wir:

R =300+ (5 ) = g2 w) | 2 ai -,
1
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wobei b := (by,...,by,). Folglich gilt

[R(R)]
2]

0<

< [[o(M)]l-

Fiir h — 0 gilt ¢;(h) — v und somit wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in u
auch b;(h) — 0, also ||b(h)| — 0. Daraus folgt

RO

h—0 ||Al]]

Folglich ist f in u € U differenzierbar und es gilt

Bemerkung:

1. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ist nicht notwendig fiir die Differenzierbarkeit.
Als Beispiel betrachten wir dei Funktion f : R?> — R mit

Fny) = (2% + y?) sin (\/J;Ty?) fiir 22 +y? >0,

0 flir =9y =0.

fist in (0, 0) differenzierbar, aber und smd in (0,0) nicht stetig (Ubungsaufgabe).
2. Eine Funktion f kann in v € U dlfferenmerbar sein, ohne dass die partiellen Ablei-
tungen in einer Umgebung von u existieren. Als Beispiel betrachten wir f : R? — R
definiert durch f(z,y) = |zy|. f ist in (0,0) differenzierbar, es existiert aber keine

Umgebung von (0,0), auf der die partiellen Ableitungen existieren.

Satz 6.10 (Kettenregel fiir partielle Ableitungen)
Seien g1,...,9m : U CR" — Rinu e U und f : R™ — E in (gl(u),...,gm(u))
differenzierbar. Dann ist die Abbildung F': U C R" — F,

F(:L’) = f(gl(x>v s ,gm(:v)),

inu € U differenzierbar und fiir die partiellen Ableitungen gilt

8xz Z 893 f (gl(u),...,gm(u))‘

= z ay]

Ist n =1, so gilt insbesondere:
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Beweis. Wir betrachten g : U C R™ — R™, definiert durch g(x) := (g1(x),..., gm(x)).
Dann gilt F' = fog und nach Kettenregel fiir die Differentiale DF'(u) = D f(g(u))o Dg(u).
Fiir die partiellen Ableitungen folgt daraus

2 () = DF()(e) = D) (Dylu)(en) = Df(s (Zpg] )-e5)
=Df(g(u>)( gfj &) = Zgij (g(u))(e;)
j=1 v
Z %) 5 gt

Aus der Vorlesung tiber linearen Algebra ist bekannt, dass man lineare Abbildungen durch
Matrizen beschreiben kann. Wir erinnern nochmal an das Verfahren:
Sei V™ ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und a = (a1, ..., a,) eine Basis von

V™. Dann ist die Abbildung ¢, : V — R",

€

= ou( Y ) =

=1
N— Tn

=v
ein Isomorphismus der Vektorraume. Sei nun W™ ein weiterer endlich-dimensionaler re-
eller Vektorraum, b = (by,...,by,,) eine Basis in W™ und L : V" — W™ eine lineare
Abbildung. Dann kann man L die durch das folgende Diagramm definierte (m x n)-Matrix
M (L) zuordnen:

v Lo w
%i \L(ﬁb
R" %) R™ .
Dann gilt
ME(L) = (p(L(ar)) dn(L(az) ... du(L(an))).
In der i-ten Spalte dieser Matrix stehen also die Komponenten des Vektors L(a;) beziiglich
der Basis b.

In diesem Sinne ordnen wir nun dem Differential einer differenzierbaren Abbildung f :
U C R" — R™ eine (m x n)-Matrix zu:

Definition 6.9. Sei f : U C R" — R™ eine in u € U differenzierbare Funktion. Die
Jacobi-Matriz von f im Punkt w € U ist die (m x n)-Matriz M (D f(u)), die der linearen
Abbildung D f(u) : R™ — R™ beziiglich der kanonischen Basen in R™ bzw. R™ entspricht.

Wir erhalten die folgende Formel fiir die Jacobi-Matrix:
Sei f = (f1,..., fm) die Komponentendarstellung von f. Dann gilt:
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M(Df(w) = (6(Df@)(e)) ... de(Df(w)(en)))
~(0(Zw) o a(ptw))
L 8w ... 9i(u
Yotw) Ya(w) ... ()

Fir m = 1 stimmt die Jacobi-Matrix der reellwertigen Funktion f : U C R” — R mit
ihrem Gradienten iiberein:

n

grad f(u) = > {arad f(u),es) e = 3 DF)(er) e = Y 50 (u) e
i=1 ' !

i=1 1=1
_(0f of
= (Gor (g w).
Insbesondere kann man die Jacobi-Matrix von f = (f1,..., fm) : U C R® — R™ auch

durch die Gradienten der Komponentenfunktionen ausdriicken:

grad fy (u)
rad fo(u
M(Ds) = | FR

grad f, (u)

Wir definieren als néchstes die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung.

Sei f: U C R" — FE eine Funktion, fiir die die partielle Ableitung gT{i :UCR" — F
existiert. Wenn die partielle Ableitung der Funktion g—é : U C R" — FE nach der j-ten
Koordinate existiert, so bezeichnet man sie mit

?f 0 (of
695]895,- o 823]‘ 8331 '

Auf diese Weise entstehen partielle Ableitungen hoherer Ordnung. Die Funktion

orr a( o1y

8l'ik ce 8:@-1 &vlk 81‘1,971 ce &ril

):UCR”—>E

heiit (falls sie existiert) k—te partielle Ableitung von f nach den Variablen z;,, ..., x;, .

Insbesondere schreibt man zur Abkiirzung
of _oF

Definition 6.10. Eine Funktion f : U C R" — E heifit k-fach stetig differenzierbar,
Ck-Funktion oder von der Klasse C*, k € N, wenn alle partiellen Ableitungen von f der

Ordnung < k existieren und stetig sind.
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Bezeichnung: C*(U,E):={f:U — E | f C*-Funktion}.
Offensichtlich gilt fiir £ € N
CHMU,E) c C*YU,E) c C*2(U,E) ... c C°(U, E).

Wir fragen uns nun, ob man bei den hoheren partiellen Ableitungen die Reihenfolge der
Ableitungen vertauschen kann. Wir betrachten zunéchst zwei Beispiele:
Beispiel 1: Sei f : R?> — R die Funktion f(z,y) := 23y

Dann erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung

of o292 Of _ 9.3 .0 a2 Of
ax(a:,y)—?):cy, ay(a:,y)-%:y sowie ayax(x,y)—Ga: y—axay(x,y).

In diesem Fall kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach x und y vertau-

schen.

Beispiel 2: Wir betrachten die Funktion f : R? — R, definiert durch

o xy% fir (z,y) # (0,0),
f(z,y) {0 fir (z,y) = (0,0).

Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir in (x,y) # (0,0):

g(:c ) = et 4 day? — ¢ %(x ) _$x4—4x2y2—y4
(91‘ 7y - y (1_2 +y2)2 9 8y 7y - (;1?2 +y2)2
In (x,y) = (0,0) gilt:
t,0) — t) —

ox t—0 t dy t—0 t

Fiir die 2-fachen partiellen Ableitungen in (0, 0) folgt:
2 95(0,t) — 9L(0,0 97(t,0) — 9L(0,0

E(O,O):hm 83:( ) ) dx( ’ ) :_1, af (0,0)th ay( ) By( ) — 1
0yox t—0 t 0xdy t—0 t

In diesem Fall kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nach x und y also

nicht vertauschen.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass man die Reihenfolge

der partiellen Ableitungen vertauschen kann.

Satz 6.11 (Lemma von Schwarz) Sei f € C*(U,R™) eine k-fach stetig differenzierba-
re Funktion. Dann sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k unabhdngig von der
Reihenfolge des Differenzierens. Insbesondere gilt fiir f € C?(U,R™)

0 f B 0% f
8.%1'(91']' N 8:1@36301
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Beweis. Es gentigt wieder, die Behauptung fiir reellwertige Funktionen zu zeigen. Aufler-
dem geniigt es, fiir jede C?-Funktion f: U Cc R?> — R

02 f &2 f

a$161‘2 N 8.7128%1

zu zeigen. Die Behauptung die fiir partiellen Ableitungen héherer Ordnung beweist man
dann durch Induktion. Sei u = (u1,u2) € U und seien h = (hy,h2) so gewahlt, dass
hi, hs # 0 und

[ur — |ha], w1 + |ha]] X [uz — |he|,uz2 + |he|] C U.
Wir betrachten die Funktion ¢(z) := f(z,u2+ h2) — f(x, u2). Dann ist ¢ auf dem Intervall
[ur — |hil, u1 + |h1]] differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein &; zwischen uy

und u1 + h1, so dass gilt

@(ur +h1) — (ur) = hy - ¢'(&1).

Sei nun

F(hi,h2) == f(ui + hi,uzs + ha) — f(ur + hi,u2) — f(ur,ug + ha) + f(u1,uz).
Dann gilt
F(hi,hy) = o(u1 + h1) — @(u1) = h1 - ¢' (&)
=M (iﬁ(&,uz + hy) — gg{l(éhw)) -

Da die Funktion aa—;l auf U nach der 2. Variable differenzierbar ist, konnen wir den Mit-
telwertsatz auch auf die Funktion g—afl(&, -) anwenden. Es existiert also ein £ zwischen ugy
und us + hs, so dass

0? f

F(hi,ha) =hy-hg- Dadts (€1,&2) - (*)

Verfahrt man analog mit der Funktion ¢ (z) := f(uj + h1,x) — f(u1, ), so existieren nach

dem Mittelwertsatz ein §~1 zwischen vy und u; + hq und ein §~2 zwischen us und us + ho,

so dass
F (o) =hiho- 22T (6.6) (1)
1,1t2) — 11 2 8$16$2 1,82)-
Da hi, he # 0, folgt aus (x) und (*x)
o*f 2f
axla (51752) a (517{2)
Bei h = (hi, hy) — (0,0) konvergieren sowohl (£, &) als auch (£1,&) gegen u = (u1, up).

Da die partiellen Ableitungen 8:6612ng und aggxl in (u1,u2) nach Voraussetzung stetig sind,

folgt mit h = (1, ko) — (0,0)

O*f 0 — O*f "
Ox10x9 09011
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Bemerkung: In der Literatur wird oft die folgende Bezeichnung fiir die partiellen Ablei-

tungen benutzt:

fx =

of 0 <8f> 0% f

o T =5y \ar) T agen

6.3 Die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Wie Funktionen einer reeller Variablen, kann man auch Funktionen mehrerer reeller Va-
riablen durch ihre Taylorpolynome approximieren. Um dies zu beschreiben fithren wir

zunachst einige Bezeichungen ein.

Definition 6.11. Ein Multiindex ist ein n—Tupel von natirlichen Zahlen o = (aq, ..., o),
a; € No. Die Zahl |a| := a1 +. . .+ay, heifit die Ordnung des Multiindex und wir definieren
al:=(a1l) ... (o). Firy=(y1,...,yn) € R™ sei

Yyt =yt ey
Fiir eine Funktion f:U C R™ — R bezeichne (sofern existent)

olel - olel

Oz "~ (Oxy)™ -+ (Oxp)n

Satz 6.12 (Taylorformel)
Sei U C R™ offen und f € C*1(U,R). Seien xo,x € U zwei Punkte, fiir die die Strecke

ToZ in U liegt. Dann existiert ein & € Tox mit £ # xg, € # x, so dass

™ k+1
@)=Y 28 @+ Y 2 @),

al 0z@ al Jx®
|o|<k lo|=k+1
=: T (f, o) () =: Ry (f, o) (z)
k-tes Taylorpolynom k-tes Restglied

Beweis. Wir betrachten die Funktion g : [0, 1] — R mit g¢(¢) := f(xo + t(z — z¢)). Dann
ist g € C*1(]0,1],R). Wir wenden auf g die Taylorformel fiir Funktionen einer reellen

Variablen an und erhalten: Es existiert ein 6 € (0,1), so dass

k
1 1
1) = — 4@ (k+1) )
1) =3 57070) + o)
LagrangeTRestglied

Mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen erhalten wir:
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g'(0) = g(0) = f(x0).
g0 =3 2wy (a0 = 3 T o) (@ — o

i=1 la|=1
@)= S -2 (40 (@ 20)s - (& — 20); .
o0 = 3 ) ey (0
2
-y (%" %(m) (= x0)" (%)
laj=2

Der Faktor ', in (x%) ist notwendig, da in (x) % = % zweimal auftritt, wihrend
0L j J 7

% in (%) nur einmal vorhanden ist.
i

Analog erhélt man durch mehrfaches Anwenden der Kettenregel und etwas Kombinatorik

i1 olal
Z J: f (.’E - SC())Q.

al O:Ua
lov|=3

Damit folgt,

olel gk+1
ajs a|=k+1

mit & 1= xp + 0(x — x0). O

Definition 6.12. Sei f : U C R™ — R 2 mal stetig differenzierbar. Die symmetrische
(n x n)-Matriz

tess () = (oA

i,9=1,...,n
heifit Hesse-Matriz von f im Punkt u € U.
Wir betrachten die Spezialfélle der Taylorformel fir k£ = 0, 1,2 genauer.

Fir k = 0 erhalten wir aus der Taylorformel den Mittelwertsatz:

F) = Fao) + 3 2Le) - (@ - a0);

Fir £ = 1 besagt die Taylorformel

°f

(&) = f(ao) + {grad f(wo), 2 — o) +Zl 2L o)

1 0% f
2 S, ) (@ @0)i- (@ =20

1<j

= f(zo) + (srad f(w0), & — m0) + 3 (& — m0) Hess (€) (& — o)’
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Fir k£ = 2 erhalten wir
f(x) = f(zo) + (gradf(zo), x — o) + %(a: — 20) Hess f(z0) (x — z0)"

63
Y e m
|a|=3

6.4 Lokale Extrema fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Differentialrechnung Kriterien fiir das Vorlie-
gen lokaler Extremwerte fiir reellwertige Funktionen, die von mehreren reellen Variablen

abhéangen, herleiten. Dazu erinnern wir zunéchst an einige Kenntnisse aus der Vorlesung

Lineare Algebra.

Definition 6.13. Sei A = (A;;) eine symmetrische reelle (n x n)-Matriz. A heifst
positiv definit (symbolisch A >0), falls Azt >0 V= (x1,...,7,) €R?, x#0,

negativ definit (symbolisch A < 0), falls Azt <0 V= (x1,...,7,) €R?, z#0,
positiv semidefinit (symbolisch A >0), falls zAx' >0 V= (z1,.. ,xn) € R",
negativ semidefinit (symbolisch A <0), falls vAz' <0 V= (xq,...,7,) € R

Algebraische Fakten:
1. Jede symmetrische reelle (n x n)-Matrix ist diagonalisierbar, d.h. sie hat n reelle Ei-
genwerte.

2. Fiir eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix A gilt:

A>0 <= alle Eigenwerte von A sind positiv.
A< 0 <= alle Eigenwerte von A sind negativ.
A>0 <= alle Eigenwerte von A sind > 0.
A<0 <= alle Eigenwerte von A sind < 0.

3. Fiir eine symmetrische reelle (n x n)- Matrix (A4;;) bezeichne

Anr . Agg
Alk) = s
At - Agg
ihren k-ten Hauptminor. Dann gilt:
A>0 = det A(k) >0 V k=1,...,n

A<0 <= (~1)F-detA(k)>0 Vk=1,...,n

Definition 6.14. Se: U C R" eine offene Menge und f: U C R" — R eine reellwertige
Funktion. Man sagt:
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1. f nimmt in xg € U ein lokales Minimum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(z) > f(xo) fir alle x € U mit ||z — xo|| < €.

2. f nimmt in xg € U ein striktes (oder isoliertes) lokales Minimum an, falls ein € > 0
ezistiert, so dass f(x) > f(xo) fir alle x € U mit 0 < ||z — x| < €.

3. f mimmt in xo € U ein lokales Mazimum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(z) < f(xo) fir alle x € U mit ||z — xo|| < €.

4. [ nimmt in xg € U ein striktes (oder isoliertes) lokales Maximum an, falls ein € > 0
ezistiert, so dass f(z) < f(xo) fir alle x € U mit 0 < ||z — x| < €.

Sei f: U C R" — R differenzierbar. Dann heifit xy € U kritischer Punkt von f, wenn
Df(zo) = 0 (bzw. dazu dquivalent wenn gradf(xg) = 0). Anderenfalls heifit xo € U

requdrer Punkt von f.

Satz 6.13 Sei U C R™ eine offene Menge und f € C?(U,R).

1. Hat finxo € U ein lokales Mazximum (lokales Minimum), so ist xq ein kritischer Punkt
von [ und die Hesse-Matriz Hessf(xg) ist negativ semidefinit (positiv semidefinit).

2. Ist xg € U ein kritischer Punkt von f und die Hesse-Matrixz Hessf(xg) negativ definit
(positiv definit), so nimmt f in zqo ein isoliertes lokales Maximum (isoliertes lokales

Minimum) an.

Beweis. Wir zeigen die Behauptungen nur fiir den Fall eines lokalen Maximums. Die Aus-
sagen fiir das lokale Minimum folgt dann durch Ubergang von f zu —f.

(1) f habe in zp € U ein lokales Maximum. Sei a = (ai,...a,) € R". Da x( ein in-
nerer Punkt von U ist, existiert ein € > 0, so dass die Funktion g : (—¢,&) — R mit
g(t) = f(zo + ta) definiert ist. ¢ ist 2-mal differenzierbar und hat in ¢ = 0 ein lokales
Maximum. Folglich gilt ¢’(0) = 0 und ¢”(0) < 0. Aus der Kettenregel fiir Differentiale
folgt:

0=g'(0) = Df(z0)(a).

Dies gilt fiir alle a € R™. Folglich ist D f(z¢) = 0, also xg € U ein kritischer Punkt von f.
Aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt:

'(t) = t)) - a;

/10 =3 57,0100 o

" o
()= 3. g, VO - ity

7,7=1
Folglich ist
0>4"(0)= ~ 0% (z0) - aza; = aHessf(xo) a*

= &cixj 0 1 0 .

Dies gilt fiir alle a € R™, somit ist die Hesse-Matrix von f in xg negativ semidefinit.
(2) Sei zp € U ein kritischer Punkt von f und Hessf(z¢) < 0. Wir zeigen zunéchst, dass
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es eine Kugel K(xo,7) C U um z( gibt, so dass Hessf(£) < 0 fir alle £ € K (zg,r). Dazu
betrachten wir die Abbildung F : R" x U — R

F(a,z) :=aHessf(z)a" = . 82f'(x) - a;a;.

Da f zweifach stetig-differenzierbar ist, ist F' stetig. Da F'(a, xo) < 0 fiir alle a € R", existie-
ren wegen der Stetigkeit von F' fiir jedes a € R™ Kugeln K (a,e,) C R™ und K (g, pa) C U,
80 dass F| g (a,c.)x K (z0,ua) < 0- Wir betrachten nun die folgende offene Uberdeckung U der
Sphire "1 :={a € R" | ||la| = 1}:

U:= U K(a,eg).
aeSn—1
Da die Sphiire S”~! kompakt ist, kann man aus U eine endliche Teiliiberdeckung auswiihlen.
Es gibt also p1,...,px € S"! so dass

S C K(p1yep) U ... UK (PN, py)-

Wir betrachten nun die Kugel K(zg,7) um zp € U mit r := min(py,, . .. fip, ). Fir diese

Kugel gilt dann F'[gn-1, g < 0 und somit auch

Z0,T)
F|R”><K(:ro,r) <0.

Folglich ist die Hesse-Matrix Hessf(£) negativ definit fiir alle £ € K (zg, 7).
Wir approximieren die Funktion f nun bei xy durch das Taylorpolynom 1. Grades und

erhalten fiir alle x € K (xg,r) ein £ € Tox C K(xg,7), so dass

£(2) = £(zo) + (guad f(ro), — o) + 5 (& — w0) Hess (€) (z — a0)".

Da x( ein kritischer Punkt von f ist, gilt gradf(z¢) = 0. Auerdem wissen wir aus dem

oben Bewiesenen, dass die Hesse-Matrix Hessf(§) negativ definit ist. Daraus folgt
f(z) = f(zo) <0
fiir alle z € K(xg,r) mit 2 # xg. Dies zeigt, dass f in z( ein isoliertes lokales Maximum
hat. ad
Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : R® — R mit
f(z,y,2) := 35 — 62 + 2z + 22 — 2zy + 2y> + 2yz + 32°.

Wir wollen untersuchen, in welchen Punkten f lokale Extremwerte annimmt. Dazu gehen
wir folgendermaflen vor:

1. Bestimmen die kritischen Punkte von f: Sei p = (z,y, z). Es gilt

gradf(p) = (=6 + 2x — 2y, —2x + 4y + 22,2 + 2y + 62).
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Folglich ist p = (x, y, z) genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn das Gleichungssystem

2-2 0\ (=
2 4 2|]lyl=] o
026/ \z —2

erfiillt ist. Dieses hat genau eine Losung, namlich py = (8,5, —2).

2. Bestimme die Hesse-Matrix in den kritischen Punkten, also hier im Punkt pg:

92f  92f 9 f

Ozxdx Ox0y O0xdz 2 92 0
82 82 82

Hessf(po) = | ok 2L SL | o)=|-2 4 2| =H
*f 9 f  93f 0 2 6

0z0x 0z0y 020z

3. Untersuche Hessf(pg) auf Definitheit. Dazu kann man die Eigenwerte von H bestimmen

oder die Determinanten der Hauptminoren von H ausrechnen. Wir betrachten letzeres:
2 =2
det H(1) = Hy; = 2, det H(2) = det ( 5 4> =4, det H(3) = det H = 16.

Alle diese Determinanten sind positiv, folglich ist Hessf(pg) positiv definit. f hat in pg

somit ein striktes lokales Minimum. Weitere lokale Extrema existieren nicht.

6.5 Der Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus

Definition 6.15. FEs seien U,V C R™ offene Teilmengen des R™. Eine Abbildung
f:U —V heipt C*-Diffeomorphismus, k > 1, wenn Folgendes gilt:

1. f ist bijektiv und

2. f und f~' sind C*-Abbildungen.

Einen C'-Diffeomorphismus nennen wir auch kurz Diffeomorphismus. Ein Diffeomorphis-
mus heifit auch Koordinatentransformation, denn mittels der Abbildung f ordnet man
jedem Punkt aus V neue Koordianten zu. Wir werden spater sehen, wie niitzlich solche Ko-
ordiantentransformationen sind. Sie vereinfachen oft die Berechnung von Integralen oder
das Losen von Differentialgleichungen. Deshalb werden wie uns in diesem Abschnitt da-
mit beschiftigen, wie man feststellen kann, ob eine Abbildung f ein C*-Diffeomorphismus

(bzw. eine Koordinatentransformation) ist. Zunichst sehen wir uns drei Beispiele an.
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Beispiel 1: Polarkoordinaten in der Ebene

Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x (0,2m) — R?\ ([0, 00) x {0})

f(r, ) i= (rcos(p),rsin(p)). y

(r, ) heiflen Polarkoordinaten des Punktes
(@.1) = (r.9). T

Beispiel 2: Zylinderkoordinaten im R3

Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x (0,27) xR — (R?\ ([0, 00) x {0})) xR
[\ ——

Polarkoordinaten

f(ry@, z) := (rcos(p), rsin(p), 2).

(r,p,2) heien Zylinderkoordianten des Punktes
P=f(rp,z). ]

Beispiel 3: Kugelkoordinaten im R3

Wir betrachten die Abbildung
f : (07 OO) X (_gv %) X (0727‘-) - RS \ ([0,00) X {0} X R)

f(r,u,v) := (rcos(u) cos(v), r cos(u) sin(v), rsin(u)).

(r,u,v) heien Kugelkoordinaten des Punktes
P = f(r,u,v).

Die Bijektivitat der Abbildungen in den letzten drei Beispielen folgt aus ihrer geometri-
schen Konstruktion. Die Abbildungen sind offensichtlich C*°. Um zu iiberpriifen, ob die
inverse Abbildung ebenfalls C* ist, miiite man sie ausrechnen. Wir werden im folgen-
den eine Moglichkeit angeben, mit denen man sich die explizite Berechnung der inversen
Abblildung ersparen kann. Zunéchst hat man folgende notwendige Bedingung dafiir, dass

f U — V ein Diffeomorphismus ist.

Satz 6.14 Sei f : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen des R™. Dann
ist das Differential Df(z) : R — R™ fiir alle x € U ein Isomorphismus, und es gilt

(Df(2))~! = DfH(f(2)).
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Beweis. Da f stetig differenzierbar ist, ist f in jedem Punkt von U differenzierbar.
Wir wenden die Kettenregel fiir Differentiale auf die Abbildungen f o f~! = Idy und
f~'o f = Idy an und erhalten:

D(fof )y)=Df(f(y)oDf (y) = D(Iden)(y) = Idgn  und

D(f Yo f)(x) = Df ' (f(z)) o Df(x) = D(Idgn)(x) = Idgn.

Betrachten wir y = f(z), so folgt Df~'(f(z)) = (Df(x))~L. O

Bemerkung: Fiir Funktionen einer Variablen gilt auch die Umkehrung von Satz 6.14:
Sei f: U C R — R eine C'-Abbildung von einer offenen Teilmenge U C R mit f/(x) # 0
fiir alle x € U. Dann gilt:

1. V= f(U) CR ist offen und
2. f:U — V ist ein Diffeomorphismus.

In hoheren Dimensionen gilt diese Aussage nicht mehr! Als Beispiel betrachten wir die
Abbildung f : R? — R? definiert durch

f(z,y) := (e* cosy, e’ siny).

Diese Abbildung ist stetig differenzierbar (sogar unendlich oft) und fiir die Determinante

der Jacobi-Matrix von f gilt:

e*cosy —e’siny 5
det(Df(x,y)) = det =e™ > 0.
e’siny efcosy

Folglich ist das Differential Df(z,y) : R? — R? ein Isomorphismus fiir alle (z,y) € R2.
Aber f ist offensichtlich nicht injektiv, f also kein Diffeomorphismus, da f~! nicht global

existiert.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen eine C''-Funktion f wenigstens
lokal eine C'-Umkehrfunktion besitzt.

Definition 6.16. Eine Abbildung f : U C R® — R™ heifit lokaler C*-Diffeomorphsimus
um xo € U, wenn es (offene) Umgebungen U C U von o und V C R™ von f(zo) gibt, so
dass f|z : U—V ein C*-Diffeomorphismus ist.

Wir beweisen zunichst einen niitzlichen Hilfssatz.

Lemma 6.17. Sei f : U C R® — R" eine C*~Funktion, f = (f1,...,fn), @ C U ein

Quader und es gelte
ofi
al'j

(u)‘SM VueQ.

Dann folgt
1£(®) = f(a)| < n*M]b—al| Va,be Q.

Insbesondere ist f|q fir jede C'-Funktion f Lipschitzstetig.
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Beweis. Seien a,b € Q. Fiir jede Komponentenfunktion f; gilt

f Z (fz bl,...,bj,aj+1,...,an)—fi(bl,...,bj_l,aj,...,an)).

Jj=1

Wenden wir den Mittelwertsatz von Lagrange auf die Funktion f; in der j—ten Variablen

an, so erhalten wir ein §;; zwischen a; und b; mit

n of;
) = i) = 3005 = a) 3 by ),

J €Q

Daraus folgt
1fi(0) = fi@)] < Y |bj —aj| - M <n-M-||b—all
j=1

und damit

1F0) — Fa)] = (z (b — @) ) < T 35 —alf < n?Mlp—al. O

Satz 6.15 (Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus)

Es sei f:U C R — R™ eine C*-Abbildung von einer offenen Menge U C R", k > 1,
und xo € U ein Punkt mit det(Df(xo)) # 0 (das heifit D f(xo) ist ein Isomorphismus).
Dann ist f um xo ein lokaler C*-Diffeomorphismus, d.h. es existieren offene Umgebungen

U von zo und V von f(z0), so dass fl5 : U—V ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Beweis. 1. Schritt: Wir zeigen die Behauptung zunéchst unter der Zusatzbedingung, dass
Df (xo) = Idgn. Dann ist die Jacobi-Matrix von f im Punkt xy die Einheitsmatrix, d.h.

(mo) = 9;;. Wir wahlen nun einen Quader K C U, der xy als inneren Punkt

enthalt so dass gilt

(i) det(Df(x)) #0 Vaze€K,
(ii) ‘@fz() ggﬁ‘z(xo)kL Veek, Yijell,... n

2n?
(1) Im Folgenden zeigen wir, dass f auf K injektiv ist. Wir betrachten dazu die Abbildung
g(z) := f(x) — z. Dann ist g eine C'~Abbildung und es gilt

dgi afi _ |9/ ofi
‘8ZE]($)’ ‘890]( )_ K 8xj(m)_8:zj(

1

Aus dem Lemma 6.17 folgt dann

1
lg(b) — g(a)|| < n*- b —all=5llb—al Vabe K.

2n2

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir daraus

b= all = 1£(5) = F@)| < [(£(®) = )  (F(a) = )| = l9(6) — g(@)]| < 5 Ib—al
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und nach Umstellen
|6 —all <2[|f(b) — f(a)]| Va,beK. (4)

Somit ist f auf K injektiv. Da ¢ € Int(K), gilt auBerdem f(z¢) € f(OK).

(2) Als néichstes definieren wir die Umgebung V von f(z). Da K kompakt ist, ist auch der
Rand 0K kompakt. Da f stetig ist, ist f(0K) ebenfalls kompakt. Der Punkt f(z¢) liegt
nicht auf f(0K), deshalb hat er einen positiven Abstand zur kompakten Menge f(0K),
d.h.

dist( (z0), f(OK)) = inf{||f (o) — f(x)]| | = € OK} = d > 0.

Wir definieren nun die Umgebung V von f (o) durch

d n d
V= K(f(ro), ) = {y € R |y = fGao)ll < 5
Damit erhalten wir insbesondere

ly — flzo)ll < lly — f(x)| VyeV,VaedK. (B)

(3) Wir wollen nun die Umgebung U von z definieren. Dazu beweisen wir zunéichst, dass
fiir jedes y € V genau ein x € Int(K) existiert mit f(z) = y. Die Eindeutigkeit wurde
bereits in (1) gezeigt. Wir miissen also nur die Existenz nachweisen. Sei y € V gegeben.
Wir betrachten die Abbildung

gy : K — R
= gy(2) = |ly = f(@)|? = (y = f(2),y — f(2)).

Da K kompakt und g, stetig ist, nimmt g, auf K ein absolutes Minimum an. Die
Abschétzung (B) zeigt, dass dieses absolute Minimum nicht auf dem Rand von K an-
genommen wird, sondern im Inneren von K. Das heifit, es existiert ein ug € Int(K), in
dem g, sein absolutes Minimum annimmt. Wir zeigen nun, dass f(ug) = y gilt. Da ug
ein kritischer Punkt von g, ist, erhalten wir mit der Produktregel fiir Ableitungen von

Skalarprodukten

0= gggw - _2<§£<u0>,y - flu)).

Damit stehen alle Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix von g, im Punkt ug senkrecht auf
dem Vektor y — f(up). Da nach Wahl des Quaders K die Jacobi-Matrix in allen Punkten
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von K regulér ist, bilden ihre Spaltenvektoren eine Basis des R™. Folglich ist y — f(ug) der
Nullvektor, also f(ug) = y.

Wir setzen nun U := Int(K) N f~4(V). Dann ist U eine offene Umgebung von zo in U
und f|z U — V ist bijektiv.

(4) Wir zeigen nun, dass (f|7) " : V — U stetig ist. Aus (A) erhalten wir die Ungleichung

I(F1) (@) = (Flg) " Wl < 2llz —yll - Va,yeV.
Folglich ist (f \(7)*1 auf V Lipschitzstetig, also stetig.

(5) Wir zeigen als néchstes, dass (f|z)" : V — U differenzierbar ist. Sei dazu y =

flx) e V mit z € U und L, := Df(z). Wir zeigen, dass (f|~)~! in y differenzierbar ist.
U

Da f in z differenzierbar ist, gilt fir x + h € U

f(x+h)— f(z) = Lyo(h) + o(||h]]) fiir h — 0.
Daraus folgt
Lz (f(x +h) = f(z)) = h+ L (o([[A]))-
Setzen wir 1 := f(z + h), soist (f|z) " (y1) — (fl5) " (y) =+ h —2 = h und es folgt

(fle) ™ o) = (Flg) ™ () = Lz (1 — ) = Lz (o([1hI]))-

Da L' linear ist, miissen wir fiir die Diffenzierbarkeit von (f|;)™' in y nur noch das
Verhalten des Restgliedes untersuchen und —L,*(o(||h||)) = o(||y1 —y||) fiir y1 — y zeigen.
Da L;! linear ist, existiert eine Konstante C' € R*, so dass ||L;(v)|| < CJv| fiir alle
v € R". Daraus erhalten wir

L= L eURIDI _ . lloBDI . lleCIAIDI Ih]
STl Sl T R Tk — @)

Die Formel (A) zeigt uns, dass ||h| < 2| f(z 4+ h) — f(z)|], folglich gilt

L= L2 R ., oI
O =ul <% T ©

Da (f|ﬁ)_1 stetig ist, folgt aus y; — y, dass h — 0 und die Abschétzung (C) liefert
e
= L)
iyl —yll

Somit ist (f|7)~" in y differenzierbar und es gilt Df~'(f(x)) = (D f(z))~".

=0.

(6) Als letztes zeigen wir, dass aus f € C* auch (f]g)*l € CF folgt. Bezeichne zur
Abkiirzung g := (f] ﬁ)_l. Da die Jacobi-Matrix von ¢ in y € V die inverse Matrix der
Jacobi-Matrix von f in = g(y) ist, zeigt uns die Vorschrift zur Berechnung inverser
Matrizen, dass die partiellen Ableitungen von g in y rationale Funktionen der partiellen
Ableitungen von f in x sind, d.h. es existieren rationale Funktionen Rj; in n? Variablen,

so dass
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99 Ofi -
ay];(y)Zsz(axj(g(y)), Z,]Zl,...,n). (D)

Ist f eine C'-Funktion, so sind die partiellen Ableitungen von f stetig, g ist ebenfalls
stetig, somit sind die partiellen Ableitungen von ¢ ebenfalls stetig. Successives Ableiten
der Formel (D) zeigt, dass g k-fach stetig differenzierbar ist, wenn f k-fach stetig differen-
zierbar ist.

Damit ist die Behauptung des Satzes fiir den Fall bewiesen, dass D f(xz) = Idg» gilt.

2. Schritt: 'Wir zeigen nun die Behauptung des Satzes im allgemeinen Fall. Sei f eine
beliebige Abbildung mit den Voraussetzungen des Satzes. Wir setzen L := D f(xg)~! und
betrachten die Abbildung f:: Lof:U CR" — R"™ Dann ist feine C*-Abbildung und
es gilt nach Kettenregel

Df(xo) = DL(f(z0)) o Df(x¢) = Lo L™" = Idgn.

Wir konnen also auf f unsere Erkenntnisse aus dem 1. Schritt anwenden und erhalten

Umgebungen U von g und V von f(xo), so dass ﬂﬁ :U — Vein C*-Diffeomorphismus

ist. Dann ist f|g := L™'o ﬂﬁ :U — V' := L™Y(V) ebenfalls ein C*-Diffeomorphismus.
(]

Satz 6.16 (Globaler Umkehrsatz)
Sei f: U C R — R" eine C*-Abbildung von einer offenen Menge U und sei fiir alle
x € U das Differential D f(x) ein Isomorphismus. Dann gilt:

1. V:= f(U) C R" ist offen.
2. Ist f zusdtzlich injektiv, so ist f: U — V ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. (1) Nach Satz 6.15 existiert fiir alle z € U eine Umgebung U, von x und V; von

f(z), so dass f|y, : Uy — V, ein C*-Diffeomorphismus ist. Dann gilt U = |J U, und
zeU

fO) = flu.We) = Y Ve = V.
zelU zel
Die Menge V ist insbesondere offen.
(2) Ist f injektiv, so ist f : U — V = f(U) bijektiv. Da f|y, : Uy, — V, ein Ck-
Diffeomorphismus fiir alle U, C U ist und Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist,
ist f:U — V = f(U) ein (globaler) C*-Diffeomorphismus. O



6.6 Der Satz iiber implizite Funktionen 213

6.6 Der Satz iiber implizite Funktionen

Sei f = (f1,...,fm): U CRYN — R™ cine Funktion mit m-Komponenten, die von N
Variablen abhingt, wobei m < N. Wir betrachten das System der Gleichungen

fi(zr,..,an) =0,
fg(:lj‘l,... ,$N) = 0,

fm(l'l, ... ,J?N) = 0.

Oder in Kurzfassung: f(x) = 0. Dann stellen sich folgende Fragen:

e Hat dieses Gleichungssystem eine Losung?
e Von wievielen Parametern hingt die Losungsmenge ab? Wie ist die Abhéngigkeit (ste-
tig, differenzierbar, C*)?

e Kann man die Losungsmenge explizit beschreiben?

Um diese Fragen zu beantworten, versucht man, die Gleichungen nach einer oder mehreren
Variablen aufzulosen.

In der Vorlesung iiber Lineare Algebra haben Sie sich mit dieser Frage fiir den Spezialfall
linearer Gleichungssysteme beschéftigt. In diesem Fall ist f durch eine (m x N)-Matrix
A = (Ay;) und einen Vektor b = (by,...,by,)" definiert:

fk(xl,...,acN) = Apix1 + Apoxo + ...+ Apyany — b, =0 fir k=1,...,m.

In diesem Spezialfall gilt das folgende: Ist A eine Matrix von maximalem Rang, d.h. vom
Rang m, und seien oBdA. die letzten m Spalten von A linear unabhéngig. Dann kann
man das lineare Gleichungssystem Ax = b nach den letzten m Variablen auflésen, d.h. es

existieren eindeutig bestimmte Funktionen ¢ = (p1,...,¢m) : RV — R™ so dass

t
Ar =b — x:(:Ul,...,xN,m,gol(xl,...,:CN,m),...,gom(xl,...,xN,m)>.

Mit den Methoden der Differentialrechnung kénnen wir nun auch Aussagen iiber die
Auflésbarkeit von nicht-linearen Gleichungssystemen machen. Wir mochten auch in diesem
Fall Funktionen ¢ : W c R¥N=™ — R™ finden, so dass

flz)=0 <= z=(2,¢(2), z€W

Mit anderen Worten, wir wollen die Losungsmenge von f(z) = 0 explizit als Graph einer
Funktion ¢ beschreiben. Zunachst sehen wir uns drei Beispiele an, die Unterschiede zum

linearen Fall zeigen.
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Beispiel 1: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R mit
flz,y) =2"+y> — 1.

A
N . . o fla,y) =0
Die Losungsmenge dieser Gleichung ist die / \

Kreislinie S*. Man kann die Gleichung j

Es gibt hier also zwei Auflésungen ¢y der Gleichung. Beide sind nur auf dem Intervall

A

22 + %> — 1 = 0 nach y aufésen und erhilt

y==+V1—22= pi(x).

[—1,1] definiert und beschreiben nur einen Teil der Losungsmenge.

Beispiel 2: Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

flay) =z~
Man kann die Gleichung  — y® = 0 nach y auflésen und erhilt y = ¥z =: ¢(z). Die
Losungsmenge der Gleichung = — 3 = 0 ist der Graph der Funktion . Diese Funktion ist

im Punkt x = 0 nicht differenzierbar.
Beispiel 3: Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

fz,y) =2,

Die Losungsmenge der Gleichung f(x,y) = 22 = 0 ist die y-Achse. Man kann diese
Gleichung nicht nach y auflésen, es gibt aber eine Auflésung nach x: Der Graph von
x = 1 (y) := 0 beschreibt die y-Achse.

Im néachsten Satz geben wir Bedingungen dafiir an, wann man die Losungsmenge einer
Gleichung f(z) = 0 wenigstens lokal nach einer bestimmten Zahl von Variablen auflésen
kann, d.h. wann man sie lokal als Graph einer Funktion ¢ beschreiben kann. Dabei kann
man in der Regel zwar ¢ nicht konkret angeben, man hat aber Formeln fiir ihre Ableitun-

gen.

Satz 6.17 (Satz tiber implizite Funktionen)
Sei U C ( R™ : X ( R™ : offen und f : U — R™ eine C'-~Funktion. Wir betrachten
L1y Y1y yYm
einen Punkt (a,b) € U mit
1. f(a,b) =0, d.h. (a,b) lést die Gleichung f(x,y) =0, und
2. Die letzten m Spalten der Jacobi-Matriz von f im Punkt (a,b) sind linear unabhdngig,
d.h.,

h(a,0) Shab) .. $l(ab)
det : : : £ 0.
U (a,b) Y2(a,0) ... 5L2(a,b)
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Dann ezistieren offene Umgebungen Uy C U wvon (a,b) und A(a) C R™ von a, sowie eine

eindeutig bestimmte Funktion ¢ : A(a) C R™ — R™ mit

1 pla) =0, ! Y _(a,b) = (a,4(a))
2. f(x,p(x)) =0 fir alle x € A(a). S
3. f71(0) N Uy = graph(y), Tsa .
d.h., in einer Umgebung des Punktes (a,b) ist die =
a

Lésungsmenge der Gleichung f(xz,y) = 0 durch
den Graphen der Funktion ¢ beschrieben.
Dariiber hinaus gilt:
4. ¢ Ala) CR"™ — R™ ist differenzierbar.
5. Falls f € C*, so ist auch ¢ € C*.
6. Fir die partiellen Ableitungen der Funktion ¢ gilt:

<gi{ (m)) __ <C;‘Z(m,<p(x))> . <g£’“ (cw(m))) V€ Ala).

eRmXTL eRme eRan

Beweis. 1) Konstruktion von ¢ (d.h. Auflésung von f(z,y) =0 nachy = (y1,...,ym)):
Wir wenden dazu den Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus an. Wir betrachten die

Abbildung F': U C R™ x R™ — R"™ x R™, definiert durch
F(z,y) = (z, f(2,y)).

F ist eine C'-Funktion und nach Voraussetzung gilt:

E, 0
on . an
det DF(a, b) = det Gur 7T um (4, b) £ 0.
* . .
Ofm Ofm
1 " Dym

Nach Satz 6.15 existieren offene Umgebungen U C U um (a,b) und V C R" x R™ um
F(a,b) = (a,0),sodass I| : U — V ein C'-Diffeomorphismus ist. Da V offen ist, kénnen
wir eine offene Umgebung A(a) C R™ von a und einen Wiirfel (—¢,¢)™ C R™ wihlen, so
dass Vp := A(a) x (—¢,¢)™ C V. Sei nun Uy := F~1(Vy) € U. Dann ist Fly, : Uy — Vo
ein C'-Diffeomorphismus. Wir betrachten die inverse Abbildung (F|y,) "t : Vo — Up mit
den Komponenten

(Flo,) ™" =: (Fy, Fy).
T T

R™ RM
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\

Dann erhalten wir

(2,y) = F(Flu,) " M(z,y) = F(F (2,9), Fy (2,9)) = (F} (2,9), f(Fy (2,9), Fy (2,9))).

Folglich gilt
Fi(zy) ==
f(va{(x7y)):y V(l’,y)evb

Dies zeigt insbesondere, dass
(Flug) ™ (Ala) x {0}) = f71(0) N Up.
Wir definieren nun ¢ : A(a) C R™ — R™ durch

o(x) := Fy (z,0).

Dann gilt:

L p(a) = Fy (a,0) = b.

2. f(z,o(x)) = f(z,F; (2,0)) =0 fir alle z € A(a).
3.

F7H0)N U = (Fluy) ' (Ala) x {0}) = {(z, Fy (,0) | = € Aa)}
={(z,¢(z) | x € A(a)} = graph(e).

Die Eindeutigkeit der Funktion ¢ mit den Eigenschaften 1) - 3) folgt aus der Konstruktion.

2) Differenzierbarkeit von ¢:

Wenn f eine C*-Funktion ist, dann ist nach Definition auch F eine C*-Funktion. Nach

dem Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus ist die inverse Funktion (F|y,)~! ebenfalls

C*, das gleiche gilt dann auch fiir ihre Komponente F, . Da op(z) = F; (z,0), ist auch

¢ eine C*-Funktion. Nach Voraussetzung ist f mindestens C'. Somit ist ¢ auf jeden Fall

eine C'-Funktion, also insbesondere differenzierbar (siche Satz 6.9).

3) Die Formel fiir die partiellen Ableitungen von ¢:

Wir wenden die Kettenregel fiir partielle Ableitungen auf die Funktion
g:A(a) CR" — R™,

g(z) = f(z,0(x)) = f(x1,.. ., xp, 01(X1, ooy T0)y e ooy o (T, -y x,)) =0,

an und erhalten fiir z € A(a):
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_ 99
0= oz, (x)
_ ~ Of Oz; - of ey
Jj=1 =
=5y
_of — Of o1
Fiir die Komponenten (fi, ..., fi) der Funktion f bedeutet dies in Matrixschreibweise

- (Fen) = (o) o (5R@) . @

Da die Abbildung F|y, : Uy — Vj ein Diffeomorhismus ist, ist die Matrix (g—];’;(a:, cp(:c)))

fir jedes * € A(a) invertierbar. Nach Multiplikation der Gleichung (%) mit der Inversen

der Matrix (%(m, gp(:z))) erhalten wir fiir die Ableitungen von ¢

(33) -~ (St (Be)

6.7 Untermannigfaltigkeiten des RY und ihre Tangentialriume

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz iiber implizite Funktionen benutzen, um eine

Formel fiir die Tangentialebenen an gleichungsdefinierte Teilmengen des R herzuleiten.

Definition 6.18. Sei ¢ : U ¢ RY — R™ eine C*-Funktion und N > m.

1. Fin Punkt p € U heifit requldrer Punkt von ¢, wenn das Differential von ¢ im Punkt
p, d.h. Do(p) : RN — R™, surjektiv ist.

2. Bin Punkt ¢ € ¢(U) C R™ heifit regulirer Wert von ¢, wenn das Urbild ¢~*(c) C U
nur aus regquldaren Punkten von ¢ besteht.

3. Ist c € p(U) C R™ ein reguldrer Wert von ¢, so nennt man die Niveaumenge
M:={zcU|d(x)=c} cRY

gleichungsdefinierte (CF)-Untermannigfaltigkeit des RN der Dimension (N — m).
Eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit nennen wir auch kurz Kurve, eine 2-

dimensionale kurz Fldache.

Bemerkung:

o Ist m =1, also ¢ reellwertig, so ist D¢(p) genau dann surjektiv, wenn grade(p) # 0.
Unsere Definition stimmt also mit der in Abschnitt 6.1. fiir reellwertige Funktionen

gegebenen tiberein.
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e Das Differential D¢(p) : RY — R™ ist genau dann surjektiv, wenn die Jacobi-Matrix

(%(p)) maximalen Rang hat, also m linear unabhéngige Spalten besitzt. Wir kénnen
in diesem Fall den Satz iiber implizite Funktionen auf den Punkt p € M anwenden.
Somit besitzt jeder Punkt p einer (N — m)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M
eine Umgebung U(p) C M, die der Graph einer C*-Funktion ¢, : A, C R¥N=™" — R™
ist. Man kann U(p) also durch (/N —m) reelle Parameter aus A, eindeutig beschreiben.

(Dies ist der Grund dafiir, der Menge M die Dimension (N — m) zuzuordnen).

Wir erinnern nochmal an die Definition des Tangentialraums und der Tangentialebene an

eine Untermannigfaltigkeit aus Kaptitel 6.1:

Definition 6.19. Sei M C RN eine gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeit des RYN .
Der Tangentialraum an M im Punkt p € M ist die Menge der Vektoren

T,M = {v € RN | 3 diffb. Kurve v : (—¢,e) — M mit v(0) = p und 7'(0) = v.}
Die Tangentialebene an M im Punkt p € M ist die Ebene
Tanp,M = p+ T,M.

Der folgende Satz rechtfertigt diese Bezeichnungen. Er zeigt, dass T,M tatsédchlich ein
(N —m)-dimensionaler Unterraum des Vektorraumes RY ist, und T'an,M somit die durch

p und T, M aufgespannte Ebene.

Satz 6.18 Sei ¢ = (¢1,...,0m) : U C RV — R™ eine C¥-Funktion, ¢ € ¢(U) ein
regulirer Wert von ¢ und M = {x € U | ¢(x) = ¢} C RY eine gleichungsdefinierte
Untermannigfaltigkeit. Dann gilt fir den Tangentialraum an M im Punkt p € M

T,M = Ker D¢(p)
= {v e RY | Dg(p)(v) = 0}
= {v e RY | (grad¢y(p),v) = ... = (grado,(p),v) = 0}.

Ist ¢ reellwertig (m=1), so folgt insbesondere

T,M = (gradg(p))*.

Beweis. 1) Wir zeigen: T,M C Ker D¢(p):

Sei v € T, M. Dann existiert eine differenzierbare Kurve 7 : (—¢,¢) — M mit v(0) = p und
~'(0) = v. Da das Bild von v auf M liegt, gilt ¢(y(t)) = ¢ fiir alle t € (—¢,¢). Dann folgt
aus der Kettenregel 0 = £¢(v(t)) = D(7(t))('(t)). Fiir t = 0 erhalten wir Dg(p)(v) = 0,
also liegt v im Kern von D¢(p).

2) Wir zeigen: Ker D¢(p) C T,,M:

Nach Voraussetzung ist D¢(p) : RN — R™ surjektiv. Wir kénnen oBdA annehmen,
dass die letzten m-Spalten der Jacobi-Matrix von ¢ im Punkt p linear unabhéingig sind

(anderenfalls sortieren wir die Variablen des R um). Wir bezeichnen die Variablen des R
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mit (uq,...,uy). Wollen wir die ersten (N —m) von den letzten m-Variablen unterscheiden,

so benutzen wir wie im Satz iiber implizite Funktionen die Bezeichungen

(Ub ce s UN—my UN—m+1 - - - 7UN)-

::(Ilz'“yxl\l—m) ::(yla'“:ym)

Sei p = (p/,p") € RV=™ x R™. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es offe-
ne Umgebungen U(p) € M von p und A(p') € RY~™ von p/, sowie eine C*-Funktion
o : A(p') — R™ so dass graph(p) = U(p). Wir betrachten nun einen Vektor

V= (V1y., UNom; UN—mt1,---,UN) € RN-™ x R™.
Dann gilt:
_ 0k 1) ot
Do) =0 = (GEw) -0
N
elol B
<~ Z Tuj( ) 'j 0 Vk= 1, ,m
7=1
N—m 8¢ m 8¢
k k _
— ; 8.%'1( ) i _;ayl(p)UN_m—H Vk_:l? , M
OPx, A % 1\t
= (o) wr=-(5w) e
Py - P nt 11\t
=~ (%m) o(520)wr -
Satz6.17 oo, Nt 1N\t
T (920) () = ()
<  Do(p )W) =1".
Fiir einen Vektor v = (v/,v”) € Ker D¢(p) betrachten wir nun das Geradenstiick im

Definitionsbereich von ¢, das in Richung v’ durch p’ geht. Dieses ist durch o (t) := p’ + tv’

fiir t € (—¢,¢),  hinreichend klein, parametrisiert. Dann ist die Kurve 7 : (—¢,¢e) — RV,

differenzierbar, ihre Werte liegen auf M und es gilt

1(0) = (0(0), ¢((0))) = (#'.") = p,
7'(0) = (¢'(0), Dp(p)(0"(0))) = (', Dp(p)(v)) = (v/,v") = v.

Folglich gilt v € T, M. a
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Beispiel: Das einschalige Hyperboloid
Wir betrachten das einschalige Hyperboloid!

M = {(z,y,2) € R | 2% +¢* = 22 +1}.
M ist die Nullstellenmenge der Funktion ¢ : R? — R
mit
p(x,y,z) =22 + 22 — 22 — 1.
Da grado¢(z,y,2) = (2z,2y,—2z) # 0 fir alle
Punkte p = (z,y,2) € M, ist M eine 2-dimensionale

Untermannigfaltigkeit im R3. Fiir den Tangentialraum

in einem Punkt p = (p1,p2,p3) € M erhalten wir:

T,M = {v € R® | (gradg(p),v) = 0} = {(v1,v2,v3) € R | prus + pova = pvs}.

Der Beweis von Satz 6.18 zeigt, dass man den Tangentialraum einer gleichungsdefinier-
ten Untermannigfaltigkeit auch mit Hilfe der sie lokal explizit als Graph beschreibenden

Funktion ¢ ausdriicken kann. Wir formulieren dies abschliefend nochmal als Satz:

Satz 6.19 Seip: A C R" — R™ eine C*-Funktion, A offen, und bezeichne
M := graph(p) = {(z, p(z)) | x € A} CR"™™

den Graphen der Funktion ¢. Dann ist M eine n-dimensionale (gleichungsdefinierte) Un-

termannigfaltigkeit des R"™™ und fiir den Tangentialraum gilt

Tiop@)yM = {(vl, ey Un, Dgp(x)(v)) |veR"}

=v

—span{(l,o,..., ,SZ(QU)>,(0,1,...,0,;9;;(36)),...,<0,...,0,1,§Z($)>}.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢ : A x R™ — R, gegeben durch
o(z,y) == o(z) —y.
¢ ist von der Klasse C* und es gilt

¢71(0) = {(z,¢(2)) | = € A} = graph() = M.

Fiir die Jacobi-Matrix von ¢ im Punkt (z, p(z)) gilt

(Gt pten) = (G2 ~ ).

Folglich ist D(z, ¢(x)) surjektiv fiir alle p = (z, p(z)) € M. Somit ist M eine gleichungs-

definierte Untermannigfaltigkeit. Aus dem Beweis von Satz 6.18 folgt fiir den Tangential-
raum in p = (z,p(z)) € M
ToM = {(v1,...,vn, Do(z)(v)) | v e R"}
~——

=V

! Vielen Dank an Christoph Stadtmiiller und Thomas Neukirchner fiir die Bilder in §6.6 und §6.7.
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Beispiel: Das Paraboloid
Wir betrachten das Paraboloid

M= {(z.y.2) € B | 2 =a® 4+ 42 + 1}.
M ist der Graph der Funktion ¢ : R? — R, gegeben durch
p(z.y) =2 +y* + 1.
Fiir die Jacobi-Matrix von ¢ gilt:
dp ¢
— - =(2z 2y).
( 5 (&0 Y) ay(x,y)> (2z 2y)

Fiir den Tangentialraum im Punkt p = (z,y,¢(x,y)) € M erhal-

ten wir

TpM = {(v1,v2, 2201 + 2y2) | (v1,v2) € R?}
= span{(1,0,2x),(0,1,2y)}.

6.8 Extrema unter Nebenbedingungen

In Abschnitt 6.4 hatten wir Bedingungen fiir das Vorliegen lokaler Extrema einer C2-
Funktion f: U C R® — R hergeleitet. Oft benotigt man das Extremwertverhalten einer
Funktion, wenn die Variablen einer zuséitzlichen Nebenbedingung unterworfen sind. Sei
zum Beispiel f : R? — R eine Temperaturverteilung. Wir wollen dann z.B. wissen, was
die maximale Temperatur auf der Oberflache eines Gegenstandes im R? ist, und wo dieses
Maximum angenommen wird. Auch solche Fragen kann man in speziellen Fillen mit den

Methoden der Differentialrechnung behandeln.

Wir betrachten hier den Fall, dass die Nebenbedingungen in der Form eines Gleichungs-
systems
gl(azl, . ,xn) = 0,

92(5617 cee 7$TL) — 07

gm(z1, ..., xy) =0.
gegeben sind, d.h. als Nullstellenmenge einer Funktion g := (g1,...,9m) : U C R" — R™.

Definition 6.20. Man sagt, f nimmt in einem Punkt p € Ny := {x € U | g(z) = 0}
ein lokales Maximum (lokales Minimum) unter der Nebenbedingung g(x) = 0 an, falls ein

e > 0 existiert, so dass

flx) < flp) (f(z) = f(p)  VaeK(pe)NN,.
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Wir erinnern nochmal an folgendes Kriterium fiir lokale Extrema ohne Nebenbedingun-
gen?: Hat eine C'-Funktion f : U € R® — R ein lokales Extremum in p € U, so ist
gradf(p) = 0. Der folgende Satz verallgemeinert dieses Kriterium auf den Fall von Extre-
ma mit Nebenbedingungen und ist insbesondere anwendbar, wenn die Nullstellenmenge

Ny = g~1(0) eine (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Satz 6.20 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema unter Nebenbedingungen)
Seien f : U CR® — R und g : U C R® — R™, m < n, C'-Funktionen und p € U ein
Punkt mit g(p) = 0 und

rang (Dy(p) = rang ( 5% () ) = m

Hat f in p ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0, dann existieren

eindeutig bestimmte Konstanten Ay, ..., Ay € R, so dass

gradf(p) = A1 - gradgi(p) + ... + An - gradgm(p). (1)

Bezeichnung: Die Zahlen Ay, ..., A\, heilen auch Lagrange—Multiplikatoren.

Beweis von Satz 6.20. Da rang(Dg(p)) = m, konnen wir OBdA voraussetzen, dass die

ersten m Zeilen der Jacobi-Matrix von g im Punkt p linear unabhangig sind:
0 [¢)
g (P) - 52=(p)
det : : 70,
Agm 9gm
22 (p) - 522 (p)
(Anderenfalls ordnen wir die (z1,...,x,) entsprechend um). Dann hat das lineare Glei-

chungssystem

m

gy 0 .
ZAv-ai(p)zagfi(p)v i=1...,m, (2)

v=1

genau eine Losung (A1,...,\y,) € R™. Dies ist ein Teil der gesuchten Gleichung (1), er
enthalt die ersten m der insgesamt n Komponenten von gradf. Es bleibt zu zeigen, dass
(1) auch fiir die Komponenten i = m + 1,...,n erfiillt ist.

Wir bezeichnen p =: (p,p’) mit p = (p1,...,pm) und p’ = (Pm+1,-..,pn) und analog

x=:(Z,2') mit & = (z1,...,2m) und 2’ = (£y41,- .., 2,). Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen kann man
g($1,...,xm,xm+1,...,xn) =0
pY M
in einer Umgebung A(p') € R™ ™ nach x1,...,2,, auflésen, d.h., es existieren C'-

Funktionen
= (p1,- -, om)  A(p) — R™

2 Zur Erinnerung: Der Definitionsbereich U von f bezeichnet in diesem Kapitel immer eine offene Menge.
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so dass p(p') = p und

g(gpl(xm-‘rla . 7‘%.71)7 e 7(Pm<mm+1a .o -axn)7xm+17 B 71.71) =0.

Wir leiten diese Gleichung nach den Variablen z, fiir p = m + 1,...,n ab und erhalten

mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen:

av i gy
0= Z J Ld ')+ J (») Vv=1,...,m,

axz 8xu 8$u
bzw.
89” 6gv 0 _
axu Zamz Oxup) Vv=1,...,m. (3)

Wir betrachten nun die folgende C'-Funktion v : A(p’) — R:

Y(@Tmats s n) = fFlo1(@), s om(@), Tmats oo T0).
—_————
"E,
Nach Voraussetzung hat f in p = (¢(p'),p’) einen lokalen Extremwert unter der Nebenbe-
dingung g(z) = 0, daher hat v in p’ ein lokales Extremum. Folglich ist grady(p’) = 0 und
mit der Kettenregel folgt

0= =320 i Dm0 vu=m+1,.n

Oz, — Oz; Ox,, Ox,,
bzw.
of " of 0vi ,
_(p) = — . =m+1,...,n. 4
é,%(p) > a:Ei(p) a.,]Uu(p), Vp=m+1,....n (4)

Setzen wir (2) und (3) nacheinander in (4) ein, so ergibt sich

of @ 3gu Opi
D, (p) = ZZAU 5o, P axu @)

i=1 v=1
m 81)
3 Z)\y,ag (p) Yp=m+1,...,n. (5)
v=1 xu

Die Gleichungen (2) und (5) liefern

grad f(p Z Ay - gradgy, (p).
v=1 O

Wir setzen nun voraus, dass die Nullstellenmenge N, = g~1(0) eine n — m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Dann ist die Voraussetzung an ¢ in Satz 6.20 in jedem
Punkt p € N, erfiillt. Zur Bestimmung der lokalen Extrema von f| Ny © Ny — R kénnen
wir folgendermaflen vorgehen:

Wir definieren die Funktion F': U x R™ — R durch
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F(;Ul’ s qn, C1y . ')Cm) = f(l’) - ZCVQV(x)
v=1

und betrachten ihre kritischen Punkte (p, A). Dann gilt gradF'(p, \) = 0, d.h. die kritischen

Punkte von F erfiillen das sogenannte Lagrangesche Gleichungssystem

F
gml(p,)\)—o Vizl,...,n,
OF
aicy(p,)\)zo, Vl/zl,...,m.

Offensichtlich sind die kritischen Punkte (p, ) von F' gerade diejenigen Punkte p € Ny, in
denen die notwendige Bedingung (1) aus Satz 6.20 erfiillt ist. Wir kénnen also Satz 6.20

folgendermaflen umformulieren:

Folgerung 6.1 Sei f : U C R — R eine C'-Funktion und N, C U eine (n — m)-
dimensionale gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeit, wobei g = (g1,...,gm). Wir be-
zeichnen mit F': U x R™ — R die Funktion

m
F(xb cey Ty CLy e ey Cm) = f($) - ch/gu(x)'
v=1
Dann gilt: Hat f\/\/g : Ny — R in p € N, einen lokalen Extremwert, so existiert ein
(eindeutig bestimmtes) X\ = (A1, ..., Am) € R™, so dass (p, \) kritischer Punkt von F ist,
d.h. es gilt das Lagrangesche Gleichungsystem

oF

a—xi(p, A)=0 und

OT(p’)\):O Vi=1,...,n,v=1,...,m.

Man findet also die lokalen Extrema von f|x;, unter den kritischen Punkten von F', d.h.
unter den Losungen des Lagrangeschen Gleichungssystems. Natiirlich liefert nicht jeder
kritische Punkt (p, A) von F' ein lokales Extremum p von f|;,. Man muss fiir jeden kriti-
schen Punkt (p, \) extra untersuchen, ob p tatsichlich ein lokales Extremum von f|;, ist.
Ist Ny C R™ kompakt, so existieren max f|x;, und min f|u,. Insbesondere miissen zwei der

Losungen des Lagrangeschen Gleichungssystems diese Punkte liefern.

Beispiel 1: Wir bestimmen Maxima und Minima der Funktion f(x,y) = z -y auf der
Sphére St = {(x,y) € R? | 22 + ¢y = 1}

1) Wir wissen bereits aus Abschnitt 6.1, dass S! eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R? ist. Die definierende Gleichung lautet g(z,y) := 2% +y?> — 1 = 0.

2) Wir betrachten die Funktion

F(z,y,c) == f(z,y) —cg(z,y) =x -y —ca® — ey’ + .

und 16sen das Lagrangesche Gleichungssystem
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F

aax(:c,y,c):y—chz()

OF

ay(:c,y,c)::L“—QCy:O,

F

a@c (z,y,¢) = —2*> —y* +1=0.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt cx? = cy?. ¢ = 0 konnen wir ausschlieBen, sonst
wire (x,y) = (0,0) ¢ S'. Somit gilt 22 = y? und daher |z| = |y|. Da auflerdem x2 +y% = 1,
folgt « = i\/g und y = j:\/g. Damit sind die einzig mdglichen Punkte p € S, in denen

f|s1 einen lokalen Extremwert annehmen koénnte

v () (5) () (e a))
mit den Funktionswerten

flp) = fﬁrp:i(L

)
fir p=+ (%,—%) .

Da S! kompakt ist, existieren max f|g und min f|g1. Somit ist

N po|—=

1 1
und wird angenommen in ( — (—

27 \/5 )
1

d . d | < 1 > <
und wird angenommen in [ ——, — |,
g 5 \f

max(f[g1) =

)
)

N — N =

min(f[g1) = -

Sl
Sl Sl

\)

Weitere lokale Extremwerte treten nicht auf.

Beispiel 2: Wir bestimmen den Lotpunkt des Punktes P = (1,0,0) auf die Ebene
E :={(z,y,2) € R?| z =z +y}, also den Punkt Py € E, der den kleinsten Abstand zu P
hat: Der Abstand von P zu FE ist definiert als

dist(P, E) := inf{d(P,Q) | Q € E}.

AuBlerhalb eines kompakten Bereiches der Ebene iiberschreiten die Abstiande zu P einen
gegebenen Abstand. Folglich existiert ein Py € E mit dist(P, E) = d(P, Py). Um Py zu
finden, betrachten wir das Quadrat der Abstandsfunktion

fl@,y,2) =d((z,y,2), P)* = [[(z = Ly, 2)|” = (z = 1)* +¢° + 2°

und suchen einen Punkt Py € E, in dem f|p minimal wird.

1) Die Ebene E ist der Graph einer Funktion, also eine 2-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R3.

2) FE ist die Nullstellenmenge von g(z,v,2) = z — (z + y). Wir betrachten die Funktion

F(z,y,2,¢) = f(2,y,2) = cg(w,y,2) = (x = 1)* + y° + 2° — cz + cx + ¢y

und I6sen das Lagrangesche Gleichungssystem
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oF

%(:c,y,z,c) =2(x—1)+c¢=0,
g(x,y,z,c) =2y+c=0,
aa—f(:c,y,z,c) =2z—¢=0,
%—f(x,y,z,c):x—ky—z:o.

Die einzige Losung dieses Gleichungssystems ist (x,y, z,¢) = (%, —%, %, %) Somit haben
wir unseren gesuchten Punkt Py € F gefunden: Py = ( %, —%, %)

Bemerkung: In diesem Beispiel ist die Nebenbedingung schon in expliziter Form durch
z = x + y gegeben. Dadurch konnten wir hier auch gleich so vorgehen wie im zweiten
Teil des Beweises von Satz 6.20. Wir setzen die Nebenbedingung z = = 4+ y in die zu
minimierende Funktion f(z,y,2) = (z — 1)? + y? + 2% ein und bestimmt den Punkt, in

dem die entstehende Funktion

(x,y) = flzy,x+y) = (-1 +3*+ (x+y)°

ihr globales Minimum annimmt.
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Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Integralrechnung. Die Integralrechnung wird durch

zwei verschiedene Problemstellungen motiviert:

1. Losung von Differentialgleichungen.

Wir wollen z.B. die Bahnkurve eines Teilchens aus der Kenntnis seiner Geschwindigkeit
bestimmen. Hier ist also die Geschwindigkeitsfunktion v :=+': I C R — R? gegeben
und wir wollen v bestimmen. Viele Prozesse in der Natur werden durch Differentialglei-
chungen modelliert. Die Aufgabe beteht dann immer darin, aus gegebenen Ableitungen
(gewohnliche oder partielle) einer Funktion die Funktion selbst zu bestimmen. Dazu

mufl man den Prozef} des Differenzierens ”umkehren”.

. Bestimmung von Flacheninhalten und Volumen.

Die Integralrechnung stellt Methoden bereit, mit denen man Flacheninhalte und Vo-
lumen von Teilmengen des R™ berechnen kann. In Analysis III werden wir die Inte-
gralrechnung fiir allgemeine Mafiriume behandeln. Dabei messen dann Integrale nicht
mehr das geometrische Volumen einer Menge, sondern andere Eigenschaften dieser

Menge.

In diesem Abschnitt behandeln wir zunédchst die Integralrechnung fiir Funktionen einer

reellen Variablen. Wie in Kapitel 5 betrachten wir im gesamten Kapitel 7 Funktionen des

Typs f: I C R — E, wobei I C R ein Intervall' und (E, ||-||) ein normierter Vektorraum

iiber dem Koérper K der reellen oder komplexen Zahlen ist.

7.1 Stammfunktionen und ihre Berechnung

Wir beginnen mit der Integralrechnung als Umkehrprozefl des Differenzierens.

Definition 7.1. Fine Funktion F' : I C R — FE heifit Stammfunktion der Funktion
f:ICR— E, wenn F differenzierbar ist und F' = f gilt.

S(I,E) bezeichnet die Menge der Funktionen von I nach E, die eine Stammfunktionen

besitzen.

1 I ist ein Intervall beliebiger Sorte mit mehr als einen Punkt.
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Nicht jede Funktion besitzt eine Stammfunktion. Insbesondere kann diese Eigenschaft
vom gewdhlten Definitionsbereich abhéngen (Ubungsaufgabe). In Abschnitt 7.3. werden
wir zeigen, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — E mit Werten in einem Banachraum F

eine Stammfunktion besitzt.

Satz 7.1 Sei F : I C R — FE eine Stammfunktion von f : I C R — FE. Dann ist
F:ICR-—E genau dann eine Stammfunktion von f, wenn ein konstanter Vektor

c € E existiert, so dass F=F+ec.

Beweis. (<=) Ist F = F 4 ¢, so ist F differenzierbar und es gilt £/ = F' = f.

(=) Sei F eine Stammfunktion von f. Dann ist F'— F differenzierbar und (F — F)' = 0.
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt dann, dass F — F eine konstante
Funktion ist. a

Definition 7.2. Sei f € S(I,E). Unter dem unbestimmten Integral von f versteht man

die Menge aller Stammfunktionen von f. Wir bezeichnen diese Menge mit dem Symbol
/f(:n) dr :={F :I CR — E | F Stammfunktion von f}
und schreiben dafiir auch
/f(x) de = F(x)+c auf I.
f heifit der Integrand und x die Integrationsvariable.

In der folgenden Liste stellen wir einige wichtige Grundintegrale zusammen. Der Beweis

erfolgt durch Ableiten der Stammfunktion.

Wichtige Grundintegrale:

1
(1) /za dx = ?x‘”‘l +ec. Dies gilt fiir « € N auf R, fiir a € —N\{—1} auf
a
(—00,0) und (0, 00) sowie fir « € R\{Z} auf (0, c0).
1
(2) /dx =In|z|+c¢ auf (0,00) und (—o0,0).
x

(3) /exdx—ex—i—c auf R.
(4) /cosxdx:sinx+c,/sinxdm:cosx+c auf R.

(5) /Coshxda: =sinhz + ¢, /sinhaﬁdac =coshz +c¢ auf R.

1
(6) / 2 dx = arctanx + ¢ auf R.

1 1 artanh(z) + ¢ auf (—1,1)
(7) /1_952 dr=3in

1+
1—=z

arcoth(z) +¢  auf (—oo,—1) U (1,00) '
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x = arsinh(z) + ¢  auf R.

1

————dx = arcsinx + ¢ auf (—1,1).
N (-1,1)
1 arcosh(x) + ¢ auf (1,00
10)/2d:v:1n|x+\/x2—1]—|—c: (@) ( ) .
Vas—1 —arcosh(—z) +¢  auf (—oo,—1)
) elatib)z
(11) /e(a“b)x dx = @) +c¢ auf R fiir a+ib # 0.
d _
(12) /(gc—(ax—i—zb)) =In|z — (a+1ib)| + ¢ - arctan (T) +c  firb#0.
dz 1 1
1 = - : fii N 1.
(3)/kx—@+ﬁwn n—1 (z—(agip)—1 ¢ Mrnefn=

Satz 7.2 (Rechenregeln fiir unbestimmte Integrale)

1. Seien f,g € S(I,E) und p, A € K. Dann ist auch A\f + pg € S(I, E) und es gilt

JOs@ +ng@)dz=x [ fwyde i [ oo

2. Partielle Integration:
Seien f,g: I C R — E differenzierbar und f -g' € S(I,E). Dann gilt f'-g € S(I,E)
und

[ r@s s = [ 1@ @) s+ j@(@) +e

3. Substitutionsregel:
g € S(I, E) habe die Stammfunktion G, f:J C R — I C R sei differenzierbar. Dann
hat die Funktion g* := f"-(go f):J C R — E die Stammfunktion G* := G o f, das

heifit
/g(y) dy ‘y:f(x /f dx.

(Formale Regel: Man substituiert y := f(x) und schreibt dy = f'(x) dz.)

4. Integrale in Produktraumen:
Sei f = (f1,f2) : I CR — Ey X Ey. Dann gilt f € S(I,Ey x E3) genau dann, wenn
fi € S(I, E;) firie {1,2} und in diesem Fall

/ﬂ@WZ(/ﬁ@ML/ﬁ@MO.

Beweis. Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die Ableitung (Summen- und Produkt-

regel, Kettenregel, komponentenweises Differenzieren). a
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Beispiel 1: Sei f: I C R — R eine differenzierbare Funktion ohne Nullstellen auf [I.

Dann gilt
f'(@)

=In|f(z)|+c¢ aufl.

Dies sieht man durch Ableiten der Funktion auf der rechten Seite oder durch die Substi-
tution y = f(x), dy = f'(z) dx

f'(z) /dy’

de = [ —= =1In +c—ln +c¢ auf I.
@) o) yll,—; |f (@)
So ist zum Beispiel

sinz T T
/tanxdx—/ dr = —1In(cosz) +c¢ auf (—§,§>

COS T

Beispiel 2: Berechung von I, := [sin"(z), n € Ny.
Wir nehmen an, dass sin”(z) eine Stammfunktion besitzt und benutzen partielle Integra-

tion:
I, = /sm ) - cos/(z)
part It _ sin" " (z) - cos(z / — sin” ) - cos(z) dx
=  —sin" Y(z)-cos(z) + (n—1) /sin"_z(:v) (1 —sin®*(z)) dzx
= - sin”_l(as) ccos(z) + (n—1)I—2 — (n—1)I,.

Daraus erhilt man die Rekursionsformel:

n—1

1
I, = —— -sin" Y(z) - cos(x) +
n

I,_o fir n > 2,

wobei Iy = x + cund I} = —cosx + c ist.

(Da Iy und I; existieren, existiert nach Induktion auch I, und 148t sich rekursiv berechnen).

Fir J, := [ cos"(z)dz berechnet man analog

1 -1
Jp = —cos" " (z) - sin(x) + z
n

Jn—9 firn > 2

mit Jy =z + ¢ und J; = sin(z) + ¢.

Beispiel 3: Integrale rationaler Funktionen.

Seien P,Q € K][z] Polynome iiber dem Korper K, K € {R,C}, und @ # 0. Wir be-
trachten eine Teilmenge A C K, auf der @ keine Nullstelle hat. Dann heifit die Funktion
f:ACK — K mit
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komplexe (K = C) bzw. reelle (K = R) rationale Funktion auf A.

Unser Ziel ist die Berechnung des Integrals f 0@ dz: auf I C R. Als Methode benutzen
wir die Partialbruchzerlegung rationaler Funktzonen Wir erinnern dazu an den Fundamen-
talsatz der Algebra (siehe Kapitel 4.7):

Sei Q € C[z] ein komplexes Polynom vom Grad n > 1. Dann hat @ n komplexe Nullstel-
len. Sind &1,...,&y, die verschiedenen Nullstellen von Q@ mit der Vielfachheit jeweils v;,

so kann man @ in Linearfaktoren zerlegen:
Q(2) =an(z —&)" - (2= &) .. (2 = &n)™

Satz 7.3 (Partialbruchzerlegung komplexer rationaler Funktionen)

Seien P,@Q € Cl[z] kompleze Polynome mit deg(P) < deg(Q). Q habe die verschiedenen
Nullstellen &1, . . ., & mit der Vielfachheit vy, . .., vy,. Dann existieren eindeutig bestimmite
Konstanten Cj, € C fir j € {1,...,m}, k€ {1,...,v;}, so dass

1= g :ZZ fs»

Ci2 Ciy, ) v ,
(z—@ Cogr T g e

[
Ms

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber deg(Q).

Ind.—Anfang: Sei deg(Q) = 1. Da nach Voraussetzung deg(P) < deg(Q), hat P den Grad
Null. Es gilt also P(z) = ap und Q(z) = biz+by = b1(z—&1). Daraus folgt f(z) = bl(z )
das heifit die Behauptung folgt mit C7; := Z—‘l’. C11 ist offensichtlich eindeutig bestimmt.

Ind.—Schritt: 'Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir alle rationalen Funktionen
P

f= g mit deg(Q) < n — 1 gilt und zeigen sie dann fiir rationale Funktionen f = o mit
deg(Q) = n:

Sei &1 eine Nullstelle von ) mit Vielfachheit v;. Dann kann man die Linearfaktoren

(z — & )" abspalten und erhdlt Q(z) = (z — &) - S(z), wobei S(z) € C[z] mit deg(S) =

n—uvy <nund S(&) # 0. Sei a:= 1;((2; Dann gilt

P(z) a _ P(z) —a-S(z) (%)
Qlz) (&) (z-&)"-S(z)

Nach Definition von a gilt P(&;) —aS(&§1) = 0. Ist P — aS = 0, so gilt die Behauptung.
Sei nun P — aS # 0. Dann kann man den Linearfaktor (z — &) abspalten, das heifit es gilt
P(z) —aS(z) = (z — £€1)S(z). Es folgt

P(z) () a S(z)
Q)  (z=&)  (z=&)n - S()

Da deg(S(2)-(z—£&1)"*71) = deg(S)+v1—1 = n—1, kann man nach Ind.—Voraussetzung die

rationale Funktion im zweiten Summanden entsprechend der Behauptung zerlegen. Wegen

Q(z) = (2 — & )" S(2) kommen im Nenner dieser rationalen Funktion alle Nullstellen von
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Q@ vor, wobei & mit Vielfachheit 11 — 1 auftritt. Die Koeffizienten in der Zerlegung des
zweiten Summanden sind nach Ind.-Voraussetzung eindeutig bestimmt, somit ist auch

C1y, := a eindeutig bestimmt. O

Ist @Q € R[z] ein reelles Polynom, so tritt mit jeder echt komplexen Nullstelle £ = a + ib
von @ auch die konjugiert-komplexe Zahl £ = a — ib als Nullstelle mit der gleichen Viel-
fachheit auf. Dies liefert die folgende speziellere Partialbruchzerlegung fiir reelle rationale
Funktionen:

Satz 7.4 (Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen)

Seien P, Q) € Rlz] zwei reelle Polynome mit und deg(P) < deg(Q). Bezeichne A1, ..., A
die verschiedenen reellen Nullstellen von QQ mit der Vielfachheit p1, ..., us und &y, ..., &
sowie £q,...,&, die verschiedenen echt komplexen Nullstellen von Q mit der Vielfachheit
V1,...,Vp. Dann existieren eindeutig bestimmite reelle Zahlen Cjj, € R und komplexe Zahlen

Ay, € C so dass

P(z) =k G — A A
f@) =g =2 > i :1<<x—”21>”<x_l§l>k> Vo eR,x A\

Beweis. Wir betrachten f als komplexe rationale Funktion und machen ihre Partialbruch-

zerlegung wie in Satz 7.3. Es existieren also komplexe Zahlen Ay, By, Cji, so dass

f(x) i ZZ +ZZ< illzl (xljlzl)k> VzeR x#M\;.

1k1 =1 k=1

Fiir z € R gilt f(x) = f(x). Dies liefert

o Cik — Cik = (Am — By, By — A

@— &) =+ ($—§l)k) VzeR,z#)\.

—1 k=1 (z = Xj) I=1 k=1

Wegen der Eindeutigkeit der Konstanten in der Partialbruchzerlegung folgt C, = ajk eR
und A, = Elk‘ (]

Methoden zur Berechnung der Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung:

Sei f eine komplexe rationale Funktion und

f(z j ) _gj (+)

=1 k=1

ihre Partialbruchzerlegung. Es gibt drei verschiedene Methoden, die Koeffizienten Cj in

der Partialbruchzerlegung von f(z) zu bestimmen.

a) Wir multiplizieren f(z) mit Q(z). Dann erhalten wir eine Gleichung fiir zwei Polynome

und konnen die Konstanten C;, durch Koeffizientenvergleich bestimmen.
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b) Wir setzen n spezielle Werte z1, ..., 2z, € C in die Gleichung (*) ein und erhalten ein
lineares Gleichungssystem fiir die Konstanten Cj, das wir 16sen konnen.

c¢) Wir multiplizieren (x) mit (z — &;)*% und erhalten fiir den Koeffizienten Cj,,,

C im P(z) s V) = im&
Cin, = i (G = 807) = Iy G- &7

Die restlichen Koeffizienten lassen sich wie in a), b) oder ¢) bestimmen.

Beispiel 3a: Partialbruchzerlegung der komplexen rationalen Funktion

z+1 P(z
f(z) = z4—z3—:-z2—z - ng;

Dann sind offensichtlich & = 0, & = 1 Nullstellen von @ und es folgt mit Polynomdivision

Qlz) -2 +22+z2
= =z"+1
z(z—1) 22—z

Somit sind die weiteren Nullstellen von @ gleich 4+i. Wir erhalten fiir die Partialbruchzer-

legung
C C C C
=+ 2+ =42
z z—1 z—1 z4+1

f(2)

Zur Berechnung der Koeffizienten wenden wir Methode ¢) an, das heifit

z+1 1
Cy =1l = =-1
! ﬂé((z_n(z—i)(zﬂ)) 1 (=) ’
z+1
2= <z(z —i)(z + z’))
Durch analoges Rechnen erhalt man C's = % und Cy = —%. Somit gilt

11 i i
L T Rl T

Beispiel 3b: Partialbruchzerlegung der reellen rationalen Funktion

283+ 222+22 -2 P(x)
IO ="y ~aw

Offensichtlich gilt
Qx) = (2 +1)* = (x — i)*(x +i)%

Folglich sind &; = ¢ und & = —i zweifache Nullstellen von ). Wir erhalten fiir die Partial-
bruchzerlegung: o o

A . B . A n B
(z—1) (z—=9)?% (241 (241

Den Koeffizienten B bestimmen wir mit Methode c):

f(z) =
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2234922249222 —21—2+42/—2
B = lim - = - =1.
205 (z+1)? 442

Setzen wir dann zum Beispiel die speziellen Werte £ = 0 und z = 1 ein, so erhalten wir

das folgende Gleichungssystems fiir A und A:

0=A+A
oAt A L1
Cl—i (1-49)2  1+i (1+9)?

Die Losung liefert A = A = 1.

Oder wir multiplizieren mit Q)(z) und nehmen einen Koeffizientenvergleich vor:
203 +22° + 20 —2=A(x —i)(x+i)* +1- (x +i)* + A(x —i)?(x + i) + 1 - (z —14)?
= 23(A+A) + 222+ Ai — Ai) + x(A+ A) + (=2 + Ai — Ai)
Daraus erhalten wir ebenfalls A = A = 1. Somit gilt

1 + 1 n 1 + 1
(x—1) (z+1i) (x—10)2 (z+1)?

fz) =

Anwendung auf die Berechnung der Integrale rationaler Funktionen

Seien P, () € C[z] komplexe Polynome und I C R ein Intervall, das keine Nullstellen von
Q@ enthélt. Wir wollen das Integral

/

berechnen. Dazu gehen wir folgendermaflen vor:

P(z)
Q) dxr auf I

a) Ist deg(P) > deg @, so dividieren wir P durch @ und erhalten

Pa) . Pl)
Q@) ~ T Qe
wobei Pp, Py € C[z] und deg(P) < deg(Q).

b) Wir zerlegen 13((3 in Partialbriiche.

c¢) Es bleibt nun, die Integrale der einzelnen Summanden auf I zu berechnen. Wir geben
die relevanten Stammfunktionen an. Der Beweis erfolgt durch Ableiten der Stamm-

funktion:

/xkdle-xk+l+c fir £ > 0,
k+1

1 _
/x_édx:iarctan<xba> +Injz—¢| +c fiir £ = a +ib mit b # 0,

1
/ de =In|z — &+ ¢ fir A € R,
T — A

1 1 ]' .
/(I—f)kdx:_k—l‘(x_g)k—l—i_c firkeN k>1, £eC.
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Dadurch kann man [ % dx vollstindig berechnen.

d) Sind die Polynome P und @ reell, so beschreibt man die Stammfunktion ebenfalls
als reelle Funktion. Wir gehen wie oben vor und fassen am Schluf} die auftretenden
komplexen und konjugiert komplexen Summanden zu reellen Funktionen zusammen.
Fiir echt komplexe Zahlen £ = a + bi, b # 0 erhélt man:

x—¢& x—é

./<uf@k+uj2ﬁ>“‘“%i1<u—zh4+QFEWA>+C

1 (Al =9 + Aot
() e

und

Beispiel 3c. Wir berechnen das Integral

/2m3+2x2+2x—2
I :=
($2_|_1)2

In Beispiel 3b hatten wir die Partialbruchzerlegung des Integranden bestimmt. Wir erhal-

I_/((wl—i)Jr(xiri))Jr/((x—li)QJr(xii)g) dﬂ?

=2lnvz2+1- L1 +c

(x—1i) (x+1)

2
=2lnvVz2+1 — i—i-c auf R.

241

dz.

ten

Beispiel 4: Standardsubstitutionen fiir Integrale der Form

[ B o), f(@)) do
Hier bezeichnet R eine rationale Funktion in N Variablen, d.h.
Yo iUyt Uy

%ﬁil...iNu/fl Tee s u]‘ifN

R(U1,...,UN): R Oé[,ﬁ[E(C.

und fi,... fnv : I C R — C Funktionen. Solche Integrale lassen sich in speziellen Fallen
(fiir sehr spezielle f;) mittels geeigneter Substitutionen auf Integrale rationaler Funktionen
in einer Variablen zuriickfiihren. Wir geben einige dieser Standardsubstitutionen an. Das
Intervall I, fiir das das Integral berechnet wird, sei im Folgenden immer so gewahlt, dass

alles wohldefiniert ist.



236 7 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

1. Typ: /R(eax)da: mit a €R, a #0:

Substituiere y := e, dy = ae** dx.

2. Typ: /R(e“m,sinhax,coshaa:) dr mit a € R, a #0:

Substituiere y := e dy = ae® dr und bnutze

eax_,’_e—ax eax_e—ax

coshaxr = e und sinhax = 3

3. Typ: /R(cosa:) -sinz dx

Substituiere y := cosx, dy = —sinz dz.

4. Typ: /R(sinx) -cosx dx

Substituiere 1y := sinx, dy = cosx dx.

5. Typ: /R(sinm,cos:z,tana:,cotx) dx

Substituiere gy :=tan 3 und benutze
1—y2
1+y2 Y

2y
]_7y2 b

2y

_2dy o . o o 11—
dr = cosT = sine = 13775, tanx = cotr = = -

1+y2)

6. Typ: /R(sinhx,cosh:):,tanhx,cothx) dx

Substituiere y := tanh § oder driicke die Hyperbelfunktionen durch die Exponentialfunk-

tion aus und gehe wie fiir Typ 1 vor.

7. Typ:/R(L \ aac—l—b) dx mit a,b,¢,d € R und ad — bc # 0:
cx+d

n/ax+b
cr+d

Substituiere 1y :=

8. Typ: /R(a:rlz,:crln,a:zlﬂ,...) dx
Substituiere 1y := l‘%, dr = ry"~1dy, wobeir =kgV(n,m,p,...).

9. Typ: /R(x, Va2 +a?)dr mitaeR, a>0:
Substituiere x := asinhy, dxr = acoshydy , vVx%+ a® = acoshy.

10. Typ: /R(ac, Va2 —a?)dxr mit a €R, a > 0:
Substituiere x := acoshy,dxr = asinhydy, vVz? — a? = |a sinhy.

11. Typ: /R(m, Va? —z?)dxr mit a € Rya > 0:

Substituiere x = asiny, dx = acosydy, vVa? — x? = |cosyl.
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12. Typ: / Rz, Vaz® 1 bz + ¢) dx :

ar+b

\/ |02 —az|

13. Typ: /R(az, Vazx +b,Vex + d) dz

Substituiere y = . Dann weiter substitutieren ¢ = sinhy, ¢ = coshy oder ¢ = cosy.

Kann durch Substitution y := Vax + b, dx = éy dy auf Typ 12 zuriickgefithrt werden.

Nicht jedes Integral man durch elementare Funktionen ausdriicken, auch wenn die Stamm-
funktion existiert. Zum Beispiel kann man Integrale der Form / R(m, 2V P(az)) dz , wobei

P(z) ein Polynom vom Grad 3 oder 4 mit ausschlieflich einfachen Nullstellen ist, nicht
durch elementare Funktionen beschreiben (elliptische Integrale). Man benotigt dann an-

dere Methoden, z.B. die Entwicklung von Funktionen in Reihen.

Definition 7.3. Sei f € S(I, E) und a,b € I. Unter dem bestimmten Integral von f von
a nach b versteht man den Vektor (bzw. fir E =K die Zahl):

b
/f(:r)dx :=F(b)— F(a) € E,

wobei F': I C R — E eine Stammfunktion von f ist.

Wir werden auch die folgende Bezeichnung benutzen: F(b) — F(a) =: F(z)|%

Satz 7.5 (Rechenregeln fiir das bestimmte Integral)
1. Sei f € S(I,E) und a,b,c € I. Dann gilt

a b

/f(x) dz = 0, /f(a:)dx:—/af(x) da, /bf(;r) dm—l—/cf(x)dx:/cf(x) da.
b a b a

a a

2. Seien f,g€ S(I,E), \,u € K und a,b € I. Dann gilt

b

A /b F(&) do + p /b e do = [(Af(@) + (o)

a

3. Sei f € S(I,E1 X E2) und f = (f1, f2). Dann gilt

b b b
/f(a;) dr = /fl(a:) dx,/fg(a:) dx
4. Partielle Integration:

Seien f,g: I C R — FE differenzierbar, a,be I, f-g¢" € S(I, E). Dann gilt
b b

/f'(év)g(ﬂﬁ) dr = —/f(fv)g'(x) dr + f(b)g(b) — f(a)g(a).

a a
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5. Substitutionsregel:
Seige S(I,E) und f:J CR — I CR differenzierbar. Dann gilt

b £(b)
/ o(f@) @) de = [ g(v) dy.
a f(a)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.2. a

Beispiel 2”: Firn e N, n > 1 gilt

[ Lol r fie n =2k
/sm"(a:) dr =
24...-2k L
0 35..-(2k+1) fir n=2k+1.

Um diese Formel nachzuweisen, benutzen wir die Rekursionsformel fiir die Stammfunktion

I,(x) von sin"(z) aus Beispiel 2. Es gilt Iy(z) =x + ¢, [1(x) = —cosx + ¢, und

1 —1
I (x) = ——sin" 'z cosz + =l I, _o(x) firneNn>1.
n n
Somit erhalten wir
n—1 us n—1 s
1,(0) = “—— - I,5(0) wnd I, (5) i (5) ,

sowie

I(0)=0, L,(0)=-1 und I (g):f I (f):o.

Daraus folgt

I51,(0) = 21{:27;1 - Iop—2(0) = (2?2;)2](35 ;)3) - Ipp—4(0)
N[ KIS I S

2%(2k —2)-...-2

Analog findet man

n(5) - B 0 () - S

sowie

(2k)-...-4-2
Ck+1)(2k—1)-...-3-1 &=

Lot (9 T (2 + 52)](21@—1)42 31 h (9 =0

Ij41(0) =

Dies ergibt die behauptete Formel. a
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7.2 Das Riemann-Integral

Die zweite Motivation fiir die Entwicklung der Integralrechnung entstand aus dem Ver-
such, Langen, Flacheninhalte und Volumen zu berechnen. Wir werden hier zunéchst das
Riemann-Integral behandeln, das in rigoroser Form von Bernard Riemann in seiner Ha-
bilitationsschrift (1854) definiert wurde. Im Rahmen der Maf- und Integrationstheorie
im 3. Semester werden wir spater das Lebesgue-Integral kennenlernen, das etwas bessere
Eigenschaften als das Riemann-Integral hat. Fiir einen kurzen historischen Uberblick zur
Entwicklung der Integralrechnung verweisen wir auf das 9. Kapitel des Buches Analysis 1
von W. Walter.

Zunachst formulieren wir einige Forderungen, die ein verniinfig definierter geometrischer
Flicheninhalt (A) fiir Teilmengen A C R? erfiillen sollte:

n(A4) = 0,

u(la,b] x [e.d]) = (b—a) - (d— o),

Int(A)NInt(B) =0 = w(AUB)=pu(A)+ u(B),

ACB = pu(A)<uB).

w(A) ist invariant gegen Euklidische Bewegungen (z.B. Drehungen, Verschiebungen).

AN .

Legt man diese Eigenschaften zugrunde, so kann man den Flacheninhalt einer Teilmenge

A C R? bestimmen, in dem man sie in Mengen ”einfacher” Form zerlegt. Z.B. kann man

he

flx)

Mengen der Form

in Teile der Form

1
B I

zerlegen, wobei die obere Begrenzungskurve durch einen Funktionsgraphen gegeben wird.

Es geniigt deshalb, den Flacheninhalt von Mengen der Form
A={(z.y) eR? |z € [a,b], 0<y < f(a)},

zu kennen, wobei f eine nicht-negative Funktion auf dem Intervall [a, b] ist. Mit solchen
Mengen werden wir uns nun beschéaftigen. Thr Flacheninhalt wird durch das Riemann-

Integral von f (falls es existert) beschrieben.

Wir definieren im Folgenden das Riemannsche Integral fiir Funktionen f : [a,b] C R — E,

wobel E ein Banachraum iiber R oder C ist.
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Definition 7.4. Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Unter einer Zerleqgung (oder
Unterteilung) von I versteht man eine Menge von Punkten P = {xg,z1,...,x,} mit a =
2o < ...<xp=">b. Iy :=|xp_1,x] heifst das k—te Teilintervall von P, L(Iy) := xp — xp_1
die Linge von Iy, und ||P| := max{L(Iy) | k = 1,...,n} die Feinheit der Zerlegung P.
FEine Zerlegung P heifst Verfeinerung der Zerlegung P (symbolisch: P> P), falls P="P

oder P aus P durch Hinzunahme weiterer Teilungspunkte entsteht.

Definition 7.5. Sei f : [a,b] — E eine Funktion, P = {xo,...,x,} eine Zerlegung von
[a,b] und & = (&1,...,&,) € R™ ein Tupel von Zahlen mit &, € Iy, fir k =1,...,n. Dann
heif$t

S(f,P,&) == L(Iy)
k=1
Riemannsche Summe fir f bzgl. der Zerlegung P und der Stiitzstellen & = (&1,...,&n)-

Definition 7.6. Sei f : [a,b] — E. Der Vektor e € E heifit Grenzwert der Riemannschen

Summen fur f, falls fir alle e > 0 eine Zerlegung P existiert, so dass
IS(f, P, &) —e|]| <e VP > P. und fir alle Stitzstellen £ von P.
Bezeichung: e =: li7£n S(f,P,¢§).

Der Grenzwert der Riemannschen Summen ist, falls er existiert, eindeutig bestimmt. Wir

{iberlassen dem Leser den Beweis als Ubungsaufgabe.

Definition 7.7. Fine Abbildung f : [a,b] — E heifit Riemann-integrierbar, falls die

Riemannschen Summen fiir f einen Grenzwert besitzen. Den Grenzwert

ff(x) dr =l 5(f, P, )

nennen wir dann das Riemann-Integral von f uber [a,b].

R([a,b], E) bezeichnet die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen von [a,b] in E.

Bemerkung:

1. Fiir eine Funktion f : [a,b] — E, die sowohl eine Stammfunktion besitzt als auch

Riemann-integrierbar ist, stimmen das Riemann-Integral und das bestimmte Integral

b b
]éf(x)d;z:/f(x)dx

(siehe Ubungsaufgabe 95). Wir lassen deshalb im Folgenden R im Integralzeichen weg.

iiberein, d.h.,

Im Abschnitt 7.2 sei mit [ immer das Riemann-Integral gemeint!
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2. Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, f > 0 und A die Menge

A:={(z,y) ER?|a<2<b 0<y< fz)}

b
Dann ist p(A) := [ f(z)dz der Flacheninhalt von A. (Man benutzt dies als Definition

a
fiir den Flécheninhalt. Dies entspricht der geometrischen Vorstellung und Motivation).
3. Es gibt Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber nicht Riemann-integrierbar
sind. Wir betrachten als Beispiel die Funktion F':[0,1] CR — R

1

2 .
=5 € (0,1
Flay={ " 0w 201
0 x = 0.

F ist auf [0, 1] differenzierbar, aber f := F’ ist auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar
(Ubungsaufgabe 94).

4. Es gibt Funktionen, die Riemann-integrierbar sind, aber keine Stammfunktion besitzen.
Sei P = {xo,21,...,x,} eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und seien ey,...,e, € F

Vektoren eines Banachraumes E. Eine Funktion f:[a,b] — E mit der Eigenschaft

f|(zk,1,zk) = €k k=1,2,...n (*)

heifit Treppenfunktion (die Werte f(xj) konnen beliebig sein).
Nicht-konstante Treppenfunktionen besitzen keine Stammfunktion, sind aber Riemann-

integrierbar.

Als néchstes wollen wir untersuchen, welche Funktionen f : [a,b] — E Riemann-

integrierbar sind. Zunéchst folgt eine notwendige Bedingung.

Satz 7.6 Ist f : [a,b] — E Riemann—integrierbar, so ist f beschrdnkt.

b
Beweis. Sei e := [ f(x)dxz. Nach Definition existiert eine Zerlegung P von [a,b], so dass

fiir beliebige Stiitzstellen ¢ von P gilt
|S(f,P,&) —el < 1.

Wir betrachten ein Teilintervall I, von P. Fiir u # v fixieren wir Zahlen ¢, € I, und
definieren
My =) L(1) - [() € E.
HFV
Fiir jedes x € I, gilt dann |L(1,) - f(x) + M, — e|| < 1. Mit der Dreiecksungleichung folgt

v — €

s o+ Il < i + |

fir alle z € I,. Sei nun M := max{ﬁ(l + |My, =€) | v = 1,...,n}. Dann ist
I f(x)]| < M fir alle x € [a, b)]. O
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Satz 7.7 (Cauchysches Integrierbarkeitskriterium)
Sei f :[a,b] C R — E, eine Funktion mit Werten in einem Banachraum E. Dann gilt:
f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung P- von |a, b]
existiert, so dass fir beliebige Verfeinerungen P,75 von Pe und Stitzstellen &, gvon P bzw.
P gilt

IS(f,P,€) = S(£,P.&)]| <e.

Beweis. (=) Sei f : [a,b] — E Riemann-integrierbar und £ > 0 gegeben. Dann exis-
tieren e € E und P, so dass gilt

IS(£.P.) el <5 VPP
Fur P, P> P. folgt dann

||S(f7737£) _S(faﬁag)u < ||S(f7737£) _€H + ”S(fvﬁvg) _€|| <e.

(«<=) Sei (&,) eine Nullfolge positiver Zahlen. Nach Voraussetzung exisiert fiir jedes n € N

eine Zerlegung P,, von [a, b] so dass
IS(f,P.6) = S(f, P& <en  VP,P=Pu  (¥)
Wir bilden nun sukzessive die folgenden Zerlegungen U,, von [a, b]:

Uy =P,

Uy := Py UPy =U; U Py,

Uz := P UPyUP3 = U U Ps,
Uy =P1U...UP, =Uyp—1UPy,

Dann ist P, < U, < Upt1 < .... Zu jeder Zerlegung U, wahlen wir ein Tupel von
Stiitzstellen &,. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein ng € N so dass &, < § fiir alle

n > ng. Aus (x) folgt dann fiir alle m > n > ny

1S(f,Uns &) = S Ums )| < 0 < 5. (+5)

Folglich bilden die Vektoren (S (f,Un,&n) )ZO , eine Cauchy-Folge im Banachraum E. Da

E vollstandig ist, existiert e := ILm S(f,Un,&,). Gehen wir in (**) mit m gegen oo, so
n (0.0]
erhalten wir

e
||S(fvun7£n) - 6” < 5 Vn > ng.

Sei nun P eine beliebige Zerlegung mit P > U,,. Da P,U,, > Py, erhalten wir mit (*)

HS(fapvf) - eH < ||S(f77)7€) - S(f7un07§no)H + HS(faunmf?m) - 6”

g
<€n0+§<5.

—
N

Folglich ist die Funktion f Riemann-integrierbar. O
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Satz 7.8 Jede stetige Abbildung f : [a,b] C R — E mit Werten in einem Banachraum

FE ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir werden das Cauchysche Integrierbarkeitskriterium anwenden. Da f stetig und
[a, b] kompakt ist, ist f gleichmé&Big stetig, das heift, fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so
dass fiir alle z1, 25 € [a, b] gilt:

e

122 <8 = |1f )~ f@) < 55

Sei Py eine Zerlegung von [a, b] mit ||Po|| < 8. Dann gilt fiir alle P > Py = {zo, 21, ..., 2},
wobei P = {v0,91,-..,yn} die Punkte z; enthélt

N

1SC£.P.6) = S(fPo. o)l = | Yot — 1) - £E) = D (e — ) - £l

=1 k=1

] =

(= yi-1) - (F&) = f(&))|  wobei T € I,
1

(&) = FE)I (v — y—1)
<30-a

5
~(b—a):§.

I
ERS

2(b—a)
Seien nun 75, P > Py. Die Dreiecksungleichung liefert

1S(£,P.8) — S(£. P.)| < |S(£. P.&) — S(£. Po.€)|| + 1S(f, B, &) — S(f, Po. )]

<e.

Nach dem Cauchyschen Integrierbarkeitskriterium ist f Riemann—integrierbar. a

Der nachste Satz zeigt, dass man das Riemann-Integral fiir eine Riemann-intergrierbare
Funktion als Grenzwert einer beliebigen Folge von Riemannschen Summen ausrechnen

kann.

Satz 7.9 Sei f : [a,b] — E eine Riemann-integrierbare Funktion, (Pn) eine Folge von
Zerlegungen von [a,b] mit ||P,| — 0 und &, Stiitzstellen von P,. Dann gilt

b
[ f@ydo = lim S(5,Pas).

Beweis. Nach Satz 7.6 ist f beschrénkt, also existiert ein M > 0 so dass ||f(z)]| < M fir
alle z € [a,b]. Sei € > 0. Da f Riemann-integrierbar ist, existiert eine Zerlegung P* von

[a, b], so dass
b

|supo)- [ f@a] <5

a
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fir alle Verfeinerungen P > P*. Die Zerlegung P* habe r Teilintervalle. Da [|P,| — 0,

existiert ein ng € N, so dass
€
2Mr||Pn| < B Yn > ng.

Wir betrachten nun P, mit n > ng. Seien Ji, Js,...,J; diejenigen Teilintervalle von P,,,
die nicht in P* U P, vorkommen, das heifit diejenigen, die durch Punkte von P* zerlegt
werden. Dann ist [ < r. Wir fligen nun zu den Stitzstellen &, von P, neue Stiitzstellen

hinzu, so dass Stiitzstellen §~n von P* U P, entstehen. Damit erhalten wir

l
* 13
HS(fa ,ngn) - S(f, Pn up afn)” < QMZL(JZ) < 2Ml||7)n” < QMTHPn” < 5

v=1
Da P, UP* > P*, folgt
b

st Puto) = [ sade ]| <IS(Pute) - S PLUPLEN +

a

b
_|_H,S’(f,73n U7)07f~n) - /f(x) dx H

-2 2 7
b
Dies gilt fiir alle n > ng. Somit folgt lim S(f,Pn, &) = / f(z)dx. O
n—oo a

Satz 7.9 ist gut geeignet, um

1. Rechenregeln fiir Riemann—Integrale zu beweisen,
2. Abschatzungen flir Summen auf Abschatzungen fiir Integrale zu iibertragen,

3. Grenzwerte zu berechnen.

Beispiel: Sei « > 0 eine positive reelle Zahl. Wir wollen den Grenzwert

L1420 4o , "k 1
lim = lim —_—
n—00 notl n—00 prt n%® n

berechnen. Dazu betrachten wir die Funktion f(z) := z® auf [0,1] und die Zerlegung
Pn = {0, %, %, . ”T_l, 1}. f ist stetig, also Riemann-integrierbar und ||P,| = % Dann
ist f(%) = fl—z und ||P,|| — 0. Wir konnen also Satz 7.9 anwenden. f hat auch eine
Stammfunktion, deshalb stimmt das Riemann-Integral mitldem bestimmten Integral tibe-

.. 1
rein (siehe Ubungsaufgabe 95). Daraus folgt [ f(z)dx = [a*dx = O%Ll und somit
0 0
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Satz 7.10 (Rechenregeln fiir das Riemann—Integral)
1. Seien f,g € R([a,b], E) und p,\ € K. Dann ist uf + Ag € R([a,b], E) und es gilt

b b b
Jut@ + 9@ dz = [ @)+ 2 [ oo
2. Ist f € R([a,c], E) UR([e,b], E), soist f € R([a,b], E) und es gilt

/bf(:n)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx.

3. Ist f € R([a,b], E), [a, B] C [a,b], soist f € R([ev, B], E).
4. Sei f=(f1,f2):[a,b] — E := E1 x Ey eine Abbildung in einen Produktraum. Dann
ist f € R([a,b], E) genau dann, wenn f; € R([a,b], E;) firi=1,2. In diesem Fall gilt

/bf(x) dr = /bfl(x) dx,/bfg(x) dx

5. Ist E=C und f € R([a,b],C), so ist auch f € R([a,b],C) und es gilt

5 b
/f(:c) dr = /f(:p)dx.

6. Sei E=R, f,g € R([a,b],R) und f < g. Dann gilt

b b
[ @< [gla)d

7. Seien f,g € R([a,b],E). Stimmen f und g auf einer dichten Teilmenge von [a,b]

b b
/f(:v) dx:/g(x) da.

8. Ist f € C([a,b], E) stetig, dann gilt

tberein, so gilt

b b
H/“”‘““H = /Ilf@)lld:v < Iflloo - (0 — a).

Dies ist die Fundamentalungleichung fir Riemann—Integrale.

Beweis. Den Beweis lassen wir als ﬂbungsaufgabe. Man benutzt den Satz 7.9 und die

entsprechenden Eigenschaften fiir Summen. O

Als néchstes befassen wir uns mit Funktionenfolgen und untersuchen, unter welchen
Bedingungen die Grenzfunktion einer Folge Riemann-integrierbarer Funktionen wieder

Riemann-integrierbar ist.
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Satz 7.11 (Vertauschbarkeit von Limes und Integral)
Sei (fn) mit fy, : [a,b] — E eine Folge Riemann—integrierbarer Funktionen und konver-

giere (fn) gleichmdfsig gegen f. Dann ist f Riemann—integrierbar und es gilt

/b fla)do = lim /b fula) do

Beweis. Da (f,) gleichméafiig gegen f konvergiert, existiert fiir alle € > 0 ein ny € N (von

e abhéngig), so dass
1
@)~ @l < 5 o ()

fir alle n > no und fiir alle z € [a, b].
(1) Wir zeigen zunéchst, dass f Riemann-integrierbar ist. Da f,,, Riemann-integrierbar

ist, existiert eine Zerlegung Py, so dass
~ ~ €
Hs(fnoapa€> - S(fn07pa€)” < 5
fiir alle Verfeinerungen P, P> Po. Damit folgt

”S(f,73,5) - S(faﬁvg)n
< Hs(fvpag) - S(fno,P;f)H + ”S(fn07737§> - S(fnovﬁ>g)”
+”S(fnovﬁ7g) =S f7ﬁ7g)H

HZL I (&) = (@) + 5 + HZL I)(F&) ~ foo@)|

@2-%-&-(1)—@)—1—% = €.
Folglich ist f Riemann-integrierbar.
(2) Als zweites beweisen wir die Vertauschbarkeit von Limes und Integral. Wir benutzen
wieder den Satz 7.9. Sei (P,,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit ||P,,|| — 0 und
seien &, Stiitzstellen von P,,. Sei e > 0. Nach Satz 7.9 existieren mgy und mg(n), so dass

b b
H/f(m)dx—S(f,Pm,ém)H <§ und H/fn(a:)dx—S(fn,Pm,gm)H <Z

fir alle m > max(mg, mo(n)). Sei nun n > ng und m > max{mg, mo(n)}. Dann folgt

H/bf(:n)dx—/bfn(x)dxH

<| / f(@)dz = S(F, Pons ) | + IS (s Py &m) = S(Fs P )
+H5fn,73m,£m /fn ) da

<Z+Z+Z<E.
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b
Somit gilt 1i_>m [ fo(z)da f(z) dz. O

I
Q=

Als Spezialfall erhalten wir

Satz 7.12 Sei (f,) mit f, : [a,b] — K eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen

und konvergiere die Funktionenreihe Y, fn(z) auf [a,b] gleichmafSig gegen f : [a,b] — K.

Dann ist f Riemann-integrierbar und es gilt

a/bf(a:)dxia/bfn(w)dx. g

Die gleichméflige Konvergenz einer Funktionenfolge ist eine sehr starke Forderung, die
oft nicht erfiillt ist. Fiir das allgemeinere Lebesgue-Integral gilt die Vertauschbarkeit von
Limes und Integral unter wesentlich schwécheren Bedingungen (siehe Vorlesung Analysis
I1I).

Anwendung: Integralberechnung fir ellipische Integrale

Oft sind Integrale nicht durch elementare Funktionen auszudriicken, wie zum Beispiel
elliptische Integrale. Dann kann man sie durch eine Reihendarstellung naherungsweise
berechnen.

Wir demonstrieren dies am Beispiel des (Riemann-)Integrals

/ dx,
/ 1— k2 sin? z

wobei |k| < 1. Da f: [0, 5] — R stetig ist, existiert dieses Integral.
Wir betrachten die Taylorreihe der Funktion h(y) := —~— (siehe Beispiel 4 in Kapitel

1+y
5.5). Fiir |y| < 1 gilt
1 1 13, 1:35,
=1—-= — +....
STty 2V o2V T agY
Daraus folgt mit y = —k?sin? z fiir 2 € [0, ]
1 1 1-3
=1+ —k*sin®z+ —k*sinz +... (%)

V1-k2sin?z 2 2-4

Diese Reihe hat fiir |k| < 1 eine konvergente Majorante (die Reihe mit dem Grenzwert

\/117?) Nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen ist die Rei-

he (%) auf [0, 5] gleichméBig konvergent. Mit Satz 7.12 folgt daher
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N 1320 —1) 5 . a9
:/dm+2/ 24 (2n) k<" sin“" x dx
0 0

o
1-3- 2 —1
:g—i—z 2.4" i k2”/81n x dx
0

i) n iehe Bsp. 2’ aus Ka
<1+Z< ( 3 >k> (siehe Bsp. 2’ aus Kap. 7.1).

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass das Riemann-Integral fiir die Funktion h(x) =

sin?*(x) auf [0,7/2] gleich dem bestimmten Integral ist. Dies ist méoglich, da h sowohl

Riemann-integrierbar ist als auch eine Stammfunktion besitzt (siehe Ubungsaufgaben).

Abschlielend leiten wir spezielle Integrierbarkeitskriterien fiir reellwertige Funktionen her.
Sei f:[a,b] — R eine beschrdinkte Funktion und P = {zg,...,z,} eine Zerlegung von
[a, b]. Wir definieren

my = inf{f(x) |z € Iz} und My :=sup{f(z)|x € I}
sowie

n
P) = ka - L(Ix) Untersumme von f bzgl. P,

Z My, - L(I;)  Obersumme von f bzgl. P.

Dann folgt:
1. Sind ¢ beliebige Stiitzstellen von P, so gilt S(f,P) < S(f,P,&) < S(f,P).
2. Fiir P > P gilt

inf f(z)-(b—a) <S(f,P)<S(f,P) <S(f,P) <S(f,P) < sup f(x)-(b—a).

z€la,b] z€[a,b]
3. Fiir beliebige Zerlegungen P und P gilt S(f,P) < S(f, 75)

Dies zeigt die Existenz von

b
f(z)dzx :==supS(f,P) und /f(x) dx = inf S(f,P)
P P

Sl—__ .

~
=:unteres Riemann Integral :=oberes Riemann-Integral

wobei
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Satz 7.13 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)
Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind die folgenden Bedingungen

aquivalent:

1. f ist Riemann-integrierbar.
2. Fiir alle £ > 0 emistiert eine Zerlegung P- mit S(f,P:) — S(f,P-) < .

b b
3. /f(a:)da;:/f(x)d:v

b b
In diesem Fall gilt /f(a:) der = | f(x)dx = /f(x) dz.

Sl—_ .

Beweis. (1) = (2): Sei f Riemann-integrierbar. Nach dem Cauchy-Kriterium aus Satz

7.7 existiert zu jedem € > 0 eine Zerlegung P, mit

S(f77>67§)_5(f7p57£)< ) (*)

DN ™

wobei € = (&1,...,&) und E=(&,... ,ET) beliebige Stiitzstellen von P. mit f(&) > f(gk)
fir k = 1,...,r sind. Wir wihlen nun Folgen von Stiitzstellen (&,) und (&,), fiir die
f(&kn) — My und f(E,m) — my fiur k =1,...,r gilt, setzen diese in () ein und gehen mit
n — oo. Dann folgt

S(f.P) = S(£P) < 5 <e.

(2) = (3): Fiir alle € > 0 existiere eine Zerlegung P., so dass S(f,P-) — S(f,P-) < ¢.
Es gilt

f(x)de = 5(f,P:)

Sl—_

b
8P 2 [ fla)de>

und daher

b b

0< /f(x)da:—/f(x)dx <e
fiir alle € > 0. Dies zeigt die Gleichheit von unterem und oberem Riemann-Integral.
b b

(3) = (1): Sei [ f(z)dx = [ f(x)dx =: e. Dann existieren fiir jedes € > 0 Zerlegungen

P und P mit
S(f,P) > 6—% und  S(f,P) <e—|—%

Folglich ist S(f,P) — S(f,P) < &. Sei nun P. = P U P. Dann gilt
S(£,P) = S(f,P-) <S(f,P) — 8(f,P) <&

Ist nun P eine Zerlegung von [a,b] mit P > P.. Dann liegen sowohl e als auch die Rie-
mannschen Summen S(f, P, &) fiir beliebige Stiitzstellen im Intervall (ﬁ(f, P.), S(f, 735)).
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Folglich gilt ||S(f,P,£) —e)|| < €. e ist also der Grenzwert der Riemannschen Summen fiir
f, d.h. f ist Riemann-integrierbar und

/abf(:u)d:c:/bf(x)d:v:/bf(x)dx.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass f : [a,b] — R genau dann Riemann—integrierbar

O

ist, wenn f beschriankt und “fast iiberall” stetig ist. Zunéchst klaren wir, was mit ”fast

iiberall” gemeint ist.

Definition 7.8. Fine Teilmenge A C R hat das Lebesque—Maj$ Null (wir sagen auch kurz:
A ist eine Nullmenge), wenn fir alle e > 0 eine Folge von Intervallen Iy, I, ... existiert,

so dass
AcC U Int(1,) und ZL(In <e
n=1 n=1

Man sagt: Fine FEigenschaft fir Punkte einer Menge B C R gilt ”fast uberall” wenn sie
fiir alle Punkte von (B \ Nullmenge) gilt.

Offensichtlich gilt:

1. Die einpunktigen Mengen {z} C R sind Nullmengen.
2. B C Aund A Nullmenge = B Nullmenge.
3. Sei A C [a,b] eine Nullmenge. Dann ist [a,b] \ A C [a,b] eine dichte Teilmenge.

Satz 7.14

1. Seien A1, As, ... C R Nullmengen. Dann ist U A, ebenfalls eine Nullmenge.
2. Jede abzdihlbare Menge A C R ist eine Nullmenge

Beweis. (1) Sei e > 0. Da A,, Nullmengen fiir alle n € N, existieren Intervalle 1,1, L2, . ..
mit - -
€
Ap | Int(Ly;) und > L(I) < o
i=1 =

Daraus folgt

A= U A, C U U Int(Ip;) (abzéhlbar viele Mengen)
n=1i=1

und

iiL(Im)<€ i;ﬂ— % 1i =e.
n=1

n=11i=1

(2) Folgt aus (1), da einpunktige Mengen Nullmengen sind. O
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Satz 7.15 (Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium)
Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrankt

und fast uberall stetig ist.

Beweis. (<=) Sei f :[a,b] C R — R beschrénkt und fast iiberall stetig. Dann existiert
ein C € RT mit |f(x)| < C fiir alle z € [a,b]. Wir bezeichnen die Menge der Unstetig-
keitsstellen von f mit A, d.h.

A :={z¢ € [a,b] | f in z( nicht stetig}.

Sei € > 0. Da A eine Nullmenge ist, existieren Intervalle Ji, Js, ..., so dass

Ac | Int(J,) mwmd D L(Jy) <e.
n=1

n=1

Wir betrachten nun die sogenannte Oszillation von f in xg € [a,b]:

m (Sup{f(x) | |z — xo] <0} —inf{f(z) | |x — zo| < 5})

0s2(f,0) 1= lim,

Mit Hilfe der Ostzillation kann man die Stetigkeit folgendermafien charakterisieren: f ist
in xp genau dann stetig, wenn osz(f,z9) = 0. Fiir die Punkte g € [a,b] \ A (in denen f

ja stetig ist) existiert somit ein §(xg) > 0, so dass

sup{ £ (@) | |& — x0| < 3(0)} — inf{F(x) | | — wo < 8(aa)} < <.

Die Familie U := {Int(J,) | n € N} U{K(z0,d(x0)) | zo € [a,b] \ A} ist eine offene

Uberdeckung der kompakten Menge [a, b]. Dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung
U = {Int(Jn,), ..., Int(Jny), K(x1,6(x1)),..., K(zr,0(z))}

von [a, b]. Wir wéhlen nun eine Zerlegung P = {xo, z1,...,2,} von [a,b], deren Teilinter-
valle Iy, in Int(Jy,;) oder in K(z;,0(x;)) liegen, wobei i =1,...,rund j =1,..., N. Wir
bezeichnen mit J* die Menge derjenigen Teilintervalle von P, die in einem J,; liegen und
mit J** die Menge der restlichen Teilintervallen von P. Dann gilt wegen |f(z)| < C die
folgende Ungleichung

S(f.P)=S(f,P)y= > (My—mp) L(Ie)+ > (Mg —my) L (1)

IeJ* I eJ**
<20 Y L(Ix) +e- > L(Ix)=(2C+(b—a))-e.
IeJ* I eJ**
N—_——— ~————
<e <b—a

Nach Satz 7.13 ist f dann Riemann-integrierbar.

(=) Sei f Riemann-integrierbar. Dann ist f nach Satz 7.6 beschrénkt. Es bleibt also zu
zeigen, dass die Menge A der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist.

Sei A, :={x € [a,b] | 0sz(f,x) > a}. Da f genau dann in z stetig ist, wenn osz(f,z) = 0,
folgt
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A:A1UA%UA%U....

Nach Satz 7.14 geniigt es nun zu zeigen, dass die Mengen A1 fiir jedes n € N Nullmengen
sind. Sei n € N fixiert und € > 0 vorgegeben. Nach Voraﬁssetzung existiert dann eine
Zerlegung P mit

S(£.P) = S(£.P) < o
Sei J* die Menge der Teilintervalle I, von P mit Int(Ix) N A1 # (). Nach Definition der
Oszillation folgt dann fir z¢ € Int(Il;) N A 1 '

S |-

My, — my = sup f|r, —inf f|r, > osz(f,z0) >

Daraus ergibt sich

L3 L) Y (M- m) L) < 5(P) - S(LP) < o

IeJ* IyeJ*
AuBerdem wihlen wir Intervalle I um die Teilungspunkte von P mit > L(I;) < 5. Nach
k=1
Wahl von J* folgt dann
A% - U Int(I) U U Int(I), wund Z L(I) + ZL(Ik) < 3 + ;=€
IpeJ* k=1 IpeJ* k=1
Somit ist A1 eine Nullmenge. O

n

Das Lebesguesche Integrierbarkeitskriterium liefert uns nun die folgenden Beispielklassen

fiir Riemann-integrierbare Funktionen:

1. Jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R mit abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen
ist Riemann—integrierbar.

2. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

3. Eine Funktion f : [a,b] — K" ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn f be-
schrankt und fast tiberall stetig ist (wobei K € {R,C}).

4. Ist f : [a,b] — R™ Riemann-integrierbar und h : R” — R™ stetig, so ist ho f :
[a,b] — R™ Riemann-integrierbar. Insbesondere ist ||f]| : [a,b] — R Riemann-

b b
H/f(x)da:H S/Hf(@”dx.

5. Sind f, g : [a,b] — C Riemann-integrierbar, so ist auch f - g : [a,b] — C Riemann-

integrierbar und es gilt

integrierbar.

Bemerkung: Die Dirichlet-Funktion ¢ : [0,1] — R, gegeben durch

1 i 1
5($) _ { x rationa.

0 x irrational,

ist in keinem Punkt aus [0, 1] stetig und folglich nicht Riemann-integrierbar. In Analysis 3

fiihren wir das Lebesgue—Integral ein und werden sehen, dass § Lebesgue—integrierbar ist.
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7.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir wissen aus dem letzten Abschnitt, dass jede stetige Funktion auf einem kompak-
ten Intervall Riemann-integrierbar ist. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede stetige
Funktion auch eine Stammfunktion besitzt. Aus Ubungsaufgabe 95 wissen wir, dass fiir
Riemann-integrierbare Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen, das Riemann- und

das unbestimmte Integral iibereinstimmen. Dies legt den folgenden Satz nahe:

Satz 7.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f :[a,b] — E stetig und die Funktion F : [a,b] — E definiert durch

x
~ Rty
a
1. F:la,b] — E ist lipschitzstetig,
2. F ist differenzierbar und F' = f, d.h. F ist eine Stammfunktion von f.

3. Das Riemann-Integral von f tber [a,b] stimmt mit dem bestimmten Integral von f

Dann gilt:

iber [a,b] tberein.

Beweis. (1) Aus den Rechenregeln fiir Riemann-Integrale (Satz 7.10) folgt

w10~ o= o frou = sl

< \fuﬂwudtl <yl 1l

@ y
(Hier benutzen wir die Vereinbarung: ]é f(t)dt = —]é f(t)dt falls x < y.)
y

(2) Seie >0.Da fin xg € [a,b] stetig ist, existiert ein § > 0, so dass || f(t) — f(zo)] < &
fir alle t € [a,b] mit |t — xo| < d. Also gilt fiir alle diese t:

t
[FO= e = || = ff e — s

t

- H,t_lxo‘ - (7€<f<u> ~ flxo) du)|
T fuf f (e du

et — x| = €.

Folglich ist
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(3) F ist eine Stammfunktion von f mit F(a) = 0. Somit gilt fiir das bestimmte Integral

von f iiber [a, b]:

O

b b
/ F(t)dt = F(b) — Fa) = F(b) = 7€ F(t) dt.

b
Fiir stetige Funktionen werden wir fiir das Riemann-Integral jetzt immer [ f(z) dx schrei-

a
ben. Wir konnen fiir dieses Integral sowohl die Eigenschaften des bestimmten Integrals
(z.B. Partielle Integration, Substitutionsregel) als auch die Eigenschaften des Riemann-

Integals (z.B. Monotonieverhalten, Normabschéitzung) benutzen.

Anwendung: Als Anwendung beweisen wir zwei Eigenschaften der Zahl 7.

1. Die Zahl 7 ist irrational.

2 a

Es geniigt zu zeigen, dass 72 irrational ist. Angenommen 72 ist rational, d.h. 72 = 7 mit

a,b € N. Wir wéhlen ein n € N mit 23—,” < 1 und betrachten die Funktion f: R — R,

2n
1 1
f@) = 2"l —a)" = —- g crz®,  wobei ¢ € Z.
n! n!
k=n

Dann gilt fiir das Integral

1
I::W/a”f(x)sinﬂa:d:c
0

wegen 0 < f|1) < % die Ungleichung

n

1
wa" . 2a
0<I</sm7rxdx—<1.
n! n!
0

Wir zeigen nun, dass I ganzzahlig ist: Fiir die k-ten Ableitungen von f gilt f*)(0) € Z
und f*)(1) € Z fiir alle k € Ny. Sei F: R — R die Funktion

F(a) = b (2 (@) = 72O (@) + 220~ D (@) = 4 (1)@ (@)

Nach unserer Annahme ist 72("%) = ‘;:—:: fir 0 < k < n. Folglich gilt F(0), F(1) € Z.

Auflerdem erhalten wir

% (F'(z)sinTe — mF(x) cosTz) = (F(Q) (x) + 7r2F(:U)) sinz = b 2" f(z) sin 7
= a1’ f(x)sin Tz
und somit
=1 (F'(1)sinm — 7F(1) cosm — F'(0) sin0 + 7F(0) cos 0) = F(1) + F(0) € Z.

™
Also miifite I eine ganze Zahl in (0,1) sein, was nicht mdoglich ist. Somit war unsere

Annahme falsch, d.h. 7 ist irrational.
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4k
4k2 —1°

n
s ) 7 ,
2. Es gilt die Wallissche Formel: 5= nlggo kl:[l

Zum Beweis betrachten wir das uns bereits bekannte Integral

2 13247(71;1) -5 falls n gerade und n > 2
A, :—/sm rvdr. = " .
0 % falls n ungerade und n > 3.
Fir z € [0,3] gilt sin?" 2 2 < sin®"t 2 < sin®* 2. Aus der Monotonie des Riemann—

Integrals folgt somit Ag,10 < Aoy < Agy,. Wir erhalten also

L= fim 20 o g A2t oo Age g 2041

n—oo A9y T n—oo A2n ~ n—oo AQn n—oo 2n + 2 B

Wir haben also in der letzten Ungleichung iiberall ein Gleichheitszeichen. Damit folgt

o Aw L 24e(20)  24-(20) 2
n—oo  Asgp, nsool-3-...-2n+1) 1-3-...---(2n—1) =

= 2k)? 2

™

n—00 bl 2k + 1)(2]{ — 1)

Dies zeigt die Wallissche Formel.

7.4 Die Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 7.17 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig, g : [a,b] — R Riemann—integrierbar®* und g > 0. Dann existiert
ein & € [a,b] mit

/b f@)g(a) dz = £©) - [ g(a) d.

Beweis. Da f : [a,b] — R stetig und [a, b] kompakt, existieren m := min{f(x) | x € [a,b]}
und M := max{f(z) | z € [a,b]}. Es folgt

m-g(z) < f(z)-gle) <M-g(x)  Va€la,b]. ()

b b
1. Fall: Sei [g(z)dz = 0. Nach Integration von (x) ergibt sich 0 = [ f(x)g(z)dz und
damit die Be(}llauptung. ‘

b
2. Fall: Sei [ g(z)dx > 0. Nach Integration von (*) ergibt sich

<M= f(xmax)-

2 Mit den hier auftretenden Integralen meinen wir immer die Riemann-Integrale.
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Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [Zmin, Tmax] C [a, b], so dass

[ f(z)g(x) dz
[ —
g(z)dx
foe :
Folgerung 7.1 Ist f : [a,b] — R stetig, dann existiert ein & € [a,b], so dass gilt
b
[ H@yde= 1) - a)
Beweis. Dies folgt aus Satz 7.17 mit g = 1. ad

b
Folgerung 7.2 Sei f : [a,b] — R stetig, f >0 und [ f(z)dx = 0. Dann gilt f = 0.

Beweis. Sei ¢ € (a,b). Wir betrachten Folgen (z,,) und (y,,) mit a < z,, < ¢ < y, < b und
Tn — C, Yo — c. Da f >0, gilt

Yn b
Og/f(x)dxg/f(x)dmzo.

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein &, € |2y, Y] mit

Yn

0—/fwwx—ﬂ&ﬂw—w0-

Tn
Folglich ist f(&,) = 0. Nach Konstruktion konvergiert die Folge (&,) gegen c. Da f stetig

ist, konvergiert dann auch f(&,,) gegen f(c). Folglich ist f(c) = 0 fiir jedes ¢ € (a,b). Fir
die Randpunkte folgt dies dann wegen der Stetigkeit von f. O

Satz 7.18 (2. Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig, g : [a,b] — R monoton wachsend und stetig differenzierbar.

Dann existiert ein § € [a,b], so dass

b 13 b
/ f(@)g(x) dz = g(a) / f(x)dx + g(b) / f(x) dz.
@ 13

a

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Da g differenzierbar und monoton wachsend
ist, gilt ¢ > 0. Wenden wir den 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung auf F - ¢’ an, so

erhalten wir ein € € [a, b], so dass

b b
/F(a?)g’(w) dr = F(&) - /g'(x) dr = F(&) - (9(b) — g(a)). (%)
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Mit partieller Integration folgt

—
=
=
s}
=

8
N~—
IS
S
!
P
&
S—
IS
8
I
|
—
e
QU
8
_l_
i
—
N~—

7.5 Parameterabhangige Integrale

In diesem Abschnitt integrieren wir Funktionen, die von zusétzlichen Parametern abhéngen

und untersuchen, wann Integral und Ableitung vertauschbar sind.

Satz 7.19 Sei U C R" offen und f : [a,b] x U C R""' — R eine stetige Funktion. Sei

F: U — R definiert durch
b

Pla) = /f(t,:v) dt.

Dann gilt:

1. F:UCR" —R st stetig
2. Euxistiert gg{ und zst : [a,b] x U — R stetig, so ist F': U — R nach x; stetig

differenzierbar und es gzlt

8F 8 f

a

t,x)dt.

Beweis. (1) Sei z € U. Wir wihlen eine kompakte Umgebung W (z) C U von z. Nach
Voraussetzung ist f|( 5w stetig. Da [a, b] x W kompakt ist, ist f|[4 4w sogar gleichméBig
stetig, d.h., fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daf}

[f(tx+h) = f(t,2)] <

b—a
fir alle t € [a,b] und alle h € R™ mit ||h|| < 0. Es folgt

b
Pz + h) — / flta+h) — (t,x)dt‘g/f(t,x+h)—f(t,a:)]dt
b

<[




258 7 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

Folglich ist F' in x stetig. Aulerdem gilt
b

b b
/g%f@x+hyﬁ:/j@wﬁﬁ:F@y:E%F@+hyzgg/f@x+hmt (%)

a

(2) Um die Formel fiir die partielle Ableitung von F' nach der Variablen x; zu beweisen,

betrachten wir die Funktion ¢ : [a,b] x U X (—&,&) — R mit

ft, x-l-)\ez) f(t,x) falls \ = 0
(t,2,\) == o alls 2 #0,
o (L a:) falls A = 0.

Da f stetig ist, ist g in allen Punkten (¢, 2, ) des Definitionsbereiches mit A # 0 stetig.
Wir zeigen nun die Stetigkeit von ¢ in (¢, x,0). Dazu wenden wir den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung auf die Funktion f in der z;-Komponente an. Ist A # 0, so existiert
ein 0y € (0,1), so dass

f(t x40y Ae;) - A

f(tax+)‘6i)_f(tax) oL

Folglich gilt

0
g(t,:n, >‘) = 83{2(25’1‘ +0- )‘61)
Sei nun ((tk,xk, /\k)) eine Folge mit A\; # 0, die gegen (¢, x,0) konvergiert. Dann konver-

giert die Folge (ti,x) + 0y, - Awes) gegen (t,x). Nach Voraussetzung ist % stetig. Somit

gilt

o (t.2) = g(t.2,0).

Folglich ist g auch in (¢, z,0) stetig. Wir wenden nun die Formel (x) aus (1) auf g an und

0
hm g(tk,xk,/\k) = lim ! (tk,xk + 0y, - A\rei) =

k—oo Ox;

erhalten
F F Ae;) — (t, Ae; )
0 () = lim (& + hei) —hm/f x+6 mEAGLS )d
o0x; A—0 A A—0
b b
—hm/ (t,z,\)d / g(t,z,\)d /gtxO
af
dt.
oz, H%)
Da gf auf [a,b] x U stetig ist, 1st nach (1) auf U stetig. O

Wir betrachten nun die analoge Situation, wenn zusétzlich die Integralgrenzen von Para-

metern abhangen.

Satz 7.20 Sei U C R" offen, f : [a,b] x U C R*™ — R stetig differenzierbar und
90,91 : U C R" — [a,b] C R zwei differenzierbare Funktionen. Dann ist die Abbildung
G:UCR" — R mit
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g1(z)
G)i= [ flta)ds
go(x)
partiell differenzierbar und es gilt
oG Y 2 )
— 91 ) 990 ]
e@= [ Laaa v 2@ f(n).a) - 32w f(().0).
go(x)

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen

b b

F(x) ::/f(t,:c) dt, Fy(y,x) ::/f(t,x) dt, Fi(y,x) ::/f(t,x) dt.

a Y

Dann gilt G(z) = F(x) — Fo(go(x),z) — Fi(g1(x), ).

(1) Nach Satz 7.19 existiert g—i(x) und es gilt
OF / of
e (2) = / oL (1) d.

a

259

(2) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist Fy(-, x) fiir festes z

eine Stammfunktion von f(-,z). Das heifit, es gilt aa—I;O(y,a:) = f(y, =) fir alle (y,x). Nach

Satz 7.19 gilt auBlerdem fiir festes y

8F0( ) = yai
axi Y - 8xi

a

(t,x)dt.

Aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt dann

0 OF 0 OF
5 (Folgo(@),2) = 5 go(a). ) - () + 52 (90(a),2)
go(z)
0 0
~ f{o@)2)- 2@ + [ FLta)ar
(3) Analog gilt fir Fy
0 0 0
5 (Fla(@).2) = ~f(n(@)0) - 32w + [ e
g1(x)
Insgesamt erhalten wir
oG Y P P
e@= [ Lama 4 2w fn).e) - 32w f (o)),
go(z)
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7.6 Uneigentliche Riemann-Integrale

Wir wollen nun auch Funktionen integrieren, die auf nicht-kompakten Intervallen definiert

sind.

Definition 7.9. Fine Funktion f : [a,c) — E mit a < ¢ < +oo heiffit uneigentlich
Riemann-integrierbar, wenn fli,y fir alle kompakten Intervalle [a,b] C [a,c) Riemann-

integrierbar ist und der Grenzwert

x

/f(t) dt:= lim [ f(t)dt € E

existiert3. "
Analog definiert man [ f(t)dt fir eine Funktion f: (c,a] — R, mit —oo < ¢ < a.

C
Eine Funktion f : (¢,d) — E mit —oo < ¢ < d < +o0o heif§t uneigentlich Riemann-

integrierbar, wenn f|,y fir jedes kompakte Intervall [a,b] C (c,d) Riemann-integrierbar

d xg
ist und die uneigentlichen Riemann-Integrale [ f(t)dt und [ f(t)dt fir ein xo € (c,d)
o c

existieren. Wir definieren dann

/df(t)dt = 7)f(t)dt+/df(t)dt.

(Dies ist unabhdngig von der Wahl von x)

Die Rechenregeln fiir Riemann-Integrale iibertragen sich mit Hilfe der Grenzwertsétze auf

die uneigentlichen Integrale.

Beispiel 1: Die Gamma—Funktion

Die Gamma-Funktion I" : RT — R ist definiert durch
oo
I'(z):= /tzlet dt.
0

Wir zeigen, dass das uneigentliche Integral I'(z) fiir jedes € R existiert:
(1) Fiirt >0 gilt 0 < t* et < #*~1 Fiir 0 < a < 1 erhalten wir damit

S

x «

1 1
1.1 1 a®
0</txletdt</t"”1dt:tx _1_*
X X
(03 (03

Da die Funktion g(o) = f; t*“le~tdt fiir @« — 0 monoton wachsend und durch i be-

schrankt ist, existiert der Grenzwert

3 Auch hier sind mit dem Integralzeichen immer die Riemann-Integrale gemeint.
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1
lim [ t*le tdt = / ==Lt dt.
0

(2) Esgilt t*let = tze—fl . t% Da lim £ =0, existiert ein M > 0, so dass
t—oo €
r—1_—t 1
e " < — Vt> M.
12
Daraus folgt fiir alle 8 > M
; 1 18 1 1 1
ot _tdt</dt:—‘ = — =< —.
/ ©r=]e thy - M B M
M M

B

Da h(B) = [ t*~le~tdt fiir B — oo monoton wachsend und durch ﬁ beschrinkt ist,
M

existiert der Grenzwert

o0
lim [ t“le~tdt = /tx_le_t dt.
B—00
M M
Folglich existiert
0o 1 M B
/tx_le_t dt = lim [ t*te™! dt—l—/tx_le_t dt+ lim [ t*“te7tdt = I'(x).
a—0t B—ro0
0 [ 1 M

Satz 7.21 (Eigenschaften der I'-Funktion)
Die Gamma-Funktion I' : R™ — R hat folgende Eigenschaften:

1. I'(z+1)=z-I'(z) Va>0.

2. I'(n)=(n-1)! VneN.

3. I'(z-a+ (1 —x)-b)<T(a)* - T'(b)'* fir alea,b € RT und z € (0,1)
(d.h. die Funktion InI" ist konvex).

4. I'(z) = nh—>r20 m (GauB-Formel fiir die I'-Funktion).

5. I'(3) = .

Beweis. 1. Fiir x > 0 und 0 < € < r folgt mit partieller Integration

T T T
. r
/txe_tdt— /—t“f(e—t)’dt = /x-tx_l-e_t dt — te7t| .
3

& & &

Geht man mit € — 0 und dann mit r — oo, so folgt:

o o

F(:E—I—l):/tme_tdt::r:-/tx_l'e_tdt::x-F(x).
0 0
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2. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion.
Induktionsanfang: Fir n =1 gilt

[e. 9]

—t —t|* 1
Ir'l)y=[e'dt=—e :—hm—t—&—e—l—()'
0 t—o0 e
0

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir n. Mit 1. folgt dann I'(n + 1) = nl'(n) = n!.
3. Wir benutzen die Holder-Ungleichung fiir Riemann-Integrale (siche Ubungsaufgaben):

/\f ) dt < /|f )’ /\g ,

wobei p,q > 0 und * >+ E = 1 gelten. Seien = € (0,1) und a,b € RT. Wir setzen in der
a—1
Holder-Ungleichung p = % und g = ﬁ und betrachten die Funktionen f(t) := tTefi
b—1
und g(t) := t 7 e 4. Dann folgt

T T s

/tﬁb L=t dt < (/t“let dt>x</tblet dt)l_x.

3 3 3

Lassen wir nun € gegen 0 und r gegen oo konvergieren, so erhalten wir
Ix-a+(1—x)-b)<(a)”- T2

4. Fiir z = 1 ist die angegebene Formel offensichtlich erfiillt. Sei nun z € (0, 1). Fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt die Formel n 4+ z = (1 — z)n + z(n + 1). Wir benutzen, dass I’

logarithmisch konvex ist und erhalten mit 1. und 2.
[(n+2) < T(n)'" - T(n+1)* = [(n)"=" - T(n)" -n® = (n—1)! - n". (+)

Des Weiteren gilt fiir € (0,1) und n € N die Formel n+1 =z(n+z)+ (1 —z)(n+1+x)

und wir erhalten analog mit 1.

n=In+1)<T'(n+z)* - I'n+1+2)"=I(n+z)- (n+z)"

Es folgt

nl(n+2)* ' < I'(n+a). ()
Aus 1. folgt I'(n+x)=I'(z) - z-(z+1)-...-(x+n—1) und (%) und (*x*) liefern dann

| r—1 I Y AP
n!(n + x) < I(z) < (n—1)!n .
z(z+1)-...-(x+n-1) zz+1)-...-(x+n-1)

=:an(x) ::I?nr(ac)

Also gilt an(z) _ I'(x)

<1

ba(z) = bo(z)

Fir den Grenzwert auf der linken Seite erhalten wir
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x—1 z—1 -1
fim ) gy MO <”+x> — lim (1+3)x —1.
n—o00 bn(x) n—00 nx n—00 n n—00 n
Daher ist
— 1) T
I'(z) = lim b,(z) = lim (n—1t-n
n—00 nooox(r+1)-...-(x+n—1)
_ n!-n® T+n
_n—>oox(1:+1)-...-(l‘—|—n) n
——
—1
n!-n®
= lim .
n—oo x(x+1)-...-(x+n)

Somit gilt die GauB-Formel fiir I" fiir z € (0, 1]. Es bleibt zu zeigen, dass sie mit = auch
fiir  + 1 gilt. Dies folgt mit 1.:
) nln®
Pat+1) =z ) :nh—>nolox(x+1)(x+n) o
) n!n*tl r+1+n
7}l—>rgo(:c+1)-...-(3:—|—1+n). n
N

—1

x+1

. nln
= lim .
nooo (x4 1)-...- (x+14n)

5. Wir benutzen die Gau3-Formel fir z = % und erhalten

| |
r <1> — lim nty/n — lim nty/n

2 n—00 %(%—1—1)(%—1—@ n—00 (1—%)(2—%)(n—%)(n+%)
Mit der Wallisschen Formel folgt dann
2 2 n 2
I'f=) = lim =2 lim —_
(3) = e by 2 e e
=2- T .
2
Somit gilt I'(3) = /7. a
oo o0
Beispiel 2: Die Integrale /ea72 dr = \f und / e dx = /7.
0 —0o0

Wir berechnen das erste Integral mit der Substitution ¢ = x2, dt = 2zdu:

o0 o0 oo

1 1 1 _/1
e dr=[et—dt== [t 2etdt= 7F<7> = ﬁ
2z 2 2 \2 2
0 0 0
Das zweite Integral folgt aus dem ersten, denn mit der Substitution x = —y, dx = —dy
folgt
0 0 00

/ e dy = /—ez”2 dy = /ey2 dy.
O

—00 00 0
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7.7 Die Lange von Kurven und der Flacheninhalt ebener Gebiete

In diesem Abschnitt werden wir die Integralrechnung benutzen, um Léngen von Kurven

sowie Flacheninhalte ebener Gebiet zu bestimmen.

Definition 7.10. Fine parametrisierte Kurve im R™ ist eine stetige Abbildung v : I — R™,
wobei I C R ein beliebiges Intervall bezeichnet.

Sei I' C R™ eine Teilmenge. Unter einer Parametrisierung von I versteht man eine stetige
Abbildung v : I — R™ mit v(I) =TI.

v(t)

Wir interessieren uns also nicht nur fiir das Bild der Kurve I" := ~(I) im R", sondern
auch dafiir, wie die Kurve durchlaufen wird (z.B. mit welchem Zeitplan). Um die Lange
einer parametrisierten Kurve v : I — R” zu definieren, benutzen wir die geometrische

Intuition.

Sei P = {zg < 1 < ... < Zy,} eine endli-
che Menge von Teilungspunkten des Intervalls
I. Dann beschreibt

L(v,P) =Y IIv(ar) = y(ze—)|
k=1

die Lange des durch die Zerlegung P definierten
Sehnenpolygons durch die Punkte ~(xz¢), v(z1),
ooy V(). (Ist I = [a,b], so setzt man z¢g = a
und z,, = b).

Ist P > P, so folgt aus der Dreiecksungleichung L(~, ﬁ) > L(v,P).
Definition 7.11. Fine parametrisierte Kurve v : I — R™ heifit rektifizierbar, falls
L() :=sup{L(y, P) | Pendliche Zerlegung von I}

existiert. L(vy) heifst dann Linge von 7.

Bemerkung:
1. Ist v rektifizierbar und I = I; U I3 eine Zerlegung von I in zwei Teilintervalle, so gilt

L(y) = L(v|n) + L(vn)-

2. Jede lipschitzstetige Kurve v : I — R, die auf einem beschrankten Intervall definiert
ist, ist rektifizierbar, denn aus der Lipschitz-Bedingung ||7v(t) — v(s)|| < L(t — s) fiir
alle s,t € I folgt fiir die Langen aller einbeschriebenen Sehnenpolygone

m

L(v,P) = v (@) =7 (@e1) | < LY (wx —2-1) < L - Liinge(I).
k=1 k=1
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3. Nicht jede (stetige) parametrisierte Kurve ist rektifizierbar.
Zum Beispiel ist die Kurve v : [0, 1] — R2,

(t,t-cos (%)) te(0,1]
0 t=0

() =

stetig, schwankt aber bei ¢ — 0 zu oft hin und her und ist deshalb nicht rektifizierbar
(Ubungsaufgabe).

0o f(x) =z cos ()
,_Wn/\./\ . . :

W2 \/,4 0,6 0,8

0,5

4. Das Bild einer stetigen parametrisierten Kurve [0,1] — R? kann ein ganzes Quadrat
ausfiillen (Peano-Kurven) (fiir ein Beispiel siehe K. Konigsberger: Analysis I, Kapi-
tel 12, oder H. Sagan: Space-Filling Curves. Solche (pathologischen) Félle wollen wir
ausschliefen. Wir setzen deshalb im Folgenden voraus, dass unsere parametrisierten

Kurven v : I — R" nicht nur stetig, sondern differenzierbar sind.

Definition 7.12. Fine differenzierbare parametrisierte Kurve v : I — R™ heifit requldr,
wenn ' (t) #0 fir allet € I.

Regulire parametrisierte Kurven besitzen in jedem Parameter ¢ € I eine Tangente, die
durch die Gerade Tanyy := 7(t) + Rv/(t) beschrieben wird.
Die Léange von stetig differenzierbaren parametrisierten Kurven kann man mit Hilfe des

Riemann-Integrals berechnen.

Satz 7.22 Sei 7y : [a,b] — R"™ eine stetig differenzierbare parametrisierte Kurve. Dann

ist v rektifizierbar und es gilt

b
Liy) = / I/ (0)] dt.

Beweis. Da ~ stetig differenzierbar ist, ist v auch lipschitzstetig und damit rektifizierbar.
(1) Wir zeigen zuerst: L(vy) < f; 17/ (t)|| dt:
Sei P = {a = z9 < 21 < ... < xz, = b} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Da ~

differenzierbar ist, gilt
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m m Tk b
73):;“7(:%)— Y(wp1) ZH / dtHg;xl ||'y(t)Hdt:a/H7 ()] dt

und wir erhalten
L) = sup L(3. P t/m ) dt. ()

(2) Wir zeigen nun, dass in (*) Gleichheit gilt. Wir betrachten dazu die Hilfsfunktion
¢+ la,0] = [0, L()];

0(t) :== L (Y]ja,g) = sup{L (7]ja,¢: P) | P Zerlegung von [a,t]}.
Sei t € [a,b), h >0 und ¢t + h € [a,b]. Dann ist

L (Yern) = [t +h) = @) Yt + h)
kiirzeste Lange zw. den EP ’}/(t)

Wir wenden (%) auf 7|y ;45 an und erhalten

t+h
Iyt +h) =yl < L (Vljgern) < / 19/ ()]l ds.

Wegen
L (Vite+n) = L (Vasen)) = L (Vo) = €0+ 1) = £(2)
folgt dann
(t+h) — t+h) o) 1 [ |
2t + +
[pARES L PFUAL) L/m $llds = 3 (F(t-+ ) — F(2),

wobei F' die Stammfunktion von ||4/|| bezeichnet. Durch Limesbildung lim+ ergibt sich
h—0

Lt +h) —L(t) , ,
< lim ————= < F'(t) = .
W@l < Jim SR < P = )
Also gilt
. l(t+h)—L(1) ,
lim —————~ = t)||.
Tim ST 401
Auf analoge Weise zeigt man
. l(t+h)—L(1) ,
1 _ = t)||.
i (LD @)

Also ist ¢ differenzierbar und es gilt ¢/(t) = ||7/(¢)||. Damit erhalten wir

b b
LMzﬁ@zM)é@zjﬁwwz/Mﬁmw
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Bemerkung:
1. Sei I C R ein nicht-kompaktes Intervall mit den Grenzen a und b, —oco < a < b < 400,

und v : I — R” eine parametrisierte C'-Kurve. Dann ist v genau dann rektifizier-
b

bar, wenn das uneigentliche Riemann-Integral [ ||7/(¢)|| d¢ existiert. In diesem Fall gilt
a

b
wie fiir kompakte Intervalle L(y) = [ ||7/(¢)| dt. Ist der Grenzwert des uneigentlichen

a
Riemann-Integrals 400, so sagen wir 4 hat unendliche Lange.
2. Sei v :I C R — R" eine stiickweise C'-Kurve, d.h., 7 ist stetig und es existieren
endlich viele Teilungspunkte a =ty < t; < t3 < ... < t, = b des Definitionsbereiches

I, so dass v stetig differenzierbar ist. Dann gilt

titit1)

L) = 3 L0l =3 [ IVl dt

k=1 k=1;,” |

Beispiel 1: Die Kreislinie

Wir betrachten die Kreislinie vom Radius r parametrisiert durch

A
Y(t
v 1 [0,27] — R? mit y(¢) := (rcost,rsint). Dann ist 7/(t) = / ()
t

(—rsint,rcost) und ||7/(¢t)|| = r. Folglich erhalten wir fiir die

Lange
2
L(v) = /rdt =27r und L(v[jo,) =1
0

Beispiel 2: Die Schraubenlinie

Wir betrachten die Schraubenlinie 7 : [0, 27] — R3, gegeben durch
~(t) = (rcost,rsint, ct). Dann ist +/(t) = (—rsint,r cost,c) und
7 (t)|| = V72 + 2. Folglich erhalten wir fiir die Linge der Schrau-
benlinie bei einer Umdrehung L(7) = 2772 + 2.

Beispiel 3: Umfang der Ellipse

Wir betrachten die Ellipse

E = {(z,y) € R? | z—; + z—j = 1}, wobei a,b € R\{0}. Es gelte
a>bund es sei k? :=1— Z—z < 1. Wir parametrisieren die Ellipse
E durch die Kurve v : [0,27) — R? mit v(t) = (acost,bsint).
Dann gilt

v (t) = (—asint,bcost) und ||y (¥)]| = Va2 sin?t + b2 cos? t

und wir erhalten
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o b2 27
L) :a/%mmZcos%dt:a/mdt.
a
0 0

Dies ist ein elliptisches Integral, es ist nicht durch elementare Funktionen ausdriickbar.
Durch Reihenentwicklung von /1 — z (wie in Kapitel 7.2) erhalten wir

1-3-...-(27 -1
L(vy) = 2ar 1—1—2() 1) k% 2‘4'.”('?2‘7,))

Man kann eine Kurve I" auf verschiedene Weisen (z.B. mit unterschiedlicher Geschwindig-
keit) durchlaufen.

Definition 7.13. Seiy: I C R — R" eine parametrisierte C'—~Kurve und T : I — I eine
Parametertransformation, d.h. ein C'-Diffeomorphismus. Dann heifit 5 := yor : I > R"

Umparametrisierung von .

Es gilt also I" = Im(vy) = Im(7). Sinnvollerweise sollten sich geometrische Eigenschaften,

wie die Linge der Kurve, bei Umparametrisierung nicht &ndern.

Satz 7.23 Sei~ : [a,b] — R" eine parametrisierte C1—~Kurve.

1. Isty =~orT: [5,5] — R" eine Umparametrisierung von vy, so gilt L(y) = L(7).
2. Ist R : R™ — R" eine Euklidische Bewegung, d.h., R(x) = Az + xo mit A € O(n),
xg € R™, so gilt L(y) = L(Ro~).

Beweis. 1) Aus (s) = ’Y(T(S)) folgt 7/(s) = ’y’(T(s)) -7'(s) und damit

/H ds—/rw #(s)ds.

Wir substituieren ¢ := 7(s). Dann ist dt = 7/(s)ds.
a) Ist 7/(s) > 0, so ist 7 monoton wachsend, d.h., es gilt 7(a) = a und 7(b) = b. Weiterhin

ist |7/(s)| = 7/(s) und es folgt
b
7= [ IVl = L0,

b) Ist 7/(s) < 0, so ist 7 monoton fallend, d.h., es gilt 7'((?) = b und T(l;v) = a. Weiterhin
ist |7/(s)] = —7/(s) und es folgt

a b
- / I (B)ldt = / I (&) ldt = L().
b a

2) Sei die Kurve ¢ : [a,b] — R" definiert durch 6(¢) := R(y(t)) = Ay(t) + xo. Dann ist
§'(t) = A¥/(t) und da A eine orthogonale Matrix ist, gilt

18" @)1 = 1Ay @) = [+ (D).
Also ist L(5) = L(v). O
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Oft wahlt man Parametrisierungen, bei denen die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit
durchlaufen wird, z.B. mit der Geschwindigkeit 1, d.h. so, dass ||7/(¢)|| = 1. In diesem Fall

stimmt die Lange der Kurve mit der Lange des durchlaufenen Parameterintervalls tiberein.

Definition 7.14. Eine parametrisierte Kurve v : I C R — R heifit auf Bogenlinge
(oder durch ihre Bogenlinge) parametrisiert, falls L(7|a,5)) = 8 — « fiir alle [o, 8] C 1.

Satz 7.24 (Umparametrisierung regulirer Kurven auf Bogenlinge)

1. FEine stetig differenzierbare, parametrisierte Kurve v : I — R™ ist genau dann auf
Bogenldnge parametrisiert, wenn ||/ (t)|| =1 fir alle t € 1.

2. Ist v : I — R" stetig differenzierbar und requldr, so existiert eine Umparametrisierung

von v auf Bogenlange.

Beweis. 1) (=) Sei tg € I. Wir wihlen ein kompaktes Intervall [a,b] C I mit ¢y € [a, D]
und betrachten die Langenfunktion ¢ : [a,b] — [0, L(7)],

(t) = L (1)) = / I17/()] ds.

Dann gilt nach Voraussetzung ¢(t) = t — a und somit ¢'(¢t) = 1. Andererseits ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ¢'(t) = [|/(¢)||. Daraus folgt |7/ (¢)|| = 1
fir alle t € [a,b] und somit fiir alle ¢ € I.

(=) Wenn [|7/(¢)]| =1 fiir alle ¢ € I, so gilt L (v}a,9) = f”y’(t)” dt = p — « fiir alle
[, B] C I, d.h., ~ ist auf Bogenldnge parametrisiert. *

2) Wir betrachten wieder die Langenfunktion ¢ : [ — I. Wenn v regular ist, gilt ¢/'(t) =
II7/(t)|| > 0. Folglich ist ¢ stetig differenzierbar und streng monoton wachsend. Deshalb

existiert eine differenzierbare Umkehrfunktion 7 : I — I von £. Fiir die Ableitung von 7

gilt dann 7/(s) = Z,(Tl(s)) = ||’Y’(Tl(3))H > 0. Fiir 7 := 7 o 7 folgt mit Kettenregel

Also ist |7/ (s)|| = 1 fiir alle s € 1. ]

Als nachstes befassen wir uns mit dem Flacheninhalt ebener Gebiete.

Definition 7.15. Eine stetige Kurve v : [a,b] — R™ heifit

e geschlossen, falls v(a) = ~v(b).
e cinfach, falls v : (a,b) — R™ injektiv ist.

Eine einfache, geschlossene Kurve vy : [a,b] — R? heif$t positiv-orientiert, falls sie entgegen

dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
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Sei nun 7 : [a,b] — R? eine einfache, geschlossene und positiv-orientierte Kurve:

n = I'=1Im~y

2 bezeichne das von I' := Im(vy) umschlossene Gebiet. Wir geben nun eine Formel an,

mit der man den Flacheninhalt von (2 mit Hilfe der Randkurve berechnen kann.

Satz 7.25 Sei v : [a,b] — R? eine einfache, geschlossene, positiv-orientierte, (stiick-
weise) stetig differenzierbare Kurve und sei £2 C R? das von I' := Im(v) umschlos-
sene Gebiet. Weiterhin seien x,y : [a,b] — R die Koordinatenfunktionen von =, d.h.,
v(t) =: (z(t),y(t)). Dann gilt fir den Flicheninhalt von 2:

b b
Ammm:—/mwuoﬁﬂi/y@mwﬁ
b

Beweis. 1) Wir betrachten zunéchst parametrisierte Kurven «, bei denen das Bild der Kur-
ve aus zwei zur y-Achse parallelen Geraden und zwei Bogen, die Graphen von Funktionen
f1 und fo mit 0 < f1 < fo sind, besteht.

| fi(z) fi, f2> 0
7 (t1) "\/\(;\/\A v(a) =(b)
v (t2) /\/—\/ 7 (ts)
fal) ‘
x1 To

Nach Definition des Riemann—Integrals ist

mmm:?ﬁ@m-fﬁ@m- (%)

Fiir die obige Kurve (t) = (z(t),y(t)) gilt

(z(t), f1(z(t [
(21, (1)) [
(x(t), fa(x(t))), t € [ta, t3]
( ) [

s tc tg,b].

z(t))), tE€la,tq]

)

(2(t), y(t)) =

L 3727y(t)
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Die Koordinatentransformation z = z(t), de = 2/(t)dt mit x1 = z(t1) und 2o = z(a)

liefert fiir das erste Integral in (x)

t1

72f1(36) dx = /afl(x(t)) 2/ (t)dt = —/y(t)x’(t) dt.

a

Analog ergibt sich mit x = z(t), de = 2/(t)dt sowie x; = x(t2) und zo = z(t3) fiir das

zweite Integral in (x)

7f2(x) dr = fy(t)a:’(t) dt.

Damit ergibt sich insgesamt

tq t3 b
Area(2) = — /y(t):c'(t) dt+/y(t):z:’(t) dt | = —/y(t)m'(t) dt,

da x(t) = const fir t € [t1,t2] und t € [t3, b].

2) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall.

A

>
KS geeignet legen

Beh.: Man kann {2 in eine endliche Zahl von Gebieten zerlegen, die die Form aus 1) haben.
Wir legen das Koordinatensystem so, dass I’ im positiven Quadranten liegt. Sei F die
y-Achse. Wir betrachten die stetig differenzierbare Abbildung

olt) = dist(E, (1)) = ().

Da das Intervall [a, b] kompakt ist, hat ¢ nur endlich viele lokale Maxima und Minima. Wir
zeichnen in diesen Punkten, wie im Bild dargestellt, die zu E parallelen Geraden. Dann
zerlegt sich (2 in Gebiete der Form 1).

Wenn 2/(t) # 0, so ist 2’ > 0 oder 2’ < 0. Daher ist x(t) zwischen den kritischen Punkten
von z(t) monoton wachsend oder monoton fallend. Deshalb existiert eine Umkehrfunktion
t = t(z) und die Teilstiicke von v sind Graphen einer Funktion, d.h., v(t) = (x(t),y(t))
mit y = y(t) = y(t(x)) =: f(x). Nun kénnen wir die Fléche von 2 leicht berechnen:
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Area(f2) = Z Area (£2;)
i=1

1 b t 3
=—( / y(t)'(t) dt + / y(t)a' (t) dt + / y(t)a! (t) dt + / v (B de+ ..

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass alle Parameterabschnitte [t;,¢;+1] genau

einmal auftreten. O

Folgerung 7.3 Ist die Randkurve v in Polarkoordinaten gegeben, d.h., gilt

(1) = r(t)eD = (r(t) cos p(t), (1) sin (1)),

so ist

Area(£2) = = /T2<t)(p/(t) dt.

Folgerung 7.4 (Leibnitzsche Sektorformel)
Das Gebiet (2 sei begrenzt durch die Strahlen Lo und Lg mit den Winkeln o bzw. 3 zur
x-Achse, 0 < o < 8 < 27, und eine durch Polarkoordinaten beschriebene Kurve r = r(p),

wobei der Winkel ¢ € [, 5] beim Durchlauf durch die Kurve streng monoton wichst.

Dann gilt

Area(2) = ;/rQ(cp) dep.

Beweis. Wir parametrisieren die Randkurve von £2 durch ~(t) = 7(t)e¥®), ¢ € [a, D],

a, t € [a,t]
o) =< o(t), tEelt,ta)
57 te [t27 b]

Aus Folgerung 7.3 erhalten wir

Area(£2) = = /rQ(t)cp’(t) dt.
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Wir substituieren ¢ = ¢(t), dp = ¢'(t)dt. Da (t) auf [t1,t2] streng monoton wachsend

ist, existiert eine Umkehrfunktion ¢ = #(¢). Somit kdnnen wir r in Abhéngigkeit von ¢

8
/ () dep.

darstellen, 7 = r(p), und erhalten insgesamt

Area(2) =

DO | =

Beispiel 1: Flacheninhalt einer Ellipse

Sei {2 die von einer Ellipse mit den Halbachsen a und b eingeschlossene Flache.

/?
p

Wir parametrisieren die Ellipse durch die Kurve v(t) = (acost,bsint) =: (z(¢), y(t)) mit
t € [0,27]. Dann ist nach Satz 7.25

27 27
Area((2) = ;0/ ()Y () — y(t)2'(t)) dt = ;O/ab- (cos*t +sin*t) dt = mab.

Beispiel 2: Flicheninhalt der Sternkurve (Astroide)

FEin Kreis vom Radius r = % rolle auf der Innenseite eines Kreises vom Radius R entlang.

P

Der Weg, den der feste Punkt P wahrend des Rollens zuriicklegt, wird Astroide genannt
und ist bestimmt durch die Gleichung s + y% = R5. Wir kénnen die Astroide parame-
trisieren durch (t) = R (cos®t,sin®¢). Dann folgt fiir den Flicheninhalt des Gebietes (2,
das durch die Astroide begrenzt wird
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27
1
Area(§2) = iRQ / (cos®t - 3sin®t - cost + 3cos®t - sint - sin®¢) dt

0
2

3
= §R2 / sin? t cos® t (C082 t + sin® t) dt
0

3 2T 3 2T 1 9
= 2RQ/(sintcost)2 dt = 2R2/ (2sin2t> dt
0 0
27
3
= 8R2/sin2 2t dt, x = 2t, dr = 2dt
0
47 5
3 3 3
= 16R2/sin2$dx = 16R2~8/sin2$d1: = Z = gﬂ'RQ.
0 0

Beispiel 3: Die Archimedische Spirale
Die archimedische Spirale ist die in Polarkoordinaten durch r(¢) = cp, mit einer Kon-

stanten ¢ € R, beschriebene Kurve. In Euklidischen Koordianten ist sie also durch

(@) = 7(p)e'? = (cyp cos @, cpsin @)

gegeben.

[SIE]

7

2Te

Nach der Leibnitzschen Sektorformel ist der Flacheninhalt des Gebietes (2

1, 1, 1 4 4,

2 27
1
Area((2) = 5 /7"2(90) dp = QC /SOQ dp = 50 . §8W3 = §7T c.
0 0

Beispiel 4: Das Kleeblatt

Den Rand des n-blattrigen Kleeblatts beschreiben wir durch eine Kurve in Polarkoordi-

sin (ﬁ )
280

naten:

r(p) =r1- ; wobei ¢ € [0,27] und r € R.
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Es gilt r(¢) =0 <= Fo=Fkr und r(p) =r <= Ho = 5 +km, wobei k € Z.
Unabhéngig von der Anzahl n der einzelnen Blatter ist die Kleeblattfliche K, halb so

grof3 wie die Flache der Kreisscheibe vom Radius r, d.h.,
1 5 .
Area (K,) = o7 fiir alle n € N.

Aus der Leibnitzschen Sektorformel folgt ndmlich mit der Substitution ¢ := S, dt = §dy

21 nmw s

1 1, 2 2 1
Area(K,) = 2r2/sin (g<p> do = =r?. . /sithdt = % : n/sithdt = 5777"2.

0 0 0

[\






