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Ubungsblatt 15: Musterlosung zu den Aufgaben 15.1 und 15.2

Aufgabe 15.1 (2 + 3 + 2 4+ 2 4+ 4 + 5 Punkte)
Wir betrachten R? als 3-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf der die kartesischen Koordi-
naten glatte Funktionen z,y,z : R®> — R definieren. Sei w € Q3(R?) die glatte 3-Form
gegeben durch

w:=dx Ndy N dz.

Da TyR? = R3 fiir jedes x € R? ist wy eine antisymmetrische multilineare Abbildung
R? x R? x R? — R, d.h. wy gehort zum Vektorraum A3(R3)*. Zeigen Sie:

a) w=dyANdzANdx =dz Ndzx A\ dy.

Loésung:
Das Dachprodukt von 1-Formen ist assoziativ und antikommutativ, also gilt

w=(deNdy) Ndz = —(dy Ndx) Ndz = —dy A (dz N dz) = dy A (dz A dx)
= (dyNdz) Ndx = —(dz Ndy) Ndx = —dz A (dy AN dz) = dz A (dz A dy).

b) Fiir alle x,u,v,w € R? gilt wy(u,v,w) = Det (u v w), wobei die Vektoren
u,v,w als Spalten einer 3-mal-3 Matrix betrachtet werden.
Hinweis: dim A3(R3)* = 1.

Loésung:
Fiir ein beliebiges x € R? sind die Abbildungen wy : R3 x R3 x R? — R und

AR xR? xR? - R, A(u,v,w) ::Det(u v w)

beide multilinear und antisymmetrisch, sind also Elemente des 1-dimensionalen Vektor-
raums A?(IR?)*. Fiir die Standardbasisvektoren e, e,, e, € R3 gilt A(e,, e,, e,) = Det(1) =
1 # 0, also A ist nicht 0 und ist daher eine Basis von A3(R3)*. Folglich gibt es eine Kon-
stante ¢ € R, so dass wy = cA. In der Vorlesung haben wir beweisen, dass wx auch eine
Basis von A3(R3)* ist, und zwar wx(ey, ey, e,) = 1, woraus folgt, ¢ = 1. Hier nochmal zur
Wiederholung die Berechnung: laut Aufgabe 4.1(5) im Skript ist (dx Ady Adz)x(ez, ey, €;)
die Summe iiber alle Permutationen ¢ € S3 der Vektoren (e.,e,,e,) von einem Vor-
zeichen (—1)1°l multipliziert mit dem Tensorprodukt dz ® dy ® dz ausgewertet auf den
permutierten Vektoren. Da dx(e,) = dy(e,) = dz(e,) = 1 und alle anderen Auswertungen
verschwinden, entsteht nur bei der trivialen Permutation ein nichttrivialer Beitrag, also

(dx Ndy Ndz)(ez, ey, e.) = (dr @ dy ® dz)(ey, ey, e,) = dx(e,)dy(ey)dz(e;) = 1.

c) Fiir eine gegebene Matrix A € R33 gilt wy(Au, Av,Aw) = wy(u,v,w) fiir alle
Vektoren x,u,v,w € R? genau dann, wenn Det(A) = 1. Insbesondere gilt das fiir
alle 3-dimensionalen Rotationen A € SO(3).

Losung:
Nach Teilaufgabe (b) folgt

wx(Au,Av,Aw) =Det (Au Av Aw)=Det(A-(u v w))=Det(A) -Det(u v w)
= Det(A) - wx(u, v, w).
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Jetzt betrachten wir das Kreuzprodukt auf R3. Sei ( , ) das euklidische Skalarprodukt
auf R3; dies bestimmt einen Isomorphismuﬂ

bR = AYRY, v v = (v,), dh V(W)= (v,w).
Sei eq, es, e3 die Standardbasis von R?, und p := eﬁ A eg A eg € A3(R3)*. Zeigen Sie:

d) Die Abbildung R3 — A%(R3)* definiert durch v — wyp := u(v,-,-) € A?(R3)* ist
auch ein linearer Isomorphismus.

Loésung:
Wir bemerken zuerst, dass e?, e%, eg € A(R3)* die Dualbasis von eg, ez, e3 € R? ist, denn

1 falls i =j,

eg(ej) = (eirej) = {0 sonst.

Als weitere Anwendung von Aufgabe 4.1(5) im Skript ist te, pu(vi,v2) = (€] A € A
e})(e1,v1,va) jetzt eine Summe iiber alle Permutationen o € S3 vom Vorzeichen (—1)/!
multipliziert mit ¢} ® e} ® e} ausgewertet auf der entsprechenden Permutation der Vek-
toren (e1, vy, ve). Bei allen Permutationen, die den ersten Vektor versetzen, erscheint in
dieser Auswertung entweder €3(e;) oder €3(e;); da beide 0 sind, verschwindet der Bei-
trag von solchen Permutationen. Die {ibrigen Permutationen sind nur die Triviale und die
Vertauschung von v; und vo, also

Lel:u(vlv VQ) = (e% N eg N eg)(el’ Vi, VQ) = Z (_1)‘(]'(9? ® eg ® eg)(elv V0(1)7V0(2))
oES2

b b b b
= Z (-1)l(e} ® e3)(Vo(1), Vor2)) = (€3 A e3)(vi, va),
o€Ss
das heifjt,
le b = eb2 A eg.
Nach Teilaufgabe (a) konnen wir auch p = e% A e% Ael = eg AelA eg schreiben, so dass
die gleiche Berechnung auch zu

Lot = ley(€) NG AE)) =3 A€ und ey = Ley(€3 A €] A€)) =€) Ae)

fiihrt. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die drei Elemente €} A e}, €} A e} und €} A €}
eine Basis von A?(R3)* bilden, also haben wir bewiesen: das Bild der Basis e}, ez, e3 € R?
unter der Abbildung v ~ iy ist ebenfalls eine Basis von A%(R3)*, und daher ist diese
Abbildung ein Isomorphismus.

e) Das Kreuzprodukt v x w € R? von Vektoren v,w € R3 wird eindeutig durch die
Relation v’ A w” = lvxw it bestimmt.
Hinweis: Einfach in Koordinaten berechnen.

!Die Abbildung b : V — V* und seine Umkehrabbildung 4 : V* — V kénnen analog fiir jeden endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt definiert werden, und heiflen die musikali-
schen Isomorphismen. Wie v” und A* auf Deutsch auszusprechen sind, habe ich leider keine Ahnung; im
Englischen sagt man “v-flat” und “A-sharp”.
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Losung:
Wir schreiben v = (v1,v2,v3), w = (w1, w2, w3) und v X w = (vaws — v3wa, vswy —
v1ws, viwe — vewy). Dann gilt, v =1 eb1 + 9 eg + v3 e%, denn

(’01 e% + U2 eb2 + vg eg)(w) = (’Ul eg + U2 eg + v3 eg)(wlel + woes + w3e3)
= VW1 + VW2 + VW3 = <V, W> = Vb(W).
Analog gilt w” = wi e} + woe} + wse}, und daher,
VAW = (v1 €] + vae) +v3€3) A (w1 € + wy € + w3 e})
= (vqws — vgwg)eg A eg + (v3wy — vlwg)eg A eg + (vjwg — vgwl)eg A eZ
= (VW3 — V3W2 )ley b V3w — V1W3 )les b VW2 — VW1 Jleg b = by xw -
( Jeer i+ ( Jees b+ ( )

Da die Abbildung v ~ ¢y ein Isomorphismus R? — A%(R3)* ist, gibt es fiir alle v,w € R3
nur einen Vektor u := v x w, der die Relation v’ A w” = 1, erfiillt.

f) Fiir alle Rotationen A € SO(3) und v,w € R3 gilt Av x Aw = A(v x w).

Losung:
Nach Teilaufgabe (e) reicht es, die Relation

(AV)’ A (AW)” = tA(yscm) o (1)
fiir alle v,w € R? und A € SO(3) zu beweisen. Fiir u € R? gilt per Definition
(Av)’(u) = (Av,u) = (v,A"'u) = v'(A"'u),
weil A orthogonal ist. Aus der Relation (15) im Skript folgt dann
((AV) A (AW)’) (W) = (AV)’(w) - (Aw)" (W) — (Av) (W) - (Aw)"(u)
=v' (A ) - w(A W) — vV (A7) - W (A )
= (VAW (AT, AT ).

Jetzt vergleichen wir das mit der rechten Seite von (I): weil Det(A) = 1 folgt aus Teilauf-
gabe (c),

LAy ew (i, 1) = a(A (Y x W), ) = (v x w, A”'u, A1)
= LVXW,U(A_lu, A_lu/) = (Vb A Wb)(A_lu, A_lu’),
und damit ist bewiesen.

Bemerkung: In Verbindung mit Aufgabe 13.B folgt aus dieser Aufgabe die allgemeine Re-
lation ||v x w|| = ||v|| - ||w]| sin @, wobei 6 € [0, 7] der Winkel zwischen v und w ist.

Aufgabe 15.2 (3 + 2 + 3 Punkte)

Wir betrachten wieder R3 als glatte 3-Mannigfaltigkeit mit den kartesischen Koordinaten
z,y,2 : R® = R. Sei N := {z > 0und y = 0} C R3. Auf der offenen Teilmenge R\ N
sind auch die Kugelkoordinaten (s. Aufgabe 11.1)

rR3I\N = (0,00), 6:R3\N = (0,21), ¢:R3\ N = (—7/2,7/2)
als glatte Funktionen definiert, und diese sind eindeutig durch die Relationen
x = rcostcos g, y = rsinf cos ¢, z =rsin¢

bestimmt.
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a) Finden Sie die eindeutigen glatten Funktionen f;; : R3\ N — R fiir 4,5 = 1,2,3, so
dass

dx = fiidr+ fi2df + fi3do,
dy = fordr + faa dO + fo3 do,
dz = f31 dr + f32 do + f33 d¢

auf R?\ N gilt. Versuchen Sie, moglichst einfache Formeln fiir diese Funktionen zu
finden.
Hinweis: Sie diirfen die Produktregel d(fg) = gdf + f dg nicht vergessen.

Losung:
Aus x = rcosfcos ¢ folgt

dx = d(r cos B cos ¢) = (cosf cos @) dr + rcos ¢ d(cos 0) + rcos 6 d(cos ¢)
0 0
= cosfcosdr + rcos o ((%0089) df + rcosf <a¢cos¢> do
= cosfcos¢pdr —rsinfcos¢pdf —rcosfsingdp = %dr—yd@—xtangbddx

Analog folgt aus y = rsinf cos ¢ und z = rsin ¢,
dy =sinfcos¢pdr + rcosfcospdf — rsinfsinpdp = gdr—kxd@ —ytan ¢ do
r

und .
dz =sin¢dr +rcos¢pdp = — dr + rcos ¢ do.
r

Das Resultat lésst sich durch die folgende Matrixrelation zusammenfassen:

dx x/r —y —xztan¢ dr
dy | = ly/r =z —ytang de | . (2)
dz z/r 0  rcos¢ do

b) Finden Sie (wieder mit moglichst einfachen Formeln) die eindeutigen glatten Funk-
tionen g1, ¢2,93 : R*\ N — R, so dass dff = g1 dx + go dy + g3 dz auf R3\ N gilt.

Losung:

Man koénnte die Matrix in invertieren, aber das wire miihsam. Eine bessere Idee, wenn
es wirklich nur um df geht, ist dass man aus die resultierenden Formeln fiir y dz und
x dy vergleicht:

ydx = ﬁdr—y2(1l0—xytanqbdgf),
r

rdy = Y gy + 22 df — xytan ¢ d.
r
Daraus folgt,

rdy —ydr = (2® +y*)df, also df =— dx +

R 7 T dy.

z2 + y?
Dass dz in dieser Relation nicht erscheint, bedeutet, dass die Funktion g3 verschwindet.

c) Beweisen Sie die Relation dz A dy A dz = r2cospdr A df A dp auf R3\ N.
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Losung:
Wir berechnen aufgrund des Resultats von Teilaufgabe (a):

dxAdyAdz:<£dr—yd9—xﬁm¢d¢>A(ydr+xd9—yUm¢d¢)A(Edr+rcw¢d¢)
T T T
= E:m“cosgbalr/\d9/\a€gb—y%rcosqﬁal@/\alr/\qu
T
-+y@tmum;d9Ad¢Adr—(xtmuwx§d¢Ad9Adr
2 2
= <x2005¢+y2003¢+ ﬁtanng— “tand>> dr ANdf A dg¢
T T

cos® ¢ + Zsin¢

= (2% +¢* dr Adf Ad
(% + y°) cos 6 r AdO A do
2 )
:(x2+y2)ded9Ad¢
cos ¢
_r2c052¢

dr AdO A de = r?cosddr Ad A de.
0s ¢



