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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Wir betrachten die Menge M aller quadratischen reellen Polynome in einer Variablen der Form p(x) =
a0 + a1x + a2x

2 mit a0, a1, a2 ∈ R. M ist ein Vektorraum (bzgl. der üblichen Addition und skalaren
Multiplikation).

a) Geben Sie drei verschiedene Basen von M an.

b) Es sei p(x) := −1 + 4x + 3x2, sowie p′(x), p′′(x) die erste und die zweite Ableitung von p(x).
Geben Sie p′(x) und p′′(x) explizit an und zeigen Sie, dass die drei Polynome p(x), p′(x), p′′(x)
eine Basis von M bilden.

Aufgabe 2 (4 Punkte).

Es seien die Vektoren v1 =

 1
3
5

, v2 =

 4
5
6

, v3 =

 6
4
2

 aus R3 vorgegeben.

a) Was ist die Dimension von U := span(v1, v2, v3)?

b) Liegt der Vektor

 2
4
5

 in U?

c) Liegt der Vektor

 2
−2
−6

 in U?

d) [Zusatz]: Angenommen wir interpretieren v1, v2, v3 als drei Vektoren des Z7-Vektorraumes Z3
7.

Was ist dann die Dimension von span(v1, v2, v3)?

Aufgabe 3 (2+1+1+2* Punkte).
Es seien aj,i ∈ R für j = 1, . . . ,m und i = 1, . . . , n, sowie bi ∈ R für i = 1, . . . , n gegeben.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

a1,1x1 + a2,1x2 + . . . + am,1xm = b1

a1,2x1 + a2,2x2 + . . . + am,2xm = b2

... =
...

a1,nx1 + a2,nx2 + . . . + am,nxm = bn

mit n Gleichungen und m Unbekannten, sowie das Gleichungssystem

a1,1y1 + a2,1y2 + . . . + am,1ym = 0
a1,2y1 + a2,2y2 + . . . + am,2ym = 0

... =
...

a1,ny1 + a2,ny2 + . . . + am,nym = 0.



Das zweite Gleichungssystem wird als homogen, das erste entsprechend als inhomogen bezeichnet.

a) Es sei LH die Menge aller Lösungen y =

 y1
...

ym

 ∈ Rm des homogenen Gleichungssystems.

Begründen Sie: LH ist stets ein Untervektorraum von Rm.

b) Angenommen x =

 x1
...

xm

 ∈ Rm ist eine Lösung des inhomogenen Gleichungssystems.

Begründen Sie: Für alle y ∈ LH ist x̃ := x + y ebenfalls eine Lösung des inhomogenen Glei-
chungssystems. Umgekehrt: Ist ein x̃ ∈ Rm eine Lösung des inhomogenen Gleichungssystems, so
muss es sich bereits als x̃ = x + y mit einem y ∈ LH schreiben lassen.

c) Begründen Sie, dass das inhomogene Gleichungssystem entweder keine, genau eine oder unendli-
che viele Lösungen besitzt. Begründen Sie zunächst über Teil a), dass das homogene Gleichungs-
system entweder genau eine oder unendliche viele Lösungen besitzt.

d) [Zusatz]: Angenommen die Koeffizienten aj,i und bi, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m sind aus dem
Körper K = Z2. Entsprechend werden + und · als Operationen in K (und nicht in R) inter-
pretiert. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Lösungen aus Km des inhomogenen Gleichungssystems
entweder 0, 1 oder eine Zweierpotenz (d.h. 2k mit k ∈ N) ist.

Aufgabe 4 (2+2 Punkte).
Es sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt, e ∈ V ein beliebiger Einheitsvektor und a ∈ V ein
beliebiger Vektor. Wir definieren nun a‖ := 〈e, a〉 · e und a⊥ := a− 〈e, a〉 · e, so dass

a = a‖ + a⊥.

a‖ wird als die (orthogonale) Projektion von a auf e und a⊥ als das orthogonale Komplement von a
bezüglich e bezeichnet.

a) Prüfen Sie nach:

• a‖ und e sind parallel

• a⊥ und e sind orthogonal

• a‖ und a⊥ sind orthogonal

b) Es seien e :=

(
− 1√

2
1√
2

)
und a :=

(
0√
2

)
. Bestimmen Sie a‖ und a⊥ bezüglich e (unter Verwen-

dung des kanonischen Skalarproduktes in R2).

Abgabe:
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