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Uber die Linge der Knotenlinien
schwingender Membranen

JocHEN BRUNING und DIETER GROMES

Es wird eine asymptotische (untere) Abschiitzung fiir die Linge der Knoten-
linien schwingender Membranen angegeben. Das Ergebnis ist ein Analogon

. zu bekannten Eigenschaften der Nullstellen von Eigenfunktionen Sturm-

Liouvillescher Prgbleme.
Wir gehen aus von

Satz 1 ([1], S.395). Es bezeichne y, die n-te Eigenfunktion eines Sturm-
Liouvilleschen Problems im Intervall I=[a, b]. Dann hat y, in (a, b) genau n—1
(notwendig einfache) Nullstellen.

Es stellt sich die Frage, ob diese Eigenschaft ein Analogon bei Eigen-
funktionen elliptischer Randwertprobleme in hoheren Dimensionen hat.
Beschrianken wir uns dabei auf den zweidimensionalen Fall. Es sei also G ein
s+ 1-fach zusammenhiingendes Gebiet im R? mit hinreichend glattem Rand S;
es bezeichne ferner F die Fldche und U den Umfang von G. In G betrachten
wir das Problem

Au+Au=0 1in G,
(1)
u=0 aufs.

Die Aussage von Satz 1, die sich ja nicht unmittelbar iibertragen 1a8t, ist offen-
bar dquivalent zu der Behauptung, daB die Nulistellen von y, I in genau n Teile
zerlegen. In Analogie dazu kénnen wir nach der Anzahl k(n) der Gebiete fragen,
in die G durch die Knotenlinien der n-ten Eigenfunktion u, von (1) zerlegt wird.
Courant bewies ([1], S. 393), daB k(n)<n, und Pleijel [4] verschirfte dies zu

k 4
lim sup ﬂg}—z

n— o n

<0,7, 2)

wo j die kleinste Nullstelle der nullten Besselfunktion bezeichnet. Aus (2) er-
sicht man, daB k(n)=n nur endlich oft auftreten kann; es gibt sogar Beispiele,
wo unendlich oft der Fall k(n)=2 auftritt [ 5], so daB k(n) in keiner befriedigen-
den Beziehung zu n steht. Bekannte Beispiele von Knotenlinien schwingender
Membranen [1], [5] legen nun die Vermutung nahe, dal zwar nicht die Anzahl
der Teilgebiete, wohl aber die Linge [, der Knotenlinien mit n gegen unendlich
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strebt. Setzt man U
Ln = ln +—= (3 )

2
und erkldart man den Inhalt N —1-dimensionaler Punktmengen im RY nach
Minkowski ([2], S. 994), so hat (3) auch fiir N=1 einen Sinn, und Satz 1 liefert
L,=n. Die GroBe L, kann also als legitime Verallgemeinerung der Anzahl der
Nullstellen in hoheren Dimensionen angesehen werden. Wir wollen beweisen:

Satz 2. Es gilt die Abschitzung

Fi/2 j
LV e @

ergibt sich daraus die

dnn

Mit der Weylschen Beziehung 4, ~

Folgerung. Es ist .
. =

J

(5)

2
lim inf -2
B 0O n

Die Linge der Knotenlinien wiichst also mindestens wie ﬂ Zum Beweis von
Satz 2 bendtigen wir zwei Hilfssétze.

Hilfssatz 1. G, sei ein s;+ 1-fach zusammenhiingendes Teilgebiet von G, das
nur von den Knotenlinien der Eigenfunktion u, zum Eigenwert A, von (1) und
eventuell von S berandet wird, aber keine Knotenlinien im Innern enthiilt. Be-
zeichnet F, die Fliche, U; den Umfang und r, den Inkreisradius von G,, so gilt:

i U

< Sy 6

NSy ©)
Beweis. Die linke Seite der Ungleichung folgt aus der Beziehung k(1)=1

und der Monotonieeigenschaft der Eigenwerte ([1], S. 392), die rechte aus der

Tatsache, daB unter allen eingespannten Membranen gleichen Umfangs die
kreisformige den tiefsten Grundton hat ([1], S. 402).

Hilfssatz 2. Fiir ein s+ 1-fach zusammenhiingendes Polygon mit Fliche F,
Umfang U und Inkreisradius r gilt die Beziehung

FSUr¥(s—1)nr2 (7

Beweis. Fiir s=0 hat Fejes-T6th in [3] einen Beweis angegeben, der sich
beinahe wortlich auf den Fall s> 0 iibertragen 148t. Sein Hilfssatz 2 dndert sich
nur insofern, als sich die Formel

fi+2f,+3f3+=F+Lp—(s—1)np?

anstelle der urspriinglichen ergibt (s=0). Beachtet man nimlich, dal man zur
Zerlegung eines s+ 1-fach zusammenhéngenden Polygons in k+1 konvexe




Uber die Liinge der Knotenlinien schwingender Membranen 81

Teilpolygone genau k + s Diagonalen bendtigt und bildet man ein Papiermodell
wie in [3], so ergibt sich (mit den dortigen Bezeichnungen) fiir den Gesamt-
inhalt H der Papierbldtter

k+1 k+s

H=Y (F+L;p+mp?)— Z(Zd,p+np2)

i=1 fom ]

=F+Lp—(s—1)np*
Von hier ab verlduft der Beweis von Hilfssatz 2 wie bei Fejes-Toth.

Beweis von Satz 2. Wir wenden Hilfssatz 2 auf jedes der durch die Knoten-
linien erzeugten Teilgebiete G, an, 1 <i<k(n). Das ist moglich, da die Knoten-
linien und § stiickweise glatt sind, also G, durch Polygone approximiert werden
kann. Da die rechte Seite von (7) fiir s=0 und » £ U/27 in r monoton ist, kdnnen
wir wegen (6) r; durch j/l/l: ersetzen und erhalten:

; 2
ESU~—+ (s~ 1)

vn e

n

Summation iiber i ergibt

j k(n) 2 k(n)
.2
2j J
<L I,
= ]/_ 1) o
k{n) k(n)

da offenbar ) U;=2L,und ) (s,—1)<s—1.
i=1 i=1

Tats#chlich ist die in der zweiten Ungleichung links stehende Summe nichts
anderes als die Gesamtzahl aller inneren Rénder der G, minus die Gesamtzahl
aller ZuBeren Rinder der G,. Nun bringt ein innerer Rand aber offenbar genau
dann einen positiven Beitrag zur Summe, wenn er schon innerer Rand von G
selbst ist; ein duBerer Rand bringt genau dann einen negativen Beitrag zur
Summe, wenn er nicht zugleich auch innerer Rand eines der G, ist, was zu-
mindest fiir S zutrlfft Also muB die obige Ungleichung gelten. Das bedeutet

aber
thyj—@—nn

wie behauptet. J 1/_"
Offen bleibt die Frage, ob auch eine obere Abschitzung fiir 'L, gilt. Fiir
ein Rechteck mit den Seiten a, b und a?/b? irrational (d.h. es gibt nur einfache

Eigenwerte), gilt 2 4 2 s
i =—, lim sup————, (8)
n— o n T n— oo n s

was eine solche Vermutung nahelegt. Allerdings ist uns dariiber bis jetzt nichts
bekannt.
6 Math, Z, Bd, 124
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