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Zur Abschidtzung der Spektralfunktion
elliptischer Operatoren

Jochen Briining

§ 1. Einleitung

Es sei Q eine offene Teilmenge des R” und 02 ihr Rand. Weiter sei
P=P(x, D) ein formal positiver elliptischer Differentialausdruck der
Ordnung m mit C® Koeffizienten in Q. Setzen wir wie iiblich a:=
(0, ... ) fiir 0,€Z , 1 <i<n, ferner |of:=a, + -+ +a, und schlieBlich

i ‘
D= (— il —... i=1/—1
U e ’

so konnen wir also fiir ue CJ (), xe€ schreiben:

P(x,D)u(x)= 3, a,(x) D*u(x).

laj £m

Dabei ist fiir || <m a,e C*(Q); ferner ist

p(x, €)==HZ a,(x) &+0
fir xeQ und éeR”—{0}. Bezeichnet (.,.) das iibliche Skalarprodukt
in I?(Q), so ist fiir ue C¥ (Q) (Pu, u)= C(u, u) mit einem C>0. Dann ist P
ein symmetrischer Operator in I?(£) mit Definitionsbereich Cg (€Q),
besitzt also nach einem klassischen Satz von Friedrichs positive selbst-
adjungierte Erweiterungen. Eine solche Erweiterung P sei gegeben,

Es ist wohlbekannt [7, 10], daB E, ein Integraloperator mit C* Kern e,
ist; e, wird als die Spektralfunktion von P bezeichnet. Als Funktion von
t ist sie auf jedem endlichen Intervall von beschrinkter Schwankung
bei festem x, yeQ; fiir x=y ist sie sogar monoton. Wir wollen fiir x, ye,
t>0 e(x,y;t):=e,(x,y) schreiben. Das asymptotische Verhalten der
Spektralfunktion wurde von vielen Autoren untersucht (ein Uberblick
iiber die Geschichte dieses Problems und die zu seiner Losung verwende-
ten Methoden findet sich in [117). Das bisher umfassendste Ergebnis
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erzielte Hormander [11]. Er bewies u.a.: zu jedem Kompaktum K<Q
gibt es eine Konstante C(K), so daB fiir x€, t>0 mit der Abkiirzung

R(x,t)=e(x,x; )—(2m)™" | d&

p(x, &)<t

die Ungleichung

n—1

IR(x, )| C(K)t ™ 1)
gilt; dabei ist der Exponent von ¢ bestmoglich. Wir setzen fiir xeQ2
C(x):=inf {C(K)|xe K =@, K kompakt}.

Einfache Beispiele, etwa das Dirichletproblem fiir den A4-Operator,
zeigen, daB i.allg. lirgQC(x) = oo sein muf. Dies fiihrte auf die Vermutung,

. . 1 Lo
daB C(x) durch eine Funktion von — majorisiert werden kann, wo

) 1(x)
I(x)=dist {x, 0Q}. Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, daB dies unter
zusiitzlichen Voraussetzungen iiber  und P tatsdchlich der Fall ist. Wir
machen also die folgenden

Voraussetzungen. a) Q sei beschrinkt und besitze die gewohnliche
Kegeleigenschaft ([1], S. 11); der Rand 9Q von Q habe endliches (n—1)
dimensionales MinkowskimaB.

b) Die Koeffizienten von P(x, D) seien zusammen mit allen ihren
Ableitungen auf Q stetig erginzbar; ferner gebe es eine Konstante C, >0,
so daB fiir xeQ, £eR”

p(x, &)= C ¢

c) Es gebe ein keN, so daB km>n und 9 (F<H*(Q), wo H'(Q)
den Sobolevraum der Ordnung [ in Q bezeichnet ([1], S. 2).

Dann gilt
Satz 1. Es gibt eine Konstante C,>0, so daf3 fiir xeQ

C(x)£C, z(—lxj 2

Der Exponent von %CS kann durch keinen kleineren ersetzt werden.

Eine Abschiitzung der Form (2) wurde zuerst von Avakumovic fir
den A-Operator bewiesen [5]; fiir spezielle elliptische Systeme findet sie
sich in [8,9, 13] und [14]. Schwichere Abschidtzungen dhnlicher Form
wurden z.B. in [3] und [12] angegeben. Satz 1 stellt eine globale Ver-
schirfung des Ergebnisses von Hormander dar, beansprucht aber auch
deshalb Interesse, weil er unmittelbare Konsequenzen fiir das asymptoti-
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sche Verhalten der Anzahlfunktion N von P hat, wobei wie iiblich
N(t):= [e(x,x; 1) dx

o
die Anzahl der Eigenwerte <t von P angibt. In der Tat ergibt sich aus (2)
auf bekannte Weise [5, 8]

Satz 2. Es gibt eine Konstante C5, so dap fiir t>0
n—1
INO)—-Qm)™"f | dédx|<C,t ™ logt. 3)
2 px, &)<t

Auch (3) war bisher nur in Spezialfdllen bekannt, vgl. dazu [6, 5, 8, 9,
13~15] und fiir eine Ubersicht iiber bekannte Resultate [4].

Zum Beweis von Satz 1 gehen wir folgendermaBen vor: Wir setzen
den Operator P zu einem elliptischen Operator P’ in IR" fort, der ebenfalls
symmetrisch und halbbeschrédnkt ist, also auch eine selbstadjungierte
Erweiterung P’ besitzt. Deren Spektralfunktion e’ geniigt in Q der
Abschitzung (1); es reicht also aus, die Differenz e — ¢’ in Q abzuschitzen.
Dazu schitzen wir in §2 die Differenz der Greenschen Funktionen von
P und P’ auBerhalb eines Winkelraumes der komplexen Ebene ab, wobei
wir die von Hormander in [ 10] konstruierte Grundlésung zusammen mit
Resultaten von Agmon [2] verwenden. Diese Abschéitzung erméglicht
dann, wiederum in Verbindung mit (1), die Anwendung eines Taubersatzes
von Avakumovic (§ 3), woraus dann Satz 1 folgt. In § 4 zeigen wir schlieB-

lich anhand eines Gegenbeispiels, da} sich der Exponent von —l— in (2)
nicht verbessern 140t. 1(x)

Aus dieser Skizze wird bereits deutlich, daB der Satz von Hormander
im Beweis von Satz 1 die entscheidende Rolle spielt.

§ 2. Abschiitzung Greenscher Funktionen

Nach dem Spektralsatz und unseren Voraussetzungen geniigt es
offenbar, Satz1 fiir eine beliebige Potenz P* von P zu beweisen. Also
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB m>n und 9 (P)< H"(Q). Bekannt-
lich [2] gibt es einen symmetrischen und halbbeschrinkten elliptischen
Differentialausdruck P’'= P’(x, D) der Ordnung m mit C*® Koeffizienten
in R”, so daB fiir ue Cg (R"), xeR"

P'(x,D)u(x)= ). a,(x) D*u(x)

laf<m

und a@,|Q=a,. Da die Addition einer positiven Konstanten zu P das
Ergebnis (2) nicht dndert, kénnen wir auch P’ als positiv annehmen. Es
sei weiter P’ eine selbstadjungierte positive Erweiterung von P, ¢’ ihre
Spektralfunktion. Wir schreiben G,:=(P—z)"!, G.:=(P'—z)~! fiir z
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nicht im Spektrum von P bzw. P'. Diese Operatoren sind Integralopera-
toren mit stetigen und in Q beschrinkten Kernen G, (x, y) bzw. G, (x, y)
[2], die man als Greensche Funktionen von P bzw. P’ bezeichnet.

. . ) i
Wir wahlen nun ein festes ¢ mit 0<e <7 und setzen
Z,={zeC|larg z| <&}.

Alle unsere weiteren Abschitzungen gelten nur fir z¢Z,; dement-
sprechend werden die auftretenden Konstanten iallg. von & abhiingen.
Wir werden diese Tatsache aber nicht jedesmal ausdriicklich hervorheben.
Die fiir uns wichtigen Ergebnisse iiber G, und G/, von [2] fassen wir im
folgenden Hilfssatz zusammen.

Hilfssatz 1. Es gibt eine Konstante C,, so daf fiir x, yeQ, z¢Z, und
lz|=1 n=m
G, (% W +IG(x, IS Cylz] ™ . 4)

“Ist M eine kompakte Teilmenge von C, die keine Punkte des Spektrums
von P oder P’ enthilt, so ist die linke Seite von (4) fiir x, yeQ, ze M gleich-
mdpig beschrinkt.

Wie erwihnt machen wir auch Gebrauch von der in [10] konstru-
ierten Grundlosung. Fiir unsere Zwecke zitieren wir das Ergebnis von
Hoérmander in folgender Form.

Hilfssatz 2. Es sei ' eine relativ kompakte Umgebung von Q. Dann
existiert in Q' eine Grundlosung F von P'. Ferner gibt es positive K onstanten
C, C", C", so daf fiirx,yeQ, z¢Z_, |2|= C' und || <m—1:

DRyl 1
SCx—y ] ™ (e ) e 2O sl s
lal—m

SClx—y e " el

Wir setzen noch I(x, y):=max {I(x), [(y)} fiir x, yeQ. Dann gilt:
Hilfssatz 3. Es gibt Konstanten Cs, Cg, C-, so dap firr x, ye(, z¢Z,
und |z| 2 C; n—m
|G, (%, )= G, (%, YIS Cg 2] ™ = CriEDLI, ©

Beweis. Nach dem Spektralsatz ist G,(x, y)=G,(y, x) und G.(x, y)=
G} (», x); es geniigt also, (7) mit I(y) anstelle von I(x, y) zu beweisen.

Wir wihlen nun ein e C* (R") mit ¥ (x)=1 fiir |x|<1 und Y (x)=0
fiir |x|22. Weiter sei Q_:={xeQ|l(x)=0c} und p eine positive Zahl mit
Q;,%+ 2. Mit

U, (% =i (";y)
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fiihren wir die Funktion
E,(x,y):=v,(x, ) F(x, y; 2)
ein. Fiir x, yeQ und z nicht reell und positiv ergibt die Leibnizregel fiir
mehrere Veridnderliche ([17, S. 9):
(P(X, Dx) - z)(Gz (X, J’) - Ez(x, ))))

=s(x=y)=6(=3)+ T @@ (5) 0x*

lalgm B<a

' l//p(x7 y) Dg F(x: Vs Z)
=:L,(x, y).

Flr jedes a gibt es eine Konstante C, mit [D2y,(x, y)| <C, p~ !, x, yeR™.
Da in der Summe stets 0> 8] —|a|=|B|—m und jeder Term der Summe
hdehstens fiir p <|x—y|£2p von Null verschieden ist, ergibt sich mit (5)
flr x, yeQ, z¢Z,, |z|2 C' und p |z['™ 21 die Abschitzung

IL,(x, YIS Cpmem o, 7
¢’ passende Konstante. Dieselbe Abschidtzung gilt offenbar auch fiir die
durch , , ,

Lz(-xs }’):(P (X, Dx)—z)(Gz(x, Y)—EZ(X, y))

definierte Funktion. Bezeichnen wir die von den Funktionen L, und E,
arzeugten Integraloperatoren mit denselben Buchstaben, so ist fiir
JeCy(€y,) E, feCF(Q,). Also folgt:
E.f=(G.(P—2)E,f=G,((P(x, D)—2)E, f)
=G,(f—-L.f)
oder (G,~E,) f=(G,L,) f.
Da [ beliebig ist, folgt fiir xeQ, yeQ; , z nicht reell und positiv:
G.(x, y)—E,(x, y)= [ Glex)L(x,ydx.
pE|x —y|S2p

Fithren wir im rechtsstehenden Integral Polarkoordinaten ein und setzen
wit die Abschétzungen (4) und (7) ein, so folgt fiir xeQ, yeQ,,, z¢Z,,
|z|2 C" und p |z)M™21:

|G, (%, y)—E,(x, )| SClz| ™ e=C ek,
Hine analoge Abschitzung gilt auch fir G, —E,, wie man sofort sicht.

Withlen wir dann zu festem y 3p:=I(y), so folgt die Behauptung des
Hilfssatzes unter der zusitzlichen Voraussetzung

1) |z 23,

e
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Fiir 0< x<3 ist aber die Funktion ¢™* nach unten beschrinkt, so daB
in diesem Fall (6) aus (4) folgt.

§ 3. Abschiitzung der Spektralfunktion

Die Abschitzung von G,— G, liefert eine Abschdtzung von e— ¢
mittels des folgenden Taubersatzes von Avakumovic¢ [5].

Hilfssatz 4. Es sei B: R, >R eine Funktion mit folgenden Eigen-
schaften:
a) B ist lokal von beschrinkter Schwankung und B(0)=0.
b) Es gibt ein neN, so dafi B(t)=0(t") fiir t —> co.
c) Es gibt eine Konstante D, >0, so daf fir t>0 und O<h<1 gilt:
B(t+h—B({t)= —D,t" 1. :
) d) Fiir Re s>0 existiert die Funktion

@(s):= }oe"“B(t) dt.
0

Ferner besitzt ¢ eine analytische Fortsetzung in {seCl||s| < Dz} und geniigt
dort der Abschiitzung
lo()=Ds.

. , L. .. T
Dann gibt es eine positive Konstante D, so daf3 fiir t_>__3—:
2

BOI=D, (D3 Dzﬁrg—i) ot ®

Fiir xeQ wollen wir Hilfssatz 4 anwenden auf die Funktion
B ():=e(x, x;t™)—e'(x; x; t™), t>0.
DaB dies moglich ist, zeigt der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 5. a) Die Funktionen t—e(x, y;t) und t—e'(x, y;t), t>0,
x, ye®, sind lokal von beschrankter Schwankung und fiir x=y monoton.

b) Es gibt eine Konstante Cy>0, so dap fiir xeQ und t>0
le(x, x; t)]+ €' (x, x; )| < Cg t"™. ©)
c) Es gibt eine Konstante Cy>0, so daf fiir xeQ, t>0 und 0<h<1
le'(x, x; (t+RB)")—€'(x, x; )| S Cg t" 1.

d) Fiir Res>0, xeQ, existiert die Funktion

W, (s):= ze*“ dB. ().
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Sie besitzt eine analytische Fortsetzung in {se C||s| <% C, 1(x)} und geniigt
dort der Abschiitzung

W ()| = Cyo 1(x)™" mit einer passenden Konstanten C, 0‘. 10)

Bewels. n) Diese Tatsache ist wohlbekannt, s. [7, 10].

b) Diese Ungleichung folgt aus (1) und Formel (3.10) in [3].

¢) Dies ist eine unmittelbare Folge von (1).

d) Nach [10], Beweis von Theorem 5.3, haben wir fiir f, ge Cy Q)
und Rey=0 die Identitit

[ ¢ {d(E,m £, ) — d(Ep £, )}

4]

1 —szt/m ’
- _mazce {(Gz.f; g) (sz; g)} dZ,
wobel der auf R, positive Zweig der m-ten Wurzel zu wihlen ist.

Flir x, ye£d und z¢Z,, |z| < C, ist nach Hilfssatz 1
G.(x, I+|G(x, »I=C,

¢’ passende Konstante. Zusammen mit (6) zeigt dies, daB das Dreifach-
integral auf der rechten Seite absolut konvergiert; wegen (9) und a)
existiert flir Res>0 auch der Kern der linken Seite. Also ist fiir x, yeR,
Res=0:

o

femtdlex, y; )= (x, y; t)
0

(11)
=——— | e%""(G,(x, y)— G,(x, y))dz.

Fir |s| 5 5 I(x, y) ist dann mit geeigneten Konstanten C’, C”
| [ e7™(G.(x, )~ Gi(x, y) dz]
0%,

s(C§ + [ )G, (x, »)-Glix, y) ]z

0z, 9z,
lzlsCs 12> Cs
o] n—m
=C (1+ fem G tendimym dt)
Cs

=CI(x, y)7n.

Damit folgen die Behauptungen iiber .

On Muth. 7., Bd. 137
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Nun ergibt sich leicht der

Beweis von Satz 1. Wir iiberpriifen die Anwendbarkeit von Hilfssatz 4
auf B, xeQ. Bedingung a) und b) sind erfiillt nach Hilfssatz 5, a) und b).
Wegen der Monotonie von t+e(x, x; t) folgt c) aus Hilfssatz 5, a) und c).
Dabei kénnen wir D, := C, wihlen.

Fiir Res> 0 liefert eine partielle Integration:

¢ (s):= }oe‘s‘ B (t)dt=—""—".
o s

Da nach (11) ¥,(0)=0, definiert (12) die analytische Fortsetzung von ¢,
in {seC||s|<%C,(x)}. Aus der Cauchyschen Integralformel folgt dann
fir xeQ, |s|<% C,1(x) wegen (12) und (10):

lo (=3 Cq Cyo I(x)~ ¢+ D,
Mit Dy: =5 Cs Cio 1097 =+Ciy I(x)~"+Y und D,:=1C,I(x) ist also

4
auch Bedingung d) erfiillt. Damit ergibt sich fiir t;—cf— I(x)~1:
7
| B (6)] = |e(x, x; &™) —e€'(x, x; t’")!é%((% Cy 1)) Car (1) ™"
4 C9 ) tn-—l t"‘ !

Tt T I

4
oder fiir I(x) ™ g—n:
C7

le(x, x; ) —€ (%, X3 D S—A—t ™ . (13)

4
Ist I(x) t”"‘g—i, so folgt aus (9):
o
1

n—1

4C n=
le(x, x; ) — €' (x, x; )| S Cg -t ™ t1/M§—C—S”—(l(x))~1t m(14)
7

Kombinieren wir (13), (14) und (1), so folgt (2).

§ 4. Ein Gegenbeispiel

Wir wollen anhand eines Beispiels zeigen, daBB der Exponent von
I(x) in (2) i.allg. nicht verbessert werden kann. Dazu sei

Q :={xeR"0<x;<x fir ISi<n}
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und Pi= —A. P bezeichne die selbstadjungierte Erweiterung von — 4
in 1(52,), die von der Dirichlet-Randbedingung erzeugt wird. Wir be-
zoichnen mit ¢, die Spektralfunktion von B und setzen fiir xeQ,, t>0:

H,():=Q2n)"" " | dé=(Q2mn)~" ), t"?,
<1

i, Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel, sowie
R, (x, f):=e,(x, x; )— H, (0).
Hekanntlich ist fir x=(x,, ..., x,)eQ, und t >0
n
e, (x, x; t)= (—) Y. sinoy x;-...-sin?a, x,.

n al+--+af St
Xi€.

i flir keN, xelR sin®kx=sin’k(r—x) und H, nicht von x abhingt,
kiinnen wit uns bei allen Abschiitzungen auf das Geblet

Q= {xE]R"0<x<2 1§i§n}

beschrlinken, Wir bekommen dann das folgende Ergebnis.
Hilfssitz 6. Die nach Satz 1 fiir xeQ,, t>0 und eine passende Kon-

stante C, gliltige Ungleichung

C n—1
<t 15
s (15
lafie sich hinsichtlich des Exponenten von ! nicht verschirfen, d.h. ist
e e 1 wom du I(x)
Osa= 1, 80 st
_n—1
sup (IFt 2 |R,(x, )]=00. (16)
xet
t>0

Hewels, Wir werden den Beweis induktiv fithren. Es ist leicht zu sehen,
dal) fir x= x,6Qf und £>0

1 sin2y/tx
e (xg, X3 t)=H (t)—— V_ — L+ R (x,, 1), (17

X1

wo bl fmg) IR} (xy, t)] < 0. Da I(x,) =x,, folgt (16) unmittelbar fiir n=1.
\Hﬂ
f «()

Sel nun (16) fir n—121 schon bewiesen. Wir setzen x'=x’(x):=
(%2 .., X, ) und bemerken, daB fiir xeQ;} I(x)=min {x,|1<i<n}. Eine
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einfache Rechnung zeigt, daB

t
en(xa X3 t)= 5Hn—-1(t_s) del(xn’ xn; S)
0

+—2— Y sinfax,R,_; (X, t—a?) (18)
Y azét
aeN

= H.(x,, )+ R, (%, 1).

Es ist klar, daB mit /'(x):=min{x;|l Si<n— 1}
n-2
2

t
7o) (19)

2
IR, (%, 1SV — Coms
Werten wir (18) mit (17) weiter aus, so folgt nach einer einfachen Rech-
nlﬂlng: (D ( 1) t n—3
T L B R
2n 7'["_1 6§l (t S)

.(KS_ 1 Sin2lx/5x,. LR (x,,,s)) i (20)

H,(x,, t)=

T 2x,

=:H (t)+ R} (x,, )+ R, (x,, ).

Dann ist mit einer passenden Konstanten C,

n—1
) IR} (x,, YIS C,t (21)
un
n-Daw,_; ! -3 sin21/§x
R )= — n _ 2 TV T
n(xn, ) (27'5)" g(t S) 2xn dS
-1 Vixn . =3
=__('f_(i)n_)wn"_;1.x;" § (txf—sz) 2 ssin2sds (22)
0
n—1
t 2
= G/t x,)-

2

Wir wihlen nun ein y>0 mit G(y)>0 und setzen t(x,):= )};2 . Dann

ergibt sich mit (19), (21) und (22) fiir festes x’'eQ;"_, und 0<oc<n1;

lim (G5 7 Rl % £05))
n—1

= Bm (0D 7 Ry G 1) =0
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i

lim (10O 1) Ry (3, )

=lmGy) x*1=c0.
Xn—0

Vegen R,(x, =R, (x, )+ R} (x,, ) +R.(x,, t) folgt daraus die Be-
ipliing (16),
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