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Eine Verallgemeinerung eines Satzes von N. Kuiper

Jochen Briining und Wolfgang Willgerodt
Fachbereich Mathematik der Universitit, D-3550 Marburg/BRD

Vojislav G. Avakumovi¢ zum 65. Geburtstag gewidmet

Kuiper [3] bewies 1964, daB8 die Gruppe der invertierbaren stetigen Endomor-
phismen eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes zusammenziehbar ist bzgl.
der Operatornormtopologie. Dieses Ergebnis wurde von Breuer [2] auf W*-Al-
gebren vom Typ I, oder II, und von Singer (unverdffentlicht) auf Faktoren vom
Typ III iibertragen, wobei aber stets eine Separabilitdtsvoraussetzung gemacht
werden muBite. Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, daB fiir jede eigentlich un-
endliche W*-Algebra .# die Gruppe .#° der reguliren Elemente — und damit
auch die unitdre Gruppe .#* — zusammenziehbar ist (Satz 1). Wir zerlegen dazu
vollig analog zu [3] den Beweis in vier Schritte (§ 1). Es zeigt sich dann, daB nur
Schritt 2 zusitzliche Uberlegungen erfordert. Nach einigen Vorbereitungen, die
Projektionen in W*-Algebren betreffen (§ 2), filhren wir dann in § 3 die erforder-
liche Konstruktion auf einen Satz iiber die Existenz gewisser mit einem gegebenen
positiven Element vertauschbarer Projektionen zuriick (Satz 3).

§ 1. Reduktion des Beweises

Es sei # eine komplexc W*-Algebra mit dem Einselement 1 ,; .#° bezeichne
die Gruppe der invertierbaren und .#* die Gruppe der unitdren Elemente von /.
Wir wollen folgenden Satz beweisen.

Satz 1. Ist # eigentlich unendlich, so verschwinden alle Homotopiegfuppen
von M°.

Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar zwei Folgerungen.
Folgerung 1. Ist A eigentlich unendlich, so ist #° zusammenziehbar.
Beweis. [ 3], Theorem (2).

Folgerung 2. Ist .4 eigentlich unendlich, so ist #* zusammenziehbar.

_1
Beweis. Die Abbildung r:.#°sx>x(x*x) 2e./#* ist eine Retraktion von .#°
auf .#*
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Bevor wir mit dem Beweis von Satz 1 beginnen, wollen wir noch folgendes
bemerken. Nach [1], Theorem 3.3 ist #,(.#*)+0, wenn .# eine endliche W*-Al-
gebra ist. Da jede W*-Algebra die direkte Summe einer endlichen und einer
eigentlich unendlichen ist, ist also .#* genau dann zusammenziehbar, wenn .#
eigentlich unendlich ist, wie in [1] vermutet. Weiter merken wir an, da} der zu
fithrende Beweis von Satz 1 sich auch auf reelle W*-Algebren iibertragen l483t.

Zum Beweis von Satz 1 geniigt es offenbar zu zeigen, daB fiir jede kompakte
Teilmenge K von .#° die Injektion i:K —.#° homotop in .#° zur konstanten
Abbildung c:K—1, ist. Nach dem in [3] gegebenen Vorbild vollziehen wir diese
Deformation in vier Schritten.

Schritt 1. Es gibt einen endlichdimensionalen simplizialen Komplex o C.#°
sowie eine stetige Abbildung c,: K-, so daB i homotop zu ¢, in #° ist.

Beweis. [3], Lemma (1) mit dem alternativen Beweis von 'Atiyah.

Schritt 2. Es gibt in .# orthogonale und zu 1 , dquivalente Projektionen e, f,
so daB3

HCM,:={xe M fxe=0}.

Beweis. Die Konstruktion der Projektionen e und f stellt die Hauptschwierig-
keit bei allen Verallgemeinerungen des Kuiperschen Satzes dar; wir werden sie
in § 3 durchfiihren.

Schritt 3. Sind ¢ und f wie in Schritt 2 und wird
MO ={xe Mex=xe=e}

gesetzt, so gibt es eine stetige Abbildung c,:. 4 (— 4?2, die in ° homotop ist
zu der Injektion iy:. M [~ M°.

Beweis. Wir werden die behauptete Homotopie als formales Analogon der
in [3] angegebenen [Lemma (3)] konstruieren; zur Terminologie s. § 2.
1
Fiir xe.#° schreiben wir xe=u_|xe| (Polarzerlegung), wobei |xe|=(ex*xe)’
und ue .4 mit u¥u,=r1(xe)=s(|xel)=e. Da x*xe./#°, gibt es ein §(x)>0, so dal
x*x2=0(x)1 4, somit |xe|?=d(x)e. Also ist |xe| invertierbar in der reduzierten
Algebra e/ e; das Inverse bezeichnen wir mit |xe| ~*. Es folgt, da3 die Abbildungen
MO sxr>|xeleeMe, MOoxr>|xe|" ‘ceMe und M°>x—>u, =xe|xe|”'e.M norm-
stetig sind. Fiir xe#2, ist dann fu,= fxelxe|”'=0=uff Es sei ue ./ mit
w*y=e und uu* = f. Wir setzen nun fir xe 4 ;, s€[0,1]:

h(s, x): =cos %S (f +uu?)+sin 7—; (wu* —uu¥)

+1,—f—uut.

Man rechnet leicht nach, daB h(s, x)h(s, —x)=Hh(s, — X)h(s, x)=1,, so daB
h(s, x)e 4°; ferner ist h sicher stetig. Fiir xe .#? ,, se[0, 1] wird also durch

g(s, x): = h(s, — 1 _)h(s, x)x
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eine Homotopie in .#° von g(0, -)=i, nach g(1, -) definiert; wir haben dann
g(1, x)e=(u—u*Nuu* — uu)u|xe|
=(W* —uuuu,|xe|
=|xe|.
Wir setzen nun diese Homotopie fiir se[1, 2] folgendermaBen fort:
g(s, x):=(1 4,— e+ (2~ s)e+(s— 1)xe| " Y)g(1, x) .

Dies ist offensichtlich eine stetige Fortsetzung, und wir haben g(2, x)e=
(1 ,—e+|xe|”Hg(l, x)e=e.
Ferner gibt es ein &x)>0 mit |xe|”'=e(x)e, so daB 1,—e+(2—s)e+
.1 .
(s—ixe| 121 ,—e+((2—s)+e(x)s—1))e= mln{—z— , Egc—)} 1,; also verlduft die
Homotopie in .#°. SchlieBlich setzen wir fiir se[2, 3], xe 42 ;:
gls, x): =e+(3—s)eg(2, x)(1 4, —e)+ (L, — €)g(2, x)(1 . —e).

Wegen g(2, x)=9(2, x)e+g(2, x){1 ,—e)=e+g(2, x)(1 ,—e) ist dies wiederum
eine stetige Fortsetzung und wegen g(3, x)e = eg(3, x) = e sind wir (mit ¢, (x): = g(3, x))
am Ziel, wenn wir noch zeigen, daB die Homotopie in .#° bleibt. Setzen wir
abkiirzend y:=g(2, x), so rechnet man unter Benutzung von yey*=e und der
Tatsache, dafl yy*>6(y)1 , mit 6(y)> 0, leicht nach, daB ’

g(s, x)g(s, x)*=(1—(3—5)*)e
-+ (B—35)e+1,—yy*(B—s)e+1,—¢)
2 (1+(6(0) ~ DB —5))e+6(n)1.4—€).

1 .

Also ist [g(s, x)*|=(g(s, x)g(s, x)*)* € 4° und s(|g(s, x)*)) =L(g(s, x)) =1 4. Wegen
der Polarzerlegung brauchen wir also nur noch zu zeigen, daB r(g(s, x))=1,.
Wegen y '=e+y (1 ,—¢)ist 1 ,=e+eyl,—e&)+y (1 ,—e)y(l,—e), woraus
(1 ,—eyl,—e)=1,—e folgt; da aber (1_,—e)g(s,x)=(1_4,—e)y(l,—e), ist
r(g(s, x)) =1 ,—e, also r(g(s, x))=:1,—p mit 0<p=<e. Dann ist aber '

O=eg(s,x)p=ep=p,
womit die Konstruktion beendet ist.

Schritt 4. Die Injektion i,:.#°% —>.#° ist homotop zur konstanten Abbildung
c: M1, '

Beweis. Dies ist ein bekanntes Resultat von Eilenberg, das sich in [3] und [2]
ﬁndg; ist klar, daB3 die Kombination dieser vier Schritte den Beweis von Satz 1
liefert.

§ 2. Einige Tatsachen iiber Projektionen

Wir wollen zunichst an einige Grundlagen aus der Theorie der W*-Algebren
erinnern, von denen wir hdufig Gebrauch machen werden; alle ohne Beweis an-
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gefiithrten Tatsachen konnen aus [4] entnommen werden. Ist .# eine W*-Algebra,
so sei P4 : = {pe M |p* = p*=p} die Menge der Projektionen, .#°: = {xe ./|x=x*}
die Menge der Hermiteschen Elemente und 4" : = {xe.#| es gibt ye.# mit
x=y*y} die Menge der positiven Elemente von .#. Flir x, ye.#° schreiben wir
x=y genau dann, wenn x—ye.#*. Dadurch wird eine Halbordnung auf .#*
definiert; sind p, ge P.4#, so ist p = q genau dann, wenn pg=q. Fiir xe .4 definieren
wir den linken Trager 1(x) von x durch 1(x): =inf{pe P.#|px=x} und analog den
rechten Tréger r(x); dann ist I(x), t(x)e P.A. Ist xe A", so ist 1{(x)=1(x)= :s(x), der
1

Tréger von x. Setzen wir fiir xe 4 |x|: =(x*x)?, so gibt es ein eindeutig bestimmtes
ue A mit x=u|x| und u*u=r(x), uu*=I1(x) (Polarzerlegung von x).

Wir nennen nun zwei Projektionen p,qe P.# dquivalent, in Zeichen p~gq,
wenn es ein ue .4 gibt mit p=u*u, g=uu*; insbesondere ist also 1(x)~ r(x) fiir jedes
xe /. Weiter nennen wir eine Projektion p endlich, wenn aus ge P4 und p~q<p
stets g=p folgt; die Menge aller endlichen Projektionen von .# bezeichnen wir
mit P,/ . Eine nicht endliche Projektion heit unendlich.

Das Zentrum Z.# von ./ ist eine kommutative W*-Algebra, PZ.# somit
die Menge der zentralen Projektionen von .#.

Fiir jedes pe P.# existiert dann der zentrale Triger ¢(p)e PZ.#, definiert durch
c(p): =inf{ze PZM |zp=p}. '

Wir definieren nun eigentlich unendliche Projektionen:

pe P/ heilit eigentlich unendlich, wenn fiir jedes ze PZ.# mit zp>0 zp un-
endlich ist. Jedes unendliche pe P.# besitzt dann eine eindeutig bestimmte Zer-
legung p=p, +p,, wo p, und p, orthogonale Projektionen sind mit p, endlich,
p, eigentlich unendlich und c(p,)c(p,)=0. .# heiit endlich bwz. unendlich bzw.
eigentlich unendlich, wenn 1 , endlich bzw. unendlich bzw. eigentlich unendlich
18t.

SchlieBlich definieren wir mit Hilfe der Relationen < und ~ eine neue Re-
lation < (,,geschweift kleiner”) auf P/ :

fiir p, ge PM ist p<q genau dann, wenn es g'c P.# gibt mit p~q' <q. Diese
neue Relation ist eine Halbordnung und (im Sinne von Hilfssatz 1,2) ,,fast“ eine
Totalordnung. Daher wird sie uns die Konstruktion der in Schritt 2 gesuchten
Projektionen e und f erméglichen; ihre wichtigsten Eigenschaften und Kon-
sequenzen stellen wir im néichsten Hilfssatz zusammen.

Hilfssatz 1. 1) Es sei A eine Indexmenge und (p,)ue a5 (q)uea Familien paarweise

orthogonaler Projektionen in M mit p,<q, fir ac A. Darn ist Y. p,< Y g,
acA acA

2) Es seien p, qe P ; dann gibt es ze PZM# mit zp<zq und (1 ,—z)p>(1 ,— 2)q.

3) Ist qe P4, pe P M und q<p, so ist ge P o M .

4) Das Supremum endlich vieler endlicher Projektionen ist endlich.

5) Ist pe P.# eigentlich unendlich, so gibt es orthogonale Projektionen p,, p, in
M mit py ~p, und p=p, +p,.

6) Ist (p)yenCPAM eine Familie paarweise orthogonaler Projektionen und q
eine eigentlich unendliche Projektion mit p,<gq fiir jedes n, so ist auch Y, p,<gq.

nelN

7) Sind p, g P wmit q endlich, p eigentlich unendlich und q<p, so ist g<p—q~p.
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Beweis. 1) [4], S. 79.

2) [4], Theorem 2.1.3.

3) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition.

4) Es geniigt offenbar, den Fall zweier Projektionen p,, p, zu behandeln.
Wegen [4], Proposition 2.1.5 und Teil 3 dieses Hilfssatzes kann man weiter
p1P»=0 annehmen und wegen Teil 2 sogar p,<p, oder p,<p,. In diesem Fall
folgt die Behauptung dann aus [4], Lemma 2.5.3.

5) Nach [4], Proposition 2.2.4 gibt es eine Familie (§,),.CP.# von paar-
weise orthogonalen Projektionen mit p,~p fiir jedes n und p=» p,. Setzen wir

nelN

P1i=, Pow P2:= ), Pan—1> SO ist p;p,=0, p; +p,=p und nach Teil 1 dieses
neN neN
Hilfssatzes p; ~p,.

6) Diese Behauptung folgt aus [4], Proposition 2.2.4 und Teil 1.

7) In Hilfssatz 2 unten beweisen wir eine etwas allgemeinere Tatsache; wir
fithren die Behauptung hier nur der Ubersichtlichkeit halber auf.

Mit diesen Hilfsmitteln wollen wir nun ein Prinzip angeben, um zwei ortho-
gonale, dquivalente, eigentlich unendliche Projektionen aus gewissen gegebenen
Projektionen zu konstruieren. v

Um priéziser zu sein, bendtigen wir eine weitere Definition. Ist pe ,.# eigentlich
unendlich, so sei

A, ={qe PM\c(q)<c(p) und fiir ze PZ.A mit
0<z=clg) ist zggzp}; (1)

A, kann man auffassen als die Menge der Projektionen, die bzgl. < echt
kleiner sind als p. Mit q enthilt 4, auch zq fiir jedes ze PZ. ; weiter folgt es leicht
aus Hilfssatz 1,2, daB A, jedes endliche g mit c(g)<c(p) enthilt. Die folgende
Eigenschaft ist weniger offensichtlich.

Hilfssatz 2. Es sei pe P/ eigentlich unendlich. Dann ist A, abgeschlossen
unter der Bildung endlicher orthogonaler Summen.
Ist ge A, mit g <p, so ist

q<p—4~p, )]
also insbesondere ge A,_,.

Beweis. Offenbar konnen wir uns auf den Fall zweier Projektionen p,, p,e 4,
beschrinken mit p;p,=0. Nehmen wir an, es wire nicht p, 4-p,e 4,,; dann gibt es
ze PZ# mit 0<z=c(p, +p,)=sup{c(p,), c(p,)}=c(p) und z(p, +p,)~zp. Nach
Hilfssatz 1,2 gibt es z’e PZ# mit z'zp,<z'zp, und (1 ,—2")zp,>(1 4,—2')zp,.
Nehmen wir an, dal z’z>0 [der Fall (1 ,—2z)z>0 verlduft analog]. Dann ist
Z'zp, unendlich, da anderenfalls nach Hilfssatz 1,3 und 4 O<z'zp~z'zp, +
Z'zpe Pr M. ~

Also gibt es z’e PZ.# mit 0<z"<c¢(p,) und z"p, eigentlich unendlich. Nach
Hilfssatz 1,6 folgt dann aber z'p~z'p,+2z"p,<z"p,<z"p oder z'p,~z"p im
Widerspruch zu p,e 4, Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.

Sei weiter ge A, mit g <p. Dann ist p —q eigentlich unendlich, denn sonst gibe
es ze PZAM mit 0<z(p—q)e P;.# und damit z(p—q)e 4,; aus dem schon Be-
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wiesenen folgt dann aber 0< zp=z(p —q)+ zqe A, was sicherlich absurd ist. Fer-
ner ist o(p—q)=c(p); andernfalls géibe es wegen c(p —g)<c(p) ein ze PZ.# mit
0<z=c(p) und z(p—q)=0 oder O<zp= zqe A, Hilfssatz 1,2 liefert uns nun ein
Ze PZA mit zq>2'(p—q) und (lm—z)q<(1 —2z')(p—q). Wire z¢>0, so auch
Z(p—q); damit muf} aber z'q unendlich sein, da p—gq eigentlich unendlich ist.
Also gibt es z’e PZ# mit 0<z"<c(q) und z"q eigentlich unendlich; dann liefert
Hilfssatz 1,6 aber z'p=z"(p—q)+2z"9<z"q<z"p oder z’p~z"q im Widerspruch
zu ged, Also ist zZq=0 oder 1,—z>c(q); damit folgt schlieBlich
4<(14—Z2)p—q)=p—q und nach Hilfssatz 1,6 p—q<p<p—gq.

Wir betrachten nun eigentlich unendliche Projektionen p einer speziellen
Struktur, ndmlich mit folgender Eigenschaft:

es gibt eine abzihlbare Familie paarweise orthogonaler Projektionen
(P)ienCAp sodaB p=3) p;. 3
ieN
Wir kénnen dann jedes ge A, mit endlichen Summen der p; majorisieren in fol-
gendem Sinne. |

Hilfssatz 3. Zu jedem qe A, mit q>0 gibt es ein ze PZM mit 0<z<c(q) und
ein ke N, so daf

k
2g< ), zp;. @
i=1
Beweis. Nehmen wir an, es gibe ein g€ A, ohne die behauptete Elgenschaft
Wir setzen j;: —c(q)pl, ie N, und p,: =0. er wollen nun induktiv eine Familie
(4:)icz, paarweise orthogonaler Projektionen konstruieren mit ¢;<g und g,~p,
ieZ,; nach Hilfssatz 1,1 folgt dann c(g)p= ) p;~ Y ¢;<q<c(g)p, und aus

ieZ+ iceZ+

diesem Widerspruch ergibt sich die Behauptung. Natiirlich muB g,=0 sein; sei
eine Familie (g;)}_, paarweise orthogonaler PrOJektlonen mit ¢;~p; und ¢q;<q,

0<i<n, schon konstruiert. Wir setzen §: =g — Z g;; nach Hilfssatz 1,2 gibt es ein

ze PZAM mit z§<zp,,, und (1 ,—2z)§>(1,— z)p,l+1 Wire zg >0, so wire auch
0<z':=zc(q)=1inf{z, c(q)}, und es folgte mit Hilfssatz 1,1
n n n+1
#9=20+ Y, 24<Pya+ 3 7= 3 7p
im Widerspruch zur Annahme. Also ist zg=0 oder 1,—z>c(q) und damit
§>Pu+1- Nach Definition gibt es also g, , mit p,, ; ~g,+; <g, womit der Hilfs-
satz bewiesen ist.

Zu einer gegebenen eigentlich unendlichen Projektion p aus .# mit der
Eigenschaft (3) betrachten wir die von (p;),. und Z.# erzeugte kommutative
W#*-Unteralgebra von .#, die wir mit A » bezeichnen. In A", kénnen wir jetzt
eine abzihlbare Familie paarweise orthogonaler PrOJektlonen konstruieren, die
bzgl. < monoton wichst.

Hilfssatz 4. Es sei p eine eigentlich unendliche Projektion in .4 mit der Eigen-
schaft (3). Dann gibt es eine Familie (e DienC A", vON paarweise orthogonalen Pro-
Jjektionen mit e, >0 und e;<e;, ,,ic N.
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Beweis. Ist z irgendeine zentrale Projektion mit 0<z <c(p), so geniigt es offen-
sichtlich, den Beweis in der reduzierten W*-Algebra z.# zu fithren. Nach evtl.
Reduktion mit c(p,) kénnen wir also annehmen, daB c(p,)=c(p)=1,. Weiter
konnen wir wegen [4], Proposition 1.18.1 aus demselben Grund annehmen, daB
ZM ~L*(Q, ), wo Q ein lokalkompakter Hausdorffraum ist und x ein positives
Radonmall mit p(Q)=1. Unter diesem Isomorphismus identifizieren wir die
zentralen Projektionen von .# mit den charakteristischen Funktionen der
u-meBbaren Teilmengen von Q. »

Wir setzen jetzt z,:=1, und &:=p,, so daB c(p,)=z,. Wir wollen induktiv
Familien paarweise orthogonaler Projektionen (&,); . C A" oNApund (z));. C PZAM
konstruieren mit folgenden Eigenschaften:

I
a) 2,274, und p(z;—2;4,) < FT

b) z;=c(é) und z;, 1<, ;,
c) es gibt ein ke N, so daB pié;=0firj=k, icIN
Wenn die Konstruktion durchgefithrt ist, setzen wir z:=inf z,; dann ist

5 nelN
o)

Hlam9= 3 Wa=20) S Y g =5 und W= —Hle—2Z 5, 4
z>0. Also ist auch z,>0 fiir jedes n und damit wegen b) auch é,. Setzen wir nun
e;: =z€,, so ist der Hilfssatz bewiesen.

Fiir i=1 haben wir die Konstruktion schon durchgefiihrt, denn mit k=2
ist ja auch ) erfiillt. Seien nun paarweise orthogonale Projektionen @)-.c
N pNA, und (z){-  CPZ mit den Eigenschaften a), b), c) bereits konstruiert.

Essei k:= max k;und p: =) p,.
12izn ji=k
Nach Hilfssatz 2 ist j~p; also ist insbesondere j eigentlich unendlich und
hat die Eigenschaft (3). Ferner ist p orthogonal zu & und éeAdy 1<i<n Da
€,>0, gibt es nach Hilfssatz 3 ein ze PZ.# mit 0<z< z,=c(&,) und ein me N, m>k,
so daB

28,< )’ zp;. )
j=k

Es sei nun (z,),e4CPZ.# eine maximale Familie paarweise orthogonaler
Projektionen derart, daB 0<z,<z, und (5) gilt fiir z, mit einem passenden m,e N
fir jedes ae A; eine solche Familie existiert nach dem Zornschen Lemma. Dann
ist > z,=z, da sonst mit Hilfssatz 3 ein Widerspruch zur Maximalitit folgen

acA -
wiirde. SchlieBlich muBl wegen u(z,)<1 A abzihlbar sein, so daB u(z,)= > wz,).

xeA

Folglich gibt es eine endliche Teilmenge 4’ von A mit

Iz (z,.— Y Za) =pz)~ ), ulz,) < 2,,1“- (©)

acA’ acA’

w
Wir setzen dann z,,,:= ) z,und mit m': =maxm,é,, ,:= Y Zn+1P; Dann

acd’ agAd’ i=k
ist &,.,€4 N4, und &¢,,, =0, 1<i<n; ferner ist c) erfiillt, wenn wir k,,,:=

S
e |
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m +1 setzen. Wegen A’'CA und (6) ist a) erfiillt. Nach Konstruktion ist weiter
Zpy 186n< 8y 1, WOTAUS C(&, 1 1) 2 (24 18,) =Zn 41 folgt; da aber sicher ¢(é,+1) S 2,41
nach Definition, ist auch b) erfiillt und der Beweis beendet.

Wir werden weiterhin nur folgende Konsequenz von Hilfssatz 4 verwenden.

Folgerung. Es sei p wie in Hilfssatz 4. Dann gibt es Projektionen fy, foe N, mit
a) f,f,=0,b) fi~fi, ©) f, und f, eigentlich unendlich.

Beweis. Mit der Familie (e,),.y aus Hilfssatz 4 setzen wir:
0 e o]

f1:=Zezl-~1, f23=z €.
i=1 i=1

Dann ist fi, f,€4, und a) erfillt. Wegen ey;_;<e<e€z+ 5, ie N, folgt mit
Hilfssatz 1,1 f,< f,<f; und damit b). Sei schlieBlich ze PZ.# mit z f1>0 und
ny: =min{ic Nize,;_;>0}. Dann sicht man wie eben, dal}

#i= Y Zeyi-i~ Y, zey 1<y,

i=ng i=ng+1
so daB zf, unendlich ist. Also ist f; und damit wegen b) auch £, eigentlich unend-
lich. ~

§ 3. Ausfithrung von Schritt 2

Da # ein endlichdimensionaler simplizialer Komplex ist, ist #" C.# 9 » wenn dies
fiir die endlich vielen Ecken von ¢ gilt. Es geniigt also zu zeigen, daB es zu jeder
endlichen Teilmenge 4 von ./ orthogonale Projektionen e, fe P/ mit e~ f~1,
und AC.#° ; gibt. Nach Hilfssatz 1,5 gibt es e;e P mit eg~1,—eq~1,. Diese
Bemerkung in Verbindung mit einem einfachen Induktionsargument zeigt, daB3
sich die Existenz dieser Projektionen aus dem folgenden Satz ergibt.

Satz 2. Es seien e, f orthogonale und eigentlich unendliche Projektionen in M
mit e~ f ~1, und te M. Dann gibt es Projektionen ey, fy€ P mit

e~e;Se, f~fisf und fite;=0. (7

Der Beweis von Satz 2 folgt recht einfach aus Satz 3, der das Hauptresultat
dieser Arbeit darstellt und auch unabhingig von der Anwendung hier interessant
ist.

Satz 3. Es sei xe 4+ und s(x) eigentlich unendlich. Dann gibt es py, p;€ pPA
mit folgenden Eigenschaften:

a) p1p2=0,

b) p1+p2§S(x)7

¢) py~Ppa~s(x),

d) px=xp; firi=12.

Wir wollen zunichst Satz 2 mit Satz 3 beweisen.

Beweis von Satz 2. Wir setzen fy: =1(fte), eo: =1(fte), so daB fo < f, eo=e und
eo~ fo. Sind ey, foe PyM, 5o setzen wir e;: =e—ey, fi:=f — fo, und sind damit
dann nach Hilfssatz 1,7 fertig.
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Andernfalls gibt es z,, z,e PZ# mit z,z,=0, z; +z,=c(eg)=c(f,) und z, e,
z, fo endlich und z,e,, z, f, eigentlich unendlich. Wir bilden nun die Polarzer-
legung z, fte =1z, fte|, wobei v*v=s(|z, fte|])=2z,¢, und vv*=z, f,. Nach Satz 3
(mit x: =|z, fte]) gibt es Projektionen p,, p, mit den Eigenschaften a) bis d). Wir
setzen nun gq;:=vpv*=<z,f, so daB g,~p,~z,eq~z,f i=12. Weiter ist
41z, ftep, = q,v|z, ftelp, = vp,v*vp, |z, fte] =0. Damit setzen wir

e =e(l 4 —cleg))+z(e—eg)+zy(e—eg)+ps,
fir=fA—clfo)+2:(f = fo)+2(f — fo)+ 4y -

Dann ist e;Ze, fi<f und fite,=f, ftee,=gq, ftep,=q,z, ftep,=0. Nach
Hilfssatz 1,7 ist z,(e—eq)~ 218, z,(f — fo) ~2, f und nach Konstruktion p, ~z,e,,
g1~ 2, fo, s0 daB mit Hilfssatz 1,1 e, ~¢, f; ~ f folgt, womit Satz 2 bewiesen ist.

Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 3. Wir merken zunéchst zwei Vereinfachungen des Beweises
an. Erstens geniigt es, den Satz zu beweisen mit den Behauptungen a), b), d) und

¢’) p; ~p, und p, eigentlich unendlich.

Wir konnen dann ndmlich nach dem Zornschen Lemma eine maximale
Familie (p,, P2odaca C P-4 von paarweise orthogonalen Projektionen finden der-
art daB jedes Paar p,,, p,, die Eigenschaften a), b), ¢’) und d) hat. Setzen wir dann

=Y Pi» i=1,2, so haben auch p,, p, die erwdhnten Eigenschaften. Wegen der
acd
Maximalitit mufl dann s(x)—p; —p, endlich sein, also nach Hilfssatz 1,7 p;+

p2~s(x); nach Hilfssatz 1,6 ist weiter p,+p,<p; und p;+p,<p, also
Py~DPa~s(x).

Zweitens sei eine Zerlegung x =x; +x, gegeben mit x, x,e #* und x;x,=0.
Nach [4], Proposition 1.10.4 ist dann auch s(x;)s(x,)=0 und s(x)=s(x,)+ s(x,).
Ist etwa s(x,) unendlich und ze PZ.# mit zs(x;)=s(zx,) eigentlich unendlich, so
geniigt es dann, den Satz fiir zx, statt x zu beweisen, da eine mit zx, vertausch-
bare Projektion p=zs(x,) wegen der Orthogonalitdt von x, und x, auch mit x
vertauschbar ist.

Es sei nun 0.B.d.A. |x| =1; wir betrachten die Spektraldarstellung von x ([4],
Abschnitt 1.11):

x= T Ade(l) .
0

Wir miissen mehrere Fille unterscheiden.
Fall 1. Fiir jedes (0, o) ist 1 ,—e(e)e P 4. Nach Definition der Spektral-
schar ist

s(x)=sup{l ,—e(elle>0}=1,—e(1)

* 5 i) <))

Also besitzt s(x) die Eigenschaft (3). Da jede Projektion in A", mit x vertauschbar
ist, folgt der Satz in diesem Fall aus der Folgerung zu Hilfssatz 4.
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Fall 2. Es gibt ein ¢,>0 mit 1 ,—e(¢,) unendlich. Dann ist &, <1; wir wihlen
ein ze PZ/ mit z(1_,— e(e,)) eigentlich unendlich. Mit

1+
xi=z | Me(l)eM*

&0

ist dann x;(x—x;)=0 und s(x,)=2z(1_,—e(&,)), so daB es nach der eingangs ge-
machten Bemerkung geniigt, den Satz fiir x, zu beweisen. Zu diesem Zweck
setzen wir fir neZ,, 0<i<2",

i £
i 80+ 2,,<1 2)3

€ . . . .
so da Aj=¢gy, A.=1+ 50 >gy und A7 =237, Wir konstruieren nun induktiv

Familien zentraler Projektionen (z2)?" ,, neZ,, mit folgenden Eigenschaften:
a) (), CPZ.M ist eine orthogonale Familie
271
mit Y zZl=z, neZ,.

i=1

b) Mit den Definitionen

2n

=Y, Kzi(e() —eAi- 1), ®
2n

vpi= Y, Ailz—zi)e() —e(X- 1), ©)

Pui=8(y),  4,i=5(v,), (10)

gllt Pn+ 1 épn und Do an>qm ne Z+'
Es ist klar, daB u,v,=p,q,=0und p,+qg,=z(1 ,— e(e,)), wenn die Konstruktion

moglich ist. Fir n=0 sei z9:=z; dann ist Up= (1 + %0) 2(1_,— e(eg))s

po=2(1_,—eleo)), vo=q0=0 und natiirlich Po>9o-
Sei nun die Konstruktion schon durchgefithrt fir 0<n<m. Dann ist fiir
1<igom

27 (e(A7) — e(A 1)) =z1(e(A5 ) — e(A5H1)
+ Z;n(e(/lrznitﬁ) - e(lrznitlz)) .

Nach Hilfssatz 1,2 gibt es nun zu jedem i ein w,e PZ.#, so daB gilt:

wizp (A5 1) — e(A5 ) > wizl(e(A5 ) — e(Amt L)) , (11)

(La—wyzi(e(A5:1Y)— e(25:2h)) >(Lyg—w)ze(25 ) — e(A5Eh)).
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Dann setzen wir fiir 1<ig<2™

i ti=walt, =L —w)zl

Es ist klar, dafl Bedingung a) erfiillt ist. Weiter sieht man sofort, daB p,,, ; < p,»
und nach (11) ist ppy 1 > Pre—Pm+1- Ware p,.. ; nicht eigentlich unendlich, so gibe
esz'e PZM mit 0<z Sc(p,4 ) und 2'p,,, 1€ Py, 50 daB 0< z'p,,=2'(py— Ppp 1)+
Z'Pm+ 1€ Py M, was nicht sein kann. Mit Hilfssatz 1,6 haben wir dann

pm+1épm:'(pm_pm+1)+pm+l<pm+15 d h. Pm+1~Pm~Po -

SchlieBlich ist wegen py.1+dm+1=Po%Gm+1Zqm Y04 Gus 1~ =D~ Pm+ 1>
so dafl wiederum nach Hilfssatz 1,6 folgt: ¢, 1 =Gms1—Im+9n=Vn—Pm+1)+
<D+ 1 Damit ist auch b) erfiillt und die Konstruktion beendet.

Gibt es ein ne N und ein z’e PZ.# mit 0<z =c(g,), so daB z'q,~z'p,~2Zpo,
so ist der Satz bewiesen. Wir kdnnen also annehmen, daB g,e 4, fiir jedes ne N.
Es sei nun p: =inf{p,jne N}; wir unterscheiden nochmals zwei Fille.

Fall 2a. p ist eine endliche Projektion. Nach Hilfssatz 1,7 ist dann p,—p~p,
und g,e4,,_, fir jedes ne N. Mit ,: =q,—q,_ € 4,,_, ist dann

o
pO_pzsup(pO"pn)‘—:supqn= Z Ty
nelN neiN i=1

po—p hat also die Eigenschaft (3), so daB auch in diesem Fall der Satz aus der
Folgerung zu Hilfssatz 4 folgt, da .4/, _, sicher mit x, vertauschbar ist.

Fall 2b. p ist eine unendliche Projektion. Aus (8) folgt dann die Ungleichung
EOPS EoPn+1SUys 1 SU,S27 1 4.

Nach [4], Lemma 1.74 und Lemma 1.7.1 existiert also u:inf u,=¢-lim u, und
nelN n— o
geniigt der Ungleichung ¢op<u=<2-1, Da u und die u, alle miteinander ver-
tauschbar sind, ist weiter (u,—u)*(u,—u)<u,(u,—u) und damit ([4], Definition
1.8.6) u=s-lim u,. Setzen wir nun
n—ow
2"
W, = Z )"ilz’ilzun—'_(wn_un): :un+yn »
i=1
so sieht man genauso, dal w: = inf w,=s-lim w,e Z.#™" existiert, da ja Z.# eine
nelN n=oo

W#*-Unteralgebra von # ist. Damit existiert aber auch y:=s-lim y,; wegen

y.eM* ist ye M, und wegen u,y,=0 ist nach [4], Proposition 1.8.12 uy=
s-lim u,y,=0. Aus (8) und (9) und [4], Theorem 1.11.3 folgt, daB s-lim (u,+v,)=x,;
wie eben existiert also v:=s-lim v,e M*, und wir haben uv=0. Wenn s(u) un-
endlich ist, geniigt es also wie vorher, den Satz fiir u zu beweisen. Wegen u=>¢qp
und g,>0 ist (1,—s@)p(l,—su)=0 und damit wegen |(1,—sw)p|*=
(1 ,—s@)p(l 4—sm)||=0 also p<s(u) und damit s(u) unendlich. Nach Hilfs-
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satz 1,5 gibt es nun eigentlich unendliche, dquivalente und orthogonale Pro-
jektionen py, p, < s(u); damit folgt wegen we Z.# und p,y=p,y=0 fiir i=1,2:

pu=pu+y)=pw=wp,=up,,

womit Satz 3 vollstéindig bewiesen ist.
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