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In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB fiir Eigenfunktionen des
Laplace-Beltrami-Operators auf kompakten zweidimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten die Linge der Knoten mindestens wie die Wurzel des
Eigenwertes wichst. Damit wird das Ergebnis von [5] verallgemeinert. Herrn
Dr. D. Gromes danke ich fiir zahireiche anregende Diskussionen.

Es sei M eine zusammenhingende und kompakte zweidimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Auf M betrachten wir den Laplace-
Beltrami-Operator 4, der in lokalen Koordinaten x; mit dem metrischen Tensor
(g:;) und (gij)==(gij)‘ ! sowie g:=det(g;;), 1<i,j<2, die Form

":1/1;” %, (fguax) M

hat. — 4 ist ein positiver symmetrischer Operator in L?(M) mit Definitionsbe-
reich C*°(M). Die Friedrichsfortsetzung definiert eine positive selbstadjungierte
Erweiterung D von — 4 in L?*(M). Das Spektrum von D besteht aus einer
abzidhlbar unendlichen Folge von Eigenwerten endlicher Vielfachheit ohne
Hiufungspunkte im Endlichen. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind nach
bekannten Regularitdtssidtzen in C®(M), ([1], Satz6.3). Wir zihlen die Eigen-
werte 0=4, <1,<--- ihrer Vielfachheit nach und wihlen eine in L*(M) ortho-
normierte und reellwertige Folge (¢,),.n von zugehdrigen Eigenfunktionen. Die
Eigenwerte und Eigenfunktionen kdnnen auch durch das folgende Minimum-
problem charakterisiert werden. Bezeichnet H*(M) den Raum der Funktionen
in L*(M) mit quadratintegrierbaren ersten Ableitungen, so ist fir neN

A,=min{ { |grad ¢|*|peH (M) mit {|p|*=1
M M
und | @o;=0 fir 1<j<n—1},
M

und die Eigenfunktionen zum Eigenwert A, sind genau die Funktionen in
H*(M), die das Integral unter den angegebenen Nebenbedingungen minimieren.
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Diese Aussagen gelten auch fiir das Dirichletproblem in Teilmengen von M, z.B.
solchen mit stiickweise differenzierbarem Rand. Unter den Knoten einer Eigen-
funktion ¢, verstehen wir die Menge

K(p):=0; ' (0)=M,

und als Knotengebiete von ¢, bezeichnen wir die Zusammenhangskomponenten
von M —K(¢p,).

Bezeichnet nun K (p) fiir peM die Schnittkriimmung von M im Punkt p, so
setzen wir

K:=max |K(p)|+1.
peM
Es sei weiter n: TM —M das Tangentialbiindel von M und fiir r>0
B, (M):={veTM||v| <r}.

Ist geM und exp,|B,(M)nT,M eine Einbettung, so nennen wir k,(q)
:=exp, (B,(M) T, M) die geoditische Kugel um g vom Radius r. Es sei p; der
Injektivitdtsradius von M, und

ool i)

Wihlen wir zu jedem peM eine orthonormale Basis {e,(p),e,(p)} von T,M, so
hat die Matrix

(gij (U)) = (gexp,:(,,) ) ((d expn (v))u (ei (71: (D)))7 (d exp:z (v))v (ej (TC (U)))))_ !

fiir veB,,(M) positive Eigenwerte, die unabhidngig von der Wahl der orthonor-
malen Basis und damit stetige Funktionen von » sind. Bezeichnen wir sie mit
11(v), 4, (v), so gibt es also ein C; >0 mit

1
C—1§ﬂj(v)§ C, &)

fiir veB,,(M) und j=1,2. In der Terminologie von [4], Kap.I, CIII ist schlieB3-
lich die fiir veB,,(M) durch

0(v):=|det((d exp )| = (11 (0) 2 ()~ *

definierte Funktion stetig und geniigt der Ungleichung
1 < ( )< (3)
—=Z0W=C,.
Cl = = 1

Uber die Struktur der Knoten einer Eigenfunktion gelten die folgenden bekann-
ten Aussagen, die wir der Vollstindigkeit halber kurz beweisen (s. [2] und [7]).

Satz 1. a) Jeder Knotenpimkt p von @, besitzt eine Umgebung U in M derart, daf
UnK(p,) aus k eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten von M besteht, die nur
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den Punkt p gemeinsam haben, kelN. Sie lassen sich so anordnen, dafi zwei
benachbarte in p den Winkel n/k bilden.

b) Die Knoten von ¢, sind eine Vereinigung kompakter eindimensionaler
Untermannigfaltigkeiten von M ohne Rand.

Beweis. a) Es sei p ein Knotenpunkt von ¢, in M. Nach Einfihrung von
Normalkoordinaten kénnen wir annehmen, daB p=0cR? und daB ¢, in einer
Umgebung ¥ von 0 der Gleichung

A¢,+4,0,=0 @]

mit A, >0 geniigt; dabei ist 4 durch (1) gegeben und die g¥ erfiillen zusitzlich die
Gleichungen

#0=0, 00, ©
Xi
1=4,j,k<2. Dann ist @, C*(V); aus [3] folgt weiter, daB nicht alle Ableitungen
von ¢, in 0 verschwinden kdnnen. Es sei also kelN die niedrigste Ordnung einer
nicht verschwindenden Ableitung. Fiir k=1 ist die Aussage klar, so daBl wir
k=2 annehmen konnen. Aus (4) und (5) erhalten wir dann, daB

*o 6"(0,,
a ko laxl () —2— la l+2(0)

fiir 0=I<k—2. Es ist nun nicht schwer zu sehen, daB es ein zeC —{0} und
Funktionen b;e C*(V) gibt, 0<j<k+1,s0daBl in V

k+1
@u(x1,%,)=Re(z(x; +ix)")+ Z x’ix';“”jbj(xl,xz). (6)
j=0
Die Behauptungen folgen nun aus einer einfachen Anwendung des Satzes iiber
implizite Funktionen und aus den Eigenschaften der Normalkoordinaten.

b) Der Beweis von a) zeigt, daBl die Knoten von ¢, genau dann in keiner
Umgebung eines Knotenpunktes p eine Mannigfaltigkeit bilden, wenn grad ¢,(p)
=0. Aus (6) ergibt sich leicht, daBl diese Knotenpunkte in M isoliert sind und
deshalb wegen der Kompaktheit von M eine endliche Menge A bilden. K(¢,)
— A besteht dann aus endlich vielen disjunkten eindimensionalen Untermannig-
faltigkeiten ohne Rand, die durch die Punkte von A4 cindeutig fortsetzbar sind.
Daraus ergibt sich die Behauptung.

Die im Satz erwihnten eindimensionalen kompakten Untermannigfaltigkei-
ten nennen wir die Knotenlinien von ¢,. Die Knotengebiete werden also von
Stiicken von Knotenlinien begrenzt und haben stiickweise differenzierbare Rin-
der. Weiter sicht man leicht, daBl es nur endlich viele Knotengebiete gibt. Um
die Situation in einer Dimension zu verallgemeinern, kann man nach der Anzahl
k(n) der Knotengebiete von ¢, fragen; hier gilt der bekannte Satz von Courant
([8], S.393), daB k(n)<n. Die Verschérfungen dieses Satzes durch Pleijel [11]
und Peetre [10] zeigen aber, daB diese Verallgemeinerung unbefriedigend ist.
Wir wollen stattdessen wie in [S] die Linge der Knotenlinien bez. der von M
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induzierten Riemannschen Struktur untersuchen, was nach Satz1 sinnvoll ist.
Bezeichnen wir dazu die Linge von K(¢,) mit L(¢p,), so erhalten wir das
folgende Ergebnis.

Satz2. Es gibt ein C>0 und ein nyelN, so daf fiir nzn,

L)z CV/h,.

Der Beweis von Satz2 und eine explizite Form von C werden sich aus den
folgenden Hilfssiitzen ergeben. Wir beginnen mit einer Aussage iiber die Dichte
von Knotenpunkten in M, die im Euklidischen Fall wohlbekannt ist ([8],
S.392). Dabei bezeichnet j, die kleinste positive Nullstelle der Besselfunktion Jj,.

Hilfssatz 1. Jede geoditische Kugel in M, deren Radius r die Ungleichung

QCU_ . Ca_,ep, )

Va Vh

erfiillt, enthilt Knotenpunkte von @,,.

Beweis. Es sei peM und r eine Zahl, die (7) erfillt; wir nehmen an, daB k.(p)
keine Knotenpunkte von ¢, enthdlt. Dann gibt es ein Knotengebiet M, von ¢,
mit k,(p)=M,. ¢,|M, ist dann die erste Eigenfunktion des Dirichletproblems fiir
4 in M, und A, der erste Eigenwert, da nach dem Satz von Courant die erste
Eigenfunktion nicht in M 1 verschwindet, alle anderen aber aus Orthogonalitéts-
griinden Knotenpunkte in M, haben miissen. Ist andererseits y die erste
Eigenfunktion des Dirichletproblems fiir 4 in k,(p) zum Eigenwert 1, so ist die
Funktion ,

Vahackio),
Vi) {O qgeM; —k.(p),

sicher in H'(M,) und deshalb A,<1 nach den Minimumseigenschaften der
Eigenwerte. '

Es sei nun weiter v, die erste Eigenfunktion des Dirichletproblems fiir den
Laplace-Operator in V:=B,(M)nT,M <R? zum Eigenwert j3/r’. Setzen wir
noch ¢2:=1/720(expp|V)‘1, so folgt aus den Minimumseigenschaften, aus [4],
Kap.I, Beh. CIII2 und aus (2) und (3):

T | lgrady,P( | IalA)™?

kr(p) kr(p)
2 z j A,
—i Zl ”() w w5 o, (v)f?(v)dv(fltlle (v)O(w)dv)~* < C 7§—2—

Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung.
Als nichstes bendtigen wir eine Abschitzung fiir die Lange einer geschlosse-
nen Kurve, die nur aus Stiicken von Knotenlinien besteht.

Hilfssatz 2. Es sei ccK(p,) eine einfach geschlossene Kurve in M mit L(c)<4p.
Dann ist

Uber Knoten von Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators 19

Beweis. Wir wihlen ein peM mit cck,,(p). Es sei G das Innengebiet von
exp; (c) und G: —expp(G) Wir setzen i :=¢,|G. Bezeichnet 1 den ersten Eigen-
wert des Dirichletproblems fiir den Laplace-Operator in G, so erhalten wir mit
=0 (expp|G) ! und Behauptung CIII2 in [4], Kapitel 1:

ln=£|grad¢|2(f %)=

={ X g7(v) 5~ '// ll/ ) 6(v) dv(fl!ﬁl ©)6(v)dv)~* gé

& 1321 ©) 5,

Kombinieren wir die Ungleichung von Faber und Krahn [97 mit der isoperime-
trischen Ungleichung, so folgt weiter

wie behauptet.
Schlieflich brauchen wir die folgende Aussage iiber Kugelpackungen in M.
Zur Abkiirzung setzen wir

sin)/K p.

Cyi=

ﬂﬁ
p Gy

Hilfssatz3. Es sei O<r<min<{-—
100 2

geoddtischen Kugeln k,,(p;) sich paarweise nicht schneiden, 1 i< N(r). Fiir N()
gilt dabei die Abschitzung

=:C,. Dann gibt es p,e M so, dafi die

Cymp 1

Nrz—g— = (8)

Beweis. Es sei peM. In T,M =1R?” betrachten wir die konzentrischen Kreise &
um 0 vom Radius jr und setzen c;: =exp,(¢;), jeN. Ist gec;, so ist fiir kleines j
k,.(q) enthalten in dem von ¢;_; und c;,, begrenzten geoditischen Kreisring.
Wenn wir also fir 05j, 55 §j2§§—1 auf c,;,, n(j) Punkte finden, deren
Abstand paarweise =2r ist, so erhalten wir N(r) Kugeln der gewiinschten Art
mit
Jz2
N@= Y, n(j).

Jj=iji
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Nach Konstruktion von p konnen wir nun den Vergleichssatz von Rauch
anwenden ([6], Satz 1.30), d.h. n(j) 1dBt sich nach unten abschitzen durch die

1
entsprechende Zahl auf der zweidimensionalen Sphére vom Radius ——. Fiihren
wir dort Polarkoordinaten ein durch K

|
sinfcos o, y=——I—<—sm0sm<p,

z= cosf,0<f<n, O<o@<2m,

3~

sO ist ¢,;,; gegeben durch die Gleichung 9=1/I? (2j+1)r. Eine elementire
Uberlegung zeigt dann, daB fiir ¢,,q,€c,;; der sphérische Abstand d{q,, q,)
der Ungleichung

sin}/K (2 +1)rlo(g) — ¢(g2)]

2
d(gy1,92)2
(ql qZ) n]/f

geniigt. Wir bestimmen weiter j; bzw. j,€N als die kleinste bzw. gréBt.e Zahl j
mit (2j+1)r=p bzw. 2j+2)r<2p. Fir j; 5j=), und ¢;,q2€C,;,, ist dann

. Cim
4(d,,42) 2 Csl0(qy) — (g2)] und damit wegen r<——

2
Cym
)= .
n())z 2r
Wegen r<£— ist ferner j, —j Zl P und sor;it

=10 2 =gy
Cymp 1

N(V)g 38 r_za

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Damit kommen wir zum

Beweis von Satz?2. Wegen lim A,= oo kdnnen wir ein noelN so finden, dalB fiir
ngno n— oo

20C2C
&émin{c_h %]1_2}
0

n

Setzen wir r==17_j—,
geoditischen Kugeln k,,(p) in M enthalten sind und sich paarweise nicht
schneiden, wihrend N(r) der Ungleichung (8) geniigt. Nach Hilfssatz 1 enthélt
jede der Kugeln k,(p;) einen Knotenpunkt ¢; von ¢,, 1 <i< N(r). Es seien nun ¢;
die Knotenlinien von ¢,, 1 <j<m. Jedem g; ordnen wir eine Knotenlinie zu, die
g; enthilt, so daB ¢;s; dieser Punkte zugeordnet erhdlt mit 0<s; < N(r) und N(r)

so gibt es Punkte peM, 1<i<N(), derart, daB die
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n 2nj, 1 N
=) s;. Ist s5;=1, so wird wegen 4p= o —— mit Hilfssatz2

i Va

27j, 1

T

Ist 5;> 1, so ist nach Konstruktion

Lie)z

Lc)zs;2C, ——

A’l

Damit ergibt sich insgesamt wegen (8)

Lig)z ¥ L(Cj)éN(r)min{zcz,.zn_jo} 1

s;z1 C% l/—'{/n

C37Tp . 271:]0
gg—cgmm{zcz, < Vs

womit der Satz bewiesen ist.
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