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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Représentations des groupes disométries.dans les
sous-espaces. propres.du laplacien: Note (*) de Jochen Brunmg et Ernst Helntze, presentee
par M. André Lichnerowicz. B nii e RSN e ;

Nous demdons si une representatlon lrreductlble d un groupe compact G d lsometrles operant sur une.
variété riemannienne compacte fait partie de la représentation canonique du groupe dans les sous-espaces
. - propres, du laplacien. De plus-nous donnons. une: formule: asymptotique pour les multiplicités.:

"+ For'a-compact Lié group' G of zsométrzes ofa compacf Riemannian manifold we detérmine; whether or notd &~
given irreducible representation of G appears in the natural representation on the eigenspaces of the
Laplacian. Moreover we give an asymptotic formula.for' the multtplzcztzes

-1.-Soit M une variété riemannienne compacte de dimension n et soit G un groupe de Lie
opérant (non nécessairement effectivement).sur. M par isométries. Il est bien .conniv que les
sous-espaces propres(complexes) E, associésraux valeurs propres A = =0du laplacien A de M
sont de dimension finie'et que chaque E, estinvariant sous les isométries; de:sorte que nous
avons ‘pour: chaque A une représentation: unitaire de G, & savoir la:restriction.a E; de la
représentation’ canonique t-de G dans: L?(M).: Or étant donnée une' représentation
p : G — U (V) unitaire irréductible de degré k=dim V, nous désignons par v (A)le nombre des
composantes équivalentes a p de la représentation t de G dans E,. . :

Soit M, la réunion des orbites prlnmpales de G dans M. Pour tout p e M, nous denotons

»par Gp Porbite de p sous Get par G Ie stabilisateur de p- Nous posons N

‘ Vi :={veV* | p(h)* v=0 pour tout heG,}
et '
o l —d1m V* '

Ev1demment l est. mdependent du choxx de pE M

THEOREME 1. — Pourt - o onala formule asymptotzque

N@):= Y v(x) ~ Vol =2 O i)

LeSpec(A) n

M S B S

m étant la dimension de M,/G, o,, le volume de la boule euclidienne unité de dimension n

M,/G est muni d’une telle: structure riemarnnienne que la pr0]ectzon ! M - M /G sozt
uné submersion riemannienne. N : ~ e

La représentation p apparait donc dans les sous-espaces propres du- 1ap1a01en ‘§i et

seulement: si /=1, Lorsque G:n’opére- pas transitivement (c’est-a-dire:m>0), p apparait

méme une infinité de fois. Dans le cas des groupes finis, on-a.évidemment =k, m=#h,.et

I’estimation plus forte suivante :

_ THEOREME 2. — Si G est fini, alors pour t — oo :

.vol My
Z (n]2) (n—1)/21 t
N() ord G. (2 )nkt +O(t ogt).

Pour G= { e} les théorémes 1 et 2 donnent des résultats classiques de H. Weyl (9) ot de
R. Courant (*). Pour G fini et M. étant une surface de Riemann compacte & courbure
constante négative, le théoréme 1 a été prouvé par H. Huber (5), dont le travail nous a
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stimulé pour cette recherche. Dans le cas d’une variété a bord M, on a les mémes résultats
pour .des extensions autoadjointes appropriées de A dans L?(M) (par exemple pour les
problémes de: Dirichlet et de Neumann). De plus on peut étendre les résultats aux fibrés
vectoriels, c’est-a-dire:an cas ou-G opére par isométries sur un fibré C® vectorlel hermmen
r operatlon commutant avec un opérateur différentiel elliptique. - ‘ '

2. Dans le suxvant nous donnons un apergu de la demonstratlon Les detalls apparaxtront
dans (?). . S

Soit L2 (M P V*) L2 (M) ® & 1 espace hllbertlen des sectlons L2 du ﬁbre trivial
M ><V* — M On a alors une représentation unitaire de G dans cet espace deﬁnle par

o) =1()®plg*. geG.

- Soit L? (M, p) le sous-espace des sections G-invariantes. Les composantes d’un vecteur
ue L?(M; p) par rapport 4 une base de V* engendrent un sous-espace de L2(M) invariant
par t dans lequel < est équivalent & p. En posant A, : =A® ly+ on obtient-un opérateur
autoadjoint. positif dans L2 (M) ® V*, pour lequel le sous- espace L?(M, p) est invariant.
Alors P Ay ] L2 (M, p) est-un opérateur autoadjoint positif dans L2 (M, p). Comme dans (5),
il-en résulte ‘que- v(k) dim F;, F, etant le sous-espace propre de P associé a A, et par
conséquent : » : Fo S o S

LEMME 1. — La fonctlon comptante du spectre de P est N.
" Tl est décisif de | pouvon ldentlfler L* (M, p) avec un espace de sectlons Pour ce falre nous
posons pour geM,/G : » ‘
h(g): =vol = (q)

et nous dénotons par L2 (Mo/G, h) ’espace des fonctions de puissance deuxiéme intégrable
par rapport a hdv, dv étant la mesure canonique de la variété riemannienne MO/G

LeMME 2. — Ilexisteun ouvert M, conteny dans M avec vol M =vol Mo, un poznt PeEM;
et un isomorphisme isométrique S ~ : RN

O L%M,‘p),-»_LZ(%%—, h)@V;‘. .

Les ensembles respectlfs des sections C* 4 support compact sont appllques par ® l’un dans
Pautre..

-Avec T <I> P (I) y onaun operateur autoadjomt pos1t1f surL2 (M1 /G h) ® V¥ avec la
fonctlon comptante N. A l'aide d’un théoréme de Peetre (%)-on obtient la descrlptlon
exphc1te suivante: de T. , SN , e G

“LEMME3. % T estuneex renszon au toadjomte d’un systéme h-s ymemque ellzpnque d ordre 2
sur My/G. Le symbol principal t est donné par : SN

M
(©)=|efidy  powr Tt
Afin de déterminer le comportement asymptotique de N, nous considérons le noyau I, de

Popérateur e™*%, s>0. I'; est une fonction C*:M,/G xM,/G — Hom (V¥, V¥, reliée
a N par

0

r e AN(t)= j © T (k%) h (%) do (%),
LR MG e e
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Gréce a une méthode développée par Hormander () on trouve que

o, s "
tr I“s‘(x, X) ~ F< +1> (2n)"‘ ZW,

pour x € M,;/G et s v 0. Le théoréme 1 résulte aisément de cette relation, du lemme de
Lebesgue-Fatou et d’un théoréme taubérien pour la transformation de Laplace (*), si nous
montrons seulement ’existence d’un ¢, >0 tel que pour O<s=<1 et pour xe M, /G :

(%) ls"‘/ztrI“(x x)|__h()

Pour démontrer (%) nous établissons d’abord une relation entre I'; et le noyau I'? de
I'opérateur e™**. Si p désigne une mesure de Haar sur G nous trouvons I'inégalité

1 ) _ .
sup |T(x, y)| < TG S f f [T~ p, ha)| dplg) dp(h).
£.yeMy/G R(G) peem Jo Ja

La démonstration s’achéve par des estimations bien connues de I'? et le lemme suivant :
LemME 4. — Il existe un nombre c,>0 tel que pour tout xeM : ‘

vol Gx

—d* (x, gu)it ‘1/2) dimGx
e dp(g)sc, ¢ ,
1(G) J 6 2

d désignant la fonction distance sur M x M.

L’estimation plus forte de N dans le théoréme 2 pour G ﬁnl est une consequence de
I'existence d’une triangulation G-équivariante différentiable de M (7), du principe du
maximum-minimum et des résultats de ().
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de I’Université de Bonn.
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