Zur Eigenwertverteilung invarianter
elliptischer Operatoren *)

Von Jochen Briining in Duisburg

1. Einleitung

Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension # und Q
ein elliptischer Pseudodifferentialoperator der Ordnung m >0 auf C*(M). Nehmen wir
weiter an, daB Q positiv und symmetrisch ist in.L*(M), so besitzt die eindeutig be-
stimmte selbstadjungierte Erweiterung von Q in L*(M).(die wir ebenfalls mit Q bezeich-
nen werden) ein reines Punktspektrum endlicher Vielfachheit. Bezeichnet O, den Eigen-
raum von Q zum Eigenwert 4, so miBt die Funktion

N() =3 dim O,

Ast

die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. Die Funktion N ist eingehend untersucht
worden. Zur Formulierung der Ergebnisse benétigen wir die folgende Prizisierung: wir
nehmen an, daB in jedem Koordinatensystem (x, &) das Symbol aQ(,'v, &) von @ eine
asymptotische Entwicklung der Form

0o(%, O~ 3 G- j(x, &)
jzo X
besitzt mit g,,_; homogen vom Grad m—j. Das invariant definierte Hauptsymbol ¢ ist
gleich g, in den lokalen Koordinaten, das ,,subprincipal symbol” sub Q ist gleich

1 %4

T =3, E 52

(x,8)-

Wir setzen dann

B*M:={(p, &) e T*M|q(p, <1}
und

S*M={(p, e T*M|q(p,)=1}.

*) Diese Arbeit wurde verfaBt mit Unterstiitzung des Sonderforschungsbereichs 40 ,, Theoretische Mathe-
matik® an der Universitit Bonn.
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Hérmander [8] hat bewiesen, daB fiir t — o0

vol B¥*M & [t
m tm
—#(21:)" "o ™),

® N(O=
und dieses Ergebnis ist bestmoglich. Duistermaat und Guillemin [5] haben die Methode
von Hérmander erweitert und folgende Verschirfung von (1) bewiesen. Bezeichnet H, das
zu g gehorige Hamiltonvektorfeld auf 7% M und ist die Bedingung

@) ,die Menge {(p, w) € S* M| fiir ein ¢+ 0 hat &' Kontakt unendlicher Ordnung
mit der Identitit in (p, )} hat das Mal} 0 in S*M* .

erfiillt, so gilt die schirfere Abschitzung

olB*M 1 1 .
’ L f subQr™ 4o(t™ ).

@ NO="Gm " " @y s

In der vorliegenden Untersuchung betrachten wir den Fall, daB zusitzlich zu den
beschriebenen Daten eine kompakte Liegruppe G auf M effektiv und isometrisch ar-
beitet. Dann haben ‘wir eine zugehdrige unitire Darstellung ¥ von G in 12(M), gegeben
durch

Vf(p)=flg™ (p), g€G, peM, fel’(M).

Wir verlangen weiter, daB der Operator Q mit der Gruppenaktion vertauscht, d.h. fiir
geG gilt

Fiir eine irreduzible unitire Darstellung « von G sind dann die Zahlen
m, (1) := Vielfachheit von « in V{0,
und die entsprechende Anzahlfunktion
N,():=Z m(%)
ASt

wohldefiniert; fiir G={e} erhalten wir die eben besprochene Funktion N. Das asym-
ptotische Verhalten von N, fiir Differentialoperatoren Q (allerdings auch fir nichtskalare)
wurde in [1] behandelt. Dort wurde auch eine Restgliedabschitzung fiir endliches G
angegeben (Theorem 5. 1), die schwicher ist als (1). Wir wollen dieses Ergebnis ver-
bessern.

Satz 1. Es sei G endlich. Dann gilt fiir jede irreduzible unitdre Darstellung x von G
dimx vol B*M & a=l

e (L O )

ERRC

Dabei bezeichnet |G|. die Anzahl der Elemente von G.

N(n)=

Das ist die Verallgemeinerung von (1). Wir beweisen weiter auch eine Verallge-
meinerung von (3).
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Satz 2. Es sei G endlich und die Bedingung (2) erfiillt. Fiir jede. irreduzible unitire
Darstellung x von G gilt dann

dimk vol B*M & dimk

n—1
f subQr ™

N ()= _
n( ) lG' (27[)" lGI (27[)" s
© fclg) vol B*N nzl - m=l
oy A L G
a§G G 2@n) T «™)
NaM9d
codimN=1

Dabei bezeichnet y, den Charakter von x, und:die’ Summation erstrecki sich iiber alle
Komponenten der Codimension 1 in den Fixpunktmengen M?®, g€ G.

Die Sitze 1 und 2 kénnen aufgefaBt werden als Aussagen iiber Randwertprobleme
in Fundamentalbereichen der G-Aktion in M (s. [1], Abschnitt 5). Ist z.B. M die Ver-
doppelung einer berandeten Mannigfaltigkeit # mit einer unter der natiirlichen Spiege-
lung o invarianten Metrik, G={e, 6} und Q der Laplace-Operator —4 auf M, be-
zeichnen wir weiter mit.1 und —1 die beiden irreduziblen unitiren Darstellungen von
G~7,,so wird N; die Anzahlfunktion des Neumannproblems und N, die des Dirichlet-
problems fiir 4 in M. Satz 1 liefert dann das.Resultat von Seeley ([14], [15], s. auch {12])
in diesem Fall, und Satz 2 liefert — wenn die Zusatzbedingung erfiillt ist — die sogen.
Weyl-Vermutung fiir M; dies ist eng verwandt mit dem Ergebnis von Ivril [10] (s. auch
[117). Die zitierten Arbeiten iiber Randwertprobleme behandeln alle den Laplaceoperator
auf Mannigfaltigkeiten mit glattem oder nur schwach singulirem Rand, so daB Satz 1
und 2 nicht in diesen Ergebnissen enthalten sind.

Es ist eine natiirliche Frage, ob Satz 1 ein Analogon fiir beliebige kompakte
Gruppen besitzt. Die Asymptotik ohne Restgliedabschitzung wurde in [1] hergeleitet,
und in Spezialfillen finden sich sehr gute Restgliedabschitzungen in [6]. Im allgemeinen
stdBt man aber auf das Problem, daB die kritische Menge der in Abschnitt 5 behandelten
Phasenfunktion keine Mannigfaltigkeit mehr ist und daher die hier entwickelte Methode
versagt. ’ o

Die Grundlage unseres Beweises bildet die int [8] und [5] entwickelte Methode der
Wellengleichung, die wir auf den hier betrachteten Fall ausdehnen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit fiir den Fall des Laplace-Operators (in vorléufiger
Form) wurden in [2] angekiindigt. Herrn R. Seeley danke ich fiir einige sehr hilfreiche
Diskussionen iiber Eigenwertprobleme. :

2. Das Tauberargument

Wir nehmen jetzt an, daB Q die Ordnung 1 hat. Nach dem Spektralsatz und
einem bekannten Resultat von Seeley [13] bedeutet. dies keine Einschrinkung der All-
gemeinheit. Im folgenden bezeichnen C, C' etc. positive Konstanten, die unabhéngig
sind von den explizit aufgefiihrten Variablen, von Fall zu Fall aber verschieden sein
konnen. Weiter schreiben wir f(z) ~ g(f) fiir £ — oo (oder 't — — o), falls

1) —g@I < Cy(A+1)7"

gilt fiir jedes Ne N und ¢t — oo (oder ¢ — —00).
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Der Ausgangspunkt zum Beweis der Hauptresultate sind die ‘folgenden Beobach-
tungen. Ist p e C$(R) und gilt

@ 1= | p) dx=27p(0),

-

so koénnen wir schreiben

N(t)= jm No(t=) p() dx+ fo (N, (£) = Ny(t —x)) () dx

= H,()+ R, (1)
und

dH + o K R + o0 il .
7 (t)=~f°0 5; =2 N dx= —_Iw 5y D=2 Ne(®) dx

=T =) AN =5 m, (D) =D =K, (0).
e 2

K, erweist sich als die entscheidende GroBe in dieser Untersuchung. Wir werden den
folgenden Satz beweisen.

Satz 3. Es sei G endlich. Es gibt ein §>0, so daf fiir

(5 supp p<(=9,0)
gilt:
dim x vol S*M | | ai
_Ami VO 2 B -t Lo 1<1 ,
KO="gr —@ar | TOUT). 1sime
und

K,()~0 fir t— —.

Aus diesem Satz folgt Satz 1, wenn p geeignet gewihlt wird, so da8 das asympto-
tische Verhalten von N, zuriickgefiihrt ist auf das von K.

Beweis von Satz 1. Wir wihlen p e CP(R) mit (4), (5) und
© p9ZC>0,  |xI£1.
Ein solches p ist leicht zu konstruieren (vel. [7], S. 377): Wir wihlen eine gerade Funk-
8 + o ' L .

tion py e CF(R) mit. .| py(x)dx+0 und-setzen p,:= p; * p;. Fiir geeignete Zahlen

a, b>0 hat dann p(x)q:;o ap,(bx) die Eigenschaften (4), (5) und (6). Es folgt jetzt fur
te R die Abschiitzung - . o U R .

NG+D-NOS T mlS—Fpu—Dm@)
le-2]51 C7
S+t
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Daraus folgt fiir ¢, xe/R
[N (D) = N (1= 01 S CL+ [~ (1 + e
und damit fir =1

U] IRp(t)Ié_f [Ne(t) = Nt =) 1A (x)] dx

+ oo
SCU+ | A+Ix) 16l desCemt

— o
Fiir 1< —1 ist wegen Q positiv

Hy(@)= | 5=3) NG9 dx,

so daB folgt
t_l)il}lw H,(t)=0.
Daher erhalten wir durch Integration fiir 1<7—co .
t L
H()= [ K,(x)dx=C+[K,(x)dx
- 1

_dimx vol S*M

P ——— n—1 4
[G] P f+o@E" )+ C

_dimx vol B*M
Gl 2"

r4+oum ",

womit der Beweis von Satz 1 beendet ist.

3. Eine Spurformel

Der Beweis von Satz 3 beruht auf der Tatsache, daB K, sich darstellen 146t als
Spur eines geeigneten mit Q verkniipften Operators. Zur Herleitung dieser Darstellung

sei E, die orthogonale Projektion auf @ Q, in L*(M). E, ist ein Integraloperator mit
X5

C*-Kern e, ; ist namlich (¢,),., eine orthonormale Basis von I2(M) aus Eigenfunktionen
von @ mit ¢; Bigenfunktion zum Eigenwert 4;, so wird

e (p, @)= El o:(p) @:(9) .

Briining, Eigenwertverteilung invarianter elliptischer Operatoren 87

Es sei nun y, der Charakter von k und x, der Charakter von V|Q,. Nach den
Orthogonalititsrelationen der Charaktere ([16], S. 189) erhalten wir

1
— | 7.(8) 1:(8) 4G (g)

A6 4

1
=— ¥ [ 7 o:le™"(0)) F(p) dM(p) dG(g)
(Gl 121 gxm

1 ) )
=167 P L 1@ V(B = lim | F) dG(o),

wobei d M bzw. dG das Riemannsche Mafl von M bzw. von G bzgl. einer linksinvarianten
Metrik bezeichnet. Man vermutet daher die Identitét

1 + oo
® Kp(t)=ﬁsp i @V, _f plt—x) dE,dG(g),

die sich wie folgt herleiten 148t. Wegen

+ o +oo
o"V, | pt—x)dE,=V, | x"p(t—x)dE,, meN,
und der Koerzivitit von Q bildet der G-Integrand in (8) L*(M) in C*(M) ab und hat
deshalb einen C*-Kern, nidmlich

@ | pe-xdele™ (p).9), pogeM.

®

Also hat wegen der Kompaktheit von G auch der in (8) rechts stehende Operator
C®-Kern, und fiir die Spur erhalten wir

n{i § 7(8) p(t—x) de. (g™ (p), p) dG(e) dM(p).

~ o

Da dieses Integral absolut konvergiert, folgt die Behauptung. SchlieBlich sieht man leicht
ein, daB3

+ 0 + oo . R
V, { ple—x)dE.=V, | e ¥ p(s)eCds
(=) -0

+ oo i )
— !‘ e-—mstp(s) eszngS

als Gleichung zwischen Operatoren in L?(M). Wir erhalten damit die Spurformel

N

© K=z

+w
J2)-Sp [ e7™p(s) eV, dsdG(g).
G -
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4. Der Kern von "2/,
Die weitere Auswertung von (9) stiitzt sich éuf die Tatsache, daB'fﬁr ueC*(M)
e Cue C*(Rx M)
die Lésung des folgenden Anfangswertproblems liefert:

<ia—aS+Q>u=0 in RxM, v@,p=u(p), peM.

Nach dem Satz vom Kern hat ¢*2 also einen Distributionskern U(s, p, ) in Rx M x M.
Hormander [8] zeigte, daB U in lokalen Koordinaten und fiir kleines s durch gewisse
oszillierende Integrale dargestellt werden kann. Die inzwischen wohlbekannte Globalisie-
rung dieser Integrale [9], [4] liefert die Theorie der Fourier-Integraloperatoren. In dieser
Sprache lautet das Ergebnis iiber die Struktur von U ([5], Theorem 1.1): U ist ein

_L
Fourier-Integraloperator der Klasse / * (R x M, M; C) mit der kanonischen Relation

C:={((t, ), (1> &), (P2; &) € T*RX Mx MN\Olt=4(p;, &), (p1, &)
=& (p3, &)}

Hierbei ist ¢ das Hauptsymbol von Q und (®"),_, der EluBl des zu ¢ gehdrigen Hamilton-
vektorfeldes H, auf 7% M.

Dies bedeutet, daB fiir jede Koordinatenumgebung X' cRxMxM und jedes
v e CP{X') eine Darstellung

N
10)  U@=X [ | eWerrdays, p,py. &) vis, prr p2) d ds dM(p) dM(py)
j=1 X' an

existiert. Dabei ist /; € C® (X" X R"\.0) und homogen voin Grad 1 in . Ferner ist tﬁ eine
nicht entartete Phasenfunktlon d.h. lings

Cyi={(s P, P2, £) € X' XR"™0 | dg (s, p1, P2, ) =0}

Y,
08,
faltigkeit ist. Schlieflich liefert die Abbildung

sind die Differentiale d< ) 1<k =n, linear unabhingig, so daB C; eine Manmg—

[€5)) a: C;3(8, Py, Pan &) — (AW, d, N 1//1, —d, ) eT*X

einen Diffeomorphismus in C, d.h. C beschreibt die Singularititen (genauer: die Wellen-
front) von U, s. [9], Prop. 2. 5. 7. Weiter ist a; € S°(X’ x R"); dabei besagt a,& S™ (X' x R")
fiir me R, daB a;e C*°(X'xR") und daB fiir jeden Differentialoperator P in X, jeden
Multiindex « € Z7, ‘und jede kompakte Teilmenge K von X’ gilt

sup  |DgPay(s, pr, Py OIS Cpo(1+ |Efymtet
{s;p1.p2)eK : . -~
EeRn
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Die Integrale in (10) sind im allgemeinen nicht konvergent, wohl aber dann,
wenn a; e S"(X' xR") fiir jedes m € R. In diesem Fall kann man durch partielle Integra-
tion eine Form erzielen, die es erlaubt, die Definition auf S™(X’ x/R") fiir beliebiges m
auszudehnen (s. dazu [9], Lemma 1. 2. 1 und Corollary 1. 1. 12). Wir miissen noch an-
merken, daB die Definition eines Fourier-Integraloperators noch nicht enthélt, daB das
£-Integral in (10) hdchstens n-dimensional ist. Das folgt aber im vorliegenden Fall aus [9],
Theorem 3. 1.4 und der Uberlegung S. 141/142.

Die Darstellung (10) 148t sich weiter prézisieren, wenn wir uns auf Koordinaten-
umgebungen der Form X’=(—4, §) X Y% Y beschrinken mit einem hinreichend kleinen
>0 und einem Koordinatensystem (Y, x) fur M. Dann kénnen wir eine von s un-
abhingige nicht entartete Phasenfunktion y* wie oben finden, so daB fiir die unter «
transformierte Funktion r.y* gilt

(12)  wpx,p, == OFO0(x—y* €D,  xyex(Y), EeR",
ferner eine Amplitude o*e S°(X*xR") und vom Grad —j homogene Funktionen
@ ;e C* (X' x R™\0) mit ’

13) a*~y dl

i
(zur Bedeutung der Asymptotik s. [9] Prop. 1.1.9), so dafi dann fiir ve C3°(X") die
Darstellung )
A UE)=| [ v CrredtseeDats, p, py, &) v(s, i, pa) dE ds dM(py) dM(p2)
X' RY

gilt, wobei x.¢* das Hauptsymbol von Q in den «-Koordinaten ist. Dies ist das oben
erwihnte Resultat von Hormander ([8], Abschnitt 3).

Der Kalkiil der Fourier-Integraloperatoren erlaubt es nun, analoge Darstellungen
fiir die Distributionskerne der Operatoren e*2 ¥, anzugeben, g € G. Wegen V,f=(g™')* f
fiir fe C*(M) ist ¥, ein Fourier-Integraloperator in der Klasse °(M, M; C,), wobei
die kanonische Relation gegeben ist durch
Cy={(p1, &), (2. E) € T*M X Mol p, =g (py), & ="dg ™! (p) (£2)}

={({(p1, &)» (P2, &2 )E T*MxMN\o|(py, &) =g*(p2, &)}

wenn wir mit g+ g* die assozilerte Aktion von G auf T*M bezeichnen (s. dazu [4],
S. 55 und dle Definition 4. 2..1). Nach [9], Theorem 4. 2.2 — dessen Bedingungen im
vorliegenden Fall leicht nachzupriifen sind — wird dann €S2V, ein Fourler—Integral-

operator der Klasse I E (RxM, M, Cg), wobei
15 G=Co 6= {((1 D, (s &) (P2 ) € THRXMX MNO,.
t=q(p,, &); esgibt (p,&)eT*MN\0 mit "
(P, €)=9"(p, &), (p, O) = g%(p,. &)}
={((t, D), (p1> &), (P2, &) € T*RX M X M0,

t=gq(pi, &), (p1, €)= D' o g¥(p2, &)}
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Setzen wir 7,:=(id,xg™!)* : C*(Rx M) — C®(R x M), so erhalten wir V. e'2=cis2y,
als Abbildungen von C*(Rx M) in sich. Aus der Berechnung der zu ¥, e'*? gehérigen
kanonischen Relation folgt dann

(16) Ptogt=g*o @', teR, geG.

5. Der Beweis von Satz 3

Wir setzen von nun an voraus, daB G endlich ist. Wir wollen das Verhalten von
K, bestimmen fiir die im Beweis von Satz 1 konstruierte Funktion p. Es ist nach (9)

1 _ + o . ;
K== X (&) Sp | e ™p(s) ¢V, ds
|G| geG —
1

== 2 %) K.
61 2 @5

Da jedes ge G eine Isometrie ist, ist die Fixpunktmenge M? von g Vereinigung von
kompakten totalgeoditischen Untermannigfaltigkeiten von M, die paarweise disjunkt
sind. Zu jedem p e MY gibt es ein Koordinatensystem (X, x) mit p e X und eine Um-
gebung ¥ von p mit ¥cX und g(£)c X; zu pe MN\M? gibt es eine Umgebung
YocM\M? mit Y n g(¥Y)=¢. Also gibt es eine Uberdeckung (X, Vil gj<x von M, so
daB e )

K

X;=X; mit (X;, ;) Koordinatensystem und M9c -U1 X, g(Y)nY=0.
=

Es sei dann (f}, 4,), <j<x eine zugehorige Zerlegung der Eins. Wir wihlen f e G5 (X))
15kl

mit ﬁlsuppfj=1 und /ieC@"(Y,J mit /i, |supp h,=1, 1<j<K, 12k<L. Fir fe C(M)
sei M, der zugehdrige Multiplikationsoperator in L*(M). Es folgt

K+
Ki(n)= 21 Sp [ e ™p(s) M7,e"%V, M ds
i= -

+oo

L
+ 3 Sp [ e ¥ p(s) My, eV, M, ds
k=1 ~w

Bo+10).

i

.

Nach [9], Prop. 1. 2.3 sowie (11) und (15) haben die Operatoren M, e*2¥, M,
C*-Kern, 1<k<L, wenn nur & hinreichend klein ist. Also ist T(f)~0 fiir [f| — co.
Bei der Behandlung der iibrigen Terme kdnnen wir annchmen, daB in (— 4, 9) xX;x X;
die Darstellung (14) fiir U giiltig ist. Im Hinblick auf [9], Cor. 1. 1. 12 argumentieren
wir zundchst so, als ob alle vorkommenden Amplituden in S™((—35, 5)><A~’j><A7j><P")
wiren fiir jedes m e R. Es folgte dann aus (14) eine absolut konvergente Integraldar-
stellung fiir U, so daB mit

Ridp, &)= [ e ™ p(s)ay(s, g7  (p), p, &) ds
folgt T

(A7) K= [ M OrIF" o) £(p) Ryt —gq,(p, ), p, £) dEAM(p),

XixRn
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wobei ;=1 etc. geschrieben wurde. Fiir a;€ S™ gilt aber offenbar die Abschitzung
(18) AV IR, p, OIS Cy U+ EN", AR, peX, EeR",

fiir jedes Ne N, so daB wegen ¢;(p, ¢) =C|&| die Formel (17) auch in unserem Fall

. 1 3 . L .
giiltig ist. Ist ke CP <<7, 7)) mit k=1 in einer Umgebung von 1, so liefert (18)

aullerdem mit der Abkiirzung

bi(p, my=k(g;(p, M) f e () f(P), PeX;, neR"
die Bezichung ’
(19 By~ [ W' 0pdp, (p, é) Ry(t—gi(p. ), p, &) dE dM(p)
Xjx Rn
=I7(t)
fiir || —co. Im rechtsstehenden Integral substituieren wir &=rn und ri= q;(p, ),
n:=rw. Wir erhalten dann das Integral

I_jg(t)= ™" J’ e—its(l —r)p(s) k(r) rn—-l j‘ J‘ eitrw,-(g“‘(p),p,w)
RXR X; gj(p,w)=1

e o) @) a;(s, €7 (p), p, tro) dw dM(p) ds dr,

wobei dw der Quotient des LebesguemalBes in R" nach dem LebesguemaB in R unter
q; ist (s. [4], S. 127). Es sei nun S*X die in der Einleitung definierte Menge und d.S*X
der Quotient des invarianten MaBes von 7*X nach dem LebesguemaB in R unter g.
Mit den Abkiirzungen

n(p, o)y="di(p)w,  o(p,m:=(di;(p) "1,
(7 dM (%)= a;(x) dx,
‘Pj(Px,Pz’ n):= 1//,'(171:172’ @(p,, "I))s
51(53 P> Pas )= oo ’Cj(Pz) a,'(-Y, P1> D2, &{(p3, 77)) >
(s, po )= Flg ™" (P) £i(p) dy(s, by, Pas )
erhalten wir dann
I—J.ﬂ(t) =" j e-iIS(l*r)p(s) k(r)rmt j' gitresta= (o), p.
RXR S5

-¢i(s, p, try) dS* X;(p, m) drds.

Wir wollen diese Integrale mit der Methode der stationdren Phase abschitzen.
Dazu sei p; € X; n M? und £>0 so gewihlt, daB die geodatische Kugel B,(p,) um )2
vom Radius ¢ in X; enthalten ist. Bezeichnen wir mit (x, &) die Koordinaten fiir
T* B,(p,), die zu einem Normalkoordinatensystem x gehdren, so erhalten wir nach (11)
fiir die transformierte Funktion ¢;

@06, 7, ) =<Lx~y1E>+0(x—yI? |€]).
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Nach der Taylorformel gibt es eine fiir |x| <e, |yl <e, |{| >0 definierte differenzierbare
Abbildung &= &(x, y, {), die fiir festes x und y ein Diffeomorphismus R"\0 — R"\.0 ist,
mit den Eigenschaften

E0nx, =08(x, 5, 2D=248(x, »,0) fir >0

und
@ilx, 3, £, 7, Q) =<x—y 10D,

wenn nur ¢ hinreichend klein ist. Durch die (x, {)}-Koordinaten wird S*X; abgebildet
auf die Menge

{(r, DeR xR | x| <& q(x, £([dg™" (p) (), %, {)) =1},

wobei g wieder das Hauptsymbol von. Q in den (x, £)-Koordinaten bezeichnet. Offenbar
wird die Phasenfunktion transformiert in die Funktion <{dg™'(p)(x)—x|{)>. Wir
schreiben x=(x;, x;), {=({;, {;) entsprechend der Zerlegung T, M=N, M’ @ T, M*.
Dann sind die kritischen Punkte der Phasenfunktion gegeben durch die Gleichungen
x ={ =0, d.h. ¥;(p, n):= @;(g”* (p), p, n) hat die kritische Menge S*X; N M?. Weiter
berechnet man leicht, daB fiir (p, #) € S*X; n M?

det (Hess ;| N, S*X; n M%) = —det (1-dg(p)?

und daB die Signatur der Hesseform auf dem Normalraum 0 ist.

Die Methode der stationdren Phase angewendet auf das r-s-Integral liefert nun fiir
t=1 wegen p'(0)=0
20)  IF@y=1"12mp0) [ el 0, p, 1) dS*X;(p, 1)

s*x;

_ itn—lznp(o) L eiteite™ Hph o) [{( —1) _J+

%5

02
ords

}(0 X))

+ite8(0, p, t1) @; (g7 (P); 2, ﬂ)]’dS*X,-(p, n+0(" ).

Zur weiteren Berechnung der Integrale diirfen wir g; ersetzen durch die asymptotische
Reihe (13). Wie in [5], S. 47/48 ergibt sich dann

a; o 1;(p) a0, p, p, )= w;(p)a; 0, p, p;my=0, -~ I=1,

(2 )n ? “J

i 1 .
fog o k;(p) 5;%‘0(0, D, D, ’I)=(—2?); sub Q(p, )

mit sub-Q wie in der Einleitung. Also folgt f'Lir ‘g=et: :

n—1
TG If(p)dS*M(p,n)
w2 020 ) sub 0(p, n) dS* M(p, m)+0().
@0 s
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Ist aber g+e, so ist k;:= codim M?n X; =21 Wir wenden nun auf die-Integrale in (20)
die verallgemeinerte Methode der stationdren Phase an ([4], Abschnitt 1. 2) und erhalten
kit

== | |det (de(p)—1)I 7" fi(p) dS*X; n MO (p, )+ O(" 72y,
Qmy"H S*X; AMe

Fiir g=e seien N? die Komponenten von -M? mit den Codimensionen K ;,
Wir erhalten also fiir =1

dimx vol S*M | dimx (1—n) _
: nmlg sub Q"2
K@= 1G] Q@ny 6l @Cn" S;[M ¢

1SigL,

Telg) L Kot o .
' r G ) ldet(dg—=DIT + 0.
26 & er JSJN?I (dg—1) ()

Ist K, ;=1 fiir ein g und ein ;, so ist dg auf N,Nf Multiplikation mit —1. Also
folgt : N s .

di * . 1
1) K= imk volS*M | dimx (1—n) }. sub Q"2
s

6l @n" Gl @)
% (@) vol $*NY

+ 2 2 e
gee Gl k21 2@2m) '

t"_2+ O(t"”?').

Aus (17) und (18) sieht man sofort; dal K,(#)~0 fiir ¢ — oo, womit der Beweis
von Satz 3 beendet ist. Wir bemerken abschlieBend, daB wir tatsichlich etwas mehr be-
wiesen haben, nidmlich daBB K, eine asymptotische Entwicklung nach Potenzen von ¢
besitzt fiir  — co. Mit der in [5], Abschnitt 2 verwendeten SchluBweise 148t sich daraus
ein bekanntes Ergebnis von Donnelly herleiten ([3], Theorem 4. 1).

6. Der Beweis von Satz 2

Das Ergebnis von Satz 1 ist bestmoghch man 51eht das sofort am Beispiel der
Sphére S? mit der durch Spiegelung an einem Aquator gegebenen Z,-Aktion. In Analogie
zu [5] und [10] wird man eire Verbesserung nur unter gewissen Bedingungen an den
H-FluB erwarten. Es zeigt sich, daB die von Duistermaat und Guillemin angegebene
Bedingung (2) auch in dem Fall einer endlichen Gruppenaktion eine Verschdrfung er-
méglicht. Der Grund dafiir ist di¢ folgende Aussage.

Hilfssatz. Unter der Bedingung (2) gilt
K,()=o(""):
fiir jedes p e CF(R) mit 0 ¢ supp p.
Aus diesem Hilfssatz und (21) ergibt sich Satz 2.

Beweis von Satz 2. Um (21) ausnutzen zu kénnen, miissen wir die Abschitzung des
Resttermes R, in (7) verbessern. Dazu sei 0 <e<1 und p () = p(ex), so dafl

1 2
p=—4p (—}) N
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Wir wihlen p wieder wie im Beweis von Satz 1; dann gilt

2mp,(0)=1, pU(O)=0

und

p9z— fir  |xl<s,

5 6
aber supp psc<—?, ?). Es sei 6 wie in Satz 1 und pe CP ((—4,8) mit j=1 in

einer Umgebung von 0. Aus dem Hilfssatz und aus (21) (mit p ersetzt durch pp,)
ergibt sich, daB}

K, (0=K,;(0+ K a-pnt)2Cr™
fiir t=1¢,21; also folgt wie im Beweis von Satz 1
N(i1+8&—N ()< Cer!
und

M=M= Csor (142)
fiir £, t—x=t,. Damit finden wir fiir t27,2¢,

—

IR,,()] é(_ + )|Nx(r)—Nx<z—x)| 1.9 dx
N X
Pl

Benutzen wir nochmals (21) mit pp, anstelle von p, so folgt

<Ce(l+1y T <1+ 'x'>"

e I3

d>
:Y+ C(+iy~?<Cert.

dim k vol B*M ,  dimk [ subge

B O=TG" 2wy " TIGIE s

T vol S* NY
iy X (& 5

t
tn"l tn"Z X
216l o, T oI K@ e

Weiter ist mit {,(s):= % p:(s) (1 —p)(s)
[ Ka-p@de=_lm | | P —P) (t—x) dN,(x) dx

= lim [ TL0-0 - LT 0] dN,0 = K0,

Damit folgt die Behauptung aus dem Hilfssatz.
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Nach der Diskussion in Abschnitt 4 und der Spurformel (9) konnen wir uns.zum
Beweis des Hilfssatzes beschrinken auf die Abschidtzung von Integralen der Form

J(t; La):= T [ e 0(s) eVerrDas, p, &) dT*X(p, &) ds
~w T*X

mit den folgenden Bedingungen: { € C(R\0), ae S°(Rx T*X) und hat in X kom-
pakten Triger, X Koordinatenumgebung in A, und y ist eine nichtentartete Phasen-
funktion zu der kanonischen Relation @5 (beschrieben in (15)), insbesondere homogen
vom Grad 1 bzgl. £. Dal} wir tiber 7*X integrieren konnen, also hichstens » Frequenz-
variablen benétigen, folgt wiederum aus [9], Theorem 3. 1.4 und der Diskussion auf
S. 141/142. Da die Integrale auch nicht konvergieren, nehmen wir wieder ae S™(R x T*X)
an fiir jedes m € R und verwenden nachtriglichi [9], Corollary 1. 1. 12. Wir substituieren

fiir 1=1 &=1t¢ und erhalten
+ w0
Jtay=1m || WereRI(g) a(s, p, 1E) dT*(p, £) ds.
~o0 T*X

Die kritischen Punkte der Phasenfunktion geniigen den Gleichungen
(22 4yl p.pO=1,
@3y dlsp,p. H=0,
@4 d (s, p, O +d, (s p,p, E)=0.
Nach (22) gibt es Konstanten C,, C, >0, so dal C; S g(p, )£ C, gilt fiir

(s,p,&)esuppla  und (s, p,p, E)=1.
Nach (11), (22) und (15) ergibt sich aus (23) und (24), daB mit (p, n):=d,, ¥ (s, p, p, &)
fiir (s, p, &) kritisch gilt
25  apm=d(s,p,p. =1,
@26 (pm=Pcg*(p,M=g"P(p, 7).

Wir wiahlen jetzt y; € C3°((0, 00)) mit x; |[Cy, C,]=1 und schreiben 1— y, =: , + x5 mit
supp x, < [0, C,], supp x3 =[C,, 00). Weiter sei x;:=x;° ¢, 1 £i<3. Dann wird

3
J(t;{ay=2 J(t; Laky).
i=1

Durch partielle Integration im s-Integral folgt sofort J(z; {a¥,)~0. Im dritten
Integral erzielen wir zunéchst eine fiir 2 € S®(R x T* X) giiltige Darstellung durch partielle
Integration wie in [9], Lemma 1. 2. 1. Dann folgt J(¢; {a¥;) ~0 wie vorher. Also ergibt
sich

J(6 Ly~ J (15 Lagy)
+ow +ow
=0 [ [ MerramIrgy v (1) als, p, tro) T dsdr dS* X (p, w).
$*X -~
Mittels einer Zerlegung der Eins diirfen wir jetzt annehmen, dafl der Tréger des
Integranden im (s, p, w)-Integral enthalten ist in einer Umgebung (so—0, so+0) x ¥
eines Punktes (sq, po» o) Mit 8 < |sol, daB WY {so, Po, Po> wo)=0 und d¥(s, p, w)+0 fir

13*
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ls—so| <6, (p, w) e Y und dafl die Nullstellen von ¥ in (sq— 8, s, 8) x ¥ gegeben sind
durch eine C®-Funktion s:Y — (55— 6, so+6). Dann kénnen wir die Methode der
stationéren Phase auf das (r, s)-Integral anwenden; mit einer Funktion b e CP(Y) folgt
dann

I Lay=1" | eTSOb(p, ) dS*X(p, @)+ 0("?)

sby
fiir 1 —co. Wenn nun in keinem Punkt von Y alle Ableitungen der Ordmung =1
von s verschwinden, so zeigen elementare Abschitzungen, daB J(z; {a)=o0(:""!). Wenn
aber in (7, @) € Y alle Ableitungen verschwinden, so verschwindet (3, p, p, ) von un-
endlicher Ordnung in (p, @), §:= s(p, @). Da ¥ nicht entartet ist, ergibt sich daraus mit
(11) und (15), daB ®*< g* in (5, —~d,, W(5, p, p, ®)) Kontakt unendlicher Ordnung mit
der Identitit hat. Hat g die Ordnung m, so hat also ™% Kontakt unendlicher Ordnung
mit der Identitit in (5, —d,, (5, p, p, @). Benutzen wir jetzt (2), so konnen wir zu
jedem e>0 ein 7,21 so finden, daB fiir tzt,

Ve lalser™,

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
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