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1. Einleitung

Ziel dieser Note ist der Beweis, daB eine zu $? homdomorphe Drehfliche mit
zusitzlicher Symmetrieebene senkrecht zur Drehachse innerhalb dieser Klasse
von Drehflichen eindeutig durch ihr Spektrum bestimmt ist. Genauer zeigen wir
Folgendes.

Theorem. Seien M, M zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten isometrisch zu (S?, g)
bzw. (52, §), wobei g, § unter den Drehungen um die z-Achse und der Spiegelung an
der (x,y)-Ebene invariante Metriken sind. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(i) M, M sind isometrisch,
(i) M, M haben gleiches Spektrum,
(iii) M, M haben gleiches S'-invariantes Spektrum.

Dabei ist das Spektrum von M die Folge der (nach der GréBe und mit
Vielfachheiten angeordneten) Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators; das
S'-invariante Spektrum ist die Teilfolge der Eigenwerte, die zu unter den
Drehungen um die z-Achse (S*-Aktion) invarianten Eigenfunktionen gehdren
(ebenfalls mit Vielfachheiten).

Unsere wesentliche Beobachtung ist die Implikation (ii) = (iii), anders
ausgedriickt: man kann das invariante Spektrum aus dem ganzen Spektrum
,heraushdren”. Damit konnen wir das Isometrieproblem auf ein singuléres
inverses Sturm-Liouville-Problem reduzieren, das von Mardenko geldst wurde.

2. Vorbemerkungen und der Beweis von (ii) => (iii)

In diesem Paragraphen sei M =(S2,g), g eine nur unter den Drehungen um die
z-Achse invariante Metrik. Die minimalen Geoditischen vom Nordpol zum
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Siidpol (Meridiane) haben alle die gleiche Linge, die wir mit L bezeichnen. Wiedas
GauBlemma zeigt, stehen diese Geoditischen senkrecht auf den S'-Orbits (den
Breitenkreisen). Daher ist die Abbildung

n:M-[0,L], p—d®n,p),

n der Nordpol, d der Riemannsche Abstand, eine Riemannsche Submersion. [0, L]
kénnen wir mit dem Orbitraum M/S* identifizieren.

Sei  h(t):= 21‘71 volz~1(f), te[0,L]. Dann gilt h0)=hL)=0,
W(0)= —(L)=1. Zwei solche Flichen M, M sind isometrisch wenn L= L und
h(t) = Fi(t) oder k()= K(L— t) fiir t € [0, L]. Denn in Polarkoordinaten (r,6) um den
Nordpol hat die Metrik die Form (g;;) = (1) (h On)z). Aus dieser Darstellung der
g;; ergibt sich auch die Darstellung des Laplace-Beltrami-Operators:

Bf 1 ohemof 1 O
A =57 T hon or or " (hom)? 067

Insbesondere ist eine S'-invariante Funktion fe C*(M) Eigenfunktion zum
Eigenwert A genau dann, wenn fiir die heruntergedriickte Funktion f: [0, L]~R,

Fom=f, gilt:

1)

e rear=o. ©

Setzen wir u: =h'/2f, so ist (2) dquivalent mit
w+(A—qu=0, 3
wobei

B (h1/2)// B 2hh//_h/2

9= =7 4p? “)

s

Diese Uberlegungen gélten natiirlich alle nur in dem offenen Intervall (0, L); n und

g werden in den Randpunkten singular und sind nicht einmal integrierbar iber
[0,L].

Satz 1. Das Si-invariante Spektrum von M stimmt mit dem Spektrum des Operators
w— —u” +qu in L*([0, L]) bei geeignet gewdhiten Randbedingungen iiberein.

Beweis. Sei Tu: = —u” + qu. Ist 9 € C*(M) eine invariante Figenfunktion von 4, so
ist nach (3) @-h'/? eine Eigenfunktion von T mit demselben Eigenwert, ¢ die
heruntergedriickte Funktion. Die Linearkombinationen dieser Eigenfunktionen
von T liegen dicht in L*([0,L]), da die Linearkombinationen invarianter
Eigenfunktionen dicht liegen in L(M)** und wir L*(M )$* vermdge der Abbildung
f—F- B2 mit L*([0, L]) identifizieren kénnen (vgl. [4])- Als Definitionsbereich &
von T k6énnen wir daher jeden Unterraum von L*([0, L]) wihlen, auf dem sich T
definieren 14Bt, der diese Eigenfunktionen enthélt und auf dem T symmetrisch ist.
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Denn dann ist T mit diesem Definitionsbereich wesentlich selbstadjungiert und
sein Spektrum besteht genau aus den Eigenwerten zu den Eigenfunktionen ¢ - h*/2,
Wir wihlen

@ ={ue ([0, L])/ue C*((0, L)), Tu
e L2([0,LY), (h~**u), (h~ }?u) beschrinkt}.

Es bleibt nur zu priifen, daB T auf 9 symmetrisch ist. Das ist aber klar wegen
:f;(uﬂ) —vTu) (x)= z (uv” —u"v) (x)dx = chl_{ri (w'—ovu)) (x)— lgrg) (uv’'— o) (x)
=’1Cl_1”l'lll h(x) (h™1Pu(h ™1 2py — (A~ 2uyh ™ 12p) (x)
—}Ci_l:l(l) h(x) (h™Pu(h =120y — (b= Y2uyh ™~ 12p) (x)
=0. O

Sei E, der Eigenraum des Laplace-Operators zum Eigenwert 1 und E3' der
Unterraum der S*-invarianten Eigenfunktionen.

Satz 2. Das S'-invariante Spektrum ist einfach, d. h.
dimES'<1
fiir alle 220.
Beweis. Die Gleichung (2) ist eine Differentialgleichung mit regulir singuliren

Randpunkten (vgl. Bocher [2]), da z. B. in der Nihe von Null % von der Form

” +g(x) mit einer Funktion ge C*([0, L)) ist. Die zugehorige Indexgleichung

lautet:

aute y(y—1)+v=0

mit den Wurzeln v, =v, =0. Also [2] gibt es bei festem A ein Fundamentalsystem
der Form

J1, fo+fi-log(x)

mit in [0, L) stetigen f, f, und £;,(0) 0 fiir i=0, 1. Daher ist der Losungsraum der
in den Endpunkten beschrinkten Funktionen lichstens eindimensional. [

Satz 3. Das Spektrum bestimmt das invariante Spektrum, insbesondere also die Linge
L der Meridiane.

Beweis. S operiert in kanonischer Weise auf den Eigenridumen E,, die sich daher
als direkte Summe S'-irreduzibler Unterrdume schreiben lassen. Da die nichttri-
vialen irreduziblen reellen Darstellungen von S alle zweidimensional sind, gehort
Anach Satz 2 genau dann zum invarianten Spektrum, wenn dimE; ungerade ist.
Aus der Verallgemeinerung der Weylschen asymptotischen Beziehung auf das
invariante Spektrum [6, 4] folgt schlieBlich, daB das invariante Spektrum das
Volumen des Orbitalraumes bestimmt, in unserem Fall also L. [
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Satz 4. Die Liinge L der Meridiane und die Funktion q aus Gleichung (4) bestimmen
M.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, da8 sich die Volumenfunktion & aus g rekonstruieren

(hl/Z)//
laBt. Wegen 4= —17 ist k2 Losung von u” —qu=0.

1
Da ¢g(x)= o
Gleichung mit der Indexgleichung v(v—1) +1=0. Wieder nach Bocher [2] ist der
Unterraum der Losungen u mit ,x~ 2u(x) beschrinkt in der Néhe von Null“
cindimensional. Daher ist k bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt. Wegen
W(0)=1 folgt die Behauptung. U

+g(x) mit geC([0,L)) ist dies eine reguldr singuldre

3. Der Satz von Martenko und der Beweis von (iii) = (i)

Borg [3] (s. auch Levinson [97) hatte fir das regulire Sturm-Liouville Problem,
u— —u’ +qu mit ge L*([0, L]), gezeigt, daB zwei Spektren des Operators, die zu
geeigneten Randbedingungen gehoren, die Funktion g eindeutig bestimmen und
daB bei symmetrischem ¢, g(L—x) =¢(x), ein Spektrum geniigt. Obwohl g aus (4)
nicht integrierbar ist, 146t sich aber der Levinsonsche Beweis auch auf diese
Situation iibertragen. Das ist allerdings mit erheblichen technischen Problemen
verbunden. Bequemer ist es, folgende Verallgemeinerung der Borgschen Resultate
zu benutzen:

Satz 5 (MarSenko [10, Satz 2.3.21). Seien Ly, L, Differentialoperatoren auf (0, L)
der Form Lu= —u"+qu, i=1,2, mit g; integrierbar auf jedem Teilintervall [0, ],
I<L. Seien die Spektren von Ly, L, diskret, d.h. diskret fiir ein Paar von
Randbedingungen (und dann diskret filr jedes) und seien (o) bzw. (B) die
Randbedingungen

(@) u(0)cosa+u(0)sina=0
und, wenn notwendig, eine Randbedingung bei L ( d. h. im Grenzkreisfall).
(B) u(0)cosp+u(0)sinf=0

und dieselbe Randbedingung bei L wie in (o).
Ist cot(oe— )+ oo und stimmen die Spekiren von Ly und L, sowohl unter den
Randbedingungen (c) als auch () iiberein, so gilt 4, =4, fast iiberall.

Wir betrachten von nun an die noch etwas eingeschrinktere Klasse von Flichen
M =(5?,g), wobei g eine unter der S 1_Aktion (Drehung um die z-Achse) und der
Spiegelung an der (x, y)-Ebene invariante Metrik ist. Es gilt in diesem Fall A(L—x)
=h(x) fiir die Volumenfunktion und g(L— x)=q(x) fiir die Funktion aus (4),
x€(0, L).

Um den Satz von Marbenko anwenden zu konnen, bendtigen wir

Satz6. Es seien 0=Ay<li<..<A,—o0 die S Linvarianten Eigenwerte,
@,€ C(M) eine zu A; gehdrige S invariante Eigenfunktion und ¢, C*[0, L]) die
heruntergedriickte Funktion, @;= @;°n. Dann gilt:
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(i) @, hat genau i Nullstellen in [0, L], und diese liegen in (0, L);

(il) zwischen zwei Nullstellen von @, liegt genau eine Nullstelle von ;.. ;;
(iil) @2(L—x)=@2(x), a4 1(L—X)= —Bp;11(x) fiir xe[0,L] und ieZ,;
(iv) P2UL/2)=0, G2;41(L/2)=0 fiir ieZ,.

Beweis. (i) ¢, erfiillt (2), so daB nach [2] (vgl. den Beweis von Satz 2) ¢;in O und L
nicht verschwinden kann. Die Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen im Inneren
beweist man analog zum reguldren Fall (s. z. B. [5, S. 395]). Wir haben nimlich die
Darstellung

| lgrado|?
M

A= inf E—
PeCo(M)S 0% 0 i(p

@L{@os s i-1> M

Da die Knotengebiete der Funktionen ¢, S'-invariant sein miissen, iibertriigt sich
Courants Satz iiber dic Anzahl der Knotengebiete [5, S. 3937 sofort auf diesen
Fall: ¢, hat hochstens i+ 1 Knotengebiete, ¢; also héchstens i Nullstellen. Ist K ein
Knotengebiet von ¢, so haben wir mit n: =4uBere Normale an K

00;

(A~ f+1).f‘Pi(Pi+1 =j (04041~ 4004 1)= — ) a—(Pi+1-
4 K , n

K
Also muB ¢, ; Nullstellen im Innern von K haben und ;. ; hat immer mindestens
cine Nullstelle zwischen zwei Nullstellen von @;, aber auch mindestens eine in
(0, x;) und (y;, L), wenn x; und y, die kleinste bzw. groBte Nullstelle von @, in (0, L)
bezeichnet. Durch Induktion folgt dann, daB @; auch mindestens i, also genau i
Nullstellen in (0, L) hat. Damit ist auch Behauptung (ii) bewiesen.
(iii) Da 4 mit der Spiegelung an der (x, y)-Ebene vertauscht und das invariante
Spektrum einfach ist, gilt

PL—x)*=¢x)*, xe[0,L], ieZ,.

Aus @(L—x)=gx) folgt ¢{L/2)=0, also ¢{L/2)=+0, wihrend aus ¢ (L—x)
= — @(x) folgt ¢,(L/2)=0.

Wegen der Symmetrie der Nullstellen gilt also ¢,(L— x) = — ,(x) genau dann,
wenn die Anzahl der Nullstellen ungerade ist. (iv) ist ebenfalls bewiesen. O

Bewelis von (iii) = (i) des Theorems. Der letzte Satz zeigt, daB die Spektren von
u-> —u"+qu in L*([0, L/2]) mit den Randbedingungen

(o) u(L/2)=0

(B) u'(L/2)=0
und der alten Randbedingungin 0, d. h. ,,(¢ = */*u) und (h~ /?u)’ beschrinkt” durch
das S'-invariante Spektrum und damit durch das Spektrum von M bestimmt sind.
Nach dem Satz von Marcenko geniigen diese Spektren, um g zu bestimmen.
Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.

4. AbschlieBende Bemerkungen

a) Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung unserer Resultate auf solche G-Mannig-
faltigkeiten ins Auge zu fassen, fiir die M/G ein Intervall ist. Tatsdchlich iiberlegt
man sich leicht, daBl auch in diesem Fall das invariante Spektrum die Mannigfal-
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Abb. 1

tigkeiten bestimmt. Es scheint aber nicht moglich, auf einfache Weise das
invariante Spektrum aus dem ganzen ,herauszuhdren®.

b) Fiir Drehflichen homdomorph zu S'xS' versagt unsere Methode voll-
stindig. Denn im allgemeinen ist dort das invariante Spektrum nicht einfach, es
bestimmt aber auch die Funktion h nicht. DaB in dieser Situation viel weniger
spektrale Starrheit zu erwarten ist, ergibt sich auch daraus, daf periodische
Losungen der Kortweg-de Vries-Gleichung einparametrige Familien isospektra-
ler Potentiale g, auf $* liefern [8].

Diese g, kommen alle von $'-invarianten Metriken auf $* xS her, ndmlich von
den “warped products” $'x,, S, wobei b}/ die periodische (nichtverschwindende)
Losung von —u” +qu=0 ist.

¢) Viele Ergebnisse iiber spektrale Starrheit werden mittels der asymptoti-
schen Entwicklung von Minakshisundaram-Pleijel bewiesen. In unserem Fall ist
das nicht moglich, wie das folgende Beispiel zeigt (vgl. Abb.1). M sei eine
zylindrische Drehfldche, an die zwei ,,Kappen® und zwei ,,Willste” so angesetzt
werden, daB M symmetrisch bleibt bzgl. der Spiegelung an der (x,y)-Ebene.
Verschiebt man nun die Wiilste unter Wahrung der zusétzlichen Symmetrie, so

entsteht eine Familie von Drehflichen mit stets derselben asymptotischen

Entwicklung fiir die Spur des heat kernel. Es gilt sogar noch mehr: bildet man die
Spur nur iiber die zu einer festen Darstellung gehdrigen Eigenwerte, so sind immer
noch die asymptotischen Entwicklungen identisch. Dies beruht darauf, dai man je
zwei Drehflichen M, M, dieser Schar so in gleich viele Teilgebiete D}, D? zerlegen
kann, daB je zwei strikt enthalten sind in zueinander isometrischen Teilgebieten
D!, D?. Das zu entwickelnde Integral iiber D} bzw. D} ist aber asymptotisch
gleich dem Integral iiber den heat kernel des Dirichletproblems in D; bzw. Dz,
Diese Bemerkung zeigt, daB die Methode von Kac [7] im vorliegenden Fall nicht
zum Erfolg fithrt. Unsere Ergebnisse lassen sich auch mit [1] vergleichen, wo
stirkere Voraussetzungen gemacht werden.
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