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Ein eleganter Autor sagt in zwei Zeilen, wozu ein anderer eine ganze
Seite braucht. Wenn aber ein Leser iiber diese zwei Zeilen eine ganze
Stunde griibeln mufl, wihrend er die Seite in fiinf Minuten gelesen und
verstanden haben wiirde, dann war das — fiir diesen einen Leser — wohl
doch nicht die richtige Art von Eleganz. Es kommt eben ganz darauf an,
fiir wen ein Autor schreibt.

Ich schreibe hier fiir Studenten im zweiten Studienjahr, die von Man-
nigfaltigkeiten und solchen Sachen noch gar nichts wissen, sondern ganz
einfach zufrieden mit sich sein kénnen, wenn sie die Differential- und
Integralrechnung in einer und mehreren Variablen im grofien und gan-
zen verstanden haben. Etwaige andere Leser bitte ich um gelegentliche
Geduld. Natiirlich mochte auch ich gern beide Arten von Eleganz ver-
binden, aber wenn es nicht geht, dann werfe ich ohne Bedenken die Zei-
leneleganz {iber Bord und halte mich an die Minuteneleganz. Wenigstens
ist das meine Absicht!

Aus dem Vorwort von

JANICH, K.: Vektoranalysis. Springer-Verlag, Berlin 1992.



2. Untermannigfaltigkeiten des IR"

Bezeichnungen:

1. z=(x1,...,2,) € R™

;L‘:(xl,xll) mit -73,:($1a--'7$k),x":($k+1a-"7$n)(1SkSn_l)
IRF x {0} = {.’L':(IE,,.T”) c IR" =~ IRk XRn_k‘(E":O}
= {J‘ERn .’L‘k+1:_,_:g;n:0}

2. Seien U,V C IR"™ offen. Eine Abbildung ¢ : U — V heifit C™-Diffeomorphismus
zwischen U und V (m > 1), wenn

1) ¢ ist bijektiv;
2) o € C™(U;R"), ¢ ' € C™(V; R").

2.1 Definition. Aquivalente Charakterisierung

Definition 2.1 Eine Menge M* C IR" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C™ des R" [kurz: C™ — UMF], wenn :

fiir jedes x € M* gibt es eine Umgebung U = U(z) C IR™ und einen C™-
Diffeomorphismus ¢ : U =V = @(U) (V C IR™ offen), so daf

o(M*FNU) =V N (R* x {0}).

Das Paar (U, ¢) heifit Karte oder lokales Koordinatensystem um x mit dem Kartengebiet

U. Eine Menge von Karten {(MNUy,, pa) | @ € A} (A = Indezmenge) heift Atlas fiir MF,
wenn

MF = PN U).

acl



M’Nu

RZ

Rx{ 0} =R

¢ ('NU)

M kann lokal auf offene Teilmengen V N (IR' x {0}) abgebildet werden.

Satz 2.2 (iquivalente Charakterisierung) Fiir eine Teilmenge M* C IR™ sind #quivalent:

19 M* ist k-dimensionale C™- UMF (= Definition 2.1);

20 [lokale Darstellung von M* als Nullstellenmenge einer C™-Abbildung f :
U — R U c R" offen |: fir jedes zy € MF ezistieren eine Umgebng U =
Ul(zy) C IR™ und eine Abbildung f € C™(U; IR"*), so dap:

1) MEUU = {z e U| f(z) =0},
2) Rang f'(z) =n—-k VzeU;
30 [lokale Darstellung von MF als Graph einer C™-Abbildung g : U’ —

R % U'" C R* offen] fiir jedes zg € M* ezistieren (nach evtl. Umnumerierung
der Variablen) eine Umgebung U' = U'(zh) C IRF, eine Umgebung U" = U"(zl) C
Rk (2o = (z}, 2)) und eine Abbildung g € C™(U'; IR"*), so daf

MO (U x U") = {x =(2,2") e U xU" |z" = g(w')};

4° [lokale Parameterdarstellung]
fiir jedes xog € M¥ existieren eine Umgebung U = U(xg) C IR", eine offene Menge
T C IR* und eine Abbildung 1 € C™(T;IR"), so daf
1) %(T) =MFNU,
2) Rang ¢'(t) =k VteT,
3) 4 ist injektiv, v~ : MFNU — T ist stetig.



Beweis Sei 29 € M*. Seien U = U(zy) C IR™ eine Umgebung von zy und
¢:U =V =¢(U) ein C™-Diffeomorphismus gemifl Definition 2.1.
Wir definieren

Pr+1(z)
flz) = : , zel.

Pn(z)
Dann ist f € C™(U; R" %) und M¥NU = {z € U|f(z) = 0}. Da ¢ : U — V eine

Diffeomorphie ist, gilt

wop ' =idy  (Identitit in V).

Differentiation dieser Gleichung ergibt

e ty) (¢ () =E (= Einheitsmatrix), y € V.

Wegen Rang E = n gilt

Rang ¢'(z) = Rang (¢ )'(p(z)) =n  VzeU

(z = ¢ Yy), y € V). Das ergibt Rang f'(z) :=n — k fiir alle z € U.

Sei g € MF. Seien U = U(zy) C IR™ eine Umgebung von zy und f €
C™(U; R" %) gemiB 2°. Die Bedingung 2) bedeutet: es existieren Indizes {i1,...,in_x} C
{1,...,n}, so daB

of1 of1
Wil(w) Wn_k(w)
Rang =n—k (zeU).
afn—k(w) L afn—k(x)
8351-1 alliinﬂk

Hierbei kann die Index-Menge {1i,...,i,—x} von € U abhingen. Durch Verkleinerung
von U konnen wir erreichen, daf {i1,...,4, x} nicht von z € U abhingt (d. h. ein und
dieselbe Index-Menge {i1,...,i,—} erfillt 2) fir alle z € U). Durch Umnumerierung
der Variablen kann man auerdem ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§
{#1y--sin_k} =k+1,...,n}.

Sei also
Of z) - %(w)
OTg 1 Ozy,
Rang =n—k VzelU.
afn—k afn—k
. (z) or. (z)



Wir wihlen nun eine ” Rechteckmenge” U’ x U" wie folgt: U’ = U'(z})) C IRF ist Umgebung
von zfy, U" = U"(z}) C R™ ¥ ist Umgebung von zj (zg = (z},z})) und U’ x U" C U.
Dann ergibt 1)

MO (U xU") = {z=(,2") e U' xU" | f(«',2") = 0}.

Der Satz iiber die implizite Funktion sichert die Auflosbarkeit der Gleichung f(z',z") =0
nach z” in einer Umgebung von z}: es exisitieren eine Umgebung U’ = U’(xy) C IR von
zh und eine Abbildung g € C™(U’, R™*), so daf

o = glzh), 9(e') € U" und f(a',g(a") =0 V! € U,

Das ergibt

MEN (T x U = {z = (a',2") e U' x U" | 2" = g(z)}.

Sei o € MF. Seien U’ = U'(z})) c RF, U" = U"(z}}) C R" % (zy =

(zh,z)) und g € C™(U'; R™ *) gemiB 3°. Wir definieren

T:=U, U:==U xU".

[
pi)=|  * | =(tet), ter
- gl (t) ’g bl -
gn—k(t)
Es folgt
MNU = MFN(U' xU") ={z=(/,2") € U' x U" | 2" = g(z)}
= {(t,9(t)) |t €T}
= P(7T)
und
( 1 0 0
0 1 0
k Zeilen
, 0 0 1
vO=1 %90 du  da
8t1 8t2 atk
agnfk agnfk . agnfk
oty Oto Oty



Daher gilt

Rang 9/ (t) = k VteT.

Die Abbildung % ist injektiv, denn aus

(t,9(t)) = ¥(t) = 9(t) = (£,9(2))

folgt t = t. Um 9! zu berechnen, bemerken wir, dafi z = 1 (t) dquivalent zu z’ = ¢, 2" =
g(t) ist. Wir erhalten

Y (z) = 2’ = Projps .

Dabher ist ¢! stetig.

Bevor wir die Implikation 4° =1° beweisen, notieren wir die folgende

Bemerkung. Sei {T,} ein lokale Parameterdarstellung um zq € MF¥, d. h. T ist eine
offene Teilmenge von IR* und ¢ € C™(T; IR"), so daB

1) (T) =M"nU,
2) Rang ¢'(t) =k VteT,
3) 4 ist injektiv, 1 : MF MU — T ist stetig;

hierbei ist U = U(zg) C IR" eine Umgebung von zy.

Die Stetigkeit von 1 und 1! kann wie folgt formuliert werden.




{T, %} ist Parameterdarstellung von M! N U [ ist eine Homdomorphismus von der
offenen Menge T in den metrischen Raum MNU : ¢ und ¢ ~! sind stetige Abbildungen]

1. M¥ N U ist ein metrischer Raum bez. der von IR™ induzierten Metrik. Beziiglich
dieser Metrik heit eine Menge U C M* N U offen in M*F N U, wenn

30U C R™ offen, so da U = MENU)NT.

Die Stetigkeit von v : T — 9(T) = M* N U bedeutet also: Fiir jede in MF N U offene
Menge W C MENU ist das Urbild ¢y~ (U) offen in T (und damit in IRF).

2. Die Stetigkeit von ¢ 1; MFNU — T bedeutet: Fiir jede offene Teilmenge Ty C T ist
Y(Ty) offen im metrischen Raum MF NU, d. h. es existiert eine offene Menge Uy C IR™,
so daf ¥(Tp) = (MFNTU) N p.

Beweis von Sei g € MF. Seien U = U(zo) C R*, T C R* und ¢ €
C™(T; IR™) gemiB 4°. Wir beweisen die Existenz offener Mengen U,V C IR™ und einer
C™-Diffeomorphie ¢ : U — V = ¢(U), so daB

zo €U, gMPNT) = (R* x {0}) N V.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dafl

oty Oty
(*) Rang .. PR e :k vteT.
M Ok
oty Oty
Wir definieren
P1(y')
.I
C(y) =<y, y") = vel) cy=(,y") €T x R"*.

Yr1(y') + Yr41

u() + v

Aus der Definition von ¢ folgt unmittelbar, daB ¢ € C™(T x IR**; R") und

C(t,0) =(t) VteT, (T x{0})=4(T)=MnU.

Es ist



[on . on \
oty Oty 0 0 0
0Py, P
/ oty Oty 0 0 0
¢'()= o0 o
k+1 k+1
oty Oty 1 0 0
0P, 0Yn,
. Y e 1
\ oty Otn, 0 0 )

Wegen (x) gilt det ¢'(y) # 0 fiir alley = (y/,y") € Tx R *. 2y € MFNU = 4(T) bedeutet
xo = 1p(tg) mit ty € T. Wir setzen yo := (t,0) (€ T x IR"*). Dann ist

¢(0) = Zo, det ¢'(yo) # 0.

Der Satz iiber die inverse Abbildung sichert die Existenz einer Umgebung W (yg) C
T x R™*, so daB

C(W) st offen in IR",

C‘W =W — (W) ist C™-Diffeomorphie.
Die Abbildung ¢ := (¢ ‘W)*l vermittelt eine C™-Diffeomorphie zwischen (W) und W.

Es gilt W N (T x {0}) = T* x {0} mit einer in IR* offenen Menge T* C T.

n-k

[}

Satz iiber die inverse Abbildung = W = W (yo) C T x IR"* offen (yo = (t,0)), so
dal {(W) offenin R™, (|w : W — ((W) ist C™-Diffeomorphie. [dann: WN(T x{0}) =
T* x {0}, T* C IRF offen ]

Die Stetigkeit von 1/~ bedeutet, daB 4 (T*) offen in M¥NU ist, d. h. 9(T*) = (M*NU)NU*
mit einer in IR"™ offenen Menge U*.



Wir definieren nun

U:=¢(W)nUNU*, V = o(0), ¢::<pf].

Wegen yo = (t9,0) € W N (T x {0}) = T" x {0} ist tg € T, also zg = 9¥(to) € Y(T™) =

MENU)NU*. Andererseits ist o = ¥(to) = ((to,0) = ((yo) € ¢(W). Also gilt 1o € MFNU.

Die Abbildung ¢ ist eine C™-Diffeomorphie von U auf V = @(U). Man bestitigt
miihelos, dafl

{9 | (1,0 eV} =M*nT.

Daher gilt
(VN (RFx{0}) = {C(t,0)|(t,0) €V}
= {$@)] (t,0) eV}
= MO,
d. h.
GMFNT) = tMFNT) = V n(IRF x {0}). n

10



Satz 2.3 (Parametertransformation) Sei M* C IR" eine k-dimensionale C™ — UMF.
Sei {T;,v;} Parameterdarstellung von M*¥ NTU; (i = 1,2) mit

U:=MNU) N MENTy) =MFNUL NS # 0.

Dann ist

Pyt oy T HU) — 4y H(U)

ein C™-Diffeomorhismus.

Beweis

Folgerung 2.4 Seien { {Ta,Vq} ‘ a € A} und { {15,795} ‘ B € A} zwei Parameterdarstel-
lungen von MF. Diese Parameterdarstellungen sind dquivalent in folgendem Sinne: Sei

U = 9o (To) NPa(Ts) = (MF N TL) N (MF N Tp) # 0.

Dann ist

gt ot s 5 (W) = 5 (U)

ein C™-Diffeomorphismus.
2.2 Tangentialraum. Normalenraum

Definition 2.5 Sei M* C IR™ eine k-dimensionale C™ — UMF. ¢ € IR™ heifit Tangen-
tialvektor an M* im Punkt zo € M¥, wenn eine stetig differenzierbare Abbildung

v —=8,~MF  (6>0)

existiert, so dajfs

7(0) = 2o, +'(0) =¢&.

Bezeichnung:

Tyo (MF) := Gesamtheit aller Tangentialvektoren an MF im Punkt o € MF,

Satz 2.6 Sei M* C IR" eine k-dimensionale C™ — UMF, sei o € M¥. Dann gilt:

1. Tyo (MF) ist ein k-dimensionaler Vektorraum.

11



2. [ M* lokal als Nullstellenmenge] Sei 7o € M¥FNU = {z € U ‘ f(z) =0} (U C R
offen, f € C™(U; IR *) mit Rang f'(z) =n—k Vz €U). Dann gilt:
Tyy(MF) = {€ € R" | (£, V fj(z0)) =0 (j=1,...,n—k)}.

3. [ M* in Parameterdarstellung] Sei zo € M*NU = (T) (U C R™ offen, T C IR*
offen ¢ € C™(T;R"™) mit Rang ¥'(t) = k YVt € T, v injektiv, Y~ stetig, zo =
¥ (ty)). Dann gilt:

0 0
72, 0%) = span { o)., S ) |

Beweis Wir zeigen:

1) MF lokal als Nullstellenmenge = T, (MF¥) C ker f'(xo);

2) M* in Parameterdarstellung = span a—1/1(750), ey 3_?/)(t0) C Ty (MF).
oty ot
Wegen
. W= b g o o
dim (ker f'(zg)) = k = dim (span {at1 (to),...,atk (to)
folgen

dim Ty (M*) =k

und die Behauptungen 2. und 3.

Beweis von 1) Sei & € Ty, (MF). Sei vy :] - §, 5[ MF stetig differenzierbar mit y(0) = zg
und 7/(0) = £. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir y(s) € M¥ N U, d. h.
f(y(s)) = 0 fiir alle s €] — 4, §[ annehmen. Differentiation nach s ergibt f'(y(s))7'(s) =0
fiir alle s €] — 4, 6[. Fiir s = 0 bedeutet dies

(Vfi(20),¢)
0= f'(z0)€ = :
(V frk(0), )

Wegen Rang f'(zg) = n—k ist f'(zg) : IR" — IR"* surjektiv, also dim(f'(zo)R") = n—k.
Wir erhalten

Ty OVY) C ker f(z),  dim(ker f'(wo)) = k.

12



: . oy o
Beweis von 2) Sei zi € span {8_151’ e a—tk(to)} , d. h.

0
= )\j%(to)-

=1

Wir fixieren ein § > 0, so daB (to1 + sA1,...,tox + sAg) € T fiir alle s €] — 4, 0] gilt. Sei

’)/(8) = ¢(t01 + 8A1, ..., tog + SAk), S E] — (5,(5[

Die Abbildung y gehort zur Klasse C™, und es gilt y(s) € 9(T) = M*NU fiir alle s €]—4, J]
sowie y(0) = v (to) = zo und

k
0
MOEDPEAITSIVER:
—1 91
7j=1
Das bedeutet ¢ € T, (MF). n

Definition 2.7 Sei M¥ C IR™ eine k-dimensionale C™ — UMF, sei o € M*. n € IR"
heiffit Normalenvektor an M* im Punkt xo, wenn

(&) =0 V&€ Ty (MF).

Bezeichnung:
Ny, (MF¥) = Vektorraum der Normalenvektoren an M* im Punkt z.

2.3 Beispiele

Sphére in IR" Seien a € IR" und R > 0 fixiert. Die Menge

Sr(a) :== {:1: ER"||z—a|= R}

ist die Sphére in IR™ (bez. der EUKLIDischen Norm) mit Zentrum in ¢ und Radius R.

Sphdire als Nullstellenmenge einer Funktion f : IR™ — IR. Sei

f(z):=|z —a|> — R?, z€R"

Dann gilt

Sr(a) = {w € R"

flz) = o}.

Wegen

13



r1 — aq
fl(z) =2 ; #0 Vz e Sp(a)
Ty — ap
gilt. Rang f'(z) = 1 fiir alle z € Sg(a). Daher ist Sg(a) eine (n — 1)-dimensionale C*° —

UMF des IR™.
Tangential- und Normalenraum in z¢ € Sg(a) sind dann:

Ty (Sr(a)) = {£€R"| ({20 —a) =0},

Na:o(SR(a')) = {UEB"

(n,§) =0 V¢ € Ty (Sr(a))}
= {M@o—0)|X€ R}

= Gerade, die durch V f(zg) = 2(zo — a) bestimmt wird.
Der ”4duflere” Normaleneinheitsvektor (vgl. Abschn. 2.4) in 2y € Sg(a) ist gegeben durch
_ rg —a
R
Sphire als Graph einer Funktion g : U’ — IR, U' C R™! offen. Wir setzen

U’ := Bg(a')[= Kugel in R""! mit Zentrum in o’ und Radius R},
u" = 10,400,
g(z) = ap++/R2—|z' —d2, 2’ €U

Damit ergibt sich die folgende Darstellung der ”oberen” Halbsphire als Graph:

St(a) = Sp(a) N (U x U") = {w — (2, z,)

el z, = g(x’)}

z' € Br(d),zn = an + /R? — |1’ —a’|2}

= {z = (2, zp)

In dieser Darstellung von S7(a) wird der Tangentialraum in g € S (a) von den folgenden
Tangentialvektoren aufgespannt:

1 0 ( 0
0 1 0
0 0 :
T = ) T2 = P Tp—1 = 0
0 0 1
dg Jg dg
8—561 8—372 arn—l

YVa=(d,a.), = (2, ).

14



(z = 2¢). Ein Normalenvektor in zy € S} (a) ist

_ 99
Bxl

|
0zp_1

1

In analoger Weise erhiilt man eine Darstellung der "unteren” Halbsphére als Graph
der Funktion

h(z') :=a, —/R2— |z —d']2, 2’ € U".

Wir erhalten

z' € Br(d), T, = ap £ /R? — |2' — d|?}
Wz = (&', zn)

Sr(a) = {z=(z',2n)

|' —a'| =R, 1z, =an}.

Parameterdarstellung von Sg(a) : kartesische Koordinaten.
Wir setzen:

Tyi={t=| ' | e r|t| < R},

ta+1

tn
3]
ta—l

It):=a+ 5 5 |, t€Ta

+./RZ_[i]
ta+1

\

(e =1,...,n). Dann gilt:

¢§(Ta) ={z=(2',z,) | (' —d) € Ty, z,, = a, = \/R2 — |2/ — d'|?},

15



Rang (¥3) () =n -1,

Va(t) =9a(s) = t=s,
T

@) @) =| TN | €Ta, zepI(Ta)
Ta+1

Tn

Daher ist { {To, v} ‘ a=1,... ,n} eine Parameterdarstellung fiir Sg(a) (mit sich ”{iberlappenden”
T,):

Sr(a) = ¥4 (Ta)-

Parameterdarstellung von Sgr(a) : Kugelkoordinaten.
Wir definieren:

Y1(0) = a1+ Rcosby,
1P2(0) = ag + Rsinb cos by,

¢n_1.(.9.) = .an_l + Rsinfysinfy - ... sinf, o cosb,_1,
Yn(@) = ap+ Rsinf;sinby-...-sinf, 9sinb, .

Wobei

0= (015 .- 70n—1)a

0<O; <7 (i=1,...,n—2), 0<0,_1<2m.

Setzt man noch 7" :=|0, 7| x ... x |0, 7[x]0, 2x[, so gilt

¥(T) = Sg(a) \ { Lingen- und Breitenkreise}

Parameterdarstellung von Sg(a) mittels stereographischer Projektion [ |

E Untermannigfaltigkeit als Graph einer Abbildung g : Q@ — IR" % Q C IR* offen. Seien
Q C RF offen und g € C™(Q; R™*). Dann ist

16



M* = graph(g) := {z = («/,2") |2’ € Q,2" = g(z')}

eine k-dimensionale C™ — UMF in IR".
Setzt man

so gilt

Rang 9'(t) =k Vt € Q,

P(t) =p(s) > t=s ¢ (z) =a" V' ey(D).
Daher ist {Q,4} eine Parameterdarstellung fiir MF:

M* = graph(g) = $(Q).

Der Tangentialraum in zg = 9(ty) = (to,g(to))T € MF wird aufgespannt von den
Tangentialvektoren

0 :
: 0
0 1
B TSR R TP
oty 0 Oty "0
\ ot (to) By (to)
(vel. [ 1.2 ]). =

E Kurve in IR™ Sei 1 :]a,b[— IR"™ eine C™-Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

1) () A0 Vi ela,b],
2) 4 ist injektiv, 971, ¥ (]a,b[) —]a, b[ ist stetig.

Die Menge

I':=19(la, b)) = {z € R" |z =9(1), t €]a,b[ }

ist eine eindimensionale C™ — UM F (Kurve) des IR™.
Der Tangentialraum in zq = 1(to) € T’ wird von v’ (¢y) aufgespannt:

17



Tp(T) = {€€R"|€=))/(to), A € IR}

= Gerade durch den Punkt z.

Der Normalenraum ist die (n — 1)-dimensionale Hyperebene

N, (T) = {n € R"

n
> nithi(to) = 0} u
i=1
E Flichen in IR® (Parameterdarstellung) Sei T C IR? offen. Sei v : (u,v) € T
Y(u,v) € IR® eine C™-Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
1) Rang ¢'(u,v) = 2 Y(u,v) €T,
2) 1 ist injektiv, Y1 : p(T) — T ist stetig.

Dann ist

F:=p(T) = {z € R® |z =9(u,v), (u,v) € T}

eine zweidimensionale C™ — UMF in IR3.

Die Tangentialebene in xg = 9 (ug, vg) € F wird aufgespannt von

[ o o

ou ov

Ou ou T Qv Ov
\ s )

ou ov

((u,v) = (ug,vp)). Ein Normalenvektor ist

_0p 0y
V_auxav '

Rotationsflichen in IR® Seien p,o : [a,b] — IR C™-Funktionen mit folgenden Eigen-
schaften:

D Das Vektorprodukt von a = (a1,az,as), b= (b1, b2, b3) € IR® ist definiert als

a X b:= (a2bs — azba,asbr — a1b3, a1bs — a2b1)T-

Es gilt
laxb|” = la|* [o* = (a,b)?,
a1 b1 C1
{(axb)y=det| az ba c2 |,
as b3 C3

{a X b,a) = (axbbdy=0.

18



1) (P (1)) +(0'(1)* >0, pt)>0 Vtela,b],
2) die Abbildung t — (p(t), o(t)) ist injektiv auf [a,b], ihre Umkehrabbildung ist stetig.

Wir definieren:

T :=la, b[ x ]0, 27,
p(u) cos v
PY(u,v) = | p(u)sinv |, (u,v) € T.
o(u)
Fiir die Abbildung v gilt:
Rang 9'(u,v) =2 V(u,v) € T,
9 ist injektiv, 9! : (T) — T ist stetig.
Dann ist F = 9(T) eine zweidimensionale C™ — UMF in IR3. T ist eine Rotationsfliche
ohne den ”Léngenkreis”
{#(u,0) | w €Ja, b }.

Diese Rotationsfliche entsteht durch Rotation der Kurve

{o € R2|w = (p(t),o(t)), t €]a,b[}

um die z3-Achse.
Wir betrachten drei spezielle Rotationsflichen:

1. Sphire in IR3
2. Torus in IR®

3. Katenoid

3. Integration auf Untermannigfaltigkeiten des IR"

3.1 Vorbereitungen

GRAMsche Determinante

‘Wir erhalten

() (-5)-
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Sei A eine (n x k)- Matrix (1 < k < n). Wir schreiben

aii a0
A= ... :(al,...,ak),
an1l Qnk
wobei
alj
a; = : j-te Spalte von A (5 =1,...,k).
nj

Sei AT die transponierte Matrix zu A. Fiir eine (n x k)-Matrix B ist dann AT B eine
(k x k)-Matrix:

n
ATB = ( b ) .
lz—;alz Y 5,J=1,....,k

Sei {i1,...,5} C{1,...,n} mit 1 <143 <iy < ... < i, < n.Durch Streichung der Zeilen
der Matrix A mit den Indizes {1,...,n} \ {i1,...,ix} entsteht eine (k x k)- Matrix:

Aj1,1 Qg k
N P
alkal aikyk
Dann gilt der folgende
Satz
det(ATB) = > (det ;. ) - (det By, i)
1<41<42<..<ix<n
Fir B = A gilt

AT A = ( z": alialj) .
=1

2,j=1,...,k

Das Skalarprodukt der Spaltenvektoren a; ist

n
<CLZ',(1_7'> = Zalialj (17.7 = 1a 7k)
=1

Definition

G(ay, - ,ap) :=det(ATA) =det | .................o...

heift GRAMsche Determinante der Vektoren {ai,...,ar}. Aus dem obigen Satz folgt

20



G(ay,...,ax) = Z (detAil,___,ik)Q.

1<61 <2< <1, <n

Wegen

ai;
Ae; = : (e; = i-ter Einheitsvektor in IRF)

gilt andererseits
G(al, - ,ak) = det ((Ae,-, A€j>i,j:1,...,k) .

Einige Figenschaften der GRAMschen Determinante
Seien a; € R™ (i = 1,...,k) gegeben.

1. {a1,...,ar} linear unabhingig < G(ay,...,a;) > 0.

2. {ai1,...,ax} gehe aus {by,...,b;} vermoge der Ubergangsmatrix M = (Mij)i =1,k
hervor:

k
a; = Zmijbj (1=1,...,k).
7j=1

Dann gilt

G(ai,-..,ar) = (det M)2G(by,...,by).

3. Die Menge
Plai,...,a) = {)\lal‘i‘""i‘)\kak‘OS)\iS 1 (’i=1,...,k)}

heifit das von {ay,...,ar} aufgespannte Parallelepiped (Parallelotop, k-Spat). Fir
k = 2 ist die Bezeichnung Parallelogramm iiblich. Es gilt:

v(P(a1,...,ax)) [ = Volumen von P(aq,... ,ak)] = [G(al,...,ak)]l/z.

Motivation fiir die Definition des Inhaltes von Teilmengen von M"™ 1

Wir nehmen an, daB M"~! mit Hilfe einer Parameterdarstellung (T',1)) beschrieben wird:
Mt = (T, wobei

T C R" ! offen,y € C(T,R"), mit
Rang®'(t) = n—1 VteT, 9 injektiv, " stetig.
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Es ist

GO0
V() = e o
oty Otn—1

Die Spaltenvektoren dieser Matrix bilden eine Basis im Tangentialraum Ty, (M),

Wir fixieren einen Punkt zq = 9(tg) € M ! (¢y € T). Sei {e1,-...,e, 1} die Standard-
Basis in IR"~!. Fiir

W, = Wr(to) = [t()l,t()l —I—T] X ... X [tO,n—latO,n—l + r]
n—1
= {tGRn71|t=t0+Z)\j6J‘,OS Aj S’/‘} =
Jj=1

— Wiirfel in JR" ! mit einem Eckpunkt in #o und Kantenléinge r

gilt:
v(W,) [= (n — 1)-dimensionales Volumen von W,] = r"~1,
Wir setzen
G- (to)
Tj =Y (to)e; = | G=1,...,n—1)
& (to)

Sei W, C T'. Dann erhélt man fiir t € W,

n—1
p(t) = P(to) + ' (t0)(t — to) + w(to;t) = o+ Y A7y + wto; 1),
j=1
wobel limy_,4, % = 0. Die Menge
Vi i= {zo} + 9’ (to) (Wr — {to})
n—1
= {.’L‘o}-l—{.’L‘ ER”|$=Z)\]'T]', OS)\]‘ S’I‘}
j=1
n—1
= {zo} + {zr e R" |z = Zoj(r’rj), 0<o0; <1}
j=1
ist ein (n — 1)-dimensionales Parallelepiped, das von den Vektoren rri,...,r7,—1 auf-

gespannt wird und daher im Tangentialraum Tj,(M"~!) liegt. Das Volumen v(V;) des
Parallelepipedes ist eine Approximation fiir den zu definierenden Inhalt von ¢ (W,). Die
Giite dieser Approximation kann mit Hilfe von w(to;t) charakterisiert werden (siehe Abb.).
Wir erhalten
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V, Parallelepiped
im Tangentialraum

“ T
)
X1
w(V;.) approximiert den Flicheninhalt von ¢(W,.)
n—1
v(Vp) = 'u({a: €ER"|z= ZO’j(TTj), 0<0; < 1})
j=1
1/2
= [G(rﬁ,...,r'rn,l)]
1/2
= ¢l [G(Tl,...,'rn,l)] ,
also
1/2
(V) = [Glr, oy aen)] T 0(WS).
|
Fiir die GRAMsche Determinante der Tangentialvektoren {%(t), cee %(t)} fithren
wir die folgende Bezeichnung ein:
oy oy
Gy(t) =G| (),...,=—(t) ).
w(1)1= (G0, 5 (0)

Mit den obigen Bezeichnungen gilt dann
Gy(to) = G(T15---Tn—1)-
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Wegen

o) = [eutwat = [(fGuat + o)
W, W

wobei

o) = / (/Gutto) — /o) dt 0 fir 70
Wy
bildet also das Volumen infinitesimaler ,, Parallelepipede“ V;. im Tangentialraum 7}, (M™ 1)
fiir ,,hinreichend kleine » > 0“ eine Approximation fiir den zu definierenden Inhalt des ,,in-

finitesimalen Flichenstiicks“ (W, ). Diese Betrachtung wird nun fiir eine ,,grole Anzahl“
von Punkten t; € M™ ! durchgefiihrt. Dies fiihrt zu folgender Definition

Inhalt von M"~!:= /‘/Gw(t) dt.
T

Dieser Inhaltsbegriff motiviert die Definition des Integrals fiir eine stetige beschrinkte
Funktion f: M ! - IR :

Integral von f iiber M" ™1 := / F(p )y Gy (t) dt.
T

Bei der Betrachtung k-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten (1 < k < n — 1) des IR"
erhilt man analog

»
ot

%

(tO)a KRN 8tk

o) = o (to))]l/Qv(Wr).

(hier ist v(W,) das Volumen des k-dimensionalen Wiirfels W, ). Es gilt

— (P, O ) — qe (22, 0% -
Gy(t) == G(8t1 (t)a---aatk (t)) = det <<ati’ ot; >i,j_1,...,k> B

= Y [aet (@)

1< <2<, <1, <n

Die Begriffe ,Inhalt von M*“ und ,Integral von f : M¥ — IR“ kénnen analog wie fiir
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten motiviert werden. Im folgenden Abschnitt
werden diese detailiert dargestellt.

|

Bemerkungen 1. Der Begriff des Flicheninhaltes einer gekriimmten Fliche weist eine
gewisse Analogie zum Begriff der Linge einer Kurve auf. Die Linge einer Kurve wurde
definiert als das Supremum der Lingen aller einbeschriebenen Polygonziige. Im Falle einer

24



B Z
R
Die Lnge eines einbeschriebenen Polygonzuges (= Vereinigung der Sehnen PP, 1 (i =1,...,4))

ist eine Approximation fr die Lnge der Kurve.

R
R
R 7
R
Die Summe der Lngen von Streckenabschnitten auf den Tangenten in P, ..., Py ergibt ebenfalls

eine Approximation fr die Lnge einer Kurve.

Fliiche (im IR3) wiire es natiirlich, deren Inhalt als das Supremum des Inhaltes aller einbe-
schriebenen Polyederflichen zu definieren, wobei der Durchmesser der Teilflichen beliebig
klein gewihlt werden kann.

H.A.SCHWARZ zeigte jedoch, da8 schon in dem einfachen Fall einer Zylinder-Mantel-
fliche dieses Supremum von der Konstruktion der Polyederflichen abhingen und sogar
gleich Unendlich werden kann. Daher kann der Inhalt einer gekriimmten Fliche nicht mit
Hilfe eines Grenzprozesses einbeschriebener Polyederflichen definiert werden.

Die oben motivierte Definition des Inhaltes einer ,gekriimmten“ Fliche basiert darauf,
daf} der Inhalt eines Parallelepipedes, welches in einer Tangentialebene an die Fliche in z
liegt, den Inhalt eines , kleinen Stiicks“dieser Fliche um dem Punkt z( ,,gut approximiert“.

2. Die oben skizzierte Motivation der Definition des Flidchenstiickes kann auch bei Ver-
wendung der LEBESGUEschen Maf- und Integrationstheorie benutzt werden. ]

3.2 Integral auf Untermannigfaltigkeiten

Definition 3.1 Sei M* eine C™ — UMF des IR™ mit der Parameterdarstellung {T,},
d. h. M¥ = 4(T), wobei
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Y € C™(T; R") (T C R offen ), Rang ¢'(t) =k VteT,
W ist injektiv, 9~ List stetig.

Auferdem gelte

T ist beschrdinkt und J.-mef$bar,
(*) By,

8t~(t) <Chp=const Vtet (i=1....,k)

1. Sei f : MF — IR stetig und beschrainkt.

Integral von f iiber M*:

[ 1dmei= [ 1) st
Mk T

2. Sei E eine Teilmenge von M*, so dap y~(E) J.-mepbar ist.

Inhalt von E:

Die Definitionen von Integral und Inhalt sind korrekt: Seien {T,4} und {T4)}
zwei Parameterdarstellungen fir die C™ — UMF MF C IR™:

A A

ME = 9(T) = (D).

Beide Darstellungen mdgen der Bedingung (x) geniigen.
1. Sei f : M* — IR stetig und beschrinkt. Dann gilt

[ 1o Jeuwi = [ 1) [Gys.
T

T

2. Sei E C MK, so daff =" (E) J.-mefbar ist. Dann ist auch ¢~ (E) J.-mefbar und
es gilt

/‘/G,p(t)dt: / /G (s)ds.
B J-i(m)
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In der Tat, die Abbildung

o';:’(ﬁflo’(pZT—)T
ist eine C™—Diffeomorphie (in IR¥) von T auf T'. Insbesondere ist o(T') = T'. Andererseits
gilt

p=doa:TSHTHT)=y(D).

Die Kettenregel ergibt

a—tz(t):ZT(a(t)) (%i' (t), teT (i=1,...,k).

do;
ot;
Funktionen auf 7' sind. Aus den Eigenschaften der GRAMschen Matrix (vgl. Abschn. 3.1)
folgt

Hierbei ist o/ (t) = ( (t)) ein (kxk)-Matrix, deren Eintréige stetige beschrinkte
ij =1,k

/ F@0) \[Gotydt = / F@((®) /Gy Byt

T T
= [ £60®) \/6500) | deto'(t)]ar

[ Transformationsformel |

— [ 1660 /65

T
Wegen
unlE) = [ xu(w()y/Gol)at
T
kann die zweite Behauptung in analoger Weise wie die erste bewiesen werden. [

Bemerkung Die Bedingung (x) sichert die Beschrénktheit der Funktion /Gy(-) auf
der offenen Menge T. Da fiir stetige beschriinkte Funktionen f : MF(= %(T)) — IR die
Funktion f o1 : T — IR stetig und beschrinkt auf T ist, so ist
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[wmﬂ%wt

T

als RIEMANN-Integral auf der J.-mefbaren Menge 7' C IRF wohldefiniert.
Fir die Existenz dieses Integrals geniigt die folgende schwéchere Bedingung:

(f o) /Gy ist R-integrierbar auf T .

Diese Bedingung an f héingt formal von der Darstellung M* = +(T') ab. Mit der Notati-
on und Argumentation wie beim Beweis von Satz 3.2 erkennt man jedoch mit Hilfe der
Transformationsformel die Unabhéingigkeit dieser Bedingung von {T', 1 }:

(fov)\/Gy R—integrierbar auf T <= (fo 1&), /G1/3 R— integrierbar auf T'. [

Die Definition des Integrals einer stetigen beschriankten Funktion auf einer C™ — UMF

p
MF = | a(T0)
a=1

werden wir durch ”Lokalisierung” auf die Definition des Integrals tiber 1, (T,) zuriickfiihren.
Hierzu benutzen wir eine ”Zerlegung der Eins”.

Definition

1. Sei ECIR™, E #0. Als Trager der Funktion f : E — IR wird die Menge

supp (f) := {z € E| f(x) # 0} (Abschliefung in IR™)

bezeichnet.
2. Sei E C R"™ offen, E # 0.

C'(E) :={f € C™(E) | supp (f) kompakt, supp (f) C E}
(m=0,1,2,...).

Satz (Zerlegung der Eins) Sei K C IR™ kompakt. Es gelte

P
KCUEi,

=1
wobes
E; C R" offen, beschrinkt (i =1,....p).

Dann ezistieren ¢; € CE(E;) (i =1,...,p), so daff
1) ¢i(z) >0 Vx €E;,

2) Ep:gi(m)zl Ve € K.

P
Das System {(1,...,(p} heift Zerlegung der Eins auf K, die {E1,...,E,} (K C |J E;) unge-
i=1

ordnet ist.
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Definition 3.2 Sei M* eine kompakte C™ — UMF des R". Sei {{Ta, %o} |a=1,...,p}
eine Parameterdarstellung fiir M*:

dabei gelte:

(Yo = (To) M N Uy mit:
T, C IR* offen, beschrinkt, J.-mefbar; U, C IR™ offen, beschrinkt;

o € C™(Ty; R™), Rang Y. (t) =k Vit € T,,

\ Yainjektiv, P stetig.

Sei {C1,--.,(p} eine Zerlegung der Eins auf MF, die {Uy,...,Uy} untergeordnet ist.
1. Sei f: MF — IR stetig.

Integral von f iiber M*:

[1am=Y" [ £0®) Caba®) /6o, (0
Nk a=1 T,

2. Sei E eine Teilmenge von MF, so daf ;' (E) J.-mefbar fir alle o = 1,...,p ist.

Inhalt von E:

,Uk( / Ca ¢a Gwa( )d
a:l ¢a (E)
P
Bemerkung Beachtet man, daf} Z Co(z) =1 fiir alle z € M* und supp(¢y) C Uy (a0 =
a=1
1,...,p) gilt, so kann die Definition des Integrals wie folgt formal motiviert werden:

/ fduk—z / fcaduk—z [ adin.

MkﬂUa

Das Integral von f(, iiber M*¥ N U, ist nun gemiB Definition 3.1/1 erklirt. [

Das soeben definierte Integral ist linear im iiblichen Sinne: Fiir stetige Funktionen
f,g:MF = R und X € IR gilt:
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/(f+9 duk—/fdukJr/gduk, / Af) duk—A/fduk

Mk Mk

Die Definitionen von Integral und Inhalt sind korrekt: Die kompakte C™"—UMF MF C
IR"™ besitze die Parameterdarstellungen

p q
MF = | a(Ta) = | (1)
a=1 B=1

dabei sei fiir beide Parameterdarstellungen (sinngemdf$) Bedingung (xx) erfillt (1o(Ty) =
Mk N Ua, ’Iﬁﬂ(fg) =MknN 0ﬂ)

Seien {C1,...,(p} und {&,..., éq} Zerlegungen der Eins auf MF, die {Uy,...,Up} bzw.
{U1,...,U,} untergeordnet sind.

1. Fir jede stetige Funktion f : M*¥ — IR gilt

a=1 T,

P q
Z /(f 0 o) (Ca © Pa) v Gy, dt = Z /(f o 1&3) (éﬂ ) 1;/3) /Gd}ﬁds'
B=1 TB

2. Sei E C M*, so dap 4, (E) J.-mefbar ist fir alle « = 1,...,p. Dann ist iﬁ/g,l(E)
J.-mefbar fir alle 8 =1,...,q und es gilt

P q
Z / (Ca 0 pa) V/Gygdt =) (g ovp) /Gy, ds.

L yslm) F=l i)

Wir beweisen die erste der beiden Behauptungen. Die Abbildung o,5 := 1&51 ° Pq

ist eine C"-Diffeomorphie von T, auf Tg. Ebenso wie beim Beweis der Korrektheit der
Definition 3.1/1 des Integrals erhilt man

[0 9) (a0 a) G 0 ) VGt =

To

- / (f o ($5 © 00)) (Ca © (B © 70)) (C5 © ($5 © Tap)) v/ Crpn

To

[ Transformationsformel ]

— [ 0b5) Ga o s) G o) [ .
Tﬁ

Beachtet man daf
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q
Z )=1 VteT,, anwg —1 VseTy,

a=1

so ergibt sich

M@

/(f o 'lpa) (Ca o ¢a) 2V, Gwadt =

1 T,

Qe
Il

I
NE
M=

/f ¢a Ca°¢a Cﬂozﬁa \/G¢adt
T

[e3

[ o95) Ga o b5) G0 5) G

1%

[0 Grobs) [y

Ts

I~
I
—
=
I

1

I
M«
M=

=)
Il
—
Q
Il

I
M=

i
I

4. Integralsitze

”... und zwar lautet der Fundamentalsatz bei einer unabhdngigen Verdnderlichen fol-
gendermapen: Ist f(x) eine im abgeschlossenene Bereich a < x < b stetige Funktion,
so gilt

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a),

wenn F(z) eine primitive Funktion von f(x) ist; umgekehrt kénnen wir zu jeder
Funktion F(x) mit stetiger Ableitung die gemdfl der obigen Formel zugehdrige Funk-
tion f(xz) = F'(z) konstruieren. Das Wesentliche fiir uns ist hier der erste Teil
des Fundamentalsatzes, d. h. die Verwandlung eines Gebietsintegrals iber einen ein-
dimensionalen Bereich in den nur von den Randpunkten — einem, wie wir sagen
wollen, nulldimensionalen Bereich — abhingigen Ausdruck F(b) — F(a). ...

Etwas ganz Ahnliches wie der Fundamentalsatz bei einer unabhingigen
Veranderlichen leisten nun unsere verschiedenen Integralsdtze in Bereichen von meh-
reren Verdnderlichen. Es handelt sich stets darum, ein Integral iiber einen gewissen
im Bereich der unabhdngigen Verdnderlichen gelegenen Integrationsbereich, mag die-
ser aus einer Kurve, einem Flichenstick, einem Raumstiick bestehen, in einen Aus-
druck zu verwandeln, der nur vom Rande dieses Bereiches abhingt.”®)

3)COURANT, R.: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung. 2. Band: Funktionen mehrerer
Verdnderlicher. 3. Aufl., Neudruck; Springer-Verlag, Berlin 1963; S. 357-358.
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Unsere Darstellung der klassischen Integralsidtze stimmt im wesentlichen mit den so-
eben zitierten Uberlegungen von R. COURANT iiberein. Zuniichst definieren wir eine Klasse
von Gebieten {2 C IR", die eine ” Verwandlung eines Integrals iiber €2 in ein Integral iiber
den Rand 002" gestatten. Fiir solche Gebiete beweisen wir eine Aussage, die den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung bei einer unabhéngigen Veradnderlichen fiir den Fall
von Funktionen mehrerer Verdnderlicher verallgemeinert. Aus dieser Aussage folgern wir
die klassischen Integralsétze.

4.1 Gebiete der Klasse C™

Im gesamten Abschnitt 4 betrachten wir beschrinkte Gebiete Q C IR", deren Rand 02
eine (n — 1)-dimensionale C™ — UMF des IR" ist. Fiir die Beschreibung von 99 als Un-
termannigfaltigkeit benutzen wir die lokale Darstellung als Graph einer Funktion; diese

Darstellung mufl aulerdem die in Abschn. ... entwickelte Integration iiber 02 gestatten.

Definition 4.1 Das beschrinkte Gebiet & C IR™ heiffit Gebiet der Klasse C™ (m €
IN) [ Bezeichnung: Q € C™], wenn fir jedes zo € OS) ezistieren

1. W=W'x W" wobei:
W'=W'(z})) C R"~! Umgebung von zl, W' J.-mefbar,
W" =W"(z,) C IR Intervall 3> g, (zo = (2(,Zon)),

2. ge C™(W';IR) mit ‘g—g(y')

<Co=constVy' e W' (i=1,...,n—1),
3. >0,
so dafl

a) 99N (W' x W) = {y = (y',ya) € W' x Wy = gl },

b) {y = (v yn) €W x W"

9) =1 < yn < gy} C AN x W),

Sei [O;z1,...,%,] ein fixiertes kartesisches Koordinatensystem, in dem das Gebiet
beschrieben wird. 2 € C™ bedeutet insbesondere, dafl die Untermannigfaltigkeit 02 lokal
als Graph einer Funktion g beziiglich eines kartesichen Koordinatensystems [Oy; y1, .- ., Yn]
charakterisiert werden kann; dabei moge das lokale Koordinatensystem [Oy;y1, ... ,yp] die
gleiche Orientierung wie [O; z1,. .., z,] besitzen. Beide Koordinatensysteme gehen durch
eine Drehung und Verschiebung auseinander hervor:

r=Ay+b, y:AT(.’I}—b)’

wobei
A = orthogonale Matrix mit det A =1, b€ IR".
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W'XwW"
G
aiy) Y,

Im Punkt (v', g(y')) € 09 sind im lokalen Koordinatensystem [Oy;y1, ... ,yy] die Tan-

gentialvektoren 71, ..., 7,_1 und der beziiglich Q duflere Normaleneinheitsvektor v gegeben
durch
1 0 _99
0 : oy
T = : yerey Tp-1= , V= —7-"———
o " 1 (1+IVgP)2 | 0y
ﬁ dg 0Yn—1
oy Oyn—1 1
Es gilt:

lv|=1, (v,;)=0 (i=1,...,n—-1)
(EukLipische Norm und Skalarprodukt in [Oy;y1, - .., yn])- [
Sei ¢y € 09Q. Ebenso wie die in Definition 4.1 eingefiihrten Mengen W’ und W”, die
Funktion g und die positive reelle Zahl 7 hingen auch die Matrix A und der konstan-

te Verschiebungsvektor b von zg ab. Die folgenden Bezeichnungen beriicksichtigen diese
Abhingigkeit:
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d ¢mo (y) = Amoy + bzo;

o V= {y = (v yn) EW' x W"

gy —n<wyn < g(y’)} :

Vzo = {y = (ylayn) e W' xw"

9(y") —n <yn <g(y) + 77}
(W' =W, W' =W, 9= gag 1= Nao);
o Uzo := $zo(Vao)-
Es folgt

Q ﬂ Umo = ¢zo (VJ;O)’ aQ C OLEJBQ UIO' (41)

I

Da 99 kompakt ist, existieren Punkte z, € 0Q (o =1,...,p), so dal 9Q C L[_)J1 U, -
a=

Wir setzen fiir a =1,...,p:

Ax = Ay ba = by Ga = by

Wo = Wg,;

Vo = Voo Va=Vao, 9a:=0zas Na = Tzas
Uy = Upg,.

Aus (4.1) folgt die Existenz einer offenen Menge Uy C IR", so da8

Uy CQ, QcC U,. (4.2)

e

0

Wir definieren nun den Begriff der dufieren Einheitsnormale n : 9Q — S ! ( =
{{ e R" ‘ |€] = 1}) im Kontext der soeben eingefiihrten Bezeichnungen.

Sei zp € 90Q. Dann ist zp € 92 N U, fir (wenigstens) ein a € {1,...,p}. Sei
[Oy;y1,---,Yn] das lokale Koordinatensystem, in dem 09 N U, geméf Definition 4.1 als
Graph einer Funktion g, € C™(W/; IR) dargestellt wird. [Oy; y1, . .., yn] geht aus [O; 1, ..., z,]
durch Anwendung der affin-linearen Abbildung ¢_! hervor.

Wir definieren fiir z € 0Q2 N U,:

() == Aav(dg' (2));

14
NNU

auf der rechten Seite dieser Gleichung ist v(y) = v(y/, go(y')) die duBlere Einheitsnormale
beziiglich 2 in y = ¢. ' (z) im lokalen Koordinatensystem [Oy; 1, ..., yn].

Proposition 4.2 Fir die Abbildung v : 0Q — S™ ! gilt:
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1. Sei (02N Uy) N (0NN Ug) # ¢. Dann gilt
Aav(¢31(2)) = Apr(¢ (2)) Yz € 92N TUsN U

[Unabhdngigkeit von v(z) von der lokalen Darstellung von 09 um x];

o nm YEE=D e sa.
ceon tra (3aid

3. ‘l/(.’lﬁ)‘::l Yz € 00 Y;
4. Ve €0 FJo=o(z)>0:

Q0 VA €] —o,0],
@riw@)ed
R\ Q VA 0,0]

Beweis

4.2 Eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung

Sei E eine offene beschriinkte Teilmenge von IR* (1 < k < n).
Definition 4.3 Firm =1,2,... sei
C™(E) := {f € C(E)‘f |E€ C™(E), ¥V Multiindizes o mit 1 < |a| < m ist D*f gleichmdifig stetig in E} .
Fiir eine Funktion f € C™(E) kénnen die partiellen Ableitungen D f (1 < |a| < m) stetig

von E auf E fortgesetzt werden, d.h. fiir jeden Multiindex a mit 1 < |a| < m existiert
eine wohlbestimmte Funktion w, € C(F), so da}

Wa | = Df
Die Funktionen w, bezeichnen wir wieder mit dem Symbol D¢ f.
Bemerkung. Wir benutzen die Bezeichnung C™(E) um darauf hinzuweisen, daf

dieser Vektorraum von der Menge E (und nicht nur von E) abhingen kann.
Genauer: Sei Ey C IR* eine offene Menge mit

EyCE, Ey#FEund E, =FE.

Dann ist

C™(Eo) # C™(E)

moglich. Ein Beispiel, das dies belegt, kann mit Hilfe der CANTORschen Treppenfunktion
konstruiert werden.

“In 2. und 3. bedeuten | - | und (-,-) EuKLIDische Norm und Skalarprodukt in [O;1,...,Z.] .
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Wenn
E = Int(E),

d.h. E ist die groBte offene Teilmenge von E, so ist der in Definition 4.3 eingefiihrte Funk-
tionenraum eindeutig durch E bestimmt. In diesem Falle schreiben wir (wie iiblich) C™(E)
anstelle von C™(E). ]

Fiir Funktionen f € C'([a,b]) kann der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung in der Form

b
/ F®)dt = (=1) - f(@) +1- £(b)

geschrieben werden. Das folgende Resultat verallgemeinert diese Aussage fiir den Fall von
Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Satz 4.4 Sei Q € C. Fiir f € C1(Q) gilt:

oz, dw—/fyzdun 1 (i=1,...,n) (4.3)
Q

Das Integral auf der rechten Seite von (4.3) ist als Integral der stetigen Funktion fv; auf
der (n — 1)-dimensionalen C* — UM F 09 gemif Abschn. 3.2 wohldefiniert.

Beweis von Satz 4.4 (in drei Schritten).

1 Fir h € CXQ) gilt

oh

—dzr = =1,...,n).

szdx 0 (1=1,...,n)
Q

Beweis Wir setzen h durch Null auf IR™\ €2 fort und bezeichnen die so erhaltene Funktion
wieder mit h. Fiir diese gilt h € C'(IR") und supp(h) C Q.

Sei Q = [~a,a]” (a > 0) ein Wiirfel in IR", so daB Q C Q. Auf den Seitenflichen des
Wiirfels @ ist A = 0. Daher gilt

 oh
8:1:

—a

(t,z2,...,2n)dt = h(a,zo,...,Ty) — h(—a,x2,...,z,) = 0.

Mit Hilfe des Satzes von FUBINI folgt nun

/311 B /a—mda:
:/ / —da:l d(zg...zy)
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Eine analoge Uberlegung wird fiir i = 2, ...n durchgefiihrt.

2 ( Betrachtung in einem lokalen Koordinatensystem [Oy; y1, ..., Yn])-

Fiir h € CY(V,) mit

supp(h) C Vi U{y = (', un) | ¥ € Wi, yn = 9a(¥)} (4.4)
gilt
oh ! ! ! ! N12Y\1/2 g1 ;
—Wdy= [ h(y,9.(4))vi (¥, 90(¥) 1+ |Vaal(y)") " dy’ (i=1,...,n).
Oy
Vo we
wobei
090
;; (v
ot Ny e 1 ; — —
Vz(y;ga(y )) - (1+‘Vga(yl)|2)1/2 (Z 1"'-77” 1)7
1

(y € W,).

Vn(y,aga(y,)) = (1 + |Vga(y’)|2)1/2

Yn aG
. _\
/\ ga(y‘)

g supp(h)

—

SaV)" e G

\

/

NN
<

\

Y

Beweis Um die Schreibweise zu vereinfachen, unterdriicken wir den Index a bei der
Ausfithrung des Beweises.

1. Fall : i =1,...,n— 1. Sei Q' = [~a,a]” '(a > 0) ein Wiirfel in IR" !, so daB
W' C Q'. Wir definieren

h(y',t)dt fir o € W,

0 fir o € Q' \ W

37



Wegen (4.4) gilt h(y',y,) = 0 fiir alle ' in einem Randstreifen von W' und fiir alle
t € [g(y") —n, g(y')]. Daher ist H € C(Q'). Da H = 0 auf den Seitenfliichen des Wiirfels
Q' gilt, folgt wie in 1

o[ J(]

Andererseits erhilt man fiir alle ¢y’ € W’

) d(y1---Yi-1Yit1---Yn—1) = 0.

9(y")
8h ! ' 99 ,
8yz / AR [h(',9(y")) = Ry, 9(y") — )] a5 )
9(y")—n
Hier gilt h(y',g(y') —n) = 0 wegen (4.4).
Der Satz von FUBINI ergibt nun
9(y')
oy = [ Oh (' ) dyn | dyf
By; y)ay = 8% y Yn) dyn | dy
V- W' \g(y')—n
0H ! "y 99 /) ’
= — h(y, P d
[ (Gt = s 520 )
WI
o
= —/h(y',g(y’))a—;(y’)dy’
w! '
0
ro 85 ©) N2\1/2.7, 1
= h . L 14|V dy'.
[ 10D e - (L Ve
WI
2. Fall : 1 = n. Fir ¢y € W’ gilt
9(") oh
a—yn(ylas)ds = h(ylag(yl))'
9(y')—n
Eine abermalige Anwendung des Satzes von FUBINI ergibt
9(y")
%( Ydy = / @ )d du'
V- W \g(y')—n
= /h(y',g(y'))dy'
WI
1
= [ ny, 9y 1+ |Vg(y')[*)2dy
[ 19D e 1+ VW)
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3 ("Zusammenkleben” der Resultate aus 1 und 2 ) Sei {{o,(1,-..,(p} eine Zerle-
gung der Eins, die {Up, Uy, ...,U,} untergeordnet ist:

p
o €CP(Ua), 0< Ca(r) <1 Vs €Us(a=0,1,...,p), Y Clalz)=1 Vze.

Es folgt

5Ca :
= Q =1,... .
g 6351 =0 Vze€ (t=1,...,n)

Daher gilt zunéchst

of 4 of < e d
8:17 B—LEZ Z:OCad-T = z_% /a—wz(fCa)dx
Q a= =

Wegen supp( f¢o) C Uy verschwindet das erste Integral in der rechts stehenden Summe
dieser Gleichung (siehe 1). Setzt man zur Vereinfachung der Schreibweise f, := f(q (a0 =
1,...,p), so ergibt sich

of . N Ofa
&Ez z:l / Bz, dz. (4.5)
7 QNUq
Jedes der Integrale in (4.5) iiber Q N U, transformieren wir auf die Variablen y des
zur Darstellung QN U, = ¢o(V,, ) gehdrenden lokalen Koordinatensystems [Oy; y1, .- -, Yn]
(vgl. (4.1)). Wegen ¢, (y) = A und det A, = 1 nimmt die Transformatlonsformel die
Form an

| @iz = [ L ga)an (4.6)

QNUy Vo

Der Triger der Funktion f,o0¢, gehort zur Menge V, U{(v', yn)|y' € Wi, yn = 9a(¥')}
Um 2 anwenden zu kénnen, muf die im Koordinatensystem [O;z1,...,z,| gebilde-

te partielle Ableitung gﬁa
i

durch partielle Ableitungen der Funktion f, o ¢, nach den

Veréanderlichen 1, . . ., y, ausgedriickt werden. Wegen 3aq5 ok (y) = Aqk;j ergibt sich aus der
Yj
Kettenregel
9 "L 0f,
(a0 6a)) = 3 21 (baly)Aaty (G =1.ewsm)
Yj

Hieraus folgt

n 0.
ZAW o ) Zai ) | X2 Aaksdais | 222 (balt)
=1 j=1 ¢
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n n
(denn AT = AZ1!) also Z AokjAaij = Z Aaijng- = 0ki)- Aus 2 erhalten wir nun
j=1 j=1

o dy—ZAw/(9 (far o) (¥)dy

17

n

ZZAaU/(fa 0 ¢a) ¥, 90NV (¥ 90 ¥)) (1 + |Vgaly ))|2)1/2dy/

Jj=1 w!,
= /(fao%)(y',ga( N(Aar)ily', 9a (")) (1 + [Vaa () 2dy's
Wy,

hier bezeichnet v(y) = v(y',ga(y’)) die duBere Einheitsnormale beziiglich 2 im lokalen
Koordinatensystem [Oy; y1, ..., y,]. Damit folgt schlieBlich

of 4 L of .
Bzv, Z / 8:3,
Q

=l o,

=2 / (FCa)(a s 90 1)) (Aar)i (', 90 () (1 + |Vgaly)?)/2dy

a=1 A

= Jvidpn—1. u
o

4.3 Integralsdtze von GAUSs, GREEN und OSTROGRADSKI

Sei £ C IR" ein beschrinktes Gebiet der Klasse C!. Aus Satz 4.4 ergeben sich unmit-
telbar die folgenden Aussagen.

Folgerung 4.5 (Integralsatz von OSTROGRADSKI (1826)) Fir f € [C1(Q)]" gilt

/ divfdz = / (f, v)dpin_1.

Q o

Folgerung 4.6 (Partielle Integration) Fiir f,g € C*(Q) gilt

/ gdw—/fgl/zdun 1—/f—gd (i=1,...,n).

Folgerung 4.7 Fiir f € C?(Q) und g € C*(Q) gilt

[@ngds = [(91)-voduns - / v/ Vda

Q o
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0
Um diese Aussage zu bestétigen, ersetzen wir f in Folgerung 4.6 durch of Das ergibt

ox;
O’ f . of of Og o
/anggdx - / (aa:Z) Vzgdﬂn—l _/8—332 a—mzd{E (Z = 1,... ,n).

Q Q Q

Summation iiber 7 = 1,...,n liefert die behauptete Aussage.

Folgerung 4.8 (Integralsatz von GREEN (1828))Fiir f,g € C?(Q2) gilt

[ 18gds~ [ 1(99)-vipnr = [atds ~ [o(71) v
Q oN Q

N

Dies erhilt man aus Folgerung 4.7 durch Vertauschung der Rolle von f und g und
anschliefende Subtraktion der beiden Gleichungen. [

Die Aussage von Folgerung 4.5 wird auch ” Integralsatz von ” GAUSS” oder " GAUSS-
OSTROGRADSKI” genannt. Die Bezeichnung ” Divergenzsatz’ ist ebenfalls gebrduchlich.
Folgerung 4.8 findet sich in GREENs fundamentaler Arbeit [ ] (1828).

Wir bemerken, dafl die Aussage von Folgerung 4.5 weder in GAUSS’ Arbeit [ ] (1813)
noch in seinen spéteren Arbeiten explizit erscheint; in [ | beweist GAUSS jedoch Spezialfille
dieses Integralsatzes (vgl. die nachfolgenden Betrachtungen). In der Selbstanzeige zu [ |
bemerkt er jedoch: ” Der Verf. fingt damit an, sechs verschiedene allgemeine Lehrsdtze
zu begriinden, vermittelst deren dreifache, durch einen kérperlichen Raum auszudehnende,
Integrale auf zweifache, nur iber die Oberfliche des Kirpers auszudehnende, Integrale
reducirt werden”.

Ausfiihrlichere Notizen zur Geschichte der Integralsitze finden sich in Abschn. ... . =

Als weitere Folgerungen aus Satz 4.4 bzw. aus dem Divergenzsatz beweisen wir einige der Aussagen
aus GAUSS’ Arbeit [ ] (1813). Diese beziehen sich auf Integrale, die iiber den Rand eines Gebietes Q C IR?
erstreckt werden; sie wurden von GAUSS direkt (d. h. ohne Verwendungen einer allgemeinen Aussage wie
Satz 4.4) erhalten.

Sei Q C IR? ein Gebiet der Klasse C*. Fiir z € 0Q bezeichnen wir mit a;(z) den Winkel zwischen der
positiven Richtung der z;-Achse und der #ufleren Einheitsnormale v = v(z) beziiglich Q (i = 1,2,3). Es
folgt

cosa;(z) = (e, v(z)) = vi(z).

Satz1% Das iiber die ganze Oberfliche eines Kérpers erstreckte Integral

/cos a;(x)ds

o0

hat den Wert Null.
Setze f =1 in Satz 4.4. [

Satz I Das Volumen eines Kdrpers wird durch das iiber die ganze Ober-
flache erstreckte Integral

Z z; cos ai(z)ds

i=1 a0

%) Formulierung gemif Ostwald’s Klassiker | .
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ausgedriickt.

Setze f(z) = g in Folgerung 4.5.
Die duflere Einheitsnormale an die Sphire Sr(0) ist gegeben durch

v=v(z)= z € Sr(0).

z

R,
R®

Es folgt ( , v(x)) = —. Folgerung 4.5 mit f(z) = = erglbt

vol(Bgr) = ? - ( Flicheninhalt von Sr(0)).

Fiir eine beliebige Dimension n > 2 erhilt man analog

vol(Bgr) = % - ( Flicheninhalt von Sr(0)).

|

Satz III Die der z;-Achse parallele und zu dieser Achse entgegengesetzt
gerichtete Anziehung eines Korpers auf einen Punkt 2 wird ausgedriickt
durch das iber die ganze Oberfldche erstreckte Integral

—/ﬁcosai(y)dsy (i=1,2,3).

Fiir x € IR? \ Q bezeichnet

1
U(z) ::Q/—|$_y|dy

das NEWTONsche Potential des Korpers (2 mit der Massendichte 1 im Aufpunkt x.
Es gilt |y — x| > do = const > 0 fiir alle y € Q, und folglich

do

d —
e +E—yl2 3 VEI<T, Vyel

Fir 0 < |t < % erhalten wir

%( 1 1 ):— z; + 0t —y; 9 €lo, 1

|z +tes —y| |z —y| |z + Ote; —y|3’

(i = 1,2,3). Daher kénnen zur Berechnung von :;TU(:E) Grenziibergang ¢ — 0 und Integration iber Q

vertauscht werden. Mit Hilfe von Satz 4.4 ergibt sich'

oUu @) = - / Ti —Yi g /
d; o= 3wlw—m
Q
1
= — m COS 5 (y)dSy ||
L)
Wir bezeichnen mit ¢, , den Winkel zwischen den beiden Einheitsvektoren l‘Z : §| und v(y)(z € R®, y €

09, ¢ # y). Dann gilt

cosipnw = { B3 7))
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Satz IV. Das iiber die gesamte Oberfldche eines Korpers erstreckte Inte-
gral

€OS P,y
lz—yl> Y
a0

ist entweder =0 oder = —27 oder = —4m, je nachdem ob z auflerhalb des
Korpers liegt oder auf seiner Oberfldche oder innerhalb des Kérpers.

1 —
di’l)y (Vy m) =0 Vy € Q.

Der Divergenzsatz liefert

1 COS Pz
0=—/<V —, >ds = Y ds,.
T W) |
a9 a9

GAuss bemerkt: ” Der Fall, daff x auf der Oberfliche des Kérpers liegt, bedarf einer besonderen
» 6)

Betrachtung” ®. Diese Betrachtungen hat GAuSs mit wenigen Zeilen durchgefithrt. Etwas ausfiihlicher
miifiten die ”besonderen Betrachtungen” wie folgt durchgefiihrt werden.
Der Integrand von

COS Yy,
I(.'c) = ﬁdsy

ist singulir fiir y = . Daher betrachten wir Gebiete Q der Klasse C* (d. h. die partiellen Ableitungen der
Funktion g in Definition 4.1 sind Hélder-stetig mit dem Exponenten a €]0, 1[). Unter dieser Voraussetzung
wird gezeigt:

e I(x) ist ein Integral mit schwacher Singularitit;

o I(-) ist stetig auf 0Q;

o I(z) = —2n fiir alle x € 09).

Der detaillierte Beweis dieser Aussagen iibersteigt jedoch den Rahmen der vorliegenden Darstellung.

Sei r > 0 so gewihlt, daf8 B,(z) C Q gilt. Folgerung 4.5 ergibt

ozaé <vy|xlq, u(y)>dsy +S/) <Vyﬁ,u(y)>dsy.

r(2

Hier bedeutet v(y) (y € 02U Sy (z)) die dulere Einheitsnormale beziiglich Q \ B, (z). Auf S, (z) gilt

vlw)= -7, yeSi(@).

‘Wir erhalten

1 1 T —Yi
— Vy——— d = = (y; — x)d
/< ylm_yla’/(y)> Sy r; / [z — y® (yi — mi)dsy
89 =5, (2)
1
= 7"_2 dSy
Sr(z)
= 4. | |

4.4 Integralsatz von STOKES

Ovgl. [ ; S.9] (bzw. [ ; S. 58]).
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