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1. Es seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf einem meßbaren Raum (Ω,A),
(Xn, n ≥ 1) eine Folge reellwertiger Zufallsgrößen über (Ω,A), die bezüglich P und
bezüglich Q voneinander unabhängig sind, und deren Verteilungen Pn bzw. Qn ge-
geben sind durch

Pn(B) = P (Xn ∈ B), Qn(B) = Q(Xn ∈ B), B ∈ B1, n ≥ 1.

Es gelte Qn ¿ Pn und es sei

fn :=
dQn

dPn

,

ςn :=

∫

R1

f
1
2
n dPn, n ≥ 1.

a) Man zeige: Für jedes n ≥ 1 ist das Produktmaß Q(n) :=
n∏

k=1

Qk absolutstetig

bezüglich P (n) :=
n∏

k=1

Pk.

b) Man berechne

Ln(x) =
dQ(n)

dP (n)
(x), x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn

c) Mit P∞ bzw. Q∞ wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung von (Xn, n ≥ 1) bez.

P bzw. Q auf (R∞,B∞) mit B∞ =
∞∏

k=1

⊗B1 bezeichnet. Man beweise:

(Ln(x),
n∏
1

⊗B1) ist bezüglich P∞ ein nichtnegatives Martingal und (L
1
2
n (x),

n∏
1

⊗B1)

ist bez. P∞ ein nichtnegatives Supermartingal.
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d) Man schlussfolgere mittels c), dass Q∞ entweder absolutstetig bez. P∞ oder

singulär zu P∞ ist, je nachdem, ob
∞∏

k=1

ςk > 0 oder = 0 gilt.

(Aufgabe 1d) erfordert Stoff, der in der Vorlesung später behandelt wird.)

2. Es seien (Ω,F , P ) ein statistisches Modell mit % = (Pϑ, ϑ ∈ Θ) und (Ft)t≥0 eine
Filtration in F . Mit τ werde eine (Ft)-Stoppzeit bezeichnet: τ |Ω → [0,∞] mit
{τ ≤ t} ∈ Ft, t ≥ 0. PFt

ϑ sei dominiert durch ein P Ft(ϑ0 ∈ Θ, fest gewählt) für jedes
t ≥ 0.

Lt(ϑ; ω) :=
dPϑ|F t

dPϑ0|F t

(ω).

Man zeige, dass für jedes A ∈ Fτ gilt:

Pϑ(A ∩ {τ < ∞}) =

∫

A∩{τ<∞}

Lτ (ϑ; ω)dPϑ0(ω)

(Fundamentalidentität der Sequentialstatistik)
Hinweis: Man weise die Gleichung zunächst für τ ∧ t (t ≥ 0) nach.

3. Es sei (ωt, t ≥ 0) bzw. Pϑ ein Wienerscher Prozess mit Drift ϑ > 0 und Diffusions-
konstanten σ2 > 0. Weiterhin sei τa := min{t > 0|ωt = a}(a > 0). Zeigen Sie, dass
Pϑ(τa < ∞) = 1 gilt und nutzen Sie die Fundamentalidentität zur Bestimmung der
Laplace-Transformierten E0 e−λτa , λ > 0.
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