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1. Es seien P und ) zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem mefibaren Raum (€2, 1),
(Xn,n > 1) eine Folge reellwertiger Zufallsgrofen tiber (£2,21), die beziiglich P und
beziiglich ) voneinander unabhéangig sind, und deren Verteilungen P, bzw. @),, ge-
geben sind durch

Pu(B) = P(X, € B), Qu(B) = Q(X, € B), B€B,,n> 1.

Es gelte @), < P, und es sei
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1
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a) Man zeige: Fiir jedes n > 1 ist das Produktma Q™ := [] Q absolutstetig
k=1
beziiglich P™ := [] Pi.
k=1
b) Man berechne

dQ™
~ dpm
¢) Mit P, bzw. Q- wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung von (X,,n > 1) bez.

P bzw. @ auf (Ruo, Boo) mit B, = [[ ©B1 bezeichnet. Man beweise:

k=1

L”(‘r) (Jf), T = (LUI,I'Q,"',ZU”> S Rn

n

n 1

(Ln(z), ][] ¥9B1) ist beziiglich P, ein nichtnegatives Martingal und (L2 (x), [ ®951)
1 1

ist bez. P, ein nichtnegatives Supermartingal.

1



d) Man schlussfolgere mittels c), dass Qo entweder absolutstetig bez. P, oder

singulér zu P, ist, je nachdem, ob [] ¢x > 0 oder = 0 gilt.
k=1
(Aufgabe 1d) erfordert Stoff, der in der Vorlesung spéter behandelt wird.)

2. Es seien (92,.7, P) ein statistisches Modell mit ¢ = (Py,? € O) und (%;)i>0 eine
Filtration in .#. Mit 7 werde eine (.%;)-Stoppzeit bezeichnet: 7|2 — [0, 00| mit
{r <t} €.%,t>0. PJ* sei dominiert durch ein PPt (1 € O, fest gewihlt) fiir jedes
t>0.

dPy 71
Li(Yw) = ——(w
A P,
Man zeige, dass fiir jedes A € .Z, gilt:

Py(An{r < 0}) = / L, (Y;w)dPy,(w)

An{r<oo}

(Fundamentalidentitéat der Sequentialstatistik)
Hinweis: Man weise die Gleichung zunéchst fir 7 At (¢ > 0) nach.

3. Es sei (w,t > 0) bzw. Py ein Wienerscher Prozess mit Drift ¢ > 0 und Diffusions-
konstanten % > 0. Weiterhin sei 7, := min{t > 0|w; = a}(a > 0). Zeigen Sie, dass
Py(1, < 00) =1 gilt und nutzen Sie die Fundamentalidentitét zur Bestimmung der
Laplace-Transformierten Ey e ™, A\ > 0.



