


Kapitel 10

Gesetze der groflen Zahlen

10.1 Einfiihrung

Im ersten Kapitel wurde auf eine Erfahrungstatsache im Umgang mit zufalli-
gen Erscheinungen aufmerksam gemacht, die man gewohnlich als empirisches
Gesetz der groflen Zahlen bezeichnet. Gemeint ist die Beobachtung, dass sich
bei héufiger Wiederholung eines zufilligen Experimentes der Zufall ”ausmit-
telt”, das heifit, dass sich die relativen Haufigkeiten des Eintretens eines mit
dem Versuch verbundenen Ereignisses mit wachsender Versuchsanzahl stabili-
sieren. Eng verbunden damit ist die Beobachtung, dass auch die arithmetischen
Mittel der beobachteten Werte einer wiederholt realisierten zufalligen Grofie
in &hnlicher Weise einem festen Wert zuzustreben scheinen (siehe Abschnitt
3.1).

Diese Erfahrungen sollten sich in einer Wahrscheinlichkeitstheorie als Theore-
me wiederfinden. In der Tat liefert die Theorie eine Gruppe von Aussagen iiber
die Konvergenz arithmetischer Mittel von Zufallsgrofen, die man gemeinhin
als Gesetze der groflen Zahlen bezeichnet. Sie unterscheiden sich in der Kon-
vergenzart der arithmetischen Mittel und in der Art der Voraussetzungen an
die zugrunde liegenden ZufallsgroBen.

Die Gesetze der groflen Zahlen kléren im Rahmen der Kolmogorov’schen Axio-
matik der Wahrscheinlichkeitstheorie die Bedingungen an die untersuchten Zu-
fallsgroen, unter den ihre arithmetischen Mittel im geeigneten Sinne konver-
gieren und identifizieren ihren Grenzwert. Der Grenzwert steht dabei haufig in
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Verbindung mit den Erwartungswerten der betrachteten Zufallsgréfien.

In den folgenden Abschnitten seien (X,,n > 1) eine Folge reellwertiger Zu-

fallsgrofen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P), S, = ZX  ihre
k=1

n-te Partialsumme und M,, = %Sn ihr n-tes arithmetischen Mittel, n > 1.
Die Fragestellung der Gesetze der grofien Zahlen ist:

Unter welchen Bedingungen an die Zufallsgréfien X,,n > 1, konvergiert die
Folge (M,,,n > 1) in welchem Sinne gegen welchen Grenzwert?

Gesetze der groflen Zahlen gibt es in sehr vielen Varianten. Wir geben hier nur
einige wenige exemplarisch an. Weitere interessante Versionen mit samt ihren
Anwendungen findet man z. B. in den Monographien zur Wahrscheinlichkeits-
theorie von Siraev (1988), Jacod, Protter(2000) oder Bauer (1991).

10.2 Schwache Gesetze der groflen Zahlen

Als schwache Gesetze der grofien Zahlen bezeichnet man gewohnlich Aussagen,
die die stochastische Konvergenz der arithmetischen Mittel M,,,n > 1 betref-
fen.

Wir stellen zunéchst die Definition und einige Eigenschaften der stochastischen
Konvergenz voran. Die Beweise findet man z. B. in Siraev (1988) oder Jacod,
Protter (2000).

Definition 10.1 FEine Folge (Y,,n > 1) reellwertiger Zufallsgrofien iiber ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (9,20, P) heifit stochastisch konvergent gegen
eine reellwertige Zufallsgrofie Y, falls lim P(|Y, —=Y| > ¢) =0 fir alle e > 0.

Symbolisch schreibt man in diesem Fall Y, Ly,
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Die stochastische Konvergenz ist identisch mit der aus der Mafitheorie bekann-
ten Konvergenz dem Mafl P nach.

Mitunter spricht man auch von der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Offenbar konvergiert eine Folge (Y},) genau dann stochastisch gegen Y, falls

lim sup P(|Y,, —Y|>¢)=0. (10.1)
n—0o0 >y
Aus der Mafitheorie ist bekannt, dass die stochastische Konvergenz einer Folge
(Y,,) gegen eine Zufallsgrofie Y dquivalent damit ist, dass man in jeder Teilfolge
(Yn,) eine Unterfolge (Y, ) finden kann, die P-fast sicher gegen Y konvergiert.

Aus der stochastischen Konvergenz von (Y;,) gegen Y ergibt sich die schwache
Konvergenz ihrer Verteilungen:

lim [ f(z)PY(dz) / F@)PY (dx), f e C(Ry), (10.2)

n—oo

Ry Ry

wobei C(R;) die Menge aller stetigen und beschrankten Funktionen auf R,
bezeichnet.

Die Beziehung (10.2) gilt genau dann, wenn die Verteilungsfunktionen F;, von
Y, in allen Punkten x, in denen die Verteilungsfunktion F' der Zufallsgrofie Y
stetig ist, gegen F'(z) konvergieren. Man bezeichnet diese Art der Konvergenz
auch als Konvergenz in Verteilung und schreibt symbolisch Y, 25 Y baw.
F,-5F.

Aus der schwachen Konvergenz der Verteilungen von (Y;,) folgt umgekehrt im

Allgemeinen noch nicht die stochastische Konvergenz der ZufallsgroBen (Y,).
Wir haben aber die

Aussage 10.2 Gilt fiir alle f € C(Ry) und ein g € Ry

lim | f(x)P"(dz) = f(z),

n—oo

Ry
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so konvergiert (Y,,) stochastisch gegen die Zufallsgroffe Y, die P-fast sicher
gleich xq 1st.

Beweis: Fiir alle € > 0 und fur f. € C(R;), definiert durch

1
Je(@) = 1gocgyepe(2) + gﬂ(r—sm—l-s) (@)|z — 2ol

gilt f.(z9) = 0 und

P(lY, — x| > ¢) < /fs(x)PY”(dx) — fe(wo) fiire | 0.

R1

O

Wir kommen nun zur Formulierung zweier schwacher Gesetze der groflen Zah-
len.

Aussage 10.3 (1. Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) Gilt D*X,, <
C < oo,n > 1 fir ein C > 0 und Kov(Xg, X)) = 0 fir alle k,l > 1 mit
k # 1, so konvergieren die zentrierten arithmetischen Mittel (M, —EM,,n > 1)
stochastisch gegen Null:

lim P(|M, — EM,|>¢) =0, Ve>O0.

n—oo

Sind insbesondere alle Erwartungswerte EX,,,n > 1, gleich (EX, = EX}), so
konvergieren die Mittel (M,,n > 1) stochastisch gegen EX:

lim P(|M, — EX)|>¢)=0, V>0

n—oo
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Bewels:
1 n
D*(M,) = E(M, — EM,)* = SE() (X} - EX}))’ =
n
k=1
1 — 1
— S B(X.,—-EX.)>+—=Y E(X,— EX.)(X,— EX,)) =
nz; (X k)+n2; (X k) (Xe 0)

1 n
E(Z D’Xi+ ) Kov(Xy, X)) =
k=1 ke

1 <~ C
ﬁZD X’“SZ'
k=1

Fiir jedes € > 0 gilt folglich

M, C
P(|M,, — EM,| >¢) < D*—* <
g2 T n-e?
(Tschebyschev’sche Ungleichung).
Daraus ergibt sich die Behauptung. 0

Sind die (X,,,n > 1) nicht unkorreliert, so liegt im allgemeinen keine Kon-
vergenz der zentrierten arithmetischen Mittel (M, — EM,,n > 1) vor oder
die Konvergenz erfolgt nicht gegen eine Konstante. Als Beispiel betrachten wir
fiir eine reellwertige Zufallsgrofe X die Folge X,, = X,n > 1, und erhalten
M, =X,n>1.

Wir geben ein weiteres schwaches Gesetz der groflen Zahlen an, in dem auf die
Endlichkeit der Varianzen verzichtet wird.

Aussage 10.4 (2. Schwaches Gesetz der groflen Zahlen) Es seien (X,,,n >
1) unabhingige, identisch verteilte Zufallsgrifien mit E|X;| < oo, wir setzen
o= EX1

Dann gilt

lim P(|M,, — u| > ) = 0 fiir jedes ¢ > 0.
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Beweis: Es sei

o(u) = Ee™X und oy, (u) = Ee™ u € R;.

Dann gilt
u n
ot () = [p(S)]",u € Ry, und

o(u) =1+ iup + o(u) fir u — 0.
Folglich ist fiir jedes u € R,

1
gp(g):l—i—ig-p%—o(—) fiir n — oo
n n n

und somit

21U 1 )
o, (u) =1+ okt O(EW — e ue Ry

Die Funktion u — e ist die charakteristische Funktion der in p ausgearteten
Verteilung und deshalb gilt

M, -5 p,

woraus sich auf Grund der entsprechenden obigen Aussage die Behauptung
ergibt. 0

10.3 Starke Gesetze der grofien Zahlen

Als starke Gesetze der groflen Zahlen bezeichnet man Aussagen, die die P-fast
sichere Konvergenz der arithmetischen Mittel M,,,n > 1 betreffen.

Die P-fast sichere Konvergenz ist im allgemeinen sehr viel schwieriger zu be-
weisen, als die stochastische Konvergenz, liefert dafiir aber auch fiir alle w au-
Berhalb einer Nullmenge N die Konvergenz der M, (w) gegen einen Grenzwert,
wogegen bei der stochastischen Konvergenz nichts {iber die ”individuellen” w
bzw. M, (w) ausgesagt wird.

Es ist interessant, dass es sich bei starken Gesetzen der groflen Zahlen tatséchlich
nur um eine Konvergenz P-fast sicher handelt. Das heif3t, dass diese Konver-
genz im Allgemeinen nicht fiir alle w aus €2 vorliegt. Wir werden diese in 10.4.
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an einem Beispiel demonstrieren.

Aus der Fiille der in der Literatur vorhandenen starken Gesetze der grofien
Zahlen greifen wir drei Beispiele zur Illustration heraus. Fiir den Beweis der
ersten beiden verweisen wir wieder auf Siraev (1988), das dritte werden wir
hier beweisen, um einen Einblick in die Technik des Arbeitens mit der fast
sicheren Konvergenz zu geben.

Aussage 10.5 Es sei (X,,,n > 1) eine Folge reellwertiger, voneinander un-
abhingiger Zufallsgroffen mit EX,, = 0,n > 1.

a) Ist

Y EX? < oo, (10.3)

k=1

so konvergiert die Reihe Y X, P-fast sicher,
n=1

b) Sind die X,, tberdies gleichmdfsig beschrinkt (P(|X,| <c¢) =1, n > 1,
fir ein ¢ > 0), so folgt aus der P-fast sicheren Konvergenz von > X,

n=1
die Eigenschaft (10.3).

Beispiel 10.6 Es seien (X,,n > 1) eine Folge unabhéingiger Zufallsgrofien
mit

1
P(X,=+1) = P(X, = =1) = 5,n > 1,

und (c,,n > 1) eine beschriankte Folge positiver reeller Zahlen.

Genau dann konvergiert die Reihe P-fast sicher,

o0
E CnXn,
n=1

wenn Y c2 < oo erfiillt ist.
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Aussage 10.7 Die Folge (X,,,n > 1) bestehe aus voneinander unabhdngigen
Zufallsgrafien mit

[e.e]

Var(X,)
Y. o<
n=1 n

fiir eine Folge positiver Zahlen b, mit lim b, = co.

n—oo

Dann gilt

S, — ES, .
lim ———— =0 P — fast sicher.

Beispiel 10.8 Aus der Bedingung

= Var(X,)
e S
n
n=1
folgt, dass gilt:
- F
lim u = (0 P — fast sicher.
n—oo n

Zum Beweis dieser beiden Aussagen siehe z. B. Siraev (1988), Kap. IV, 2 und
3.

Satz 10.9 (Kolmogorov’sches Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Die
(X,) seien voneinander unabhingig und identisch verteilt. Dann gilt:

a) Ezistiert der Erwartungswert EX, und ist er endlich (d.h. E|X;| < 00),
so konvergiert (M,) P-fast sicher mit

S
lim M, = lim — = FEX; (P —fs.)
n—00 n—oo N,
b) Ist E|Xi| = oo, so konvergiert (M,) P—fast sicher nicht gegen einen
endlichen Grenzwert.
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c¢) Ist EX{" = oo und EX; < oo , so gilt

lim M, = lim Sn _ 00 (P —fs.)

n—0oo n—oo M,

Bemerkung: Aus dem Beweis wird deutlich werden, dass es im Fall a) bereits
ausreicht voraus zu setzen, dass die X, paarweise unabhingig sind.

Beweis: Zu a)
Die X,,n > 1 seien paarweise unabhéngig, identisch verteilt und es gelte

Wir gliedern den Beweis in sechs Schritte.

1. Vorbereitungen: Wegen X,, = X,/ — X7 und E|X,,| < oo folgt EXF <
oo und wir kénnen X" und X, einzeln betrachten. O.B.d.A. sei also
X, > 0,n > 1. Wir setzen

Y, =X, ]l{Xn<n}a n > 1.

Die Zufallsgrofien Y,,,n > 1 sind ebenfalls paarweise unabhéngig (Be-
weis?), allerdings nicht notwendig identisch verteilt. Es gilt aber D?Y,, <
oo,n > 1.

Nun sei

n
S, = E Y}, woraus sich
k=1

ES, = ZEYk, n > 1, ergibt.

k=1
Es seien € > 0, a > 1 beliebig, aber fest gewéhlt.

Wir fithren ein:

ky, =[a"| =max{k >1:k<a"},n>1,
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(offenbar gilt k, < kpi1 Toound " — 1 < k, < a™ n>1),
n; :=min{n : k, > i}, i > 1.

Aus diesen Definitionen folgt sofort

a > [a"] =k, >0, i>1. (10.4)

Der néchste Schritt ist der Beweis des folgenden Lemmas.

Lemma 10.10 Fir eine positive Konstante C' gilt

ZP(‘S’“" BSul ><C’ EX, < o0

Beweis: Mittels der Tschebyschev’schen Ungleichung erhélt man fiir eine
von € abhéngende Konstante C'

= /|5, — ESk >\ D2S,
Yoz sa T =
00 kn

Z%ZDQY} (10.5)
n=1

n =1

(An dieser Stelle wurde benutzt, dass die (X,) und folglich auch die
(Y,,) paarweise unabhéngig sind. Die paarweise Unkorreliertheit der (X,)
wiirde noch nicht die der (Y;,) nach sich ziehen.)

Die rechte Seite von (10.5) wird weiter vergrofert:

oo kn, 00 kn
clzk—lzZD% < clzk_lzzE(yg) =
n=1 T =1 i
YDt

n=1 i=1

o0 o0

oY (X LEen-ay (X k%)E<n2> (10

n=1 nkp>i " i=1 mn=n; "
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Nun ist aber:

=~ 1 1 [ i 72 N } -
= kx% i2 [OénZ]Q [ani+1]2 -
1 i2 - i2 i2
< — _
2 [(oc”z —1)2 (amtl —1)2  (amt? —1)2 * ]

+...}_i—2 i>9

Y

fiir eine Konstante Cs, die von o abhéngt. Dabei wurde (10.4), ndmlich
a™ > 1, benutzt.

Wir nutzen diese Zwischenrechnung zur Fortsetzung der Ungleichung
(10.6) und vergroBern deren rechte Seite durch (C5 := C} - Cy)

X\ EY? X1
<Gy HE=0 )y / 22d P, (10.7)

i=1 =1 k=0

(In der letzten Gleichung wurde benutzt, dass alle X, identisch wie X
verteilt sind und dass gilt

E(Y?)=EX} Lixi<iy = EX{L{x,<iy =

i—1 i—1
D EXT - Lpexicriny) = ) / 2P (dx).
k=0 F=01k k+1)

Die rechte Seite von (10.7) ist gleich folgendem Wert, den wir wiederum
nach oben abschétzen:
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[k, k+1)
- 1 2 pX; - X,
@2)::Kﬁ‘/xp (de) < Cy Y rPX(dx) =
[k,k+1) k=00 k+1)
ChEX, < 0.

Hier wurde benutzt:

i1_ L

o GRS Ve O VE

S : +...

“k(k+1) " (k+1D)(k+2)
S S S S S S 2
kok+1 k+1 k+2 ko k k+17 k41

Damit ist Lemma 10.10 bewiesen.

Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt auf Grund des ersten Lemmas
von Borel-Cantelli
Sk, — ES
<w <e VYn>nyg.

(hier tritt zum ersten Mal eine Eigenschaft P—fast sicher auf.)
Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt

li S, =
11m
n—oo ]{jn

=0 P-fs (10.8)

Jetzt zeigen wir: Die 5= konvergieren fast sicher fiir n — oo.

Wegen



Gesetze der grofen Zahlen 231

EY, = / zdP* 1 EXy, gilt folglich

[0,n)

ES
lim — Z FY, = FX; und damit lim Fn FX;.

n—oo N n—oo n

Das bedeutet mit :

lim % = FX, P — fast sicher.

n—oo n

5. Die ’“" konvergieren fast sicher: (Wir benutzen wieder, dass alle X, die-
selbe Vertellung wie X; haben.)

Wegen
D PMu#A X)) =) P(Xp=2n)=)_ / e PX1 (dz) =
n=1 n=1 n=1
[n,00)
0o 00 00 k
Y [ =2y [ roa
n=lk=ny £y k=1 n=ly 1)
>k / PXi(dz) <Z / tP¥1(dz) < EX, < o0
k=1 kt1) =Lk kt1)

folgt wiederum aus dem 1. Lemma von Borel-Cantelli:

P{X,, # Y, fiir unendlich viele n} = 0.

Das bedeutet aber wegen k,, T oo, dass gilt

=FX, P—fs.

n—oo n
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6. Die % konvergieren fast sicher:

Jedes n > 1 liegt zwischen zwei der k,,.
Es sei m = m(n) derart, dass kpp) < n < Kpyn)41-
Offenbar gilt m(n) — oo fiir n — oco.

Weil n — S,, = > X, eine nichtfallende Folge ist, gilt
1

Sn o . .
lim inf — > liminf k
n—oo 1 n—00 m(n) km(n)—‘rl

I
> — lim —/— =
 n—0o0 k?m(n) «

Hierbei wurde benutzt:

km(n) . [am(n)] - a™m) _ (am(n) _ [am(n)])

Em(n)+1 [am(m)+1] T qmn)+l _ (T — [qmm+1]) =

am(n) _[gm(n)
1 <1 - %) 1

am(n)+17[am(n)+1])
a-am(n)

T —|T 1

[ ] < ——0.

T T xloo

aq_(

n—oo (¥

da

Analog zeigt man:
: S
lim sup — < aFX; P—fs
n—oo n
Da a > 1 beliebig gewéhlt war, folgt
Sn
lim — = FX; P —fs.
n—oo M
Damit ist a) bewiesen.

b) Es sei E|X1| = co. Angenommen, es gilt nicht, dass (M,,) P-fast sicher
gegen keinen endlichen Grenzwert konvergiert, dann haben wir:
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P((M,) konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert) > 0.

.

~
=A

Da das Ereignis A zur Tail-o-Algebra 7 = (| \ o(X})) gehort, folgt

n k>n
aus dem Kolmogorov’schen 0 — 1—Gesetz P(My,) = 1, wobei M (w) =
lim M, (w),w € A, gesetzt wurde. Hier wird benutzt, dass die X,,,n > 1,

n—oo

nicht nur paarweise, sondern insgesamt voneinander unabhéngig sind.
Also haben wir

lim M, =: M, P —fs. mit P(|My| < c0) = 1.

n—0oo

Daraus folgt &z = 52 _ SITSENEES SN
n n n—1 n

Also hat das Ereignis {'%L' > 1 unendlich oft } die Wahrscheinlichkeit 0.
Aus dem 2. Lemma von Borel-Cantelli folgt > P(l);—"| >1) < oc.
Wegen oo = E|X;| = i P(|Xy| > k) = i P(|Xy| > k) dies ist ein
Widerspruch. = =

c) Es sei C' > 0 beliebig. Mit

S¢ = ZXk]]‘{XkZC} gilt EX11ix,<cy < oo und die (X¢) sind un-
1

k—
abhéngig.
Es ist
S SY c .
liminf — > liminf — = EX}" T oofiir C' T oc.
n n
Daraus folgt:
lim == = 0. P —fs.

n—oo M

Damit ist das starke Gesetz der groflen Zahlen bewiesen. O
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10.4 Anwendungen des starken Gesetzes der
groflen Zahlen

10.4.1 Die Monte-Carlo-Methode

Es seien (X,,,n > 1) und (Y,,,n > 1) zwei Folgen von Zufallsgroflen iiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P), die alle dieselbe Verteilung besitzen, und
zwar die gleichméBige Verteilung auf ([0, 1), %jo1)).

AuBlerdem seien alle X,,,Y,,,n,m > 1, voneinander unabhéngig. Folglich ist
(X, Yy),n > 1, eine Folge unabhéngiger, gleichméBig auf ([0, 1), B 1)2) ver-
teilter zweidimensionaler zufélliger Vektoren.

Es sei B eine Borelmenge aus [0,1)? mit p := A\y(B) € (0, 1).
Dann bildet (Z,,n > 1) mit

Zn = 1p(Xp, Yn), n>1

ein Bernoullischema mit dem Parameter p. Offenbar gilt p = EZ;.

Aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt

R .
nhj& - Z Z, = FEZ, P — fast sicher.
k=1
Man kann also den Flidcheninhalt Ay(B) der Menge B néherungsweise bestim-
men, indem man das Bernoullischema (Z,,n > 1) sehr oft, sagen wir n-mal,
ausfiihrt (d. h., indem man nacheinander und unabhéngig voneinander Punkte

aus [0, 1)? rein zufillig auswiihlt) und die relative Hiufigkeit bestimmt, mit der
die Punkte Z,,k =1,..., in B fallen.

Beispiel: B = {(z,y) € [0,1)* : 2% +y* < 1},p = Aa(B) = ]

10.4.2 ”Normale Zahlen” aus [0, 1)

Es seien = [0,1),2A = HBjo1) und P = A1) (LebesguemaB auf [0,1)). Jedes
w €  hat genau eine dyadische Darstellung
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w=0,w,w;... mit w; € {0,1},7 > 1,

in der w; = 0 unendlich oft vorkommt.
Wir setzen
Xp(w) i =wp, n>1we

Lemma 10.11 (X,,n > 1) bildet ein Bernoullischema mit dem Parameter
1
D=3

Beweis: Es gilt P(Xy =i1,..., X, =1i,) =

Also sind die (X,,n > 1) voneinander unabhéngig und identisch verteilt mit
P(X,=1)=P(X,=0)=3,n>1.

Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt
li 12){()—1' 12 _ L o = fast sich
im n(w) = lim We=75 Aoy ast sicher.

Definition 10.12 FEine reelle Zahl x aus [0,1) heifst normal, falls in ihrer
Dualdarstellung x = 0,1y, 1o, ... mit unendlich vielen Nullen gilt

Das starke Gesetz der grofien Zahlen impliziert also, dass Lebesgue-fast alle
Zahlen aus [0, 1) normal sind. Die dyadischen Zahlen k.27"(0 < k < 2", n > 1)
sind nicht normal, da fiir sie ¢, = 0 fiir alle hinreichend grofle £ gilt. Es ist
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unbekannt, ob v/2,log 2, e, 7 normal sind.

An diesem Beispiel wird deutlich, dass die Konvergenz im starken Gesetz der
groflen Zahlen tatséchlich nicht fiir alle w € €2, sondern nur fiir alle Punkte w
auflerhalb einer P-Nullmenge vorzuliegen braucht.
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