Kapitel 11

Zentrale Grenzwertsatze

Viele zufillige Groflen in der Natur, Wirtschaft und Gesellschaft sind das Fr-
gebnis einer Uberlagerung zahlreicher kleiner zufilliger Einfliisse, die weitge-
hend unabhéngig voneinander wirken. So ist der tégliche Schlusskurs einer
Aktie das Ergebnis einer i. Allg. grolen Zahl von Kéufen und Verkéufen, Mes-
sergebnisse werden héufig durch zahlreiche Einwirkungen zufélliger Art beein-
flusst (Temperatur, Ablesefehler u. a.). Die Wahrscheinlichkeitstheorie widmet
sich diesen Fragen, indem sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Summe
einer grofen Anzahl n von einzelnen Zufallsgroflen studiert.

Wie oft in der Mathematik iiblich, geht man dabei zum Grenzwert fiir n — oo
iiber, um {ibersichtliche Resultate zu erzielen. Fine Gruppe entsprechender
Séatze, die sogenannten zentralen Grenzwertsdtze, befasst sich mit Bedingungen
an die zugrunde liegenden Zufallsgréfien, unter denen eine Normalverteilung
im Limes erscheint.

11.1 Lokaler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

Es sei (X,,,n > 1) ein Bernoullischema mit dem Parameter p € (0,1). Dann

besitzt S, = ZXk bekanntlich (siche Aussage 6.3) eine Binomialverteilung

k=1
mit den Parametern n und p:
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Es gilt (vgl. Beispiele 4.13 ¢) und 4.21 ¢))

ES, = np, und D*S,, = npg mit ¢ = 1 — p.

Wir untersuchen, wie sich die Verteilung von 5, bei unbegrenzt wachsendem
n verandert. Offenbar wachsen ES,, und D?S,, unbeschrinkt falls n nach un-
endlich strebt, und b(n, p; k) konvergiert fiir n — oo bei festen p und k gegen
. < k n

Null. (Beachten Sie b(n, p; k) = (ﬁ) cenf(1—p)™)

Um dennoch etwas iiber die asymptotischen Eigenschaften der Binomialvertei-
lung fiir n — oo aussagen zu konnen, gehen wir zur standardisierten Zufalls-
grofe S} iiber:

S*_Sn—ESn_Sn—np
" DS, npq

Diese Zufallsgrofie hat die moglichen Werte

() _ k—mp

T, = —,

N
die sie jeweils mit der Wahrscheinlichkeit b(n,p; k) annimmt, £ = 0,1,...,n.
Die .73](:)(/{3 = 0,1,...,n) bilden ein Gitter mit dem Gitterabstand A, :=

(npq)_%, dem kleinsten Gitterpunkt x(()n) = —, /% und dem grofiten " =
\/ 5L Wir fiihren eine Funktion ¢, (-) auf folgende Weise ein:

b(n.m: k A A
Son(x) = % falls x € |::Ul(c ) _ T’xl(c ) + 7)
(k=0,1,...,n).

(n

on(x) =0, falls x <z, ) oder falls 2 > .
©n, beschreibt ein Sdulendiagramm mit (n + 1) senkrechten Saulen der Hohe

gon(ac,(gn)), der Breite 4\, und den Siulenmitten x,(:), k=0,1,...,n.

Die Fliache der k-ten Sdule betrigt b(n,p; k) und die Gesamtfliche unter der
Oberkante des Sdulendiagramms ist gleich Eins.
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Satz 11.1 (Lokaler zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace) Fiir
alle a > 0 gult

wobei p(x) = \/%7 exp [— 72]

die Dichte der Standard-Normalverteilung auf Ry ist:

1 [ e
@(m)zﬁ/e_2ds, x € Ry.

Beweis: siehe z. B. Siraev, I, § 6.
Der Beweis stiitzt sich im Wesentlichen auf die Stirling’sche Formel der Ap-
proximation von Fakultdten n!.

Der lokale Grenzwertsatz von Moivre-Laplace wird héufig benutzt, um Wahr-

scheinlichkeiten der Form P(k < S, < [) nidherungsweise zu bestimmen. Es
gilt ndmlich wegen S = % die Beziehung

2} Bn (), An

k 2 k 2 A A

/ ©n(s)ds ~ / o(s)ds = CI)(xl(")+ 2”) @((x,i") n) (11.2a)
(") An (m)_ An

Analog erhélt man

P(k<S, <)~ c1><a;§”> ——> — (" ——) (11.2b)
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Pk <S8, <)~ @(xl(n)—i-%) —q><x,§m>+%> (11.2¢)
Pk <S, <)~ q><x§">+%)—<b(x§j>—%). (11.2d)

Héufig trifft man auf die folgenden etwas ungenaueren Approximationen, die
wir als ”grobe Approximation” bezeichnen wollen, im Gegensatz zu der vor-
hergehenden ”feinen Approximation”.

P(k < (<) < (<)1) = ®(a{") — d(2}"),

wobei auf der linken Seite jeweils entweder < oder < steht. Sie liefert fiir grofie-
res n ebenfalls brauchbare Werte.

Beispiel 11.2 16-maliges Werfen einer reguldaren Miinze. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens sechs und hochstens zehnmal die Zahl
oben liegt?

k=6,l=10, np=8,npg =4

1. Exaktes Resultat:

o< s =p(g) ea(7) - ()

0,244 + 0,349+ 0,196 = 0,789

2. 7Grobe” Approximation:

P(6<S85<10) = P(—1< Si;<1)~

D(1) — ®(—1) = 2d(1) — 1 = 0, 6826
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3. ”"Feine” Approximation:

1 1
P(63816§10)=P(—1—1gsggHZ)z

®(1,25) — (—1,25) = 20(1,25) — 1 = 20,8944 — 1 = 0, 788.

Die Approximation ist nicht so gut fiir p # % Man berechne sie fiir n = 16,p =
0,2.

11.2 Der zentrale Grenzwertsatz von Feller-
Lévy
Voraussetzung 11.3 Es seien (X,,,n > 1) eine Folge unabhéngiger, identisch

verteilter Zufallsgrofen mit o2 := D?X; € (0,00) und S, := Z X.
k=1

Insbesondere gilt
ES, =nEX,, DS, = no? (11.3)

Das Gesetz der grofien Zahlen besagt, dass die arithmetischen Mittel M,, = %Sn
P-fast sicher gegen FX; konvergieren. Insbesondere streben im vorliegenden
Fall auch die Streuungen D?M,, = % gegen Null. Daraus folgt, dass die Ver-
teilungen von M,, gegen die ausgeartete Verteilung, die in FX; konzentriert
ist, konvergieren. Wenn man dagegen S,, zentriert und normiert zu

5 = S, — ES,
D25,

so hat S} den Erwartungswert Null und die Streuung Eins, und zwar fiir jedes
n > 1.

(Standardisierung)

Der folgende Grenzwert stellt fest, dass die Verteilungen der S} gegen die
Standard-Normalverteilung konvergieren.
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Satz 11.4 (Zentraler Grenzwertsatz von Feller-Lévy) Fir die standar-
disierten Zufallsgrofsen S;,n > 1 gilt

lim sup [Pla<S; <b)—(P()—P(a))|=0,(2) (11.4)

=00 _so<a<b<oo

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Der Beweis erfolgt mittels des Faltungs- und des Stetigkeitssatzes fiir charak-
teristische Funktionen, vgl. auch Ubung 12.6.

Die Beweisidee ldsst sich folgendermaflen skizzieren:
o ju( X1t Xn—np
o5 (1) = FeSi — BT _
w
ov/n
w

[mm;ﬁwﬁmfz

o) ] e
e o4/ s u .
X o\vn !

Da nach Voraussetzung EX? < oo gilt, ist die charakteristische Funktion ¢y,
zweimal stetig differenzierbar, und es gilt

Eexp[ ((Xl—u)+...+(Xn—u))}:

2
ox,(v) = 1+ ipv — %Exf +o(v?)

und
2
e =1+1iw — %—i—o(uﬂ)
und man erhélt mit v = #ﬁ bzw. w = —% die Beziehung

2

U IRNEL u?
gosi(u) = [1—%—%0(5)] T:Oe_?, u € R;.

Der Grenzwert ist aber gerade die charakteristische Funktion der Standard-
Normalverteilung. Nun ergibt sich die Aussage des Satzes aus dem Stetigkeits-
satz fiir charakteristische Funktionen und der Tatsache, dass die w-Konvergenz
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von Verteilungsfunktionen F,, gegen eine Verteilungsfunktion F' (siche Bemer-
kunge nach Stetigkeitssatz 9.6) im Falle, dass F stetig ist, gleichméBig erfolgt
(Ubung 11.1).

Der eben angegebene Zentrale Grenzwertsatz ist ein geeignetes Hilfsmittel,
um mit guter Ndherung Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu konnen, die im
Zusammenhang mit arithmetischen Mitteln unabhéngiger, identisch verteilter
Zufallsgrofien stehen.

Wir werden dafiir einige Beispiele angeben. Sie stiitzen sich alle auf folgende
Néherungsgleichung;:

Auf Grund des Zentralen Grenzwertsatzes gilt

Fo:(x) = P(S, <x)=®(x), xehk (11.5)

Wir werden im Folgenden diese Ndherung verwenden, die in Anwendungsfallen
meist fiir nicht allzu groBe n geniigend genau erfiillt ist. (Zur genauen Konver-
genzgeschwindigkeit siehe die Ungleichung 11.4.)

Insbesondere folgen die haufig niitzlichen Formeln:

P(S, < zovn+np) ~&(z), v € Ry, (11.6)
P(S, < ) ch(y_n“> ye R (11.7)
n —= U\/ﬁ ) Y

P<|%—u|>c>%2<1—®<%ﬁ>>, ¢ >0, (11.8)

Sn
P22 — gc) z2q><ﬁ> 1, ¢>0. (11.9)
n g

Die Werte der Standard-Normalverteilungsfunktion ® entnimmt man einer
entsprechenden Tabelle. (Erinnert sei an die Voraussetzung (11.3).
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Im Folgenden geben wir einige Anwendungen dieser Formeln an. Dabei setzen
wir voraus, dass (X,,n > 1) den Voraussetzungen 11.3 des Satzes von Feller-

Lévy geniigt und definieren wie gehabt S, = Z Xk

a)

k=1

Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht das arithmetische Mittel S—n” um
mehr als ¢ vom Erwartungswert p ab?

Antwort: Wegen (11.7) mit der Wahrscheinlichkeit

P15 > o) w20 - a(21)),

Mit welcher Wahrscheinlichkeit tiberdeckt das (zuféllige) Intervall (% -

c, S—Tj + c) den Erwartungswert p?

Antwort: Mit der Wahrscheinlichkeit (siehe (11.8))
P(&—CSMS&—FC) :P(\&—MI §C> =
n n n

(|——u|>c>~2<l>< \/_)—1

Es seien « € (0, 1) und n vorgegeben. Wie grofi muss man ¢ mindestens
wéhlen, damit gilt

Sh,
P(|— — p| > c) < a?
n

Antwort: Wegen (11.7) wahlt man ¢ mindestens so grof}, dass 2(1 —
@(%ﬁ)) < « erfiillt ist. Das bedeutet

C>q 7
L
N
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wobei ¢, das p-Quantil der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Siehe
Definition 3.35 und Aussage 3.38 sowie die Normalverteilungstabelle.

Mit der Wahrscheinlichkeit 1 —« gilt dann fiir die Beziehung ¢ = g1« \/Lﬁ

np—qg -oy/n < Sy <np+qog-o-/n, dh

< <pu+q-

Sn
H—q1-g - ry

=t
[N]])
=

a € (0,1) und ¢ > 0 seien gegeben. Wie grof§ sollte man n mindestens
wéhlen, damit gilt:

Sn
P(|——,u|§c>21—oz
n

Antwort: P(]% —pul < c) =1- P(\i—" — pl > c) ~

1—2(1—@(#))21—04

Also sollte man n mindestens so grofl wihlen, dass

CA/ T [0
c1>( ><1——
o - 2

gilt, d. h.
2

g 2
n > — - qj_a also
c? 2

2

n>ng=|% ¢ +1
- g — 02 ql*% 1]

wobei [z] = max{k > 0|k € N,k < z}, (2 > 0) gesetzt wird.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz von Lévy-Feller
abschétzen zu konnen, ist folgende Ungleichung niitzlich.
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Ungleichung 11.5 von Berry-Essen
Unter den Voraussetzungen des Satzes von Feller-Lévy und der Annahme E|X | <
oo gilt:

E|X) — pf?
aiy/n

mit einer Konstanten C, fiir die (27r)’% < (C <0,8 gilt.

sup |Fg:(z) — ®(x)] < C - (11.10)

: _1 . . :
Die Konvergenzordnung n~2 kann im Allgemeinen nicht verbessert werden.

(Siehe z. B. Siraev (1988), Kap. III, §4.)
Der Spezialfall der Binomialverteilung

Fiir den Fall, dass die (X,,n > 1) ein Bernoullischema mit dem Parameter p
bilden, gilt natiirlich der zentrale Grenzwertsatz von Feller-Lévy und wird aus
historischen Griinden als globaler zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace
bezeichnet.

Mit

S—ZXk,S* S_Zp > 1

gilt also in diesem Fall

lim sup |Pla<S, <b)—(®(b)—P(a))]|=0.

=00 _so<a<b<oo

Eine dhnliche Ungleichung wie die von Berry-Essen (11.9) lautet hier

2, 2
+
sup |Fsx(x) — ®(2)] < prg

11.11
zER1 npq ( )

(vgl. Siraev, Kap. I, §6).



Zentrale Grenzwertsétze 247

Bemerkung 11.6 Als ”Praxiserfahrung” gibt Henze (2006) in seinem Kap.
27 die Faustregel npg > 9 als "fiir praktische Zwecke ausreichend” an.

Ist npg > 9 nicht erfiillt, n aber nicht zu klein, so ist evtl. der Poisson’sche
Grenzwertsatz anwendbar (vgl. Ubung 6.6):

Ist p,, — 0, mit np, — A > 0 so gilt fiir jede £ > 0

/\k:
N
npnp—A

Fir p<1,n> 1 und X := np < 9 kann man mit der Naherung

rechnen.

Zahlenbeispiele 11.7

a) In einem Computerprogramm wird nach jeder Operation auf die j-te

Dezimale gerundet. Rundungsfehler addieren sich, sind unabhéngig und

—10=7, +1077
2 2

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der absolute Rundungs-
fehler im Endresultat grofer als ¢ = 500 - 1077 ist?

gleichverteilt auf [ ] ,n = 10° Operationen werden ausgefiihrt.

Antwort: Hier sind Xj,...,X,, unabhéngig, identisch verteilt, EX; =
0,D2X; = 102

12 -

Auf Grund des Zentralen Grenzwertsatzes von Lévy-Feller ist
S* =8, -v/12- 107 anniihernd Standard-normalverteilt.

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhalten wir

V12 - 500
103

P(]S,| > 500-1077) = P(|S%| > 5

)=
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P(I5;] > V3) ~ 2(1 - B(V3)) =

2(1 —0,9584) = 0, 083.

Will man dagen eine Schranke, die mit Sicherheit gilt, rechnet man mit
dem ungiinstigsten Fall, dass alle Fehler gleiches Vorzeichen haben und
sich summieren. Dann kann man nur sagen, dass mit Sicherheit

106—7 106—7
S, € [ - , ]
2 + 2

gilt. Das sind Schranken, die weit grofler als die vorher bestimmten sind.

Ein regulérer Spielwiirfel wird 1000mal unabhéngig voneinander gewor-
fen. Der Erwartungswert der Augensumme betriagt 3500. In welchem
(moglichst kleinem) Intervall [3500 — ¢, 3500 + ¢| wird die Augensumme
mit der Wahrscheinlichkeit 0,95(0,99 bzw. Eins) liegen?

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit

c c
P(|S1000 — 3500| < ¢) = P(|STo00] £ —=) = 29 -1
(|S1000 | <o) (IS7000l < U\/l—og) (0\/1—03)

soll gleich 0,95 sein. (0% = Streuung der Augenzahl eines Wurfes =
2,917.)

Daraus folgt 2@(0\/‘31@) —1=20,95also Q(T(ﬁ) = 0,975 und

C = 92, 23 - qdo,975 = 180, 8

Fiir 0,99 an Stelle 0,95 ergibt sich ¢ = 237,5

und fiir 1 an Stelle 0,95 erhalten wir ¢ = 2500.
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c¢) Wie oft muss man einen Punkt rein zuféllig aus dem Einheitsquadrat
auswéahlen, um mit der in Abschnitt 10.4.1 beschriebenen Methode die
Zahl 7 mit einer approximativen Wahrscheinlichkeit von 0,95 auf m Stel-
len genau zu bestimmen?

Antwort: Mit o = 0, 05 gilt

qig ’ %(1 - %)
o= [ 10-2m ]

no = 0,65 - 10>™.

11.3 Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-
Feller

Es seien im Weiteren (X,,,n > 1) eine Folge unabhéngiger, aber nicht notwen-

dig identisch verteilter Zufallsgrofien, S,, := ZXk‘ Die Verteilungsfunktion

k=1
von X, werde mit F;, bezeichnet.

Problem: Unter welchen Bedingungen gibt es Zahlenfolgen (a,) und (b,) mit
b, > 0, so dass die Verteilungen von S"b;n“” schwach (d. h. in Verteilung) gegen
die Normalverteilung konvergieren?

Ohne weitere Voraussetzungen kann man Konvergenz gegen die Normalvertei-
lung nicht erwarten.

Beispiel 11.8 Alle X, seien Cauchyverteilt mit dem Parameter a. Dann ist
auch % Cauchyverteilt mit dem Parameter a. (Beweis mittels charakteristi-
scher Funktionen.) Das heifit fiir a, = 0 und b,, = n erhalten wir die Konver-
genz von S”b;n“" fiir n — oo, aber nicht gegen die Normalverteilung.

Eine wesentliche Rolle bei der Losung des oben gestellten Problems spielt der
folgende Begriff.
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Definition 11.9 Man sagt, die Folge (X,) erfillt die Lindeberg-Bedingung
(L), falls gilt D*X,, < co,n > 1 und falls

n

|z—EX}|*F(dz) =0 Ve > 0. (L)

kzl{z:|x—EXk|Z€Un}

Dabei werde o,, = /D?S,, gesetzt.

Falls die Lindeberg-Bedingung (L) gilt, so folgt

D*X
lim max ) (F)

n—oo 1<k<n DQSn

Die Eigenschaft (F') wird auch als Feller-Bedingung bezeichnet.

Beweis: Es gilt

DXy < 5, 1
D28, D23,

Daraus folgt fiir jedes € > 0.

E [(Xk - EXk)Qﬂ{IXrEXuzwn}} :

DX, 1 < )
5%, s, =7 T s, ; [P =~ BXf L xiszemn |

Aus (L) folgt nunmehr (F'). O
Die Feller-Bedingung besagt anschaulich, dass jede der Streuungen D?X},, k =
1,...,n, fiir groBe n verschwindend klein ist im Vergleich zur Streuung DS,

der Summe X; + X5 +... + X,,.

Aus der Feller-Eigenschaft (F') ergibt sich eine weitere Eigenschaft der Folge

(X,), die man als ” Asymptotische Kleinheit der X, := X’“;—nEX’“” bezeichnet:
X, — FEX
lim max P(”—’“' > e> =0. (AK)
n—oo 1<k<n On

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (F') mittels der Tschebyschev’schen
Ungleichung;:
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Xy —EX D*X
P(M>e>< b , k=1,...,n.

o o2 . g2

Nunmehr haben wir alle Begriffe, um folgenden Satz zu formulieren.

Satz 11.10 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller) FEs sei (X,,,n >
1) eine Folge unabhingiger Zufallsgréfen iiber (Q,2A, P) mit 0 < D*X,, < oo.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Die X = 225 |k = 1,... n;n > 1 mit 02 = DS, sind asympto-

tisch klein im Sinne von (AK) und es gilt

S, — ES,
VD2S,

b) Die Lindeberg-Bedingung (L) gilt.

lim sup |P (a <

N—=0 _so<a<b<oo

<b) — (2(b) - (a))] =0,

Beweis: Siraev, (1988), Kap. III, 4.
Beispiele 11.11
a) (X,) unabhingig, EX,, = EX; = m, D*X,, = D*X; = 02 € (0,00).

Dann ist die Lindeberg-Bedingung erfiillt, denn es gilt

1 n
;Z / |z —m[*dFy(z) =
no1

{z|lz—m|>0n-c}

— / |z — m|*dFi(z) — 0
{zllz—m|>v/noe}

wegen PX1({z||x —m| > \/noe}) < 2K — 0

n—oo
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b) Fiir ein 6 > 0 sei die folgende Ljapunov-Bedingung erfiillt:

1
246
On

n—oo

> E[X—my " — 0 (Ljap).
1

Dann gilt die Lindeberg-Bedingung (L).

Beweis: Fiir jedes € > 0 haben wir

X — mag |2 —/|x—mk|2+5dFk(x) >

Ry

> |z — mg PP dF(z) > %0 |z — my|*dFy(z)
{zlle—mg|>eon} {zlle—my|>eon}

n

1
= / (= mp)2dFy(z) <
1 {z||z—my|>eon}

1 n
E 2445
n k=1

(Xe—EXy)
1

VD23,
— N(0,1), wo weder (L) gilt noch Asymptotische Kleinheit (AK) vorliegt:

WM:

Es gibt Folgen (X,,) unabhéngiger Zufallsgrofien mit S =

Die Zufallsgrofien (X,,,n > 1) seien unabhéngig und normalverteilt mit
EX,=0, D?X,=1,D?X,=2"%n>2.

Dann ist die Streuung D2S,, von S,, = ZX’“ gleich E:DQX;€ = 2"! Wir

. _ k=1 k=1
setzen wie iiblich

1 n
St=——_S"Xx,,
n \/DzSn; F

n > 1.
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Die Folge (X,,,n > 1) geniigt nicht der Lindeberg-Bedingung, da insbesondere
die Fellereigenschaft (F) nicht gilt:

D%*X,, 2k=2 ]
m = = —
k:ﬁ.).{,n D2S, k:l?.).{,n on—1 2
Auflerdem sind die X, := \/g—%sn; k=1,...,n;n > 1 nicht asymptotisch

klein im Sinne von (AK), da fiir alle € > 0 und n > 1 die Gleichung

| X | X
maxP( >5):P< >€>:21—<I>€)>O
= (1-(e)
erfiillt ist.

Andererseits gentigt (X,,n > 1) trivialerweise dem zentralen Grenzwertsatz:

Sy ist fiir jedes n > 1 Standard-normalverteilt.



