


Kapitel 12

Elemente der Mathematischen
Statistik

Beim Umgang mit zufélligen Erscheinungen ist es oft von Interesse, die Vertei-
lungsfunktion F'x gewisser Zufallsgroflen X zu kennen. Daraus lassen sich Er-
wartungswert, Streuung, aber auch Wahrscheinlichkeiten der Form P(X > ¢)
berechnen. Diese Verteilungsfunktion ist in vielen Féllen jedoch nicht be-
kannt. Beispielsweise sind fiir ein Versicherungsunternehmen, das die Haft-
pflicht fiir Autofahrer versichert, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl
der Unfille pro Jahr und Versicherungsnehmer oder die Verteilung der Scha-
densumme pro Jahr und Versicherungsbestand Grundlagen fiir die Berechnung
der Versicherungspramie, die jeder Versicherungsnehmer im Jahr zu bezahlen
hat.

Bekannt sind in vielen Féllen jedoch Daten, die Auskunft {iber die unbekannte
Verteilungsfunktionen geben kénnen. So verfiigen Versicherungsunternehmen
iiber umfangreiche Datensammlungen zeitlich zuriick liegender Schadensfille.
Sie betreffen sowohl Schadenshéufigkeiten in einem Versicherungsbestand als
auch Schadenshohen.

In der klassischen Statistik geht man meist davon aus, dass der zugrunde lie-
gende Datensatz die mehrfache voneinander unabhéingige Realisierung einer
ZufallsgroBe X mit einer Verteilungsfunktion F'x ist, er bildet eine sogenannte
”Stichprobe”. Die Mathematische Statistik konstruiert und bewertet Verfah-
ren, um aus Stichproben Riickschliisse auf F'x oder Kenngroflen von Fy zu
ziehen.

Zentrale Fragestellungen sind dabei das Schitzen von Parametern der zugrun-
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de liegenden Verteilung und das Testen von Hypothesen iiber diese Parameter.

Eine prinzipielle Moglichkeit, wie man zu der Verteilungsfunktion F'x kommt,
eroffnet der folgende Hauptsatz der Mathematischen Statistik. Er besagt, dass
man F'x auf der Grundlage von Stichproben prinzipiell beliebig genau bestim-
men kann.

12.1 Der Hauptsatz der mathematischen Sta-
tistik

Es seien F eine Verteilungsfunktion auf R; und X = (X1,...,X,) eine
Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgroflen iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,%, P) mit der Verteilungsfunktion F:

F(Q}):P<Xk§l'), .TERl, kzl,...,n.

Definition 12.1 Man bezeichnet X™ mit diesen Eigenschaften auch als ma-
thematische Stichprobe vom Umfang n aus einer nach F verteilten Grundge-
samtheit. Realisiert man die Zufallsgroffen Xp, k = 1,...,n, so erhdlt man
eine konkrete Stichprobe *™ := (xy,...,x,) vom Umfang n aus einer nach F
verteilten Grundgesamtheit.

Beispiel 12.2 Es sei X™ = (X, X,,...,X,) ein Bernoullischema BS,(p)
mit p € (0, 1). Der konkrete Wert von p sei unbekannt. Dann ist X im obigen
Sinne eine mathematische Stichprobe aus einer zweipunktverteilten Grundge-
samtheit mit den moglichen Werten 1 und 0 und den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten p bzw. 1 — p. Jede Realisierung ™ von X zum Beispiel
firn=>5

2®) =(0,1,1,0,1),

ist eine konkrete Stichprobe aus der erwihnten Grundgesamtheit.

Wir verbinden nun mit jeder Stichprobe eine neue Verteilungsfunktion.
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Wir definieren

. 1 <&
oz X™) = - D Tcoom(Xi), z€ R (12.1)

Die Funktion F,(-) (das Argument X wird meist weggelassen) ist eine vom
Zufall abhingige Verteilungsfunktion, die sogenannte "empirische Verteilungs-
funktion der mathematischen Stichprobe X™ = (X1,..., X,)".

Da zu jeder Verteilungsfunktion F’ auf Ry ein Wahrscheinlichkeitsma8l Qp auf
B, gehort, das F' als seine Verteilungsfunktion besitzt, ist das auch fiir F,, der

Fall. Q) ist ein vom Zufall abhéingiges diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl und
ordnet jedem Punkt {X;(w)},7=1,...,n, die Wahrscheinlichkeit

Qu, (X)) = 5 x # {4 € (1.2} mit X,() = Xi(w)}

zu.

Setzt man in (12.1) anstelle X eine Realisierung (™, also eine konkrete
Stichprobe, ein, so erhélt man eine nichtzuféllige Verteilungsfunktion

Ey (2™ = Z]l —eon](Ti), T € Ry, (12.2)

Die dazu gehorende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die diskrete gleichméfige
Verteilung @ auf den Zahlen {zy, ..., z,} mit

Qr ({n}) = % K #{ {1, n} a5 = ap).

Fiir festes ¢ € Ry ist ﬁn(:c, X ™) die (zufillige) relative Haufigkeit, mit der die
{Xy <z}, k=1,... n eintreten. Es gilt

=23 P <o) = Fl@)

D2 (o) - F@L=F()
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Aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen folgt fiir jedes x € R
lim F,(z) = F(x) P — fs.

Dariiber hinaus gilt der

Satz 12.3 (Hauptsatz der mathematischen Statistik)

Es seien I eine Verteilungsfunktion auf Ry und X™ = (X1, Xy, ..., X,) eine
mathematische Stichprobe aus einer nach F verteilten Grundgesamtheit. X ™
sei definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P).

Fiir die Zufallsgrofien D,,n > 1, definiert durch

D, := sup |F,(z) — F(x)|, (12.3)
TERy
gilt
lim D, =0 P—fs. (12.4)

Beweis: Es seien N und j natiirliche Zahlen mit 0 < 7 < N,
zjn = inf{z: F(z) > %},xo,N = —00, inf ) := oo.
Ist y < z;n, so folgt F(y) < %,
und es gilt (wegen der Rechtsstetigkeit von F)
F(x;n—0) < % < F(z;n).
Daraus ergibt sich fiir 0 < j < N.

J+1

1
T S F(xj,N) + = (12.5)

F(zjn—0) < N

Ist nun « € [z, N, T;+1,.n5), SO erhalten wir wegen (12.5) und
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F(z) < F(xj41 8 — 0) die Ungleichung

A 1 . .
Fulwjn) = Flzjn) = 7 < Fale) = F(2) < Fa(wjny = 0) = Flajw) <
. 1
Fo(zjsin —0) — F(zjyany —0) + N P— fs.
N-1
Daraus ergibt sich fiir allez € |J [zjn, 2j41,8) = [-00, 2n,n) und alle z mit >
i=0

IN,N

|Fu(x) = F(2)] < Ogljfgﬂpn(ffjw) — Fa; )|, [Fu(2jia,n —0) = Flwj41 8 — 0)[}

1
+N P—f.S.

Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgen fiir jedes j mit 0 < j <
N die Gleichungen lim F,(z;n) = F(z;y) und lim F, (x4 n —0)
= F(zj41 v —0) P-fast sicher.

Deshalb gilt:

D, = sup |F,(z) — F(z)] — 0 P — fast sicher.

rERy n—00

O

Der Hauptsatz der mathematischen Statistik ist von grundlegender Bedeu-
tung fiir die praktische Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie. Er besagt,
dass man eine unbekannte Verteilungsfunktion F' grundséatzlich beliebig genau
bestimmen kann, wenn man sich eine hinreichend grofie konkrete Stichprobe
2™ = (21,...,x,) aus einer nach F verteilten Grundgesamtheit verschafft und

R 1 —
Fn(a:) = E Z ]1(_00’2;](37]@), r € Ry
k=1
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als Néherung fiir F'(-) verwendet.

Als eine Verfeinerung des Hauptsatzes im Falle, dass F' stetig ist, geben wir
noch folgende Aussage an.

Aussage 12.4 Ist I stetig, so gilt

lim P(v/nD, <z)=K(z), r€R

n—oo
mat

0 <0

K(z) = Z (=D)F 27”2 > 0.

k=—oc0

(K (-) ist die Verteilungsfunktion der sogenannten Kolmogorov-Smirnov-
Verteilunyg.)

Zum Beweis sei auf Winkler (1983) verwiesen. Fiir groie n und fiir alle y > 0
kann man also P(D,, < y) annéhernd durch K (y/ny) ersetzen:

P(D, < y) ~ K(Vny).
Wir haben gesehen, dass man prinzipiell auf der Grundlage von Stichproben
die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsgrofie X beliebig genau bestimmen
kann. In praktischen Féllen wird dieses Verfahren jedoch selten angewandt.
Vielfach hat man ndmlich Vorabinformationen iiber Fy in dem Sinne, dass
man weifl, dass F'x zu einer gewissen Klasse von Verteilungsfunktionen gehort.
Zum Beispiel konnte aus inhaltlichen Griinden unter Verwendung eines zen-
tralen Grenzwertsatzes geschlossen werden, dass F'x die Verteilungsfunktion
einer Normalverteilung ist. Dann wiiren nur noch die Parameter p und o2 zu
bestimmen. Oder bei der Anzahl der Schéiden, die ein Versicherungsnehmer
pro Jahr verursacht, scheint in erster Naherung eine Poissonverteilung geeig-
net zu sein (Begriindung?). Dann wiére nur noch ihr Parameter A unbekannt.
In vielen Fillen interessiert man sich auch nur fiir gewisse Kenngréflen der
Verteilung, zum Beispiel fiir den Erwartungswert und/oder fiir die Streuung.

Die Konstruktion und Beurteilung von Verfahren zur ndherungsweisen Bestim-
mung von unbekannten Parametern auf der Grundlage von Stichproben ist
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Aufgabe der sogenannten statistischen Schétztheorie, aus der wir im folgenden
Abschnitt einige grundlegende Begriffe und Aussagen kennen lernen.

12.2 Statistische Schitzungen

12.2.1 Definitionen

Definition 12.5 FEs sei B = (Py, v € ©), © C Ry, k > 1, eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (2,24). Dann heifit (2,2, B) ein statisti-
sches Modell.

Fir © wihlt man irgendeine nichtleere Menge, meist eine offene oder ab-
geschlossene Menge. Angenommen, X ist eine reellwertige Zufallsgrofie iiber
(€2,20) und Py die zu X gehérende Verteilung unter Py:

PX(B):=Py(X € B), BeB;, Ue€o.

Offenbar ist dann (Ry, B, BY) mit PX = (P, 9 € O) ebenfalls ein statisti-
sches Modell. Den Erwartungswert von X oder irgendeiner anderen Zufalls-
grofle Y beziiglich der Verteilung Py bezeichnen wir mit FyX bzw. EyY .

Anschaulicher Hintergrund: Wir nehmen an, dass die Verteilung von X zu %
gehort, kennen aber den wahren Wert 9y des Parameters ¢ nicht.

Es sei X = (X1, X5, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer nach
Py, v € O, verteilten Grundgesamtheit.

Aufgabe: Man konstruiere auf der Grundlage einer Stichprobe eine Schétzung
fiir den wahren Wert 9.

Héufig ist man gar nicht an 9 selbst, sondern an einer gewissen Funktion
von ¥ interessiert, zum Beispiel am Erwartungswert % einer Exp(\)-verteilten
Zufallsgrofe.

Wir formulieren den Begriff der Schiatzung deshalb zunéchst einmal sehr all-
gemein. Auf Giitekriterien fiir Schédtzungen gehen wir anschlielend ein.

Definition 12.6 Es seien g und G Borelmessbare Funktionen von © bzw. von
R, in R,,. Uberdies sei 9 € ©. Dann heifit G, (X, ..., X,) eine Schitzung fiir
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g9(0). .
Durch Einsatz einer konkreten Stichprobe (™ = (1, ...,2,) in G, erhdlt man
einen Schatzwert G,,(xq, xa, ..., x,) fiir g(I).

Beispiel 12.7 Essei X eine Zufallsgrofle mit den moglichen Werten 1,2,... N
mit

1
Py(X =k) =5 k=12....N.

Der Parameter N sei unbekannt. Als Schiatzung fiir N auf der Grundlage von
XM = (Xy,...,X,) hat man zum Beispiel

12.2.2 Giiteeigenschaften von Schitzungen
Wir verwenden die Terminologie des vorangegangenen Abschnittes.
Im Allgemeinen gibt es viele Schitzungen G, (X1, ..., X,) fiir g(9). Bei der

Frage, welche Kriterien man bei der Auswahl anlegen sollte, bietet sich zual-
lererst die Eigenschaft der Erwartungstreue an.

Definition 12.8 Die Schitzung én(Xl, ooy X)) fir g(9) heif$t erwartungs-
treu, falls gilt

EyGo(X1,...,X,) = g(0) fir alle ¥ € ©.
Ist én(X(")) irgendeine Schdtzung fir g(9),9 € ©, so nennt man die Funktion

EyGo(X™) —g(9), Y€

die Verzerrung der Schdtzung, ihren systematischen Fehler oder thren Bias.
Eine erwartungstreue Schdtzung heifst auch unverzerrt oder unbiased.
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Erwartungstreue Schiatzungen haben die Figenschaft, dass sich ihre Werte bei
héufiger (unabhéngiger) Wiederholung der Schéitzung um den Erwartungswert,
also ¢g(0), gruppieren (Gesetz der grofien Zahlen). Man kann also ein gewis-
ses Vertrauen haben, dass die entsprechenden Schétzwerte in der Nédhe des zu
schiatzenden Wertes g(1J) liegen.

Beispiele 12.9

1. Der Erwartungswert p(v) := EyX; sel unbekannt. Dann ist fiir jeden

Vektor a = (ay,...,a,) mit ay >0,k =1,...,n, und Zakzl
k=1

die Schétzung

ﬂ(a) (X(n)) = Z ar Xy
k=1

eine erwartungstreue Schitzung fiir p(19).
Spezialfille sind fi, == 1Y " X, und fiy == X;.
k=1

n

. n 1 .
GAUX™) = 37X — ju)?
k=1

ist keine erwartungstreue Schiitzung fiir 02(9) = D3X].
Es gilt ndmlich Ey62(X™) = 2=Lo%(9).

Thr Bias ist

-1
Eya2(X™) - o?(0) = o2 — o2 = - L
n n

Die Streuung o2 wird also bei hdufiger Schitzung durch 62 systematisch
unterschatzt. Dagegen ist
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1 n
72X ™) = > (Xi = i)’
7, (X)) ”—1k:1( k= fin)

eine erwartungstreue Schitzung fiir o2.

Wie wir am Beispiel 12.9(1) gesehen haben, gibt es mitunter mehrere erwar-
tungstreue Schéitzungen fiir g(¢J). Um unter ihnen eine Auswahl zu treffen,
fithren wir ein weiteres Giitekriterium ein.

Definition 12.10 Sind CAT‘(X(TAL)) und G*(X ™) zwei erwartungstreue Schiitzun-
gen fiir g(9),9 € O, so heifit G(X™) besser als G*(X™), falls

DIG(X™) < D2G*(X™) fiir alle ¥ € © (12.6)

gilt. G(X,,) heift beste erwartungstreue Schitzung fir ¢(9),9 € ©, oder er-
wartungstreue Schitzung mit minimaler Streuung, falls (6) fir jede erwar-
tungstreue Schéitzung G*(X™) fiir g(49),9 € O, gilt.

Beispiel 12.11 (Fortsetzung des Beispiels 12.9(1)):

Es gilt D3(fua)(X™) = o?(0) Z a2, und dieser Ausdruck wird minimal (un-
k=1

ter der Nebenbedingung aj > O,Zak = 1) fir a,, = %

Mittel fi,(X™) ist also unter allen gewichteten Mitteln fiq)(X™) die beste

erwartungstreue Schétzung fir p(19).

. Das arithmetische

Die Definition bester erwartungstreuer Schétzungen wirft die Frage auf nach
der Existenz solcher Schétzungen und gegebenenfalls nach der Grofle ihrer
Streuung.

Ein Ergebnis in dieser Richtung ist die sogenannte Ungleichung von Cramer-
Rao. Bevor wir auf sie eingehen, stellen wir noch einige Begriffe bereit.

Die Likelihoodfunktion

Es sei X™ = (X1, X5, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer nach
P, 9 € O, verteilten Grundgesamtheit, wobei X eine reellwertige Zufallsgréie
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ist. Die Verteilung ng ™ ist also fiir jedes ¥ € O eine Verteilung auf (R, B,,)
mit

PEY(Byx ... x By) =[] P¥(BY), Bu....Bye By (127)
k=1

Um die sogenannte Likelihoodfunktion definieren zu kénnen, unterscheiden wir
zwei Fille.

1. Fall: X besitzt fiir alle € © eine Dichte fy(-) beziiglich des Lebesguemafles.

In diesem Fall setzen wir

LYW, 2) = fy(zx), Y €O,z €R,.
Es gilt nach Definition der Dichte

PX(B) = /Lx(ﬁ,x)daﬁ, Y €0,Bc B
B

2. Fall: X sei diskret verteilt unter Py mit den mdoglichen Werten ax, k € Ny,
die nicht von ¢ abhéingen. In diesem Fall sei

LX(9,az) == Py(X = a), k € No.

Es gilt dann

PYB) =Y L (W, a)

Offenbar gilt in beiden Féllen

LX(¥,) > 0 und

Py ({x: L*(0,r) = 0}) = 0. (12.8)

Ist H im ersten Fall eine messbare nichtnegative Funktion auf R, so gilt
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EyH(X) = /H(x)ng(dx) = /H(:c)LX(ﬁ, r)dz, (12.9)
R1 Rl
und ist H im zweiten Fall eine nichtnegative Funktion auf A, so haben wir

EyH(X) =Y H(ap)ps(ar) = > H(ar)L* (¥, ax). (12.10)

ap€A ap€A

Definition 12.12 Wir setzen voraus, es liegt der 1. oder 2. der eben ein-
gefiihrten Fille vor.

Fiir jedes 2™ = (1, 2y, ...,2,) € R, heisst die Funktion

9 — Ly(0;2™) = [[ LY (0, 21), 0 € ©,
k=1
Likelihoodfunktion des statistischen Modells

PX = (P, 9 € O) (bei gegebener konkreter Stichprobe z(™ ).

Bemerkung 12.13 Mit Hilfe der Likelihoodfunktion kann man die gemeinsa-
me Verteilung von X™ = (X, X5, ..., X,) ausdriicken (beachte die Schreib-
weise 1™ = (21, 29,...,7,)):

B1 Bn
im ersten Fall und
wleA Tn€A

im zweiten Fall.

Offenbar gilt im ersten Fall fiir alle nichtnegativen messbaren H
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E,gH(X(“)):/m H(z™) L, (0, 2")dxy ..., dx,
Rn

und im zweiten Fall fiir alle nichtnegativen Funktionen H
EyH(X™)= " H(a™)L,(,2™).

(M) An

Beispiele 12.14
a) Essei X ~ N(u,0?). Dann gilt mit ¥ = (u,0*)T € Ry x R, =: ©
1 n

Ln(0;2) = =
( ) (2mo?)2
2\—2 1 - 2 % n’:u2 -2 _(n)
(09) Qexp[—ﬁ Tp+ = l’k—ﬁ](QTr) 2, 2™ e R,
k=1 =

b) Es sei X ~ Bin (m,p). Dann ist mit ¥ =p € (0,1) = ©
m ; —
EJe-or

Aussage 12.15 (Cramer-Rao-Ungleichung) FEs sei vorausgesetzt:

a) Die Likelihoodfunktion ¥ — L, (0, 2™) ist fir jedes (™) differenzierbar
beziiglich ¥, grad InL, (9, X™) ist ein zentrierter zufilliger Vektor und

oy 09y OV,

alle seine zweiten Momente bez. Py sind endlich (9 € © C Ry).

(grad = grady = (
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b) Fiir jede reellwertige Borelmessbare Funktion h mit Eg|h(X™))? < oo
gilt 1m ersten Fall

gmd/Ln(ﬁ;x(”))h(x("))d:c(") :/ grad Ly, (9, z™)h(z™)dz™

R, Ry
und wm zweiten Fall
grad Z L (9, 2 (™) pg (™) = Z gradLy, (0, z™)h(z™).
z(n)cAn z(n) e An

c) Die Matriz 1,(v), definiert durch

0
0V,

InL, (9, X™) . %ann(ﬁ, X(”))>
J

(In(9))1<ij<k = Eﬁ(

1<i,j<k

ist invertierbar fiir jedes v € O.

(Es gilt I,(9) = Ey(gradin L,(9, X™)grad”in L,(9; X™)).)

Dann gilt fiir jede reellwertige Zufallsgrofe Y der FormY = h(Xq, Xa, ..., X,,)

Ey(Y — EyY)? > (grad EyY) [1,(9)] ' (grad EgY).

Ist insbesondere Y eine erwartungstreue Schitzung fir g(¢), so gilt

Ey(Y — EgY)? > (grad g(0))"[L,(9)] " (grad g(¥))

und fir k =1 erhalten wir:

DY >

Definition 12.16 Die Matriz (V) heifit Fisher’sche Informationsmatriz.
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Sie ist nichtnegativ definit, da sie die Kovarianzmatrix des Vektors grad InL, (0, X ™)
ist.

Die Matrix I,,(¢) ldsst sich durch [;(J) ausdriicken.
Es gilt ndmlich wegen

InLy, (9, X™) =" InL* (9, X;)

k=1

die Beziehung

O InLX (0, X) - ilan(ﬁ,XlD -

e o, a0,
"9 9
19(;{:1 aﬁjl" W, ’“>aq9j nL= (9, ’“)>

= n(L(9))i;-

Beweis der Aussage 12.15: (Anstelle L,, schreiben wir hier auch kurz L.) Wir
beschréanken uns auf den ersten Fall. Der zweite wird vollig analog bewiesen.
Aus der Voraussetzung b) folgt fir h = 1, dass

/ grad L9, z™)dz™ =0
Rn

und damit haben wir

d L(9, X™
grad L(Y, )]_0

Ey [grad lnL(ﬁ,X("))} = Eﬂ|: L(9, X ()

Weiterhin folgt damit aus b), falls / h2(2™)dz™ < oo gilt,

Ry

grad Eyh(X™) = grad /L(ﬁ,x("))h(x(”))dx(”) =

Ry

Ey [grad InL(9, X™) . h(X(”))} =
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Ey|grad InL(9, X™)(R(X™) — Eyh(X (”)))] :

Es sei nun u € R*\ {0}. Dann gilt (< -, - > bezeichnet das Skalarprodukt):

< u, grad Egh(X™) >=

Ey[< u, grad InL(9, X™) > (W(X™) — Eyh(X™))].
Mittels der Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich

Ey(h(X™) — E;h(X))* >

< u, grad Egh(X ™) >2
Ey[< u, grad InL(9) >?]

fir alle u € Ry \ {0}. Wir bestimmen den maximalen Wert der rechten Seite
dieser Ungleichung fiir u € Ry \ {0}.

Es sei ¥ € © fest gewéhlt und v so normiert, dass gilt

< u, grad Egh(X™) >=1.

Man beachte in der Schreibweise des Skalarproduktes < u,v >= u’v):

<, grad InL(¥) >?= (u’ grad InL(¥9))* =

(u” grad InL(9)((grad L(9)) u).
Somit gilt

Ey < u, grad InL(9) >*= v’ I,(9)u.

Wir definieren:

v = grad Esh(X™)
und haben folglich die quadratische Form

u' I,(9)u
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unter der Nebenbedingung < u, v >= 1 zu minimieren.

Mittels der Methode des Lagrange’schen Multiplikators folgt als notwendige
Bedingung

21,(0)u = Av.

Nach Voraussetzung c) ergeben sich < w,v >= 1 und v = 3 I;! (J)v als
notwendige Bedingungen. Daraus folgt

l=<u,v>= %VT[_l(ﬁ)l/ und

n

)\2

ul' I, (0)u = ZuTlgl(ﬁ)I(ﬁ)Igl(ﬁ)y =
PLI 1
ZV In (19)1/ = W

Somit ergibt sich fiir diese Wahl von «

Ey(h(X™) — Egh(X™)2 > (grad Egh(X™)TI71(9)(grad Egh(X™))).

O

Definition 12.17 Jede erwartungstreue Schitzung G’n(Xén)) fir g(9), fir die
D(Qﬁ)@n(X,sn)) gleich der unteren Schranke in der Cramer-Rao-Ungleichung ist,
heifit eine effiziente Schitzung fir g(v),9 € ©.

Effiziente Schéitzungen sind offenbar beste erwartungstreue Schétzungen. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 12.18 (Effiziente Schitzung) Ist X eine Zufallsgroe mit P, (X =
1) =p,P(X =0) =1—-p=¢q,p € (0,1) unbekannt, und ist X™ eine
mathematische Stichprobe aus einer wie X verteilten Grundgesamtheit, so gilt

Ln(ﬁ;x(”)) =prmgnre W — (g ,xp) € {0,1}",
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und folglich ist

InL,( lelnp + (n— Zﬂfl)ln(l -p) =

Splnp + (n — s,)In(1 — p), mit s, = le

Daraus folgt

Ep(d%mnww)z = gy = ), ) = (=)

Setzen wir g(p) = p, so erhalten wir mit S, = >  X; fiir die erwartungstreue
i=1
Schitzung p, (X ™) := 2= fiir den Parameter p die Streuung:

p2(my LD

n n

Also ist % eine effiziente Schétzung fiir p.

Die gleichfalls erwartungstreue Schétzung @n(X (M) = X fiir p zum Beispiel
hat dagegen eine wesentlich grofiere Streuung, namlich p(1 — p).

12.2.3 Konstruktion von Schitzungen

Wir haben bisher Eigenschaften von Schiatzungen angegeben und einige plau-
sible Schétzungen kennen gelernt. Im Folgenden gehen wir auf zwei Methoden
ein, Schiatzungen zu konstruieren, die Momentenmethode und die Mazimum-
Likelihood-Methode. Keine dieser Methoden liefert universell beste Losungen.
Die mit ihrer Hilfe konstruierten Schéatzungen miissen individuell auf ihre Ei-
genschaften untersucht werden. Einige allgemeine Aussagen lassen sich jedoch
treffen.

1. Momentenmethode
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Es sei (2,2, (Py,V € ©)) ein statistisches Modell und X eine reellwertige
ZufallsgroBe iiber (Q,20). Fiir ein k& > 1 gelte Ey| X|* < 00,9 € ©.
Wir setzen () := EyX!, 1<1<k9¢€0O.

Dann ist, falls X™ = (Xi,...,X,,) eine mathematische Stichprobe aus
einer nach Py verteilten Grundgesamtheit bildet, fi,(X ™) : ZX !

eine Schitzung fiir y;(¢). Das Prinzip besteht also darin, zur Schatzung
des I-ten Momentes () der ZufallsgroBe X bez. der Verteilung Py das
[-te Moment der empirischen Verteilungsfunktion der mathematischen
Stichprobe X ™ zu verwenden.

Diese Methode ldsst sich auch zur Konstruktion von Schétzungen fiir
Groflen der Form

Q(Ml(ﬁ% s 7:“?”'1(79))

ausnutzen, wobei g irgendeine stetige Funktion auf Ry ist. Man wahlt in
diesem Fall

Ga(X™) = g(@u(X™) . i (X))

als Schétzung fir g(pi (), ..., wn(9¥)). Dieses Vorgehen zur Konstrukti-
on von Schitzungen bezeichnet man als Momentenmethode.

Diese Methode der Gewinnung von Schétzungen bezieht ihre Rechtferti-
gung aus der Giiltigkeit des starken Gesetzes der groflen Zahlen. Es gilt
namlich Py — f.s.

lim f;(X™) = lim _ZXk By X' = (9),9 € © (12.11)
k=1
und

lim g(jin (X)), ... i (X)) = g1 (D), ..., (D)), 0 € O, (12.11')
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Man geht also bei groem Stichprobenumfang davon aus, dass ji;(X ™)
in der Nihe von 1;(1) liegt, wobei 9 der wahre Parameter ist.

Die Eigenschaft (12.11) bzw. (12.11") wird auch (starke) Konsistenz der
Schitzungen (X ™), n > 1, baw. G,,(X™), n > 1, genannt.

Maximum-Likelihood-Methode

Es sei (Q,2, (Py, v € © C Ry)) ein statistisches Modell und X eine reell-
wertige Zufallsgrofe iiber (2,2(). Mit Fy werde die Verteilungsfunktion
von X bez. Py bezeichnet, ¥ € ©. Weiterhin sei X™ = (X, X5, ..., X,,)
eine mathematische Stichprobe aus einer nach Fy,v € O, verteilten
Grundgesamtheit und ™ = (xy,...,2,) eine Realisierung von X ™
(konkrete Stichprobe). Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass Fy
fir jedes ¥ € © eine Dichte fy besitzt (Fall 1) oder fiir jedes ¢ € ©
eine diskrete Verteilung mit den Einzelwahrscheinlichkeiten py(a;) =
Py(Xy = a;),j € 3 C N (Fall 2) darstellt. Die Menge A = {a;|j € J}
bildet im zweiten Fall die Menge der moglichen Werte von X.

Bei festem (™ ist durch die Funktionen

9 — Ln(0;2™) = [[ folwx) . 9€6 (L Fall
k=1

bzw.

¥ — L,(9; ™) = Hpg(xk),ﬁ €0 (2. Fall)

k=1

die Likelihoodfunktion L,(¥, ™) der Familie (P;,9 € ©) gegeben.

Definition }2.19 Als Mazimum-Likelithood-Schitzwert bezeichnet man
jeden Wert 9, (™) mit

L (20: 0, (2)) = max L (2); ).
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Man wéhlt den Parameter 9 € © also so, dass die beobachtete Stichpro-
be 2 im Fall 1. Ort der maximalen Dichte von X ™ bzw. im Fall 2. der
Parameter ist, fiir den X die maximale Wahrscheinlichkeit besitzt.
Setzt man die mathematische Stichprobe X anstelle (™ ein, so erhélt
man eine Mazimum-Likelihood-Schétzung @n(X (). Dabei handelt es sich
um eine Zufallsgrofle mit Werten in ©, deren Wert von der Stichprobe
X ™ abhingt.

Das Prinzip der Maximum-Likelihood-Methode ist ein sehr allgemeines.
Man koénnte es so formulieren:

Kann eine Erscheinung mehrere Ursachen haben, so nimmt man diejeni-
gen als die wahre Ursache an, fiir die die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
sie die Erscheinung nach sich zieht, am grofiten ist.

R.A. Fisher: ”Finde diejenigen Voraussetzungen, die das Beobachtete mit
grofler Wahrscheinlichkeit nach sich ziehen und fasse Zutrauen, dass die-
se Voraussetzungen die wirksamen sind.”

Anstelle L,, kann man auch [n L,, bez. ¥ maximieren. Das fiithrt haufig zu
rechnerischen Vorteilen, da In L, eine Summe, L, dagegen ein Produkt
von Funktionen von 1 ist.

In vielen Féllen ist die Likelihoodfunktion stetig differenzierbar bzw. 9
und das Maximum bez. ¢ liegt nicht auf dem Rand von ©. Dann sind
die Gleichungen

O L(x™9)=0, m=1,2,...,k (12.12)

notwendige Bedingung fiir ¢ = U, (™) und liefern hiufig bereits eine
Losung 9, (z™).
(Mazimum-Likelihood-Gleichungen)

Aquivalent zu (12.12) sind folgende hiiufig besser zu behandelnde Glei-
chungen, die man ebenfalls als Maximum-Likelihood-Gleichungen be-
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zeichnet.
go—ln Ly(z™,9) =0, m =1,2,... k. (12.13)

Beispiele 12.20:

1) 9= (u,0>)T € Ry x (0,00), Fy = N(p,0?)

InLy(z™;9) = —2In(270%) — 55 Y (i — p)°
k=1

Aus den Maximum-Likelihood-Gleichungen (12.13) ergibt sich die ein-
deutige Losung

n

) o1 I T

Mn = % E X, 0721 - E ([EZ - Pm)z ’ 19n = (IUWHOEL)T'
k=1

2) Poissonverteilung:

n

L,(z \) = C -exp (Zwk “In\ —nA)
k=1

mit einer nicht von A abhéngenden Konstanten C.
LinL,(z™,\) =0
liefert j\n = %ka
k=1
3) GleichméBige Verteilung auf [0, J]:

L, (0;2M) = 4= TT Lo (zr) = 3= L9 (max(zy, ..., z,)).
k=1

In diesem Fall ist L,, bez. ¥ nicht differenzierbar und wird maximal fiir
¥ = max(xy,...,T,).
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Folglich lautet die Maximum-Likelihood-Schétzung hier

~

1971 = maX(Xl,Xg, ce ,Xn)

Maximum-Likelihood-Schitzungen sind i. Allg. nicht erwartungstreu, aber (schwach)
konsistent, d. h., es gilt

~

Dn(X1, .. X)) — 0,0 € O.
Py

Auflerdem ist unter gewissen Regularitdtsbedingungen an die zugrundeliegen-
den Verteilungen Py (der Einfachheit halber sei © C R;)

Va(n(Xy, .. X)) = 9) -5 N(o, ﬁ) (12.14)
mit I, (9) = Eﬁ(%zn fﬁ(X))2 - / (J;;i(é )))2dx, falls Fy die Dichte f; hat
bzw. Eﬁ(%lﬂpﬁ(X))Q = Z (dpgém)y/pﬁ(x), falls Fy

Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung mit den Einzelwahrscheinlichkeiten
po(z),z € A9 € O ist.

Das bedeutet insbesondere, Maximum-Likelihood-Schitzungen sind asymp-

totisch effizient. Fiir grole n hat dann U, némlich annshernd die Varianz
(n11(9))~".

Maximum-Likelihood-Schétzungen sind héufig einfach auszurechnen, existie-
ren aber nicht immer bzw. sind eventuell nicht eindeutig bestimmt. Weitere
Details und Beweise findet man z.B. in Winkler (1983) und Dacunha-Castelle,
Band I, (1999).

Die Eigenschaft (12.14) kann man nutzen, sogenannte Vertrauensintervalle fiir
die Schétzungen von ¥ zu konstruieren. Es gilt wegen (12.14) némlich fir

ae(0,1)

Py (Vi I (0) (0 — ) < 7) ~ D(a)
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und somit

Py = E130) <V <+ 2 17 (0)) =
1-2(1—=®(z)) =2P(x) — 1.

Das bedeutet,

mit der Wahrscheinlichkeit 1 — « iiberdeckt das Intervall
Kan = (0 = dx g 1 0) 00+ g H (9)
den unbekannten Parameter 9.

1
Hat man eine positive untere Schranke I, fiir 12 (¢),9 € ©, so iiberdeckt auch

Ka,n = (1971 - \/Lﬁ QI—% I()_la 'gn + \/Lgch—% I()_1>

den unbekannten wahren Parameter ¥/ mit mindestens der Py -Wahrscheinlichkeit
1—a.

12.3 Elemente der Testtheorie

Wir gehen in diesem Punkt auf einige Grundbegriffe der statistischen Test-
theorie ein und beschrinken uns auf beispielhafte Ausfithrungen.

Gegeben sei ein zufilliges Experiment (2,2, P) mit einer Zufallsgrofie X, die
nur zwei mogliche Werte annehmen kann:

PX=1)=p,P(X=0)=1—p=:q, pe(0,1).
Die Wahrscheinlichkeit p sei unbekannt.
Beispiel 12.21: Zufilliges Werfen einer Miinze.

Erscheint im k-ten Wurf das Wappen, so wird X = 1 gesetzt, anderenfalls
X, =0.
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N |—=

Beim Miinzenwurf liegt die Vermutung p = 5 nahe. Man spricht von einer
Hypothese Hy : p = %, oder im Allgemeinen Hy : p = py fiir ein gegebenes py.

Zur Verfiigung stehe eine konkrete Stichprobe (™ vom Umfang n aus einer
wie X verteilten Grundgesamtheit:

™ = (x1,29,...,1,) mit z, € {0,1},k=1,...,n.
Anhand der Stichprobe soll gepriift werden, ob die Hypothese Hy : p = po
zutrifft.

Grundidee: Wenn H,, richtig ist, so sollte die relative Haufigkeit des Auftretens
von Eins in 2™ auf Grund des Gesetzes der grofien Zahlen etwa gleich py sein.

Sollte diese relative Haufigkeit stark von py abweichen, so sind Zweifel an der
Richtigkeit der Hypothese angebracht, wir werden H, ablehnen.

12.3.1 Beispiel eines Alternativtests

”Tea tasting person” (siehe Krengel (2002))

Eine Person behauptet, anhand des Geschmackes bei jeder mit Zitrone und
Zucker versehenen Tasse Tee in durchschnittlich 8 von 10 Féllen entscheiden
zu koénnen, ob zuerst die Zitrone oder zuerst der Zucker hinzu getan wurde.
Wir bezweifeln diese Fahigkeit und vertreten die Hypothese, dass die Person
ihre Aussage jedesmal rein zufillig trifft. Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit,
mit der die Person die richtige Entscheidung trifft, so lautet unsere Hypothese
H,:p= %, die der Person H; : p =0,8.

Um zu einer Entscheidung zu kommen welcher Hypothese Glauben zu schen-
ken ist, werden n = 20 Tassen verkostet. Ist die Entscheidung der Person bei
der k-ten Tasse richtig, so setzen wir x; = 1, sonst zp = 0. Im Ergebnis erhal-
ten wir eine konkrete Stichprobe 2™ = (21, zs, ..., 2,) aus Nullen und Einsen.

Als Entscheidungsgrofie berechnen wir die Anzahl s, = Z xy, der Erfolge der
k=1

Person beim n-maligen Priifen. Ist > wesentlich grofier als %, etwa in der Néhe

von 0, 8, wiirde man der Behauptung der Person Glauben schenken und unse-
re Hypothese Hy : p = % verwerfen. Ist dagegen ®* in der Néhe von % (oder

sogar kleiner), so wiirde man H, annehmen und die Behauptung der Person
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zuriickweisen.

Um diese Vorgehensweise prézisieren zu koénnen, gehen wir dazu iiber, die
Situation vorab zu betrachten, bevor die Verkostung stattfindet. Dann wird
das zukiinftige Ergebnis der Verkostung durch einen zufilligen Vektor X ™ =
(X1,...,X,) mit X = 1, falls die Person im k-ten Versuch recht hat, ande-
renfalls Xj, = 0, modelliert. Wir nehmen an, X bestehe aus unabhingigen
Zufallsgrofen X, mit PX+({1}) = p, P**({0}) =1 —p,k = 1,...n, und p sei
unbekannt. Das heifit, X ™ bildet eine mathematische Stichprobe aus einer wie
X verteilten Grundgesamtheit. Unsere Hypothese ist Hy : p = %, die der Per-
son Hy : p=0,8. Hy wird auch als Nullhypothese, Hy, als Alternativhypothese
bezeichnet.

Es sei zunéchst vermerkt, dass eine absolut sichere Entscheidung auf der Grund-
lage der Kenntnis von X nicht moglich ist, da jede der 2" Moglichkeiten fiir
X @ unter beiden Hypothesen mit positiver Wahrscheinlichkeit eintreten kann.
Allerdings ist unter H; eine groflere Anzahl richtiger Antworten wahrscheinli-
cher als unter H.

Entscheidungsvorschrift: Wenn die Anzahl S, = ZXk richtiger Antworten

k=1
grofler oder gleich einer noch festzulegenden Zahl nyg ist, so wird Hy abgelehnt

und H; angenommen. Ist S, kleiner als ng, so wird H; abgelehnt und H, an-
genomimen.

Die Zufallsgrofe S, heifit in diesem Zusammenhang die Testgriffe und K :=
{no,no + 1,...,n} der kritische Bereich: Die Zahl ng nennt man kritischen
Wert. Im Fall S,, € K wird Hy abgelehnt.

Es gibt bei dem geschilderten Vorgehen zwei mogliche Fehlerarten:

Fehler erster Art: Hy ist richtig und wird abgelehnt (d. h. in unserem Fall, H;
wird angenommen).

Fehler zweiter Art: Hy ist nicht richtig und wird nicht abgelehnt (in unserem
Fall: H; ist richtig und Hy wird angenommen).
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Die durch die Wahl des kritischen Bereiches, hier also durch den ”kritischen
Wert” ng, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten der Fehler erster und zweiter
Art beeinflussen. Je umfangreicher K (d.h. je kleiner ng) ist, umso grofier wird
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art und umso kleiner die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers zweiter Art.

In der Praxis legt man Wert darauf, dass die Wahrscheinlichkeit des Fehlers
erster Art kleiner oder gleich einer vor dem Test festzulegenden Irrtumswahr-
scheinlichkeit o ist. Fiir a wihlt man {iblicherweise 0,05 oder, falls ein Fehler
erster Art gravierende Schidden verursachen kann, 0,01, eventuell sogar noch
kleiner. Haufig ist dadurch der kritische Bereich K und somit das Testverfahren
schon festgelegt. Der Fehler zweiter Art ist dann bereits bestimmt und kann u.
U. relativ grof sein. Es ist aber zunéchst einmal von Interesse, die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers erster Art kleiner oder gleich o zu haben. Gemeinhin wahlt
man dabei als Nullhypothese diejenige Hypothese, deren Ablehnung, obwohl
sie richtig ist, die schidlicheren Konsequenzen hat.

Angenommen Hj in unserem Test ist richtig. Dann betrigt die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers erster Art

pi(ng) i= Pi(S, € K) = 27" Zn: (Z)

Je kleiner ng ist, umso grofer wird py(ng).
Der kritische Wert ny wird nun so grofl gewahlt, dass pi(ng) < « gilt. Aller-
dings vergroflert sich mit ng auch der Fehler zweiter Art:

no—1
n
pa(no) == Pog(Sn ¢ K) = > (k> 0,8%0,2" ",

k=0
Man wird also ng unter Einhaltung von p;(ng) < « moglichst klein wéhlen:

no :=min{m € {1,2,...,n}: Z (Z>2_" <a}.
k=m

Als Wahrscheinlichkeit 5 des Fehlers zweiter Art ergibt sich dann 3 = py(ny).
Die Zahl 1 — 3 bezeichnet man auch als Macht des Testes.

Zahlenbeispiel:
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DO =

n =20, pg =

m 14 15 16 17
P%(Sn > m) ‘ 0,0577 10,0476 0,0207 0,0059

Hy wird abgelehnt und H; angenommen (mit der Irrtumswahrscheinlichkeit
a= 0,05), falls mindestens bei ny = 15 Tassen richtig entschieden wird.

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art betrigt in diesem Fall Py g(.S,, <
15) = pa(no) = 0,196. Sie ist also wesentlich grofler als die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers erster Art.

Um die Wahrscheinlichkeiten der Fehler erster und zweiter Art in ihrer Abhéngig-
keit von a und n zu studieren, untersucht man die Giitefunktion des Testes:

n n .
@)= RSz = 3 ()= pe 0.0

=ngo
Fiir jedes p € (0,1) ist der Wert g,,(p) die Wahrscheinlichkeit, bei dem oben
konstruierten Test die Hypothese, Hy : p = % abzulehnen, falls die tatsachli-
che Wahrscheinlichkeit gleich p ist. Nach Konstruktion gilt in dem von uns

betrachteten Fall

gno(0) =0, gne(1) =1,
gno(%) = p1(no) < @,

Gn(0,9) =1 —pa(ng) =1— 0.

Liegt p zwischen % und 0, 8, so ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter
Art noch grofler als bei p = 0, 8. Wenn in unserem Fall die Person gesagt hétte,
sie rét durchschnittlich in sechs von zehn Féllen richtig, also Hy : p = 0,6,
so wire die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art recht groff, ndmlich
Pos(S20 < 15) = 0,874. Wir wiirden also, falls H; richtig ist, trotzdem H,
mit hoher Wahrscheinlichkeit annehmen. In einem solchen Fall sagt man, falls

Sy ¢ K eintritt, nicht, dass H; falsch und H, richtig ist, sondern etwas zuriick-
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haltender, dass auf Grund der Stichprobe gegen H, nichts einzuwenden ist.
Gegebenenfalls zieht man weitere Entscheidungskriterien heran. Insbesondere
wére das der Fall, wenn die Person nur behauptet, dass sie mit einer Wahr-
scheinlichkeit p, die grofer als % ist, die richtige Entscheidung trifft.

12.3.2 Signifikanztests

Wir betrachten erneut die Situation, dass eine Zufallsgrofle X gegeben ist, de-
ren Verteilung PX unbekannt ist, von der man aber weif}, dass sie zu einer
Familie P~ = (P;5,9 € ©) mit © C Ry, gehort. Wir formulieren eine Hypo-
these Hy : 9 = ¥y, d. h., wir unterstellen, dass der wahre Parameter ¢, ist,
mit anderen Worten, dass PX = P gilt. Diese Hypothese soll an Hand einer
Stichprobe 2™ = (21,29, ...,z,) aus einer nach PX verteilten Grundgesamt-
heit gepriift werden. Wie im vorigen Abschnitt bezeichnet man H, als Null-
hypothese. Allerdings formulieren wir jetzt keine Alternativhypothese. Haufig
ist ndmlich die Alternative zur Hypothese Hj nicht einmal genau festlegbar.
Solche Tests nennt man Signifikanztests.

Mitunter setzt man Signifikanztests auch dazu ein, allgemeinere Hypothesen zu
testen, zum Beispiel Hy : ¥ € O bei vorgegebenem Oy C O. Mittels der Stich-
probe (™ soll also entschieden werden, ob Hy abzulehnen ist. Dabei soll die
Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung, wenn H, richtig ist (Fehler erster
Art) nicht groBer als eine vorgegebene Zahl a € (0, 1) sein. Die Zahl a heifit
Irrtumswahrscheinlichkeit, die Zahl 1 — o nennt man das Signifikanzniveau.
(Ein Fehler zweiter Art ist hier mangels Alternativhypothese nicht vorhan-
den.)

Dazu konstruieren wir wie folgt einen statistischen Test.

1. Wir wéhlen eine Stichprobenfunktion T, = T,,(z1, xs, ..., x,), wobei T,
eine Borelmessbare Funktion sein moge, die wir hier iiberdies als reell-
wertig annehmen.

2. Wir wéhlen einen kritischen Bereich K, d. h. eine Borelmessbare Teil-
menge des Wertbereiches von T;,, so dass

Py(T, € K) <«
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erfiillt ist. (Hat 7), eine stetige Verteilung, wird man K so wihlen, dass
PX(T, € K) = a gilt.)

3. Sodann vereinbaren wir die Entscheidungsregel:
Die Hypothese Hy : 9 = 9 wird auf Grund der Stichprobe z(™ abgelehnt,
falls T,,(z1, . .., x,) € K. Anderenfalls, also wenn T,,(x1, ..., z,) ¢ K gilt,
ist gegen Hy auf Grund der Stichprobe nichts einzuwenden.

Man sagt im Fall der Ablehnung, dass sie zum Signifikanzniveau 1 — « erfolge
und bezeichnet den so konstruierten Test als Signifikanztest der Hypothese Hy
zum Signifikanzniveau 1 — a.

In der Wahl des kritischen Bereiches K steckt noch eine gewisse Willkiir. Haufig
ist er durch die konkreten Rahmenbedingungen nahegelegt. Allgemein sollte
er so konstruiert werden, dass das Ereignis {7,, € K} unter H, eine derart
kleine Wahrscheinlichkeit hat (< «), dass man das Eintreten von {7, € K}
nicht als Zufall ansieht, sondern eher daran zweifelt, dass die Hypothese H
stimmt. Das wird umso mehr berechtigt sein, wenn das Ereignis {7}, € K} fiir
den Fall, dass Hy nicht stimmt, eine grole Wahrscheinlichkeit besitzt.

Beispiele 12.22:

1. Test des Mittelwertes einer N(u,o?)-verteilten Grundgesamtheit bei be-
kannter Strevung o?

Es sei X ~ N(i,0%) und X™ = (X1, Xy,...,X,) eine mathematische
Stichprobe aus einer wie X verteilten Grundgesamtheit. Die Varianz o2
sei bekannt, o € (0,1) sei vorgegeben. Wir konstruieren einen Signifi-
kanztest der Hypothese Hy : 1 = po zum Niveau 1 — a.

Als Testgrofle wahlen wir

Tn(X(n)) — (Xn—po)v/n

o Y
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n
wobei X, = %Z X} gesetzt wurde.
k=1

Offenbar besitzt T;, = T,,(X ™) eine N(0,1)-Verteilung, falls Hy richtig
ist. Stimmt Hy, so wird die ZufallsgroBe T),(X ™) bei ihrer Realisierung
mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Wert in der Nidhe von Null anneh-
men. Stimmt Hy nicht, ist also p # 1o, so hat T}, = &=V | (i=uo)vn

eine N (M, 1>—Verteilung. Ihre Realisierung wiirde stark von Null

abweichen (falls p sich stark von pg unterscheidet). Deshalb wihlen wir
den kritischen Bereich K in der Form

K = {t| |t| > zan}

und bestimmen z, , so, dass unter Hy gilt

P(|To(X™)| > 240) = .

Das ergibt wegen

P(|To(X™)| > z4) = 2(1 — ®(2a,n))

die Beziehung

Ran = q1-2

(g, bezeichnet das p-Quantil der Standard Normalverteilungsfunktion ®).

Entscheidungsregel: Hy @ p = po wird abgelehnt, falls fiir die konkrete
Stichprobe (™ = (21, 2, ..., 2,) gilt

T, (2™)] > q1-g, d. h., falls gilt:

g o
Q177

|Xn_/1’0|> N
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Anderenfalls ist gegen H, auf Grund der Stichprobe x(™ nichts einzu-
wenden.

Bemerkung 12.23: Ist der Stichprobenumfang n grof; so nimmt man

fiir o2, falls nicht anders verfiighar, die Schitzung 6% = ﬁ Z (rp —
k=1

T,)% Das ist auf Grund des Gesetzes der groBen Zahlen gerechtfertigt,
da F62 = o2 gilt. Wie man im Fall kleiner Stichprobenumfiinge verfihrt,
wird im folgenden Beispiel erldutert.

2. Test des Mittelwertes einer N(u,o?)-verteilten Grundgesamtheit bei un-
bekannter Streuung

Wir behandeln das gleiche Problem wie im vorangegangenen Beispiel,
nehmen aber an, o2 ist nicht bekannt und der Stichprobenumfang n ist
nicht allzu grof3, so dass man bezweifeln kann, dass

n

on =t ) (X = X,

k=1
bereits eine gute Niherung fiir o2 ist. In diesem Fall verwendet man

T;Z(X(n)) — (XnA_PIO) . \/ﬁ

On

als Testgrofie. Wir benétigen die Verteilung von 77 (X ™)) unter der Null-
hypothese Hy, um den kritischen Bereich bestimmen zu kénnen.

Lemma 12.24: X,, und 6> sind unter Hy voneinander unabhingige Zufalls-
grofen. X, ist N(,uo, %) -verteilt und Z—E -(n—1) besitzt eine x2-Verteilung mit
n—1 Freiheitsgraden, d. h. eine Gammaverteilung I'(c, A) mit den Parametern
=" X=1(Sieche auch Abschnitt 12.5.3)

Der Beweis soll in Ubung 12.4 gefithrt werden (siehe auch Krengel (2002), Kap.
I1, § 14). Als Verteilung von 77 ergibt sich damit die Verteilung mit der Dichte
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(%)
n—1\r) = D) =, TE€ R
Jaa (@) W(n—l)F("T_l)(’”——l—l)? ©

n—1

Diese Verteilung triagt die Bezeichnung t-Verteilung (oder Studentverteilung)
mit n — 1 Fretheitsgraden, die Werte ihrer Verteilungsfunktion F;,_; bzw. ihre
Quantile sind vertafelt und in vielen Biichern iiber Mathematische Statistik zu
finden, siche zum Beispiel Krengel (2002), Tabellen Seite 247.

Auch hier wahlen wir den kritischen Bereich K in der Form
K = {t] |t| > zan}

und bestimmen z,, derart, dass unter Hy gilt

P(ITU(X™)| > z4n) = o

Das ergibt

2(1 — Frm1(zan)) = a, also

Ran = tn—l,l—%

wobei t,,_1,;—a das (1—%)-Quantil der t-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden ist.

12.3.3 Der y*-Test

Unter den Signifikanztests hat sich der sogenannte y2-Test als ein sehr flexibles
statistisches Werkzeug seinen festen Platz erobert.

Es sei X eine diskret verteilte ZufallsgrofSe mit den endlich vielen moglichen
Werten ay, aus der Menge A = {ay : k € {1,2,...,r}} reeller Zahlen. Weiter-
hin sei {px : k € {1,2,...,7}} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A.
Anhand einer Stichprobe (™ aus einer nach P¥ verteilten Grundgesamtheit
soll die Hypothese Hy gepriift werden, dass X die Verteilung (ay,px), k € K,
besitzt, d. h.
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Hoip(X:CLk):pk, 1§]€§7’

Zu diesem Zweck bildet man die Testgrofle

r 2
N — NPk
=) (e = i)

n
—1 Pk

wobei ny, die Anzahl derjenigen x; aus der Stichprobe ™ = (z1,29,...,27,)
mit x; = aj bezeichne, 1 <k <r, 1 <j5 <n.

Die Grofe x? ist eine gewichtete Summe der quadratischen Abweichungen zwi-
schen den Anzahlen n, und ihren bei richtiger Hypothese Hy ”zu erwartenden”
Werte npy.

Um die wahrscheinlichkeitstheoretischen Eigenschaften dieser Testgrofie zu stu-
dieren, setzen wir in x? an Stelle von ny, die ZufallsgréBen Ny ein, die sich aus
der entsprechenden mathematischen Stichprobe X genauso berechnen, wie
die ny, aus der konkreten Stichprobe z(™.

Satz 12.25: (R. A. Fisher) Die Wahrscheinlichkeiten pg, k= 1,2,...,r, sei-
en gegeben. Dann konvergieren die Verteilungsfunktionen F,, der Zufallsgrofien
X2, falls die Hypothese Hy richtig ist, mit wachsendem Stichprobenumfang n
gegen eine Gammaverteilung I'(a, \) mit den Parametern

I
lim Fn(x) = T«*l) /y 2367§dy, x>0
2 0
=0, xr <0.

Die Verteilung F(’;—l, %) trigt einen eigenen Namen und heiit y2- Verteilung

mit r — 1 Freiheitsgraden (r > 1).
Den Beweis findet man z. B. in Krengel (2002), Kap. 11, § 14.

Seine Grundidee besteht in der Beobachtung, dass der Vektor (Ny, N, ..., N,.)
eine Multinominalverteilung mit den Parametern n, py, ps, . .., p. besitzt. Dann
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.,
ist (N7 — np1, ..., N, —np,) ein zentrierter zufilliger Vektor, mit Z N, =n,

k=1
also

r

> (N —npy) = 0. (12.15)

k=1

Die r-dimensionale Multinomialverteilung von (Ny, Na, ..., N,) konvergiert fiir
n — oo ebenso wie die Binomialverteilung im globalen Grenzwertsatz von
Moivre-Laplace gegen eine Normalverteilung, die wegen (12.15) auf einem
(r — 1)-dimensionalen Teilraum von R, konzentriert ist.

Die Zufallsgrofie

2 . (Nk - npk)2
— RS VA 12.16
X ; — (12.16)

ldsst sich damit durch Grenziibergang n — oo zuriickfithren auf die Quadrat-
summe von (r — 1) Standard normalverteilten Zufallsgrofen. Dann erhélt man
mit folgendem Lemma die Aussage des Satzes.

Lemma 12.26: Es seien Y1,Ys,...,Y,, (m > 1) voneinander unabhdngige
N(0, 1)-verteilte Zufallsgrifien. Dann besitzt

eine x2-Verteilung mit m Freiheitsgraden.

Beweis:

P(Y? < y) = ®(/y) — P(—/y) = 2®(,/y) — 1, woraus sich die Dichte fye
ergibt:

Also besitzt jedes Y} eine F(%, %)-Verteilung:
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Y2 Nr(é,g), k=1,2,....m,

und auf Grund der Unabhéngigkeit der Y7,...,Y,, folgt

s~ T(3.1).

Die Verteilungsfunktion der y?-Verteilungen ist nicht explizit berechenbar, sie
bzw. ihre Quantile sind vertafelt, und man findet sie, wie oben bereits erwahnt
zum Beispiel in Krengel (2002), Tabellen, Seite 249.

Fiir jede mit m Freiheitsgraden y?-verteilte ZufallsgroBe Y gilt
EY =m, D*Y = 2m, Modalwert (Y') = max(0, m — 2).

Die TestgroBe T,,(X ™) wird also mit hoher Wahrscheinlichkeit (hier: 1 — «/)
Werte annehmen, die in einem Intervall um den Modalwert liegen, z. B. in

2 2
(erl,%7 erl,lf%)'

Dabei bezeichnet x;_,, das p-Quantil der x*-Verteilung mit r — 1 Freiheits-
graden.

Eine erste Anwendung des y2-Test enthiilt das folgende Beispiel.

Beispiel 12.27 (x*-Anpassungstest): Es seien F eine Verteilungsfunktion auf
R; und X eine reellwertige Zufallsgrofle iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2, P) mit

P(X <z)=Fx(x), x€ R;y.
Wir wollen die Hypothese
Hy:Fx =F

testen.

Zu diesem Zweck unterteilen wir Ry in r Intervalle (r > 2)
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L = (—o0,aq1], Iy = (ay,as),..., I,_1 = (ar_2,a,1], I, = (a,_1,00)
und setzen

pr = F(ay) — F(ag_1), k=1,...,r

mit ay = —oo, F(ap) =0, a, = +00, F(a,) = 1.

Ist Hy richtig, so gilt

P(Xely)=p,, k=1,2,...,r.

Wir verwenden die Testgrofie
- (nk - m%)z
k=1 k
und den kritischen Bereich

K= R1\(X3_17%,X3_1,1_%)
(zweiseitiger Test) bzw.

K = (X%fl,lfmoo)
(einseitiger Test).

Der so konstruierte Signifikanztest heifit x2-Anpassungstest zum Signifikanzni-
veau 1 — a.

Wir illustrieren diesen Test durch zwei Beispiele:
Zufallszahlen aus [0,1)

Angenommen, 2™ = (z, 29, ...,1,) ist eine n-elementige Folge reeller Zahlen
aus [0, 1). Wir wollen die Hypothese priifen, dass sie aus einer gleichméfig auf
[0,1) verteilten Grundgesamtheit stammen, und zwar zum Signifikanzniveau
0,95. Dazu nehmen wir an, die konkrete Stichprobe z(™ ist Realisierung einer
mathematischen Stichprobe X™ = (X, X, ..., X,,), jedes X} habe die Ver-
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teilungsfunktion £’ und formulieren die Hypothese

Hy: F =F,

mit Fy(z) = firxz € [0,1],=0firz < 0,=1firz > 1.
Es sei n = 100 und o = 0, 05.

Wir teilen [0,1) in 10 Klassen

I, = [’%%) k=1,2,....10

ein. Dann gilt

pk:F()(l—%)—Fo(%) —0,1firk=1,2,...,10

und die Testgrofe x? ergibt sich zu

10

10 2
2 __ (Nk_lo) _ 2
Y —ZT—O’l'Z(Nk_lo)'

k=1 k=1

Der kritische Bereich K wird fiir einen zweiseitigen Test wie folgt festgelegt:
K = (0, X(2),025,9) U (X?),975,97 o0)

= (0;2,70) U (19,02, 00).
Bei dieser Konstruktion wird die Hypothese Hy abgelehnt, wenn die empirische
Verteilung Fioo zu weit von Fp entfernt ist (d. h., wenn die Testgrofe x* grof
ist), oder wenn Fygy zu nahe an Fj liegt (wenn x? zu klein ist). Empfindet man
sehr kleine 2 nicht als Mangel, so kann man K auch in der Form
K = (X%—a,w o0) = (16,92; 00)

withlen (einseitiger Test).

Geburtenzahlen



FElemente der Mathematischen Statistik 293

Im Landkreis Teltow-Flaming wurden 1996 insgesamt 360 Kinder geboren,
davon 175 Méadchen und 185 Jungen. Widerspricht diese Zahl der Hypothese,
dass das Geschlecht von Neugeborenen mit gleicher Wahrscheinlichkeit weib-
lich bzw. méannlich ist, zum Signifikanzniveau von 0, 957

Bezeichnen wir mit p die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neugeborenes ein Junge
wird. Dann lautet die Hypothese

Hozp:%.

Die Testgrofle berechnet sich zu

o _ (185-180)2 | (175-180)2 _ 50 __
2= o~ T 180~ — 130 = 0,2778.

Da der kritische Bereich

K = (X%—a,b OO) = (3784; OO)

lautet, ist gegen Hy auf Grund der Stichprobe nichts einzuwenden.

In Deutschland wurde 1991 insgesamt 911 600 Kinder geboren, davon 442 400
Médchen und 468 000 Jungen.

Wendet man den gleichen Test wie eben auf

Hy:p= %

an, so ergibt sich

x? = 520,68 > 3, 84.

Die Uberschreitung des kritischen Wertes 3,84 durch die TestgroBe ist hochsi-
gnifikant, Hy wird auf Grund dieser Stichprobe abgelehnt.

Wir kehren noch einmal zuriick zum eingangs behandelten y2-Test einer dis-
kreten Verteilung P = (px, k= 1,...,r) auf A ={ay,as,...,a,}.

In manchen Fillen ist die Verteilung P nicht vollig festgelegt, sondern héngt
noch von einem Parameter 1 ab:
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PeP=p),k=1,...,r9 € ©C R fiir ein [ > 1. Dadurch ist die Ver-
teilung noch nicht eindeutig bestimmt und wir kénnen den oben angegebenen
Satz von Fisher nicht anwenden. Es gibt vielmehr die folgende allgemeinere
Fassung.

Wir setzen voraus:

Satz 12.28: Die Ableitungen

opr.  0%py, .
k=12 ....1: 1,2.....1
aﬁz7a?918,l9j7 ) ) 771, Z?je{ M M ) }

existieren und sind stetig bzgl. .

Die Matrix (%)M habe den Rang L.

Werden die unbekannten Parameter 91,0, ..., 9, mit Hilfe der Stichprobe =™
nach der Mazximum-Likelihood-Methode geschitzt, so konvergieren die Vertei-
lungsfunktionen F,, der Stichprobenfunktion x? aus Formel (12.16) gegen eine
x2-Verteilung mit r — | — 1 Freiheitsgraden.

Fiir einen Beweis siehe z. B. Dacunha-Castelle, Duflo, Vol. II (1986).
Beispiel 12.29:

Test auf Unabhdngigkeit in Kontingenztafeln

Gegeben seien zwei Zufallsgroffen X und Y, beide diskret verteilt mit r bzw.
s moglichen Werten und den (unbekannten) Wahrscheinlichkeiten der gemein-
samen Verteilung

pij=PX=x,Y=y;), i=12...,r;j=12...,s.

Es werde eine konkrete Stichprobe vom Umfang n realisiert:

n;; = Haufigkeit des Auftretens des Paares (x;,y;).
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N1 2 s
nip N2 Ny, | N1-
Kontingenztafel
r Nyl Np2 Nps | Ny-
n.q Nn.g N.g n

Hy : "Die Merkmale X und Y sind voneinander unabhéngig.”

Das bedeutet mit den Bezeichnungen p;. = Z Dijs P-j = Z Dij

Hoy : pij = pi. - pj-

Durch diese Hypothese ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung (p;;) noch nicht
festgelegt. Die Groflen p;. und p; (1 < i < r,1 < j < s) miissen geschétzt
werden.

Die Maximum-Likelihood-Methode liefert p;. = ™= (siche unten).

Wegen Zpi. = Zp.j = 1 sind dies (r — 1) + (s — 1) geschétzte Parameter.
' J

Testgrofle:

X_ZZ nl;)ljj - :nz

i=1 j=1

Diese Testgrofie besitzt fiir n — oo eine y2-Verteilung mit r-s —r—s+2—1 =
(r —1)(s — 1) Freiheitsgraden.

Maximum-Likelihood-Schétzung der p;.,p.;:
Die Likelihoodfunktion ist unter der Hypothese H, gegeben durch

n [ Nij Nz r N;. s N.; .
L<197X( )) Hz 11_[] 1 Z_]J Hz T‘H] 1 Pi. J ! :Hizlpi- Hj:lp-j] mif

Nij =#{k <n: X, =ux;,Y, =vy;},

N;. ZU,MZi%léﬁﬂéﬁs
=1
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und 9 = (p1.,+ - Dr1, D1y - oy Pos—1)-
Dabei wird gesetzt

Pr.=1—py. —...—pr_1. und
ps=1—p1—...—ps1.

Fiir die Maximum-Likelihood-Gleichungen ergibt sich

el __ N, N,. o
ol =3 — e =0, (12.17)
1=1,...,7—1, also
Ni = Ne “mithin
Di.- Pr-
N =pi. - %,i =1,2,...,r.

Summation iiber 7 liefert

Daraus ergibt sich p;. = 2.

n

Die Schétzungen p.; = % ergeben sich analog aus

9 _ M _
%lnL—O,j—l,...,S 1.
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