


Kapitel 3

Wahrscheinlichkeiten und
Zufallsgrofien

Zuféllige Ereignisse unterscheiden sich im Grad der Gewissheit ihres Eintre-
tens, d. h., in der Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens.

Es ist eine Erfahrungssache, dass sich die relative Haufigkeit, mit der ein Fr-
eignis in einer langen Reihe von Versuchen, die immer wieder neu unter im
Wesentlichen gleichartigen Bedingungen ausgefiihrt werden, um einen festen
Wert stabilisiert. Diesen Wert kénnte man als Grad der Gewissheit des Eintre-
tens des Ereignisses in einem einzelnen Versuch ansehen. Ausgehend von dieser
Vorstellung formulieren wir einige plausible Eigenschaften von Wahrscheinlich-
keiten, die sich dann auch wieder finden im Aziomensystem der Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Zu den mathematisch iibersichtlichsten zufélligen Versuchen gehéren die Laplace-
Versuche. Sie besitzen nur endlich viele und dabei gleichwahrscheinliche Aus-
ginge. Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten der mit ihnen zusammen-
héngenden Ereignisse lauft auf das Abzédhlen gewisser Félle, haufig unter Ver-
wendung kombinatorischer Formeln, hinaus.

Der Begrift der Zufallsgrifie gehort ebenfalls zum Grundbestand der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Zufallsgroffen vermitteln stets Teilaspekte eines zufalli-
gen Versuchs und fungieren als beobachtbare (bzw. interessierende) Groflen,
wenn der Ausgang des Versuches selbst nicht beobachtbar ist (bzw. nicht von
Interesse ist). Von Wichtigkeit sind die von ihnen induzierten Wahrscheinlich-
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keitsverteilungen.

3.1 Axiomensystem und erste Folgerungen

Wir betrachten einen zufélligen Versuch und nehmen an, €2 sei die Menge seiner
moglichen Versuchsausgéinge w und 2 die o-Algebra der mit diesem Versuch
verbundenen Ereignisse, d. h. gemafl Abschnitt 2.4 eine o-Algebra von Teil-
mengen von ).

Es sei A irgend ein Ereignis aus 2. Wir wissen, dass A bei der Versuchs-
ausfithrung eintreten kann, aber nicht eintreten muss. Sein Eintreten ist nicht
gewiss. Unterschiedliche Ereignisse konnen sich allerdings im Grad der Gewiss-
heit ihres Eintretens unterscheiden.

Beispiel 3.1 (Werfen einer Ziindholzschachtel)

Mogliche Versuchsausgéinge sind die der drei Seiten, auf denen die Schachtel
zu liegen kommen kann: Groe Seite (Ober- bzw. Unterseite) / Mittlere Seite
(Seiten mit Reibflachen) / Kleine Seite (Stirn- bzw. Hinterseite): Als © wéhlen
wir die Menge Q = {G, M, K}.

Wir bemessen den Grad der Gewissheit des Eintreffens jeder der moglichen
Fille aus der Erfahrung oft wiederholter Versuche. Dieser Grad wird umso
hoher eingeschétzt, je hdufiger bei ldngerer Versuchsreihe die Schachtel auf
der entsprechenden Seite zu liegen kommt.

Betrachten wir die Situation von Beispiel 3.1 etwas allgemeiner. Es sei A ein
Ereignis, das mit einem zufélligen Versuch verbunden ist. Der Versuch werde n
mal durchgefiihrt, jedes Mal unter im Wesentlichen gleichartigen Bedingungen
und unabhéngig voneinander.

In n(A) Fallen trete A ein. Dann zeigt die relative Hiufigkeit des Eintretens

. .. . A . .
von A in n Versuchen, namlich M’ mit wachsendem n eine bemerkenswerte

n
_— A , Lo . . . .
Stabilitét: % verdndert sich immer weniger, sie scheint gegen einen Grenz-
wert zu konvergieren, wenn n unbegrenzt wichst.
Wir nennen diese Erscheinung das empirische Gesetz der grofien Zahlen.
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Das folgende Beispiel verdeutlicht die Stabilisierung der relativen Haufigkeiten.

Beispiel 3.2 (Werfen eines Kronenverschlusses)
Relative Haufigkeit dafiir, dass die offene Seite nach oben zeigt:

Zahl der Versuche

100 200 300 400 500 600 700
0,7300 0,7750 0,7767 0,7750 0,7800 0,7900 0,7943
800 900 1000

0,8012 0,7967 0,7910

(Nach Nawrotzki, K., Lehrmaterial zur Ausbildung von Diplomlehrern Mathe-
matik, Jena 1984)

Mit dem néchsten Beispiel wird deutlich, dass das empirische Gesetz der grofien
Zahlen héufig auch unbewusst angewandt wird.

Beispiel 3.3 (Skatspiel)

Die relativen Haufigkeiten bestimmter Konstellationen prégen sich beim Spie-
ler ein. Zwei Buben im Skat sind z. B. relativ selten. Daraus wird geschlossen,
dass auch im néchsten Spiel nur mit geringer Chance zwei Buben im Skat zu
finden sein werden. Es ergibt sich eine Verhaltensgrundlage: ”Auf den Skat
reizt man nicht”.

Aus dem genannten Gesetz der grofien Zahlen leitet man die Uberzeugung ab,
dass es zu jedem zufilligen Ereignis A eine Zahl P(A) gibt, die Wahrschein-
lichkeit von A, die den Grad der Gewissheit des Eintretens von A (in einem
einzelnen Versuch) ausdriickt.

Fiir lange Versuchsreihen sollte das eine Zahl sein, um die sich @ stabilisiert:

m ~ P(A).

n
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Daraus ergeben sich plausible Eigenschaften fir P(A):

P(AUB) = P(A) 4+ P(B), falls AN B = (.

Aus diesen Vorstellungen hat sich ein Axiomensystem entwickelt, das 1933
A.N. Kolmogorov in einer berithmten Arbeit eingefiihrt hat. (Kolmogorov,
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, Berlin 1933).

Dieses Axiomensystem ist heute die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Mathematischen Statistik und lautet wie folgt.

Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir stellen uns wieder (€2,2() als einen zufélligen Versuch vor, die Elemente
w von €2 bilden die moglichen Versuchsausginge, 2 sei die o-Algebra der mit

dem Versuch verbundenen Ereignisse, also eine o-Algebra von Teilmengen von
Q) (siehe Abschnitt 2.4).

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf der o-Algebra 24 von Teilmengen
einer nichtleeren Menge 2 bezeichnet man jede Abbildung P von 2( in [0, 1]
mit

Al. P(Q) =1und P(0) =0,

A2. Fiir jedes n > 2 und jede Folge (Ag, k=1,--- ,n) aus 2 mit

Ay N A =0,k # 1 (paarweise Unvereinbarkeit) gilt
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n

P(QAO => P(4)

k=1

(Endliche Additivitat der Wahrscheinlichkeitsverteilung P)

A2 Fiir jede abzéhlbar unendliche Folge (A, k > 1) aus 2 mit

A,NA =0 , k#I (paarweise Unvereinbarkeit) gilt

()~ S

(o-Additivitat der Wahrscheinlichkeitsverteilung P)

(Q,2(, P) ist mit dieser Definition ein (normierter) Mafiraum, P heifit ein
Wahrscheinlichkeitsmafs auf 2. Statt Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf
2(, sprechen wir einfach auch von einer Verteilung P(-) auf 2.

Definition 3.4 Sind 2 eine nichtleere Menge, U eine o-Algebra von Teilmen-
gen von Q und P eine Abbildung von A in [0,1] mit den Eigenschaften Al.,
A2. und A2’., so heifit das Tripel (2,2, P)) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 3.5

Jeder Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2(, P) ist das mathematische Modell eines
zufélligen Versuches. €2 enthélt dabei die Menge der méglichen Versuchsergeb-
nisse, A entspricht der Menge der mit dem Versuch verbundenen Ereignisse,
P ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Versuches. P legt fest, mit welcher
Wahrscheinlichkeit P(A) jedes mit dem Versuch verbundene Ereignis A € 2
bei der Versuchsdurchfiihrung eintritt.
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Folgerungen 3.6

Uwe Kiichler

1. Fiir jedes A € A ergibt sich aus Al. und A2. wegen AU A = Q und

AN A= die Gleichung

P(A) =1 — P(A).

(3.1)

In den zwei folgenden Punkten seien A und B irgend zwei Ereignisse aus

2.

2. Stets gilt

P(B) = P(BN A) + P(B\A) und

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)

3. Ist A C B, so folgt aus (3.2)

P(B\A) = P(B) — P(A)
und somit

P(A) < P(B) (Monotonie der Verteilung P)

4. Fiir alle Ay, Ay, ldots, € 2 gilt

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).

(3.2)

(3.3)
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5. Fiir alle Ay, Ag, ..., € 2 gilt

P ( U Ak) <) P(Ay) (endliche Subadditivitit) (3.6)
1 1

Das ergibt sich aus (3.3)mittels vollstandiger Induktion.

Das Axiom A2.” ermoglicht es, die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu
bestimmen, die im Zusammenhang mit unendlichen Folgen von Ereignissen
stehen.

Das néchste Lemma und seine Folgerungen stellen zu A2. dquivalente Eigen-
schaften bereit.

Lemma 3.7 (0-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Wenn fiir die Abbildung P von 2 in [0, 1] die Aziome Al. und A2. gelten, so
ist A2.7 dquivalent mit jeder der folgenden Eigenschaften:

a) Fiir jede monoton fallende Folge (A,,n > 1) aus A mit

() An =0 gilt lim P(A,) =0
n=1

b) Fir jede monoton wachsende Folge (A,,n > 1) aus A mit
L An = Qgilt lim P(A,) =1

n—00
n=1

Beweis:

A2 = a): Mit B, = A,\A,41, n > 1ist (B,,n > 1) eine Folge paarweise

disjunkter Ereignisse mit U B, = A,,,m > 1. Folglich gilt mit Axiom A2’

die Gleichung

P(A,) = i P(B,), m>1.
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Somit haben wir wegen Z P(B,) = P(A;) <1 die Beziehung lim P(A,,) =
n=1

0, also gilt a).

a) = b): (A,,n > 1) ist monoton fallend mit ﬂ A, = 0, somit gilt lim P(A,) =

- n—00
n=1

lim (1 — P(A,)) =1 —0 = 1. Somit haben wir b) gezeigt.
b) = A2.: Ist (C,,n > 1) eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse, so

definieren wir C! = U Cn,Cl = U Cp,An = CHUC,n > 1. Damit

m=1

folgt A, C A,11,n > 1 und U A, = Q, und deshalb nach Voraussetzung

n=1
lim P(A,) = 1. Wegen Axiom A2. ergibt sich

n—oo

1= lim P(A,) = lim P(C')+P(C"y),also P(C')) = 1-P(C" ) = lim P(C") =
lim Z P(C,,) = Z P(C,,). Damit ist A2 nachgewiesen. O

Folgerungen 3.8

1. Ist (A,) eine monoton fallende (monoton wachsende) Folge aus 2, so gilt

lim P(A, (ﬂA)bzw lim P(A,) = <OAH)

n=1

Beweis: Man wende das Lemma 3.7 auf (An \ < ﬂ Ak)>
k=1

bzw. auf <An U (U Ak>) an. O
k=1

2. Fiir jede Folge (A,) aus 2 gilt:
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P( U An) = " P(A,) (abzéihlbare Subadditivitiit) (3.7)

n=1 k=1

Beweis: B,, = U A, 1B = U Ay, beachte die Ungleichung (3.5). O
1 1

Mittels der eben bewiesenen Folgerungen 1. und 2. ergibt sich das

Lemma 3.9 (Erstes Borel-Cantelli-Lemma)

Falls A, € A,n > 1,und ZP(An) < 00, so gilt

n=1

P(lim sup An) =0

n—odo

Bewelis: P(lim sup A,) = P( ﬁ U Am) = le P( U Am)

n=1m>n m>n

< lim Z P(A,,) = 0 wegen Ungleichung (3.6).

OJ

In Worten kann man dieses Lemma wie folgt fassen: Gilt Z P(A,) < 00, s0ist
n=1
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich viele der Ereignisse A,, eintreten,

gleich Null. Anders ausgedriickt, mit Wahrscheinlichkeit Eins treten hochstens
endlich viele der Ereignisse A, ein.

o0

Wir geben noch eine niitzliche Formel zur Berechnung von P( U Ak) an, bei
k=1

der die (Ag,k = 1,--- ,n) nicht paarweise disjunkt sein miissen. Sie ist eine

Verallgemeinerung der Formel 3.3.



30 Uwe Kiichler

Aussage 3.10 (Ein- und Ausschlussformel)

Fiir alle n > 2 und alle Ay, As, ..., A, € qilt

n

P(QAk) => P(A4)— ) PANA)

k= 1<i<k<n

—_

+ Y PANANA)— . . (1) P(A N NA,)
15i<j<k<n
=> (=1 3" P(A, NN A (3.8)
r=1 JrC{1,...,n}
cardJyr=r
wobei J, = {ki, ka, ..., k.} alle r-elementigen Teilmengen von {1,--- ,n} durchliuft.

Beweis mittels vollst. Induktion, sieche z. B. Henze (2006), Kap. 11.

Die Ein- und Ausschlussformel vereinfacht sich wesentlich, falls die Wahr-
scheinlichkeiten P(Ag, N --- N Ag.) nur von r und nicht von der Wahl des
Tupels (kq,--- , k) abhdngen. Wir definieren:

Definition 3.11 FEs seien (Q,2, P) ein W-Raum und Ay, --- , A, Ereignisse
aus A. Diese Ereignisse heiffen (untereinander) austauschbar, falls P(Ay, N
< NAg.) = P(AiN---NA,) gilt fiir aller mit 1 < r < n und alle r-elementigen
Teilmengen {ky,--- ,k.} von{1,--- n} gilt.

Aussage 3.12 Sind Ay, --- , A, austauschbar, so gilt

P([JAn) =) (-1 <Z) P(A N---NA,). (3.9)

Beweis: Es gibt () Teilmengen _#, von {1,---,n} mit r Elementen. O
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Aussage 3.13 (Bonferroni-Ungleichungen)

Falls A; e A,i=1,--- ,n, dann gilt

P(OAl) > Zn: P(A;) = P(A;N Ay) (3.10)

i=1 i<j

P(Ua) <3 pia) -3 pianay)

i=1 i<j

+ ) P(ANA;NA) (3.11)
i<j<k
Beweis: mittels vollsténdiger Induktion.

Als Ergénzung erwéihnen wir schliellich folgende Formel.

Aussage 3.14 Fiir alle n > 2 und alle Ay, Ay, -+, A, aus A und

Apm © = "Es treten genau m der n Ereignisse Ay, Ag, -+ , A, ein” 1 <m <mn,
qgilt:

P(An,m):Z(—wm(;) S PAL N4y (312)
}

r=m JrC{l,+,n
cardJr=r

Der Beweis erfolgt ebenfalls mittels vollstdndiger Induktion.
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3.2 Laplace-Experimente

In diesem Abschnitt werden wir erste konkrete mathematische Modelle zufalli-
ger Versuche kennen lernen, die sogenannten Laplace-Ezperimente. Sie zeich-
nen sich durch besondere Einfachheit aus und sind dennoch in Anwendungen
héufig anzutreffen.

Definition 3.15 Als Laplace-Experiment (kurz: L-Experiment) bezeichnet man
einen zufilligen Versuch mit:

1. der Versuch hat nur endlich viele (= N) mdgliche Ausgdnge.
2. Alle Ausginge haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Als mathematisches Modell eines L-FExperimentes wahit man einen Wahrschein-
lichkeitsraum (2, 2L, P) mit:

1. Q ist endlich: Q = {1,2,..., N} (allgmeiner, aber dquivalent dazu:

Q:{WhWQ,...,WN} mltwl%wjaz#])a

2. A =P(Q) und alle Versuchsausginge sind gleichwahrscheinlich:

PHw}) =p, we. (3.13)
N heifit der Parameter des L-Fxperimentes.

Auf Grund (3.11) gilt wegen

L= P = PUfarh) = 3 Pl =

k=1
die Beziehung P({w}) =p = + und
fiir jede Teilmenge A von Q ergibt sich mit N(A) = Anzahl der Elemente von A:

Py = PIUH = Pwh =p- N = T2 = (310
_ L;‘xnzahl der w(fijr A) giinstigen Félle

Anzahl der méglichen Félle

(3.15)
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Die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 (d.h., die Wahrscheinlichkeit des sicheren Er-
eignisses " Irgendein Versuchsausgang tritt ein”) ist bei einem Laplace-Experiment
gleichméBig auf die Versuchsausgénge w verteilt: Man nennt P auch die gleichmdfi-
ge Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {1,2,... N} oder einfach die Gleichver-
teilung auf {1,2,... N} bzw. auf Q = {wy,...,wy}.

Bei Laplace-Experimenten spricht man auch davon, dass das Versuchsergebnis
“auf gqut Gliick” oder "rein zufillig” ausgewahlt wird, um die Gleichwahrschein-
lichkeit aller moglichen Versuchsausgénge hervorzuheben.

Beispiel 3.16 Der zufillige Versuch bestehe im Werfen zweier reguliarer Wiirfel
und im Registrieren, welche Augenzahl der erste und welche der zweite Wiirfel
zeigt. Wir setzen alos Q = {(4,7) : 4,7 € {1,2,...,6}} mit i« = Augenzahl des
ersten Wiirfels und j = Augenzahl des zweiten Wiirfels.

Alle Ergebnisse sind aus Symmetriegriinden (regulére Wiirfel) gleichwahrscheinlich,
also gilt:

P((i,7) tritt auf ) = 5z fiir alle 4,5 € {1,---,6}.

Mit A := "Die Augensumme ist gleich 6” haben wir

_N@) _ 5
N 36
und fiir B := ”Die Augenzahlen sind verschieden” erhalten wir
N(B) 30 5
PO == =53¢
In Anwendungsbeispielen mit endlichem {2 muss man genau priifen, ob es sich
tatséchlich um ein Laplace-Experiment handelt.

Beobachtet man zum Beispiel im obigen Beispiel nur die Augensumme, so ist
dies ein neuer zufélliger Versuch. Man wihlt Q = {2,...,12}. Jetzt sind aber

nicht alle Ausgénge gleichberechtigt, d.h. gleichwahrscheinlich:
”Augensumme = 2”7 hat eine kleinere Wahrscheinlichkeit ( = %) als ” Augen-
summe = 4” ( = %), denn das erste Ereignis tritt nur beim Versuchsausgang

(1,1), das zweite dagegen bei jedem der Ausgéange (1,3), (2,2), (3,1) ein.
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Wir kehren zuriick zum Modell des n-maligen Miinzenwurfes aus Abschnitt 2.5.

3.3 Miinzenwurf, zum Zweiten

Wir setzen hier das Studium des zufélligen Versuches "n-maliges Werfen ei-
ner Miinze” aus Abschnitt 2.5 fort. Die Miinze, die wir fiir das Spiel ver-
wenden, sei reguldr, d. h. symmetrisch. Das bedeute, beide Seiten erschei-
nen bei einem Wurf mit gleicher Chance. Dann ist das n-malige Werfen ein
Laplace-Experiment mit 2" gleichwahrscheinlichen Ausgédngen. Der entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsraum ist (2,B(Q2), P) mit P({w}) = 27" w € Q
und

P(A)=) 27" = NQ(f) LACQ. (3.16)

weA
Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach n Wiirfen der zugehori-
ge Pfad (k, Sg(w)), k > 0, mit Sp(w) := 0 bei r endet: P({w € Q|S,(w) =71}).

Aussage 3.17 Fir P(S, =) gelten die Formeln

a) Ist n gerade, also n = 2m fir ein m > 1, so gilt

P(Sy =21) = (27)272™  falls |I| < m,

P(Sy, =1) =0 fir alle anderen ganzzahligen r.

b) Ist n ungerade, also n =2m + 1 fiir ein m > 1, so ist

P(Somi1 =20+1) = (éﬁ;ﬂl)Z_Qm_l falls —m —1<1<m,

P(Somi1 =1) =0 fiir alle anderen ganzzahligen .

Bemerkung: In beiden Féllen handelt es sich um eine um den Nullpunkt sym-
metrische Verteilung mit Null bzw. £1 als Punkte maximaler Wahrscheinlich-
keit, vgl. Abschnitt 4.

Die Folge (So, S1, - .., Sn) heiBt auch eine symmetrische Irrfahrt.
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A. One Number ) I 5 @
or ‘Straight Up' o - D)
B. Two Numbers @u o | 4 5| 6
or 'Split' » g c
7 3 9
C. Three Numbers s Z ()
or 'Strest’ @F ® 10| 11| 12
D. Four Numhers 3 4 | 15
or ‘Corner’ (I’ w0
E. Six Numbers g | 16 17 | 18
or ‘Six Line' g 19 | 20 | 21
F. Column é Z :
G. Dozen ® 22| |
H. Low (1-18) o 25 | 26| 27
I. High (19-36) g | ¢ :
J. Even @ 8 (6\28 29 | 30
K. Odd = | 8731 | 2033
L. Red s z
M. Black T @ |®]3]306

Abbildung 3.1: Quantile der Standardnormalverteilung
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Abbildung 3.2: Beispiel des Pfades der Lénge vier und der Orte der Pfadenden

Beweis:

a) {So, = 21} tritt genau dann ein, wenn in w = (x1, -+ , Tay,) genau [ +m
mal die Eins enthalten ist.

b) {Soms1 = 20 + 1} tritt genau dann ein, wenn w = (21, , Toyy1) genau
m + | + 1 Einsen enthélt.

Fiir den Spieler A (siehe Abschnitt 2.5) ist es von Interesse, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit er wann zum ersten Mal ein negatives Guthaben hat.

Aussage 3.18 Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Spieler A zur Zeit n zum
ersten Mal ein negatives Gutachten hat, ist fiir ungerades n =2m+1,m > 1,
gleich dem Wert
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Abbildung 3.3: Beispiel des Pfades der Lénge fiinf und der Orte der Pfadenden
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PHw:s5>0,5,>0,...,5,1>0,5, = —1})
(2m — 1)!!

:P(5120,5220,...,Sn_1ZO,Sn:—l):W

(3.17)
mit (2m — 1)l = (2m — 1)(2m — 3) --- 3 - 1 und fiir gerades n gleich Null.

Beweis: Fiir jeden der fiir das betrachtete Ereignis giinstigen Pfade s =
(S0, 815 --,8n) gilt s,-1 = 0. Wir bestimmen deshalb die Zahl aller Pfade
von (0,0) nach (2m,0) die —1 niemals berithren und beachten dabei die Ei-
genschaft (2.1) jedes Pfades.

Es gibt insgesamt (27’:) Pfade von (0,0) nach (2m,0). Zur Berechnung der ge-
suchten Zahl der Pfade bedienen wir uns des sogenannten Spiegelungsprinzips.
Jedem durch ein w erzeugten Pfad s = (sg, s1,- - , S»), der die Zahl —1 jemals
vor n erreicht, wird der Pfad s’ zugeordnet, der bei —2 startet und bis zur Zeit
T 1(w) = min{k > 1|sp = —1} spiegelbildlich beziiglich der Horizontalen der
Hohe —1 zu (sy, s9, - - - s,,) verlauft, sowie danach mit (sq, $9,- -, s,) liberein-
stimmt.

Die Zuordnung ist eineindeutig. Folglich ist die Zahl der Pfade, die —1 vor der
Zeit n berithren und zur Zeit n — 1 = 2m bei Null sind gleich der Zahl der
Pfade, die bei —2 starten und zur Zeit n — 1 = 2m in Null enden.

Davon gibt es (fﬁl) Exemplare. Somit ist die gesuchte Anzahl gleich

<2n7?> - (m2T1> - (27::>m;+1

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 272"~ (2"") L Eine einfache Umfor-

mung liefert 3.16. Zu geraden Zeiten n kann S, nicht zum ersten Mal negativ
sein. 0J
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0.5

-15F s

Abbildung 3.4: Gespiegelter Pfad
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3.4 Was sagen uns Wahrscheinlichkeiten?

Welche anschauliche Bedeutung hat die Wahrscheinlichkeit P(A) eines zufilli-
gen Ereignisses A? Es gibt zwei grundlegende Erfahrungen im Umgang mit
dem Zufall.

a)

Empirisches Gesetz der grofien Zahlen: In einer langen Reihe gleicharti-
ger, voneinander unabhéngiger Versuche ist die relative Haufigkeit #
des Eintretens von A etwa gleich P(A). Wenn P(A) > 1 gilt, so kann man
auf das Eintreten von A Wetten abschliefen und wird bei fortlaufenden

Wetten dieser Art schlie3lich im Vorteil sein.

Es ist neben dem empirischen Gesetz der groflen Zahlen eine zweite Er-
fahrungstatsache, dass zufillige Ereignisse mit sehr kleinen Wahrschein-
lichkeiten bei einmaliger Versuchsdurchfiithrung praktisch nicht eintreten.

Genauer gesagt: Man muss bei einem zufélligen Versuch, den man einmal
durchfiihrt, mit dem Eintreten von A nicht rechnen, falls P(A) sehr klein
ist. Diese Erfahrung hat jeder Mensch verinnerlicht.

Beispiel fiir a):

1)

Werfen Sie einen regulédren Spielwiirfel mehrere Mal und beobachten Sie

das Verhalten der relativen Héufigkeit des Auftretens einer ”Sechs” im

Verlaufe der Wiirfe. Sie tendiert zu %.

Beispiele fiir b):

0

Man erhélt keinen Kredit von der Bank, wenn man als Sicherheit an-
bietet, dass man auf seinen wochentlichen Tippschein im Lotto 76 aus
49” innerhalb eines Jahres einen ”Sechser” erzielt. Die Wahrscheinlich-
keit dieses Ereignisses ist so gering, dass man mit seinem Eintreten nicht
wirklich rechnet.
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2) Man rechnet nicht damit, dass jemand durch maximal dreimaliges zuf&lli-
ges Raten der PIN bei einer EC-Karte die richtige PIN errét.

3

3) Wenn ein vorgegebenes Ereignis, das eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit
hat, tatséachlich eintritt, so zweifelt man mitunter daran, dass der "reine
Zufall” zu diesem Ereignis gefithrt hat. Man stellt eher die Richtigkeit
der zugrunde liegenden Annahmen in Frage und priift sie sorgfiltig: Den
Ausspruch "Das kann kein Zufall sein!” hat jeder schon mal gehort.

Beispiel seltener Ziehungen beim Lotto "6 aus 49” wie (1, 2, 3, 4, 5, 6)
fithren regelméflig zur Aufmerksamkeit der Medien und der Frage, ob
hier nicht der Zufall auler Kraft gesetzt sei. Diese Zahlenkombination
hat aber die gleiche (geringe) Wahrscheinlichkeit wie jede andere.

4) Aus Dorothy L. Sayers ”Keines natiirlichen Todes”, rororo, 1991:

a) S. 58g: Ein merkwiirdiger Zufall, sagte er (der Chef von Scotland
Yard) geduldig, und ich kann verstehen, dass Sie sich dariiber auf-
regen.

b) S. 6214: Schon wieder ein Reinfall sagte Winsey: ” Aber ein sonder-
barer Zufall ist das schon.”

5) Wenn jemand beim Skatspiel dreimal hintereinander alle vier Buben
erhélt, glaubt man nicht mehr an reinen Zufall, obwohl dieses Ereignis
eine positive, wenn auch sehr kleine Wahrscheinlichkeit hat.

3.5 Elemente der Kombinatorik*

Bei der Abzéhlung der ”giinstigen” Félle bei L-Experimenten erweisen sich
Formeln der Kombinatorik haufig als giinstig.
Wir geben hier vier Grundaufgaben der Kombinatorik an, sie werden haufig
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auch in Form sogenannter Urnenprobleme formuliert.

Wir beginnen mit einer elementaren aber wichtigen Feststellung.

Aussage 3.19 FEs seien My, ..., M,, m Mengen mit mq,..., m,, Elementen.
Dann hat die Menge M aller m-Tupel (iy, ..., iy) miti, € My firk=1,...,m
genau my, Ma, ..., My, Elemente.

Beweis: Mittels vollstéandiger Induktion

Als Néchstes kommen wir zu den vier angekiindigten Aufgaben der Kombina-
torik.

Aus einer Menge M = {ay,as,...,a,} von m Elementen (m > 1) werden r
Elemente ausgewahlt, » > 1. Man spricht von einer Stichprobe vom Umfang r
aus der Menge M. Die Entnahme von Stichproben kann auf unterschiedliche
Weise erfolgen:

Mit Wiederholung oder ohne Wiederholung

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge oder ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge.

(d. h. geordnet oder ungeordnet)

Dementsprechend unterscheiden wir vier Félle.
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Anzahl von moglichen Stichproben des Umfanges r aus ei-
ner Menge M vom Umfang m

(In den Féllen ohne Wiederholung ist » < m vorauszusetzen.)

mit Wiederholung ohne Wiederholung
r-Tupel (ay,...,a,) r-Tupel (ay,...,a,)
mit a; € M,i=1,...,r mit a; € M,i€1,...,r),
paarw. verschieden
r-Permutation mit W, r-Permutation ohne W.
geordnet m” m(m—1)...(m—r+1)=:(m),
Al A2
ungeordnet | [aq,ag, . .., a.l,

Anordnung von r Elementen
{ai,...,a,} C M

a; e Mii=1,...,r Teilmenge vom Umfang r

r-Kombination mit W. r-Kombination ohne W.
(™) (7) = -

A3 A4

Die Falle A1, A2 und A4 sind leicht zu beweisen.

Der Fall A3:
Jede ungeordnete Stichprobe vom Umfang r mit Wiederholung aus der Men-
ge M ist eindeutig charakterisiert durch eine Folge (1,19, . .., ;) natiirlicher

m

Zahlen i, > 0 mit Y i, = r, wobei i; angibt, wie oft das Element a; aus M
k=1

in der Stichprobe vorkommt.

Diese Vektoren (i1, ...,%,) lassen sich eineindeutig auf die Menge aller An-
ordnungen der Form e e e| e o||| @ e von r Punkten und (m — 1) Strichen
abbilden, wobei vor dem ersten Strich i; Punkte stehen, zwischen dem k-ten
und (k + 1)-ten Strich iy, Punkte stehen, und nach dem (m — 1)-ten Strich
1, Punkte platziert sind. Insgesamt gibt es (mtf*l) solcher Anordnungen.
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Zu jedem der vier Fille der Entnahme von Stichproben vom Umfang r aus
einer Menge vom Umfang m gibt es ein sogenanntes ”duales Problem” der
Verteilung von r Kugeln auf m Urnen.

Ali

Agi

A4Z

Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen ver-
teilt, wobei in jeder Urne beliebig viele Kugeln liegen diirfen. Auf wie
viel verschiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugeln ist
charakterisiert durch die r Nummern (ay, as, . .., a,) der Urnen, in die die
erste zweite, ..., r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir jede dieser Nummern
gibt es m Moglichkeiten. Im Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe
(ay,as,...,a,) vom Umfang r mit Wiederholung aus einer Menge vom
Umfang m.

: Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen ver-

teilt, wobei in jeder Urne hochstens eine Kugel liegen darf. Auf wie viel
verschiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugel ist cha-
rakterisiert durch die » Nummern (aj,as,...,a,) der Urnen, in die die
erste, zweite k-te, r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir die erste Kugel gibt
es m, fiir die zweite m — 1, fiir die r-te Kugel m —r 41 Méglichkeiten. Im
Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe (ai,as,...,a,) vom Umfang r
ohne Wiederholung aus einer Menge vom Umfang m.

Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen auf-
geteilt, wobei jede Urne auch mehrfach besetzt werden kann.
Jede Aufteilung ist charakterisiert durch die Anzahl i;, der Kugeln, die

in die k-te Urne fallen, k =1,... m, sz =r.
k=1

Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln sind auf m Urnen so auf-
zuteilen, dass in jeder Urne hochstens eine Kugel zu liegen kommt. Die
Aufteilung ist charakterisiert durch die Menge {ai,as,...,a,.} der Ur-
nen, die durch eine Kugel besetzt werden, also durch eine r-elementige
Teilmenge von M.

Anzahl der Aufteilungen von r Kugeln auf m Urnen
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mit Mehrfach- | ohne Mehrfach-
-besetzung -besetzung
unterscheidbare Kugeln m” m(m—1)...(m—r+1)
Al A2
ununterscheidbare Kugeln (mtf'*l) (T)
A3 A4

Beispiele:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen von vier Wiirfeln min-
destens eine ”Sechs” zu erzielen?
Der zufallige Versuch ” Werfen von vier Wiirfeln” ist ein Laplace-Experiment
mit 6% moglichen Ausgéingen. Es bezeichne A das Ereignis ”Es erscheint
mindestens eine Sechs”. Dann gibt es 5% giinstige Ausginge fiir das kom-

plementére Ereignis A = ”Es erscheint keine Sechs”. Also gilt

P(A)=1-— (g>4 =0,52.

2. Es werden k& Kugeln auf n Urnen aufgeteilt, & < n. Jede Kugel habe
die gleiche Wahrscheinlichkeit in jede Urne zu gelangen. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass es nach der Aufteilung Urnen
gibt, in der mehr als eine Kugel liegt?

Losung: Es gibt n¥ Moglichkeiten der geschilderten Aufteilung und (n)y,
Moglichkeiten, die giinstig sind fiir das komplementére Ereignis A = "In
keiner Urne liegt mehr als eine Kugel”. Daraus folgt

3. In einem Raum mogen sich k Personen befinden. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass mindestens zwei dieser Personen
am gleichen Tag Geburtstag haben? (Jeder Tag des Jahres komme bei
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jeder Person mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage,
Schaltjahre bleiben unberiicksichtigt.)

Losung: A = ”Alle k Personen haben an verschiedenen Tagen Geburts-
tag”. Es gibt N = (365)F moglich Fille fiir Geburtstage und N(A) =
(365)y, fiir A giinstige Fille, somit ist P(A) =1 — %.

Diese Wahrscheinlichkeit wéchst mit &£ und ist gleich 0, 507 fiir & = 23.

. Koinzidenzproblem:

n Briefe werden auf rein zuféllige Weise in n adressierte Umschlage ge-
steckt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Brief in
den richtigen Umschlag kommt?

Losung: Mogliche Versuchsausginge w = (aq, ..., a,) sind die Permuta-
tion von (1,...,n) mit a; gleich der Nummer des Umschlages, in den der
k-te Brief kommt. Wir setzen

A =A{wlax =k}, k=1,... n.

Das interessierende Ereignis A ist gleich U Ag. Zur Anwendung der Ein-

k=1
und Ausschlussformel berechnen wir

P(Ag, N NA) = P{w = (as,...,an)lar, =k, ... an, =k }) =

card{w : ap, = ki,...,ap, =k}  (n—7)!

n! n!

Die Ein- und Ausschlussformel liefert
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n
|

P(A) =) (-1 <”) (n=r)_ Z(—1)’"+1l il 0,632

r n! 7l n—oo e
r=1 r=1

Fiir n > 7 ist die Naherung auf drei Stellen genau. (Weitere Bemerkungen
zum Koinzidenzproblem und anderen kombinatorischen Aufgaben findet
man in Henze, Kap. 9-11.)

5. Am Eroffnungstag eines grofien Kongresses mit 500 Teilnehmern soll je-
der teilnehmenden Person, die an diesem Tag Geburtstag hat, ein Blu-
menstrauf iiberreicht werden. Wie viele Straufle braucht man minde-
stens, wenn man mit Sicherheit ausschliefen will, dass man zu wenige
Stréaufle hat?

Wie grofl muss die Zahl der Strdufle mindestens sein, wenn man mit der
Wahrscheinlichkeit von 0,95 diesen blamablen Fall vermeiden will?

Wir nehmen néherungsweise an, dass fiir jede Person die Wahrscheinlich-
keit, an einem bestimmten Tag Geburtstag zu haben, gleich ist fiir alle
Tage des Jahres. Schaltjahre werden nicht beriicksichtigt. Dann ist die
Feststellung der Geburtstage aller Teilnehmer ein Laplace-Experiment
mit den moglichen Ausgingen w = (i1, ...,I500), wobei i die Nummer
des Tages angibt, an denen der k-te Teilnehmer Geburtstag hat. Die
Menge aller méglichen Versuchsausginge hat den Umfang N = 3655,
Es gibt nimlich N = 365°° Moglichkeiten der Verteilung der Geburts-
tage der 500 Personen auf das Jahr.

Fiir das Ereignis Ay := ”Genau k Personen haben am Eroffnungstag Ge-
burtstag” gibt es N(Ay) = (520) - 364590—F 7 oiinstige” Versuchsausgiinge.

Es gilt P(Ag) = w, und folglich ergibt sich

k 0 1 2 3 4 5
P(Ak)‘0,2532 0,3478 10,2384 0,1087 0,0371 0,0101

Deshalb ist
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5 5
P( U Ak> = P(A) = 0,9953.
k=1 k=1

Das heifit, mit an Eins grenzender Wahrscheinlichkeit haben héchstens
fiinf der Personen am Eroffnungstag Geburtstag.
(Zur Berechnung wurde die N#herung

ANy 500
P(Ag) =~ e A mit A = 360

benutzt.)

3.6 Rein zufillige Wahl eines Punktes aus [0, 1)

Das Laplace-Experiment ldsst sich nicht unmittelbar auf das in der Uber-
schrift genannte Problem anwenden, da [0, 1) unendlich viele Punkte enthélt.
Wir miissen hier den Begriff der "rein zufilligen Wahl” etwas modifizieren.

Rein zufillige Wahl soll bedeuten, dass fiir jedes Intervall [a,b) C [0,1) die

Wahrscheinlichkeit, dass der gewihlte Punkt aus [a,b) stammt, unabhingig
von der Lage des Intervalls sein soll. Das heifit

P([a,b)) = P(la+z,b+ x)) (3.18)
fir alle x mit a+2x > 0,0+ 2z < 1.

Daraus folgt

P(la,b)) =b—a. (3.19)
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(Beweisen Sie (3.19).)

Es existiert allerdings kein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der Potenzmenge von
[0,1) mit den Eigenschaften (3.18) und (3.19), siche Elstrodt, III. 2. Man kann
aber zeigen, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafi P mit (3.18) und (3.19) existiert
auf der kleinsten o-Algebra %y 1) von Teilmengen von [0, 1), die alle Intervalle
der Form [a,b) mit 0 < a < b < 1 enthélt (0-Algebra der Borelmengen aus
[0,1)). Dieses Maf ist eindeutig bestimmt und heifit Lebesgue-Borel-Mafl auf
([0,1), Po,1)) oder einfach LebesguemaB. Wir werden es mit Aj 1) bezeichnen.

Die Tatsache, dass man Ajg 1) unter Beibehaltung von (3.18) nicht auf 93([0, 1))
erweitern kann, fithrt zu der auf den ersten Blick eigenartigen Situation, dass
man nicht jede Teilmenge C' von [0, 1) als zufilliges Ereignis bei der rein zufélli-
gen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ansehen kann.

Der Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %1y, Ajo,1)) ist das mathematische Mo-
dell des zufilligen Versuches, einen Punkt aus dem Intervall "rein zuféllig”
oder "auf gut Gliick” auszuwéhlen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Aj 1y ”verteilt” die Gesamtwahrscheinlich-
keit Eins ”gleichméfBig” auf das Intervall [0,1). Sie heifit gleichmdfige Vertei-
lung auf [0, 1). Wir werden sie mit U ([0, 1)) bezeichnen. Insbesondere hat dann
auch jeder Punkt = € [0, 1) als Ereignis {z} die gleiche Wahrscheinlichkeit, die

~ 1
folglich gleich Null sein muss. Das folgt auch aus {z} = ﬂ [91:, T + E) und
k=1

der o-Stetigkeit von A ).

In dem eben eingefithrten Wahrscheinlichkeitsraum gibt es Ereignisse, die nicht
unmoglich (bzw. nicht sicher) sind, aber dennoch die Wahrscheinlichkeit Null
(bzw. Eins) haben. Das fithrt uns auf folgende Definition.

Definition 3.20 FEs sei (€2,
nis A € A mit P(A) = 1(
unmogliches Ereignis ).

A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Jedes Ereig-
(A) = 0) heifst fast sicheres Ereignis (bzw. fast

Bei der rein zufilligen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ist das Ereignis A := "Es
wird ein irrationaler Punkt gew&hlt” ein fast sicheres Ereignis und A = "Es
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wir ein rationaler Punkt gewéhlt” ein fast unmogliches Ereignis.

3.7 Zufallsgrofien

Unter einer Zufallsgrofie versteht man umgangssprachlich eine Grofle, die im
Rahmen gewisser zufélliger Erscheinungen einen Wert annimmt, der nicht von
vornherein feststeht, sondern vom Zufall abhéngt. Beispiele findet man tiberall.
In der Natur (Wetter), der Wirtschaft (Aktienkurse), der Technik (Ausfallzeit-
punkte von Konsumgiitern). Thre mathematische Erfassung und Untersuchung
ist ein zentraler Punkt der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Im Allgemeinen sind zuféllige Erscheinungen von sehr komplexer Natur. Man
denke nur an das Wetter oder das Geschehen an einer Aktienborse. Durch
die Konzentration auf Zufallsgrofen, wie Tageshochsttemperatur, monatliche
Niederschlagsmenge bzw. Aktientagesschlusskurse oder wochentliche Rendite
bestimmter Unternehmen werden Teilaspekte der zugrunde liegenden zufalli-
gen Prozesse herausgestellt, fiir die man sich besonders interessiert.

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Abbildung von €
in eine Menge F, zB. E = Ry, E = R, oder E = Ny = {0,1,2,--- ,n,...}.
Indem man nicht den Versuchsausgang w € ) zur Kenntnis nimmt, sondern
nur den Wert X (w) beobachtet, den die Funktion X in Abhéngigkeit von w an-
nimmt, ist ein neues zufilliges Experiment definiert mit moglichen Ausgéingen
r = X(w), die aus F stammen. Die mit diesem neuen Experiment verbun-
denen Ereignisse sind nunmehr Teilmengen von E. Sie bilden eine o-Algebra
€ von Teilmengen von E. Das Ereignis B aus € tritt fiir den neuen Versuch

offenbar genau dann ein, wenn der urspriingliche Versuch zu einem w fiihrt,
fir das X(w) € B gilt.

Beispiel 3.21 Wir betrachten das Laplace-Experiment des gleichzeitigen Wer-
fens zweier reguldrer Wiirfel und wéhlen

Q={w=(i,j):4,j€{1,2,...,6}}, A=P(Q),

P{w}) =367, weQ,
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Xw) =i+] , w=(ij)en
Hier wahlt man den Bildraum E als die Menge {2,3,---,12} und fiir € die

Potenzmenge P(E).

Die Funktion X gibt also die Augensumme der zwei geworfenen Wiirfel an.

Das Ereignis ” Augensumme ist gleich 4” entspricht der Menge {4} aus E und
tritt genau dann ein, wenn ein w = (4, 7) mit i + j = 4 Ergebnis des Wiirfelns
ist, also wenn (1, 3),(2,2) oder (3,1) gewiirfelt wurde.

Wir kehren zuriick zum allgemeinen Fall und wollen auf (E, €) eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung PX einfiihren, die den Ereignissen des neuen Versu-
ches ihre Wahrscheinlichkeiten zuordnet. Das geschieht durch

P¥(B) = P{w e QX(w) € B})=P(X *(B)), Be¢ (3.20)

Ublicherweise ist € zusammen mit £ von vornherein festgelegt. Damit die
Definition von P¥X dann sinnvoll ist, miissen wir eine Forderung an X stellen,
die wir in der nédchsten Definition formulieren.

Definition 3.22 Die Abbildung X wvon (2,2) in (E,€) heifit eine Zufalls-
grofe iiber (2,2, P) mit Werten in (E, €), falls gilt

X YB) :={w € QX (w) € B} €, fiir alle B aus €, (3.21)

m.a. W., falls die Abbildung X (in der Sprache der Mafitheorie)eine A — E-
messbare Abbildung ist.

Die Eigenschaft (3.21) kann man kurz schreiben als

X (&) C U (3.22)



52 Uwe Kiichler

Notation 3.23 Fiir {w € Q| X (w) € B} schreiben wir haufig kiirzer {X € B},
und statt PX(B) bzw. P(X~1(B)) verwenden wir die Schreibweise P(X € B).
Aussage 3.24 Durch

PX(B):= P(X € B), Beé¢ (3.23)

ist auf & eine Wahrscheinlichkeitsverteilung PX gegeben. Die Verteilung P~
nennt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X oder die durch
X induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Zum Beweis priift man die Axiome Al.-A2.” nach.

Das zufillige Experiment ”Beobachtung der Zufallsgrofle X” wird also mathe-
matisch modelliert durch den Wahrscheinlichkeitsraum (E, &, PX).

Beispiel 3.25 (Fortsetzung von Beispiel 3.21)
Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ der Zufallsgréfie X gelten mit

E={2,...,12}, ¢€=9(F)
die Gleichungen

Pr({k}) = P({w € QX (w) = k}) =

#Hw = litj=k) 6|7k

keFE
36 36 ©

und

PX(B)=> P*({k}), Bee¢ (3.24)
keB

Die Forderung X '(&) C 2 ist in diesem Fall natiirlich erfiillt, da 2 =
PBH1,2,...,6}%).

Aus vorgegebenen Zufallsgrofen kann man durch eine Vielzahl von Operatio-
nen neue Zufallsgrofen bilden. Exemplarisch erwdhnen wir hier einige Félle.
Sie sind in den beiden folgenden Aussagen enthalten.
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Aussage 3.26 Ist (E, €)= (R,,B,), so sind mit Zufallsgrofien X, Xy, Xo,- - -
iber (2,2, P) auch die Vielfachen aX,a € Ry, die Summen Z X, die Funk-

k=1
tionen max(Xy, Xo, -+, X,,) min(Xy, Xo, ..., X,,), der Grenzwert lim X,, (so-

n—od
fern er existiert) wieder Zufallsgrifien. (Die Operationen verstehen sich dabei

punktweise, also w-weise.)
Diese Tatsache ergibt sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften messba-
rer Funktionen, die in der Majftheorie bewiesen werden.

Aussage 3.27 Es seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,€) und
(F,§) messbare Rdiume.

Ist X eine Zufallsgrifse iber (A, P) mit Werten in (E,€) und ist Y ei-
ne Zufallsgrife iiber (E, €, PX) mit Werten in (F,§), so ist Z =Y o X eine
Zufallsgrafe iber (Q,2, P) mit Werten in (F,§) und ihre Wahrscheinlichkeits-
verteilung P? auf § ist gegeben durch

PAC)=P(ZecC)=P(X cYHC)) = (3.25)
PYY™H(C)) = P(XTH(YTH(())).C €5

Beweis: Nach Definition gilt Y 71(F) C € und X ~1(€&) C , folglich ist Z~1(F) =
XYY 71(F)) C A. Also (siehe (3.22)) ist Z eine ZufallsgroBe iiber (2,21, P)
mit Werten in (F,§). Die Formel (3.25) ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der Verteilung von Z. Man beachte die Notation 3.23. 0J

Definition 3.28 Jede Zufallsgrife tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2,

mit Werten in (Ry, %1)((R,, B,)) heifit eine reellwertige Zufallsgrofe (bzw.
ein n-dimensionaler zufélliger Vektor).
B, bzw. B, bezeichnen dabei die o-Algebren der Borelmengen aus Ry bzw. R,,.

Beispiel 3.29 [In Abschnitt 3.3 haben wir die symmetrische Irrfahrt (Sg, S1, . . .
kennen gelernt. Definiert man die reellwertige Zufallsgroffe T—1 durch

T (w) =min{K <n:Si(w)=-1} we Q={-1,-1}"

P)

,Sn)
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mit min () := oo, so hat Ti_ die mdéglichen Werte 1,3,5, ... ,2[”7“} — 1,00
und es gilt (siehe (3.17))
P(Ty-=2m+1)=¢q, m=12..[*]-1
. — (@2m-—1)
P(T1, = 1) =9 P(T,l = OO) = Z Am-
m2 5]

Die Zufallsgrofie T 1 gibt den Zeitpunkt an, zu dem der Spieler A zum ersten
Mal einen negativen Gewinn verbucht, also den Zeitpunkt seines Ruines, falls
er kein zusétzliches Kapital besitzt. Das Ereignis {11 = oo} tritt ein, falls er
nach n-maligem Werfen der Miinze noch nicht ”ruiniert” ist.

Wenn er unbegrenzt lange spielt, ergibt sich

P(T_y<o0)=)Y P(Ty=2m+1)=) g¢n=1
m=0

m=0

(Den Beweis der letzten Gleichung fiithren wir spéter.)

Das bedeutet, bei unbegrenzter Fortfithrung des Miinzwurfes wird der Spie-
ler A mit Wahrscheinlichkeit Eins irgendwann ”ruiniert”, d. h. sein Guthaben
wird irgendwann negativ.

Vollig analog kann man aber auch schlussfolgern, dass er mit Wahrschein-
lichkeit Eins irgendwann mindestens einen Betrag der Gréfie Eins auf seinem
Konto hat. (Wir setzen dabei voraus, dass er in der Zwischenzeit, wenn sein
Guthaben im Negativen ist, immer geniigend Finanzmittel besitzt, das Spiel
fortzusetzen.) Wenn er die Strategie verfolgt, in dem Moment aufzuhéren zu
spielen, wenn er das erste Mal einen Gesamtgewinn der Hohe Eins hat, so ge-
winnt er bei dem vereinbarten durchaus fairen Spiel des Miinzenwurfes ohne
Zeitlimit mit Wahrscheinlichkeit Eins eine Geldeinheit. Ein Paradoxon.
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3.8 Verteilungsfunktionen

Verteilungsfunktionen auf R;

Definition 3.30 Ist Q) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ry, %)), so be-
zeichnet man die durch

F(z) = Q((—0,x]), z€ R (3.27)
auf Ry gegebene Funktion F als Verteilungsfunktion der Verteilung ().
Ist X eine reellwertige Zufallsgrfie iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2, P),
so nennt man die zu PX (siche (3.19) und (3.22)) gehdrende Verteilungsfunkti-

on F' die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X. Gegebenenfalls schreibt man
Fo bzw. Fx an Stelle F'.

Es gilt

F(b) — F(a) = Q((a,b]), a < b, (3.28)

Fx(x) = P*((—o00,2]) = P(X < ) (3.29)
Es sei ) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, .4,).

Aussage 3.31 Die Verteilungsfunktion F der Verteilung () hat folgende Ei-
genschaften:

1. F ist monoton nichtfallend: v <y = F(x) < F(y),

2. lim F(z)=0, lim F(z) =1,

T——00 T—00

3. F ist an jeder Stelle x € Ry von rechts stetig:

F(z+0) :=lim F(y) = F(z),

ylx
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4. Fiir jedes x € Ry gilt mit F(x —0) := li%n F(y)
ylz

F(r) = F(r —0) = Q{z}).

Beweis: Unter Verwendung von (3.27), Lemma 3.6 und Folgerung 3.7 haben
wir:

1. x <y= (—00,7] C (—o0,y| = F(v) < F(y),

2.z, | —00 = (—00,2,) | 0 = lim F(x,) =0,

n—oo

Ty ] 00 = (—o0,2,| T Ry = lim F(z,) =1,

3. Wegen (—oo,z| = ﬂ(—oo,:vn] fiir jede Folge (z,) mit z, | = folgt —

F(xn) | F(x),

4. (zp,x] | {z} fiir jede Folge (x,) mit z,, T x.
— F(z) — F(z —0):= JE&O(F@) — F(z,))

= lim Q((xn,2]) = Q({z}). -

Definition 3.32 Jede Funktion F und Ry mit den Figenschaften 1. - 3. aus
Aussage 3.31 heif§t eine Verteilungsfunktion auf R;.

Es sei F' eine Verteilungsfunktion auf Ry, d. h. eine Funktion mit den Eigen-
schaften 1. - 3. aus Aussage 3.31.

Aussage 3.33 FEs gibt eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung
Q auf (Ry, %), die F' als Verteilungsfunktion besitzt.

Beweis: Wir setzen

Q((a,b) := F(b) = F(a), a<b.

Das Mengensystem v = {(a, b]| —00 < a < b < oo} ist ein Semiring, und die da
durch definierte nichtnegative Mengenfunktion @ ist auf v o-stetig (d. h., ist
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((an, b,] eine monoton fallende Folge halboffener Intervalle mit ﬂ (an,b,] =0,
n>1

so haben wir lim Q((an,bs]) = 0).
(Der Beweis ist sehr technisch, siehe z. B. Siraev, II § 3, Punkt 1). Aulerdem

In der Mafitheorie wird gezeigt, dass man jedes () mit diesen Eigenschaften auf
eine und nur eine Weise zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf, das wir ebenfalls
mit @ bezeichnen, auf die o-Algebra B; = o(v) der Borelmengen aus R;
erweitern kann. Wegen

Q((=00,2]) = lim Q((—n,z]) = lim (F(z) — F(-n)) = F(z)

n—oo n—oo

folgt die Behauptung. OJ

Beispiel 3.34

a) Ist (2,2, P) ein Laplace-Experiment mit Q = {wy,ws, - wy}, A =

P(),

P({w}) = +,w € Q, und ist X eine reellwertige ZufallsgroBe iiber
(Q, 2, P) mit X(wg) = x,k=1,---,N, xp # z; fir k # j, so lautet
die Verteilungsfunktion F' = F'x wie folgt:

N
1
Pla) =% 3 1=+ T aume)2 € Ry
k=1

kixp<z

Fist in diesem Fall eine stiickweise konstante rechtsseitig stetige, nicht-
fallende Funktion auf R; mit den Sprungstellen x;, den Sprunghdhen %

.....

b) Ist (2,2, P) = ([0,1),B,1), A\jo,1y) der Wahrscheinlichkeitsraum, der die
rein zuféllige Wahl eines Punktes w aus [0, 1) modelliert, und ist X (w) =
w,w € €2, so gilt fir ' = Fx
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0 <0
Flz)=(xA1)VO=<¢ = z € [0,1]
1 z>1

Eine Moglichkeit, sich von der Lage einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R;
und ihre Ausbreitung eine Vorstellung zu verschaffen, besteht in der Berech-
nung ihrer Quantile.

Definition 3.35 FEs seien @ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry,B1)
und F' ihre Verteilungsfunktion:

F(z) =Q((—o0,z]), x€ R;.

Weiterhin sei p irgendeine Zahl mit 0 < p < 1.
Als p-Quantil der Verteilung () bezeichnet man jede Zahl q, € Ry mit

F(Qp -0)<p< F(Qp)- (3.30)

Aussage 3.36 Fir jedes p € (0,1) ist die Menge aller p-Quantile von Q) ist
nichtleer und bildet ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall. Sie ist einele-
mentig genau dann, wenn es keine zwei Zahlen x <y gibt mit F(z) = F(y) =

p.

Definition 3.37 Jedes Quartil q1 heifst Median. Jedes Quartil q1 qs heifst
unteres (oberes) Quartil.

Die Differenz 43 —q1 ist ein Maf fiir die ” Ausbreitung” der Verteilung Q. Es
gilt Q([q1,¢:]) = Q((—00,¢z]) = Q((—00, 1)) > § - ;= 3.

Das heif3it, zwischen q1 und qs befindet sich mindestens die )-”Wahrschein-
lichkeitsmafle” %

Ein Median ist ein Wert, den man als zentrum der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung @) bezeichnen kann.
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Aussage 3.38 Ist F' eine streng wachsende (nicht notwendige stetige) Vertei-
lungsfunktion auf Ry, so existiert zu jedem p € (0,1) das eindeutig bestimmite
Quantil g, und es gilt

4 =F"(p)=(p€(0,1)) (3.31)

wobei F~(p) := inf{z|F(x) > p} (rechisstetige Inverse) gesetzt wird.

Verteilungsfunktionen auf R,

Es seien n > 2 und @ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,,, %,,.

Definition 3.39 Mit der Bezeichnung x = (x1, T, ..., 2,)T € R, und (—o0, z]
n ®

[ (—o0,xk] ist durch

k=1

F(z) =Q((—o0,z]), z€R,
eine Funktion auf R, definiert, die Verteilungsfunktion der Wahrscheinlich-
keitsverteilung Q).
Ist X = (X1,Xs,...,X,) ein zufilliger Vektor iber einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,4, P) mit Werten in R,,, so nennt man die Verteilungsfunktion

F der Verteilung PX auch Verteilungsfunktion von X. In diesem Fall gilt fiir
alle v = (z1,...,2,)" € R, die Bezichung

F(z) = PX((—o00,2]) = P(X € (—o0,1]) =

P(X; € (—o0,21],..., X, € (—00,2)) = P(Xy < zq,..., X, <x,) (3.32)

Aussage 3.40 Die Verteilungsfunktion F' der Wahrscheinlichkeitsverteilung
Q) hat folgende Figenschaften:

1. 0< F(z) <L,z = (x1,29,...,2,)" € Ry,

2. lim F(xy, - ,z,) =0 firjedesk=1,--- n,

TR |—00
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3. lim  Fx(zy,--,z,) =1

Z1,,Tn 100

4. F ist an jeder Stelle v = (x1, s, ...,1,)" € R, von rechts stetig:
1}3{% F<x1 _'_hla"' 7xn+hn) :F(xlf" 7xn)7

it
5. Mit der Definition
AthCL‘) = F(mla Ty D1, T+ hiaxi—i-la o 7xn) - F(.Tl, U 75571) ngt
0 S Ahl AhnF(l')l' € Rn, hl 2 O,il, oo
(Verallgemeinerung der Monotonie im Falln = 1).

Bemerkung 3.41 Fiir n = 2 lautet die Eigenschaft 5. wie folgt:

Fx(z1+ h1,29 + hy) — Fx (21,29 + hy) — Fx (21 + hy, 22) (3.33)
+ Fx(.%l,l’g) Z 0.

Definition 3.42 Jede Funktion F auf R, mit den FEigenschaften 1.-5. aus
Aussage 3.40 nennen wir eine Verteilungsfunktion auf R,,.

Zu jeder Verteilungsfunktion F auf R, definieren wir fir alle a = (a1, as, ..., a,)" €
R,,hi,ha,... hy, >0 durch

(H ax, aj, + hy ) = Any, Do,y - - D Fa) (3.34)

eine Mengenfunktion Q) auf dem Semiring 7y, aller n-dimensionalen ”Quader”

[T (ag, bx] € R,.
=1

Aussage 3.43 Die durch (3.34) definierte Mengenfunktion Q ist auf -y, o-
additiv und ldsst sich auf eine und nur eine Weise zu einer Wahrscheinlich-

keitsmaverteilung auf A, fortsetzen, das wir wiederum mit () bezeichnen. Die
Verteilung @ besitzt F' als Verteilungsfunktion.

Zum Beweis, der rein maBtheoretischer Natur ist, sei auch hier auf Siraev (...),
I1, §3, verwiesen.
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Beispiel 3.44

a)

Die Funktion F', definiert durch

F(xy,m9) = [(11 Axa) A1V O,  (21,20)" € Ry, (3.35)

ist eine Verteilungsfunktion auf R,.

Beweis: Die Eigenschaften 1.-4. aus Aussage 3.40 sind offensichtlich. Zum
Nachweis von 5. bemerken wir zunéichst, dass fiir jedes Rechteck (x1, 1+
hq] X (9, xa+hs], das disjunkt zu {(z,z) : 0 < z < 1} ist, gilt zg > x1+hy
oder x1 > x5 + ho. Daraus folgt fiir diese Rechtecke

Ahl Ath(ml,xg) =0.

Andererseits ist fir jedes Rechteck (x,x + h] x (z,2 + h]

Ay ANpF(eyx)=(x+h—x—2x4+2)=h>0
Mit Hilfe der Additivitdt von @) auf 7, ergibt sich 5. 0J

Sind Fi,k =1,2,...,n Verteilungsfunktionen auf Ry, so ist I’ definiert
auf R,, durch

F(z) = HFk(xk), r = (r1,09,...,2,)" €R,
k=1

eine Verteilungsfunktion auf R,,.

Es seien @ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, %,,) und F ihre Vertei-
lungsfunktion.

Definition 3.45 Fiir jede r-elementige Teilmenge #, = {ki, ko, ... k. } von
{1,2,...,n} bezeichne H/T den Projektionsoperator, definiert durch

Hx: (Thys Thyy - Tk, ) € Ry = (21,...,20)" € Ry
2
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Offenbar ist 11 ;. eine B, — %B.-mefbare Abbildung.
Die durch

QB =Q[[ (B), Be% (3.36)
I

definierte Mengenfunktion Q 4, auf %, ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
und heifit die zu 7, gehérende r-dimensionale Randverteilung von Q.

Aussage 3.46 Die Verteilungsfunktion F 4 der Verteilung Q) 4, hingt mit der
Verteilungsfunktion F' wie folgt zusammen:

Ffr(xkl,ka c. ,ka) =

F(00,...,00, &k, 00, ..., Thyy- ey, T, OO, ..., 00) (3.37)

Beweis:

r n @
-1
Q] (H ( 007%;]) = Q(H Bm) mit
(jr =1 m=1
By, = (—o0, ], fallsm =k fureinl =1,2,...,r,

By, = (—oo,00)falls m # k; fiir allel = 1,2,...,r.

O
Aus der Kenntnis der Randverteilungsfunktionen F , mit 7 < n kann die Ver-
teilungsfunktion F' selbst i.a. nicht rekonstruiert werden.

Zum Beispiel haben die beiden Verteilungsfunktionen

G(z1,22) = ((x1 Ax2) A1) V0 und

(siche Beispiel 3.42)
die gleichen Randverteilungsfunktionen:
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G(z1,00) = (11 A1) V0 = H(x1,00)
G(00,x9) = (o A1) V0 = H(00, ).

Ist X = (Xi,...,X,)" ein n-dimensionaler zufilliger Vektor mit der Vertei-
lungsfunktion F, soist F' ,, die Verteilungsfunktion des Vektors (Xy,, ..., X, )"
wobel ¢, = {ki,..., k. } gilt. Das ergibt sich einfach aus (3.37) und

F(00,...,00,Tk,00, . ., ThyyenvyThy, 00, ...,00) =
P(X; <00, o, Xpy <Zpyyeoo, Xpyp < Xpg1 <00,..., X, <o0) =

P(Xkl S [L’kl,...,an < Jﬁkn)

3.9 Verteilungsdichten

Wir haben gesehen, dass sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R;,B)
bzw. (R,,%,) durch ihre Verteilungsfunktionen charakterisieren lassen. Die-
se wiederum besitzen in Spezialfillen eine besonders einfache Struktur. Zum
einen handelt es sich dabei um sogenannte diskrete Verteilungen bzw. diskret
verteilte Zufallsgrofien. Diesen Verteilungen ist das Kapitel 4 gewidmet. Zum
anderen heben sich Verteilungen mit einer Verteilungsdichte, man spricht auch
einfach von Dichten, heraus. Diese Verteilungen werden wir in voller Allge-
meinheit unter Verwendung des Begriffs des Lebesgueintegrals erst in Kapitel
7 behandeln. Vorab wollen wir jedoch einige wichtige Fille, in denen man mit
dem bereits bekannten Riemannintegral auskommt, vorstellen.

Verteilungsdichten auf Ry

Es sei F' eine Verteilungsfunktion auf Ry (vgl. Definition 3.32).

Definition 3.47 Gibt es eine stickweise stetige Funktion f auf Ry mit
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1. f(x) >0, z € Ry, (3.38)

2. / F(@)dz = F(b) — F(a), a,b€ Ry, (3.39)

so heifst f eine Dichte der Verteilungsfunktion F'.
Ist X eine reellwertige Zufallsgrifse und fx eine Dichte ihrer Verteilungsfunk-
tion Fx, so heifst fx auch Dichte der Zufallsgrofie X.

Aussage 3.48
a) Fir jede Dichte f gilt

/ F(s)ds = F(x) (3.40)

/ f(@)dz =1, (3.41)

b) besitzt F' eine Dichte f, so ist F' stetig,

c) besitzt F' eine Dichte f, die stetig in einer Umgebung von x ist, so ist F
differenzierbar in diesem xq, und es gilt

F(z) = f(a) (3.2

Beweis:

a) Folgt aus (3.39) fiir a — —o00,b =z bzw. a — —infty und b — oo sowie
der Eigenschaft 2. aus Aussage 3.31.

b) F(x—l—h)—F(a:):/f(s)dsmO,
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¢) nach Voraussetzung gilt es ein § > 0, so dass f stetig ist in (x — 4,z +0).
Fiir jedes h mit |h| < d gilt

z+h

Fla+h) = Fa) = [ f(s)ds = h- £

fiir ein £ zwischen x und x + h. Daraus und aus der Stetigkeit von f in
(x — 6,2+ 6) folgt c). O

Beispiel 3.49

a) Die Verteilungsfunktion F'(z) = (zA1)V0,x € Ry, (siehe Beispiel 3.33b))
besitzt die Dichte

f(.’L') = 1[071](1'), x &€ Rl
Die Verteilungsfunktion F'(z) aus Beispiel 3.33a) besitzt keine Dichte.

b) Essei A > 0 und f) die durch

0 ,z<0 Az
f,\(x) = { e >0 } = ]1[0700)(x))\e A , € Ry

definierte Funktion. Dann ist f, die Dichte einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (R, B,), die man als Ezponentialverteilung EX P(\) mit
dem Parameter A bezeichnet. Ihre Verteilungsfunktion F) lautet

0 ,x <0,
F)‘(w):{l—e"\’” z > 0.

c) Die Normalverteilung N(p,o?) ist fiir jedes p € R; und jedes o > 0
definiert als die Verteilung mit der Dichte

1 1
Yuo2(T) = Nt exp [— %57 (x — u)ﬂ, r € Ry. (3.43)

Die zugehérige Verteilungsfunktion
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Aussage 3.50 Die Dichte ¢ und die Verteilungsfunktion ® der N (0, 1)- Verteilung

Uwe Kiichler

T

B,2(2) = / onor(w)du, T € Ry,

ist nicht explizit durch elementare Funktionen ausdriickbar.

Die Verteilung N (0, 1) heit Standardnormalverteilung. Die Werte ihrer
Verteilungsfunktion ®; sind vertafelt. Es bestehen folgende Beziehun-

gen (o = Vo2 > 0)

1 T — U T —
Puo2(T) = P 900,1( o >, Dy 02(x) = oy ( pn ) (3.44)

Statt @1 und ®¢; schreiben wir auch einfach ¢ bzw. ®, falls keine Ver-
wechslungen moglich sind.

besitzen folgende Eigenschaften

1. @ ist beziglich Null symmetrisch: p(—x) = p(z),x € Ry,
2. ¢ st unimodal und hat ihr Mazimum bei Null,
3. ¢ hat zwei Wendepunkte, und zwar bei +1 und —1,

4. 1=®(x) =d(—x), xze€R, 0)=0,5,

N

X

5 1—0(r) < —=e 7 (x>0).

TV 2T

Beweis: Die Eigenschaften 1. - 4. sind offensichtlich, 5. folgt aus

o0

1 52
1-®(z) < / se” 2ds.

TN 2T
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-4 -3 -2 -1 (o] 1 2 3 4
Abbildung 3.5: Verteilungsfunktion und Dichte der Standardnormalverteilung
Bei Anwendungen der Normalverteilung werden héufig ihre Quantile benotigt.

Die wichtigsten sind in folgender Tafel zusammengefasst. Sie sind definiert als
Losung der Gleichung ®(g)") = p:

p |05 09 095 0975 0,99 0,995
gV ] 0 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

(3.45)

Tafel 1 Quantile der N (0, 1)-Verteilung

Die Quantile qp“"’Q der N (p, 0%)-Verteilung sind definiert durch @, 2 (qg’”2) =p
und berechnen sich aus den ¢! wie folgt:

o2 02 ,
¢ = ptoq, ), =p—oqy. (3.46)
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Dichten von Normalverteilungen N(0O,0) mit variierendem o
T T T T

0=0.500

0=1.500

0.6 A

Abbildung 3.6: Normalverteilungsdichten mit verschiedenen Streuungen

Aussage 3.51 Fs sei X eine Zufallsgrifie mit einer Dichte fx, fir die {z :
fx(z) > 0} ein Intervall (a,b) mit —oo < a < b < oo bilde. Weiterhin sei v
eine streng monotone stetig differenzierbare Funktion auf (a,b). Dann besitzt
Y = (X)) eine Dichte fy, die gegeben ist durch

) = £ 070|240, v e W)

=0 y & Wb(v)

Beweis: Zunéchst sei ¢ streng wachsend. Nach Voraussetzung bildet 1 das
Intervall (a,b) eineindeutig auf ein Intervall (¢, d) ab. Fiir y € (¢, d) gilt

und somit
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Dichte der Standardnormalverteilung N{0,1)
T

Abbildung 3.7: Quantile der Standardnormalverteilung

69
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Wir setzen

Ist y & (¢, d), so gilt

Fy(y) = P(Y <y) =0 fiiry < ¢ baw. fiir y > dist Fy(y) = P(Y >y) = 1.

Somit haben wir fy(y) = 0 fiir solche y. Insgesamt ergibt sich damit Fy (y) =
f fr(t)dt, y € Ry. Ist dagegen 1 streng fallend, so haben wir fiir y € (¢, d)

Fy(y)=P(Y 2y)=P(X 29 '(y) =1 - P(X <¢~'¥) =

¢-/1<y)f (5)d /b Fr(s)d / Fulw () 2
— s 5=
a ) —1(y) ) ’

Fiir y ¢ (¢, d) schlieBen wir wie im Fall wachsender Funktionen . Analog wie
oben setzen wir

Frlw) = S DI -0, v € (ed). = 0.y ¢ (cvd).

Damit ist die Aussage bewiesen. OJ

Beispiel 3.52 X sei gleichméfig auf [0, 1) verteilt, es sei A > 0, und es gelte
Y(x) = — Inx,x € [0,1), dann hat Y = —$InX die Dichte

F) = Lpw)(@)Ae ™, y € Ry

Verteilungsdichten auf R,

Es seie F' eine Verteilungsfunktion auf R,(n > 2), siche Definition 3.42 und
Aussage 3.40.
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Definition 3.53 Gibt es eine reellwertige Riemann-integrierbare Funktion f
auf R, mit

1 f(z) >0,z € Ry, (3.47)
2. F(x) = fn [ f(s1, 80,0, 80)ds, .. dsp,x = (x1,...,2,)7, (3.48)

so heifit f eine Dichte der Verteilungsfunktion F'.

Aussage 3.54 Ist ) die durch F' erzeugte Wahrscheinlichkeitsverteilung, so
gilt

®

Q(H (zp, T + hk]) = Dpy oo D Fy, 3, 1) = (3.49)
k=1
Tn+hn z1+h1
/ f(s1,. ., 8)dsy ... dsy,
Beweis: Der Beweis folgt aus der Addivitdat des Integrals. U

Beispiel 3.55 (Fortsetzung von Beispiel 3.44)

a) F' hat keine Dichte, die Verteilung Qp ist auf {(z,z) : 0 < z < 1}
konzentriert.

b) Haben die Verteilungsfunktionen Fj, die Dichten fi,k = 1,...,n so be-
sitzt F' eine Dichte f mit

flr1, 20, .., 2,) = H felze), 2= (x1,...,2,)" € R,. (3.50)
k=1
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Aussage 3.56
a) Fir jede Dichte f von F gilt

F(z) = /.../f(sl,...,sn)dsl...dsn, (3.51)

v = (z1,...,2,)" € Ry,
l—F(oo,oo,...,oo)—/.../f(sl,...,sn)dsl...dsn (3.52)

b) besitzt F' eine Dichte, so ist F eine stetige Funktion,

c) Besitzt F' eine Dichte f, die stetig in Umgebung von © € R, ist, so ist
F n-mal differenzierbar in diesem x = (xq,...,x,)T, und es gilt

an

T B L@ ma) = S, @), (3.53)

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Aussage 3.48.

Aussage 3.57 Besitzt F' eine Dichte f, so hat auch jede Randverteilungs-
funktion F 5 mit ¢, = {ki,...,k} C{1,2,...,n} eine Dichte f 4, die sich
folgendermafen berechnen ldsst:

o0

o
ffr(xkl,...,:ckr):/.../f(sl,...,skl1,xk1,...,xkr,SkIH,...,Sn)dsl...dsn
IO

o0

———
(n—r)— mal

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus (3.37) und der Definition 3.53 der Dichte f
durch Umordnung der Reihenfolge der entsprechenden n-fachen Integrale. [
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Beispiel 3.58

a)

Es sei

2
01 PO102 . M1
E = mit 01,09 > 0, |p| < 1,u = €ER
<ﬂ<flp2 o3 ) b= el (m) i

Dann ist die Funktion ¢, s~ definiert durch

1

2ro1094/ 1 — p?

w,u,z (fL'l, x?) -

exp {_zﬂ i - ((xl - ,u1)2_20(x1 — ) (@2 — M2)+(9€2 — MQ)} (L) € Ry

g1 0102 09
die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry, %) die als Nor-

malverteilung Ny(p, > ) bezeichnet wird.

Die Randverteilungsdichten der Verteilung No (1, >.) sind eine N (p1, 0%)-
bzw. eine N (jus,03)-Verteilung. Man beachte, dass in den Randverteilun-
gen der Parameter p nicht mehr auftritt.

Es seien u € R, und Y eine positiv definite symmetrische n x n-Matrix.
Dann ist die Funktion ¢, 5~, definiert durch

-1

1 1 ,
QOM,E(I‘) = (271_)”\2@ €xXp |:_ 5(1’ - IU“) Z(l‘ - M):| NS Rna

die Dichte der sogenannten n-dimensionalen Normalverteilung N,, (p, ).

Zu jeder Teilmenge #, von {1,2,...,n} mit Z, = (ky,...,k,) ist die zu
_Z» gehorende Randverteilung ebenfalls eine Normalverteilung und zwar
gleich N,.(I1 g, 1,11 4, > HZ%) wobei II ;. die Projektionsmatrix ist, die
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x = (21,29, ..., 2,)" auf II 5, x, = (24,, ...,y ) abbildet.

Der Vektor II 4 p ergibt sich aus y durch Entfernen aller Komponenten
z; mit [ ¢ _#, und die Matrix II ;, > 117, ergibt sich aus > = (s;;)
durch Entfernen aller Elemente s;; mit i éj Froder j ¢ 7,

Aussage 3.59 (Transformationsformel fiir n-dimensionale Dichten)
Essei X = (X1,...,X,)T ein zufilliger n-dimensionaler Vektor mit der Dichte
f.

Weiterhin sei U eine offene Menge aus R,, mit PX(U) =1 und h eine einein-
deutige stetig differenzierbare Funktion von U aufV C R, deren Jacobimatrix

(5$j

=1l,...,

nirgends auf U singulir ist. Mit g werde die inverse Funktion h™' bezeichnet.

Dann hat der zufdllige Vektor Y := h(X) eine Dichte fy mit

0, falls y € R,\V.

Bemerkung: Die soeben formulierte Aussage findet man in der Literatur in
unterschiedlicher Form, je nachdem, welche Voraussetzungen man an g stellt.
Siehe zum Beispiel Pfanzagl, 1991, Kap. 3.4.

frly) = { Fx(a(y)|det Z,(y)| , falls y €V

Beispiel 3.60 Es seien A eine regulidre n x n-Matrix und b € R,,. Wir defi-
nieren

g(x) =Azx+b, z€R,.

Y = g(X).
Dann gilt g7 (y) = A"y — b), J,-1(y) = A~ und Y hat die Dichte

fr(w) = fx(A" (y —b))|det A7, y € R,



