Kapitel 7

Erwartungswert und Integral

Fiir diskret verteilte Zufallsgrofien haben wir Erwartungswerte in Kapitel vier
kennengelernt. Der Begriff des Erwartungswertes war auch Grundlage fiir die
Definition der Varianz einer Zufallsgroe, deren Momente sowie der Kovarianz
zweier Zufallsgrofien.

Um sich von der Voraussetzung zu losen, dass die zugrundeliegenden Zufalls-
groflen diskret verteilt sind, erweitern wir den Begriff des Erwartungswertes auf
eine moglichst grofie Klasse von Zufallsgroflen. Das gelingt mit Hilfe der Maf3-
und Integrationstheorie und soll in diesem Kapitel geschehen. Wir verzich-
ten hier weitgehend auf Beweise, die Darstellung dient nur der Festlegung der
Terminologie und der Vorstellung derjenigen Teile der Maf- und Integrations-
theorie, die im Rahmen dieser Vorlesung benétigt werden. Fiir ausfiihrlichere
Darstellungen siehe die Vorlesung "Mafitheorie” sowie die Biicher von Bauer
(1990), Jacod, Protter (2000) oder Siraev (1988).

7.1 Definitionen

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Einfache Zufallsgrofien

Definition 7.1 Eine reellwertige Zufallsgroffe X dber (Q,2, P) heifit einfach
(in der Maftheorie: Elementarfunktion) falls gilt
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n

X(w) =) aily(w), we (7.1)

=1

fir gewissen > 1,a; € Ry, A; €A, i =1,2,...,n.

Die Darstellung (7.1) ist nicht eindeutig, da die a; nicht notwendig verschie-
den und die A; nicht notwendig disjunkt sind. Man kann jedoch immer eine
Darstellung finden mit a; # a; und 4; N A; = ( fiir i # j.

Jede einfache Zufallsgrofle ist diskret verteilt mit der Menge der moglichen
Werte {a;,i = 1,...,n} und den Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = a;).

1. Etappe: Erwartungswert einfacher Zufallsgrofien

Definition 7.2 FEs sei X eine einfache Zufallsgrofe iber (2,2, P) der Form
(7.1). Als Erwartungswert von X oder als Integral iber X beziiglich P bezeich-
net man die Zahl

EX = En:aiP(X = a;) (7.2)

Fiir EX schreibt man auch /X(w)P(dw) oder kurz /XdP.
Q Q

Der Erwartungswert FX héngt nicht von der Darstellung (7.1) ab. Genauer,
gelten (7.1) und X (w) = ij]lBj (w),w € £, so haben wir
j=1

EX =Y aP(X =a;) =) bP(X =)
i=1 j=1

Offenbar gelten

EFly,=P(A), Acd und FEl1=1. (7.3)
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Die hier gegebene Definition stimmt mit der im Abschnitt 4.3. eingefithrten
Definition des Erwartungswertes diskret verteilter Zufallsgrofien {iberein. Ein-
fache ZufallsgroBen sind diskret verteilt.

Die Menge aller einfachen Zufallsgrofien iiber (€2,2(, P) bildet einen linearen
Raum, d.h. mit X und Y sind auch alle Linearkombinationen a X +3Y (a, 3 €
Ry) einfache Zufallsgrofen.

Die Erwartungswertbildung ist eine lineare Operation auf diesem Raum, m.a.W.
es gilt

E(aX + BY) = aEX + BEY. (7.4)

Auflerdem ist die Erwartungswertbildung eine monotone Operation. Sind ndmlich
X und Y einfache ZufallsgroBen iiber (2,2, P), so gilt

X(w) <Y(w), weN= EX < EY. (7.5)

Zum Beweis von (7.4) und (7.5) wahlt man eine Zerlegung {C;,i = 1,...,n}
von () in Teilmengen C; aus A mit X = Z a;ile, und Y =5 b1,
T 1

Nichtnegative Zufallsgrofien

Im néchsten Schritt werden wir den Begriff des Erwartungswertes auf nichtne-
gative Zufallsgrofien iiber (2,2, P) erweitern. Dazu verwenden wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.3 Ist X eine nichtnegative Zufallsgrifie tiber (2,2, P), so gibt es
eine Folge (X,,) einfacher Zufallsgrifen iber (0,2, P) mit

(7.6)

0 S Xn<w) S Xn-i—l(w) S X(w>a w e Qyn Z 1
= X(w), w e Q.
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Beweis:
Man wéhle fiir jedes n > 1 und jedes w €

k-2, falls X(w) € [k-27",(k+1)27")
Xy (w) == und 0 <k <n2" -1
n, falls X(w) > n.

Fiir jedes n > 1 ist X,, eine Zufallsgrofle, also Borel-messbar, da X es ist.
Nunmehr ist (7.6) offensichtlich. O

Jede Folge (X,,) mit der Eigenschaft (7.6) nennen wir eine die nichtnegative
Zufallsgrofse X approximierende Folge einfacher Zufallsgrifsen.

2. Etappe: Erwartungswert nichtnegativer Zufallsgrofien

Definition 7.4 Es seien X eine nichtnegative ZufallsgrofSe iber (2,2, P) und
(X,) eine X approzimierende Folge einfacher Zufallsgrifien. Als Erwartungs-
wert EX von X bezeichnen wir die Zahl

EX := lim FX,. (7.7)
Der Erwartungswert EX existiert folglich fiir jede nichtnegative Zufallsgrofie
X und ist eventuell gleich Unendlich.

Aussage 7.5 Sind (X,) und (X)) zwei die nichtnegative Zufallsgrifse X ap-
proximierende Folgen, so gilt

lim FX, = lim EX) = EX
Fiir den Erwartungswert £ X nichtnegativer Zufallsgréffen X gelten die Linea-
ritdtseigenschaft (7.4) (zumindest fiir o, 5 > 0) und die Monotonieeigenschaft
(7.5) sinngemés.



Erwartungswert und Integral 167

3. Etappe: Erwartungswert reellwertiger Zufallsgrofien

Im dritten und letzten Schritt erweitern wir den Erwartungswertbegriff auf
reellwertige Zufallsgrofien iiber (2,2, P).

Ist X irgend eine solche Zufallsgrofle, so zerlegt man sie durch

X=X"-X"
mit X (w) := max(X(w),0) und X (w) := —min(X (w),0),w € Q,

in zwei nichtnegative Zufallsgroen X+ und X . Wir bemerken, dass mit

w) = w)|,w € (2, auBerdem die Gleichung = + X gilt.
X X Q, auBlerdem die Gleich X|=X"+4+ X" gi

Definition 7.6 Man sagt, die Zufallsgrifie X dber (2,2, P) hat einen end-
lichen Erwartungswert EX, falls EXtT < oo und EX~ < oo gelten. Der Er-
wartungswert EX wird in diesem Fall definiert als EX := EXT — EX ™.

Gilt EXT < 00 oder EX ™ < 00 so sagt man, X besitze einen Erwartungswert
und setzt ebenfalls EX = EXT — EX ™. In diesem Fall kann EX = 0o bzw. =
—o0 gelten. Ist EXT = EX~ = oo, so heif§t es, X habe keinen Erwarungswert.

In anderer Sprechweise sagt man, falls X einen endlichen Erwartungswert hat,
X sei beziiglich P integrierbar und schreibt fiir £X auch

/X P(dw) oder kurz /XdP

Der Erwartungswert EX von X wird in diesem Zusammenhang auch als In-
tegral iiber X bez. P, kurz P-Integral iiber X, bezeichnet.

Existiert £X, so existiert fiir jedes A € 2 auch E(X14), wir schreiben dafiir
auch / XdP.

Gilt f?jr eine nichtnegative Zufallsgrofie X die Gleichung FX = 0, so folgt
P(X = 0) = 1, die Zufallsgrofie X hat also eine "entartete” Verteilung, sie
nimmt mit Wahrscheinlichkeit Eins den Wert Null an. Ein Beispiel dafiir ha-
ben wir bei der Einfithrung der gleichméafiigen Verteilung auf [0, 1) gesehen. Fir
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X = 1¢ mit @ = Menge der rationalen Zahlen aus [0,1) gilt £X = A 1)(Q) =
0. Die Abbildung X ist deswegen aber nicht identisch Null, sondern nur P-fast
sicher gleich Null.

Insbesondere folgt fiir jede Zufallsgrofie X mit E|X| = 0 die Eigenschaft
P(X=0)=1.

P-Aquivalenzklassen von Zufallsgrofien

Definition 7.7 Zwei Zufallsgrifien X und Y dber (2,2, P) heiffen P-aqui-
valent oder einfach dquivalent , falls gilt

P({w € QX(w) # Y()}) = 0. ._
Alle zueinander P-dquivalenten Zufallsgrofien fasst man zu einer Aquivalenz-
klasse zusammen.

Sind zwei Zufallsgroflen X und Y P-dquivalent und existiert der Erwartungs-
wert FX, so existiert auch FY und beide sind einander gleich. Der Erwar-
tungswert ist also ein Funktional auf der Menge aller Aquivalenzklassen.

7.2 Einige Eigenschaften des Erwartungswer-
tes

Es seien (2,2, P) irgendein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y, - - - reellwerti-
ge Zufallsgroen iiber (2,2, P).

Mit £1(Q, %2, P) bezeichnen wir die Menge aller reellwertigen ZufallsgroBen
iiber (2,2, P) mit endlichem Erwartungswert. Wir fassen einige Eigenschaf-
ten des Erwartungswertes in folgender Aussage zusammen.

Aussage 7.8

a) XY € £ = aX+0Y € £ und E(aX +08Y) =aEX+[BEY, (o, €
Ry)
(L1 ist ein linearer Raum und X — EX ein lineares Funktional auf £ )
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b)) X e £, X <Y P—fs.— EX<EY <0
(insbesondere folgt aus Y > 0 P —f.s. die Ungleichung EY > 0)

c) X € £ < |X| € £y, in diesem Fall gilt |[EX| < E|X|
d) Ist X P —f.s. beschrankt (| X| < C P —f.s. fir ein C > 0), so besitzt X

einen endlichen Erwartungswert EX.

Ungleichungen

Im Folgenden stellen wir einige Ungleichungen den Erwartungswert von Zu-
fallsgroBen betreffend zusammen, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie rele-
vant sind.

a) Ungleichung von Tschebychev:
Ist X eine nichtnegative Zufallsgrofle, so gilt fiir jeden € > 0

P(X >¢) < ET (7.8)

Beweis:

EX > E(H{XZE} : X) > E€1{X25} = €P(X > 5)

O
b) Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
Ist F(X?) < oo und E(Y?) < oo, dann gilt E|XY| < oo
und
(B(XY))? < B(X?)- E(Y?) (7.9)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn aX + bY = 0 fiir gewisse
a,be R, P—f.s. gilt.
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Beweis: O.B.d.A. sei EX? > 0, EY? > 0, wir setzen

- X ~ Y
X = Y = .
EX? VEY?

Wegen E(X —Y)2>0, E(X+Y)2>0, und EX2=FEY?2=1

gilt o
—1<EXY <1

mit |EXY| =1 genau dann, wenn X =Y oder X = =Y P —f.s.
Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Die Ungleichung (7.9) bleibt erhalten, wenn man auf der
linken Seite E|XY| an Stelle E(XY') setzt. Der Beweis verlduft analog.

Ungleichung von Jensen:
Es seien g eine von unten konvexe und Borel-messbare Funktion auf R;
und X eine reellwertige Zufallsgroie mit F|X| < co. Dann gilt

g(EX) < Eg(X) < o0. (7.10)

Beweis: Da ¢ von unten konvex ist, gibt es zu jedem xq € Ry eine Zahl
g(wo) + (7 — ) A(w0) < g(m).

Wir setzen x = X, xp = EX und erhalten damit

g(EX) + (X — EX)MEX) < g(X),
daraus folgt g(EX) < Eg(X). O
Die Jensen’sche Ungleichung impliziert zwei weitere Ungleichungen, die

wir hier nur angeben, fiir einen Beweis siehe z. B. Siraev (1988), Kap. 11,

§ 6.
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d) Holder-Ungleichung: Es sei 1 < p < 00,1 < q < oo,% +% = 1. Wenn
E|X|P < o0, E]Y]? < 00, so ist F|XY| < oo, und es gilt
BIXY| < (BIX]P)»(B|Y|)s
(p = q¢ = 2: Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

e) Minkovski-Ungleichung: Wenn E|X|P < oo, E|Y|P < oo, fiir ein p mit 1 <
p < 00, dann gilt E|X + Y|P < oo und

(E|X +Y[P)r < (E|X|]?)5 + (E|Y[P)7.

Die Raume LP

Es sei p € [1,00) und £°(€2, %A, P) die Menge aller reellwertigen Zufallsgrofien
X iber (Q,2(, P) mit E(]X|?) < oo. Die Menge aller Aquivalenzklassen von
ZufallsgroBen X aus £° werde mit LP(Q,2, P) bezeichnet (siehe Definition
7.6).

Aussage 7.9 FEs seip € [1,00)

a) Die Menge £ = £P(Q, 2, P) ist ein linearer Raum.
b) LP(2, AU, P) ist mit der Norm
1
I X = (E[X|P)» , X el
ein normierter Raum, sogar ein Banachraum.
c) Es gilt fir alle p,p’ mit 1 <p <p < oo
L7 (Q,2, P) C LP(Q, A, P) und
| X [,<I| X |y, X € LY, (Ungleichung von Ljapunov) — (7.11)

Insbesondere gilt

E|X| < (EX?):. (7.12)
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Vertauschung von Grenzwert und Erwartungswert

Es sei (X,,n > 1) eine Folge reellwertiger Zufallsgrofien iiber (Q, 2, P).

Definition 7.10 Man sagt, die Folge (X,,n > 1) konvergiert P-fast sicher
gegen eine Zufallsgrofe X dber (2,2, P), falls

P{w: lim X, (w) =X(w)}) =1
Die folgenden drei Aussagen betreffen das Verhéltnis zwischen Grenzwerten
und Erwartungswerten.

Aussage 7.11 (Satz von der majorisierten Konvergenz) Konvergiert (X,,,n >
1) P-fast sicher gegen X und gibt es eine P-integrierbare Zufallsgrifse Z mit
| Xl < Z P — f.s. fir allen > 1, so ist auch X beziiglich P integrierbar, und
es qgilt

lim £X, = F lim X,, = EX.

n—oo n—oo

Aussage 7.12 (Satz von der monotonen Konvergenz) Ist (X,,n > 1) eine
monoton wachsende Folge P-integrierbarer Zufallsgrofien, so gilt fir X :=
lim X,, die Beziehung

n—o0o

EX = lim FX, <oo.

n—oo

Aussage 7.13 (Lemma von Fatou): Sind Y und Z zwei P-integrierbare
Zufallsgréfien, so gilt

X, <YP —fs. fir allen > 1= E(lim sup X,,) > lim sup FX,

n—oo

X, > ZP —fs. fir allen > 1 = E(lim inf X,,) < lim inf £X,,
Die folgende Aussage gestattet es, die Berechnung des Erwartungswertes ei-
ner Zufallsgréfle auf ein Integral beziiglich ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung
zuriickzufiihren.
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Aussage 7.14 (Substitutionsformel): Es sei X eine Zufallsgrifse iber (Q2, 2, P)
mit Werten in (E, &) und der Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ (siche ...).
Weiterhin sei h eine & — B1—messbare Abbildung von E in Ry. Dann gilt:

a) h(X) ist P-integrierbar genau dann, wenn h(.) beziiglich P~ integrierbar
15t.

b) Im Falle von a) gilt

Eh(X) = / B(X () P(dw) = / h(z)PX (dx). (7.13)

Q E

Beweis: Wir gehen zuriick auf die Definition von P¥. Es gilt

Daraus folgt
E(13(X))=P(X YB)) = PX(B) = / 15(z) P~ (dz) (7.14)

Ist h eine einfache Funktion (Elementarfunktion, endliche Linearkombination
aus messbaren Indikatorfunktionen) so folgt aus (7.14) die Eigenschaft (7.13)
auf Grund der Linearitédt der Erwartungswertoperation.

Wenn h nichtnegativ ist, so wihlen wir eine h approximierende Folge h,, ein-
facher Funktionen:

0 S hn S thrl S h
lim h,(z) = h(z), =€ E.

Dann gilt h,(X) T h(X) und wegen des Satzes (7.11) von der monotonen
Konvergenz (zweimal angewandt)

Eh(X) = Elim h,(X) = lim Eh,,(X) = lim / x)PX (dzx) / h(z) P~ (dx)



174 Uwe Kiichler

Das beweist a) und b) fiir nichtnegative h. Fiir beliebiges h benutzen wir wie-
der die Zerlegung h = h™ — h™. O

Varianz, Kovarianz und Korrelation

Wir haben bei diskret verteilten Zufallsgrolen gesehen, dass zur Beurteilung ei-
ner Wahrscheinlichkeitsverteilung neben dem Erwartungswert, der den ” Schwer-
punkt” der Verteilung beschreibt, auch die Varianz oder Streuung von Bedeu-
tung ist. Sie ist eine Mafzahl, wie breit die moglichen Werte der Zufallsgrofie
um den Erwartungswert (mit ihren Wahrscheinlichkeiten gewichtet) gelagert
sind bzw. wie stark Realisierungen einer zugrundeliegenden Zufallsgrofle um
ihren Mittelwert ”streuen”.

Der Begriff der Varianz oder der Streuung iibertrédgt sich mit dem nunmehr
bereit stehenden Begriff des Erwartungswertes beliebiger Funktionen von Zu-
fallsgrofien problemlos auf unseren allgemeinen Fall.

Definition 7.15 Fiir jedes X € Lo wird durch

D*(X) =Var(X) := E((X — EX)?
die Varianz (oder die Streuung) von X definiert. Sie wird hiufig auch mit 0%

bzw. einfach mit o2 bezeichnet. Die Zahl ox = (6%)2 heift Standardabwei-
chung der Zufallsgrifie X .

Es gilt
D*(X)=E((X — EX))=EX? - 2EXEX+(EX)*=EX*—(EX)* (7.15)

Die Wirkung linearer Transformationen

Hat die Zufallsgrofle X einen endlichen Erwartungswert, so gilt fiir alle a,b €
Ry die Gleichung F(aX +b) = aEX +b.

Ist D2X < 00, so besitzt fiir jede reelle Zahl a die Zufallsgréfie aX die Varianz

D?*(aX) = a*D*X,
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und fiir jedes b € R; gilt

D*(aX +b) = a*D*X.
Ist D?X > 0, so bildet

X - BEX
Xt=t 2 (7.16)
VD2X

eine standardisierte Zufallsgrofle, d. h., es gilt
EX*=0und D*X* = 1.

Bemerkung 7.16 Hat eine Zufallsgréfie X eine positive Streuung D?X (oder
ist diese gleich Unendlich), so handelt es sich um eine echte Zufallsgrofie in dem
Sinne, dass ihr Wert vor Ausfithrung des zugrunde liegenden Experimentes
unbestimmt ist. Thre moglichen Werte besitzen eine ”echte” Wahrscheinlich-
keitsverteilung, die Gesamtwahrscheinlichkeit Eins verteilt sich auf mehrere
verschiedene mogliche Werte.

Dagegen gilt D*X = 0 genau dann, wenn P(X = EX) = 1 erfiillt ist, wenn
also X mit Wahrscheinlichkeit Eins nur einen einzigen Wert annehmen kann,
der dann natiirlich der Erwartungswert von X ist.

Aus Formel (7.8) folgt die

Aussage 7.17 (Tschebyschev’sche Ungleichung) Ist D*X < oo, so gilt
fiir jedes € > 0

D2X

P(X —EX|>¢) <
8

Ist die Streuung D?X positiv aber klein, so besagt die Tschebyschev’sche Un-
gleichung, dass die moglichen Werte von X, die weit von EX entfernt liegen,
bei einer Realisierung der Zufallsgrfe X nur mit sehr kleiner Wahrscheinlich-
keit (die aber durchaus positiv ist) auftreten werden.
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7.3 Dichten eindimensionaler Verteilungen

In diesem und im folgenden Abschnitt erweitern wir den in Abschnitt 3.5 ein-
gefiihrten Begriff der Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir stiitzen
uns dabei auf Vorkenntnisse iiber das Lebesguemafl \ auf (R;, %)) aus der
MafBtheorie-Vorlesung.

Die Integration iiber reellwertige Borel-messbare Funktionen f auf R; bez. des
Lebesguemafles definiert man vollig analog zur Definition des Erwartungswer-
tes, d. h. des Integrales beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies P in Abschnitt
7.1.

Statt / f(z)A\(dz) schreiben wir / f(x

Definition 7.18 Ist () ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (Ry, %), und exi-
stiert eine nichtnegative Borelfunktion f auf Ry, so dass

Fo(z) =Q / fy)dy= /f (—ooa] (Y)dy, x € Ry (7.17)
gilt, so heifit f die Dichtes des Mafles Q. Ist Q = PX fiir eine Zufallsgrofie X,
so nennt man f auch die Dichte der Zufallsgrofie X.

Aus (7.17) folgt wie iiblich mit Hilfe des Erweiterungssatzes fiir o-additive

Mengenfunktionen
— [ t@uswis = [ fdy (718)
R B

fiir jedes B € 4.

Aussage 7.19 Genau dann besitzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Q) auf
(R1,£1) eine Dichte f wenn ihre Verteilungsfunktion Fgy Lebesque-fast tberall

differenzierbar ist. In diesem Fall gilt % = f(x) Lebesgue-fast iiberall.
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Der Beweis dieser Aussage ist Gegenstand der Analysis monotoner Funktio-
nen auf R;, siehe z. B. I.P.Natanson, Theorie der Funktionen einer reellen
Verénderlichen, Akademie Verlag, 1961.

Aussage 7.20 Eine nichtnegative Borelmeflbare Funktion f auf Ry ist die
Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf %, genau dann, wenn gilt

/ F@)dr = 1.

Die Verteilung Q ist in diesem Fall durch die Formel in (7.18) gegeben.
Besitzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf (Ry, %1) eine Dichte f, so
bestimmt [ das Maf$ () eindeutig. Andererseits ist fiir je zwei Dichten fi und
fo von Q

M{z € Bilfi(z) # fa(2)}) =0,
d. h., fi und fs sind Lebesque - fast tiberall gleich.

Beweisskizze:

[ e = lim Q((-00.9) = 1.
Ry
Wenn f > 0 gegeben ist, so setzt man
Q(B) = /f(a:)ILB(a:)da: = /f(x)dx.
R B
Sind f; und f5 Dichten von @), so gilt

[t @) = fieis =0,

R
folglich ist A({fi1 < f2}) = 0, und somit auch A({f; # fo}) = 0.

Mit Hilfe der folgenden Aussage gelingt es, Erwartungswerte der Form Eg(X)
auf Integrale beziiglich des Lebesguemafles zuriickzufiihren.
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Aussage 7.21 Es sei X eine reellwertige Zufallsgréfie mit der Dichte f. Ist
g eine Borel-messbare Funktion auf Ry, so gilt

a) g(.) ist beziiglich PX integrierbar genau dann, wenn g(.) f(.) beziiglich des
Lebesquemafes integrierbar ist,

b) im Fall a) gilt

B9(X) = [ g@)P* (@) = [ glo)f(a)d (7.19)

R1 Rl
Beweis: Fiir ¢ = 1 mit B € %, hat (7.19) die Form El1g(X) = P¥(B) =
/ILB(x)f(x)dx.

Ry

Diese Gleichung ist aber auf Grund von (7.18) und Elg(X) = P(X € B)
richtig, man setze Q = PX.

Wegen der Linearitidt der Erwartungswertbildung folgt damit (7.19) fiir alle
einfachen Funktionen ¢(-) (Elementarfunktionen). Fiir allgemeines nichtnega-
tives g ergibt sich (7.19) und auch a) aus dem Satz iiber die monotone Kon-
vergenz.

Der Fall beliebiger Funktionen g folgt wie iiblich mittels g = g™ — ¢~ 0

Lebesgue- und Riemannintegrale

Der Einfachheit und Allgemeinheit der Definition von P-Integralen steht die
Kompliziertheit ihrer konkreten Ausrechnung auf der Grundlage ihrer Definiti-
on gegeniiber. Andererseits verfiigt man mit der Theorie des Riemannintegrals
und seiner zahlreichen Berechnungsmethoden iiber ein sehr leistungsfahiges
Werkzeug zur Berechnung von Integralen. Wir geben im Folgenden die Be-
ziehungen zwischen beiden Integralarten an und gewinnen damit die Mo6glich-
keit, in vielen Féllen Erwartungswerte, Streuungen und andere Kenngrofien
von Verteilungen konkret ausrechnen zu kénnen. Die Beweise findet man in
der Literatur zur Maf- und Integrationstheorie, siche z. B. Elstrodt (1996),
Bauer (1992) oder die Vorlesung Mafitheorie.
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Aussage 7.22 Es sei f eine beschrinkte Borel-messbare Funktion auf dem
endlichen Intervall [a,b]. Dann gilt:

a) f ist L-integrierbar,

b) f ist R-integrierbar genau dann, wenn {x € |a,b] : f ist unstetig bei x}
das Lebesquemafl Null hat.

Im Fall b) gilt

/f 0~ [ s

[a,b] [a,b]

Im Fall eines unendlichen Integrationsbereiches, z. B. I = (00, a], = (a, 00) oder
= Ry, hat man fiir Funktionen f, die auf jedem kompakten Intervall [a,b] C [
Riemannintegrierbar sind, den Begriff des uneigentlichen Riemannintegrals.
Man sagt (hier fiir I = R; aufgeschrieben), das uneigentliche Riemannintegral
iiber f existiert, falls der Grenzwert

e i o

[a,b]

existiert und endlich ist.

Wir vergleichen uneigentliche Riemannintegrale mit Lebesgueintegralen und
bemerken als Erstes die folgende

Aussage 7.23 Ist f eine nichtnegative Funktion auf Ij, o, und ist f auf jedem
Intervall [a,b] fir b > a R-integrierbar, so gilt

lin (7) [ fa)do = () = [ fa)is
Ry

[a,b]

Anders ausgedriickt, das uneigentliche R-Integral tiber eine nichtnegative Funk-
tion f existiert genau dann, wenn das L-Integral existiert und endlich ist. In
diesem Fall sind beide gleich.
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Beweis: Die Folge (f,), definiert durch f, := f - 1}, konvergiert monoton
gegen f. Die Aussagen 7.12 und 7.21 implizierten

/f do = Brg (L) /fn -

la,00) [a,00)
lim (R) — / f(z)dx = / f(x
la,n] [a,00)

O

Wir setzen den Vergleich beider Integralarten fort mit der folgenden Bemer-
kung:

Das uneigentliche Riemannintegral kann existieren und endlich sein, obwohl f
nicht Lebesgueintegrierbar ist.

Beispiel 7.24 Fiir f, definiert durch f(z) = Si%, x>0, gilt

g [ e

[7rk: mw(k+1)]

Die Reihe konvergiert, da sie alternierend ist und die Reihenglieder gegen Null

konvergieren. Das Lebesgueintegral (L) — / f(z)dzr existiert nicht, da f*

[0,00)
und f~ kein endliches Lebesgueintegral besitzen.

Die folgende Aussage gibt eine Bedingung an, unter der Erwartungswerte der
Form Eh(X) mit Hilfe von Riemannintegralen berechnet werden kénnen.

Aussage 7.25 Fs sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit der Dichte f und
h eine Funktion von Ry in sich.
Sind h und f Lebesque-fast-iiberall stetig und ist h nichtnegativ, so gilt

Eh(X) = (R) - / h(2)f(2)da (7.20)

Ry
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Die Gleichung (7.20) gilt auch fir h mit E|h(X)| < oo oder, dquivalent,

(R) - / ()| f (2)dx < oo,
R

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Aussage 7.22.

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit der Dichte f.

Folgerung 7.26 Das n-te Moment p,, := F(X") der Zufallsgroe X existiert

und ist endlich genau dann, wenn / " f(z)dz existiert und endlich ist. In

Ry
diesem Fall gilt
E(X") = /:L'"f(:c)d:z: (7.21)
Ry
Insbesondere ergibt sich
EX = /xf(a:)d:c und D*X = /(:c — EX)*f(z)dx. (7.22)
R1 Rl

Dabei sind die Integrale als Lebesgueintegrale zu verstehen, die unter geeigne-
ten Voraussetzungen (s. oben) auch zu Riemannintegralen werden.
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Beispiele fiir Dichten auf Ry

Obwohl jede nichtnegative Borel-messbare Funktion f mit / f(z)dz = 1 Dich-
Ry

te einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R;, %) ist, sind viele theoretisch
und praktisch wichtige Dichten stetig oder stiickweise stetig. Wir geben einige
davon an. Ihre Bedeutung wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch disku-
tiert.

Es sei X eine reellwertige ZufallsgrofSe mit der Dichte f.
Man sagt X besitze eine

a) gleichmdfige Verteilung auf [a,b], falls

1
o) = M) w € By
Bezeichnung: X ~ U(]a, b))

(b—a)?
12

a+b

EX =
2

. D*X =

b) Exponentialverteilung mit dem Parameter (A > 0), falls

f(x) = X 1jpc)(2) exp(—Az), = € Ry.

Bezeichnung: X ~ Exp()\)

c) Gammaverteilung mit den Parametern o, AN(aw > 0, X > 0), falls

_ Aa a—1_—MXx
flx) = ﬂ(o’w)(x)F(a)x e, xeR.

Bezeichnung: X ~ I'(a, )
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(0% (%
EX=—, D’X=—=
A A2

diese Verteilung auch als "x2-Verteilung mit n

Fir a = 2,A = 5 ist
> 1) bekannt.

Freiheitsgraden” (

3 [

Normal- oder Gaupsche Verteilung mit den Parametern p und o (u €
Ry, o? > 0),

falls f(z) = (270?)2 exp ( — 55 (z — ,u)Q),x € iy
Bezeichnung: X ~ N(u,o?)

EX =pu, D*X = o?

Im Fall 4 = 0, 02 = 1 spricht man von einer ”Standardnormalverteilung”.
Ihre Verteilungsfunktion wird mit ® bezeichnet:

O(z) = P(X < z) = /(zw)%exp(—g)dy,xe}zl.

(—oo,z]
Sie ist nicht explizit berechenbar und ist deshalb vertafelt.

Cauchyverteilung, mit dem Parameter a € Ry falls

f(l'): L L SE’GRl.

T 1+(z—a)?

Erwartungswert und Streuung der Cauchyverteilung existieren nicht.

Transformationssatz fiir Dichten

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofie tiber (€2, 2, P) mit der Dichte f. Haufig
hat man die Verteilung einer Zufallsgréfie Y zu berechnen, die eine Funktion
von X ist. Dazu nehmen wir an, h sei eine Borel-messbare Funktion von R; in
sich, und es gelte
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Y(w) = h(X(w)), well
Offenbar gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y

Fy(y) = P(Y <y) = P({w € Q[n(X (w)) < y}) =
P({w € QX (w) € b ((—00,y])}) = P({w € QX (w) € {z : h(z) < y}}) =

f(s)ds. (7.23)

{z:h(z)<y}

Aus dieser Gleichung gewinnen wir folgende

Aussage 7.27 Ist fx eine stetige Dichte von X, {x € Ry,|f(x) > 0} ein
Intervall I, und ist h eine stetig differenzierbare, streng monotone Funktion
von I in Ry mit h'(x) # 0 fir alle x € I, gilt Y = h(X) und setzt man
g(y) = h™1(y), so besitzt Y ebenfalls eine Dichte fy, und es gilt

fr() = Ix(gW)ld' )], ye R (7.24)

Beweis: Es sei h monoton wachsend. Dann gilt

Fy(y) = P(Y <y)=PMX) <y) =

POC<g)= [ fxlos
(—o0,9(y)]
Darauf folgt, dass Fy differenzierbar ist, und dass gilt

fr(y) = F,(y) = fx(9v)) - 9'(y).

Ist A monoton fallend, so haben wir fy(y) = fx(9(y)) - (—¢'(y)). Somit ergibt
sich die Aussage. O

Beispiele:
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1) Essei h(z) =ar+bmita >0,Y =aX + 0.
Dann ist

Frly) =~ fx(U=0) wnd F(a) = a- o +b).

a

2) Ist D?*X < oo, so bezeichnet man

als die zu X gehorende standardisierte Zufallsgrofle. Es gilt

EX*=0, D?X* =1 und

X =VvD?X X"+ EX.

Somit haben wir

ele) = ==t (%)

3) Es sei X eine N(u,o?)-verteilte ZufallsgroBe. Dann besitzt Y = exp(X)
eine Dichte der Form

1 1

Die Verteilung mit dieser Dichte nennt man logarithmische Normalver-
teilung mit den Parametern p und o2. Es gilt

o2 2 2
EY =elts | DY =17 (7 —1)
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Die eindimensionale Normalverteilung N (j, 0?)

Es sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

P(a<X§b)=P(“_“<X*gb_“>:

o g

h— _
<I>( “)-cb(“ “), a,b€ Ri,a <b.
g ag

Insbesondere erhalten wir fiir alle ¢ > 0:

Plu—co <X <pu+co)=P(|X*|<c)=

O(c) — P(—c) =2P(c) — 1
Fiir ¢ = 3 ergibt sich:

P(|X — p| < 30) =0,9974

(3 — o0—Regel fiir die Normalverteilung)

7.4 Die Kovarianzmatrix eines zufilligen Vek-
tors

Definition 7.28 Essei X = (Xy,...,X,)7 ein zufilliger Vektor iber (Q, 2L, P)
mit B|X;| < o0,i=1,...,n.
Dann heifit der Vektor u, definiert durch

o= (“1"">ﬂn)T, Wi = EXZ’Z = 1""’717
der Erwartungswertvektor von X. Er wird auch mit EX bezeichnet:

EX = (EX,,...,EX,)".

Gilt EX? < 00,i = 1,...,n, so ist wegen der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung (7.9) auch F|X,;X;| < 00,4,j = 1,...,n. Folglich sind alle Kovarianzen
Kov(X;, X;) mit ¢, = 1,...,n endlich und es gilt:

Kov(X;, Xj) = E(X; — pi)(X; — py) = EXi X — pipy;.



Erwartungswert und Integral 187

Offenbar gilt Kov(X;, X;) = D*X; = o2.

Definition 7.29 Die Matriz >y = (Kov(X;, X;))ij=1,..n heifit Kovarianz-

matrix des zufilligen Vektors X.

-----

Mit der Schreibweise

Lo

gilt

ZX = B(XXT) — pup” = (B(X;X;) — EX;EX;)ijet...m- (7.25)

.....

Aussage 7.30 Die Kovarianzmatriz )y ist symmetrisch und nichtnegativ
definit. Fiir jeden Vektor a = (ay,...,a,)" € R, gilt

E(a*X) = d"(EX) und D*(a* X) = E(a"(X — p))? = a” ZX a>0. (7.26)

Sind die X, ..., X, paarweise unkorreliert, so ist ) eine Diagonalmatriz,
und umgekehrt.

Beweis:

E(d'™X)=FE ( > a,-Xi> => aEX; =d"EX.
=1 =1

Die Symmetrie von ), folgt aus Kov(X;, X;) = Kov(Xj, X;). Fiir jedes a €
R, haben wir auf Grund der Linearitdt der Erwartungswertbildung

E(a"X)=a"EX und

a3 0= E[(X = (X = p)T]a =
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El(d™(X — ) - (X —p)Ta)] = E(a”(X — p))* =

D?*(a”X) > 0.

Insbesondere bedeutet dies die nichtnegative Definitheit von ). Der letzte
Teil der Aussage ist offensichtlich. O

Die Kovarianzmatrix Y, ist das mehrdimensionale Analogon zur Varianz o%
fiir reellwertige Zufallsgroffen X. Im mehrdimensionalen Fall ist die Varianz
des zufélligen Vektors richtungsabhéngig und i.a. nicht mehr durch eine einzige
Zahl zu charakterisieren. Ist e = (eq,...,e,)" ein Vektor der Linge Eins, so
ist nach der vorangegangenen Aussage e > y e = E((e™(X — 1))?) die Varianz
der Projektion eZ X von X auf die durch e gegebene Richtung.

Lineare Transformationen

Die folgende Aussage wird in der linearen Algebra bewiesen.

Aussage 7.31 Die Kovarianz Y ist singulir genau dann, wenn es einen
Vektor x = (z1,...,2,)" # 0 gibt mit 27 x = 0.

Fiir jedes solche x gilt also wegen (7.26), dass D?*(z? X) = 0 gilt.

Ist Y eine lineare Transformation des n-dimensionalen zufélligen Vektors X,

d. h. gilt Y = AX + b fiir eine m x n-Matrix A und einen m-dimensionalen
Vektor b, so ist

EY = AEX + bund ZY = A ZX AT (7.27)

Da }y symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matrix &, so dass 0 > 07 =
D eine Diagonalmatrix ist:



Erwartungswert und Integral 189

Die Diagonalelemente d; sind die Eigenwerte von >, und nichtnegativ wegen
der nichtnegativen Definitheit von ) . Der zufillige Vektor Y := 0X besitzt
gemdB (7.27) mit Y, = EOX X' 0" die Matrix D als Kovarianzmatrix. Seine
Komponenten sind somit unkorreliert.

Regressionsgerade
Es sei (U, V) ein zufélliger Vektor reellwertiger Zufallsgrofen U und V.

Genau wie im Kapitel 4.5 definiert man die Regressionsgerade fiir V' auf der
Basis von U durch

y = EV + Kor(U,V)22(z — EU)

01

Die Zufallsgrofe V, definiert durch
V= EV + Kor(U,V)22(U — EV)
01

ist die im quadratischen Mittel beste Vorhersage von V' auf der Basis von U,
d. h., es gilt

E(V-V)= min E(V —all - b)2.
a, 1

Diese Regressionsgerade ist fiir alle Paare reellwertiger Zufallsgrofen (U, V)
definiert, fiir die 07 = D?*U < oo und 0% = D*V < oo gilt.

Fiir den Vorhersagefehler V' — V erhalten wir

E(V —V)=0und

DXV —V) = D*V(1 — Kor(U,V))?).

Auflerdem haben wir

Koo(U,V — V) = E(U — EU)[(V — EV) — Kor(U,V)ZX(U — EU)) =

02

Kov(U,V) — o109Kor(U,V) = 0.
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7.5 Dichten mehrdimensionaler Verteilungen

In diesem Punkt studieren wir zuféllige n-dimensionale Vektoren, die eine Dich-
te besitzen.

Definition 7.32 Ist Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, $B,), und exi-
stiert eine Borelfunktion f auf R,, so dass

mit der Bezeichnung (—oo, x] := (—o00, x1] X (—00, Ta] X ... X (=00, x,], wobei
r = (T1,%,...,%,) sei, gilt

Q(—00, 2]) ://.../f(x)d:cl,dq:z...d:cn, v € Ry,

(_Oovx]
dann heifit f eine Dichte des Mafles Q. Ist Q = PX fiir einen n-dimensionalen
zufilligen Vektor X, so nennt man f auch die Dichte von X.

Dabei versteht sich das Integral als Integral beziiglich des n-dimensionalen Le-
besguemafles A(dx) = A(dxy, ..., dz,) = dridzy . . . dz,.

Auch hier haben wir fiir jedes B € %, die Gleichung

QB) = / ) 1s(y)dy = / f(y)dy

Analog zum Fall des R; ist eine nichtnegative Borel-messbare Funktion f auf
R, Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,,, %,) genau dann, wenn

R[f(x)dx =1

gilt.

In diesem Fall bestimmt f die Verteilung eindeutig, andererseits ist die Dichte
f einer n-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilung bis auf eine Menge vom
n-dimensionalen Lebesguemafl Null eindeutig bestimmt.

Aussage 7.33 (Erwartungswertregel) Es seien X ein n-dimensionaler zufdlli-
ger Vektor mit der Dichte f und h eine Borel-messbare reellwertige Funktion

auf (R, $B,). Dann gilt:
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a) h(-) ist beziiglich PX integrierbar genau dann, wenn h(-)f(-) beziiglich
des n-dimensionalen Lebesquemafles integrierbar ist,

b) in diesem Fall gilt

Eh(X) = / h(z) P (dz) = / h(z) f(x)dz.

R, Ry

Wir haben im Fall diskreter Verteilungen die Kovarianz zweier Zufallsgrofen
in Kapitel 4 berechnet. Hier wollen wir die entsprechenden Formeln fiir den
Fall angeben, dass der zufillige Vektor X eine Dichte f besitzt.

In diesem Fall gilt nach der Erwartungswertregel

wi = EX; :/a:if(xl,...,xn)d:cl,...,a:n, 1=1,...,n,
Ry,
Kov(X;, X;) = E(X; — pi) (X — pj) =

/(xz — i) (x; — pi) f(z1, .. xn)dey .. dey, =

Ry

/xixjf(xl, o Tp)dry L dTy, — g

Ry

Wie man Integrale iiber Funktionen im R,, ausrechnet, werden wir im folgen-
den Kapitel 8 kennen lernen.

Wir beschrianken uns im Weiteren auf den Fall n = 2.

Essei X = (Y, Z)7 ein zufilliger Vektor mit Werten in (Ry, %,) und der Dichte
f

Aussage 7.34

a) Y und Z haben Dichten fy bzw. fz, die sich mittels f wie folgt berechnen
lassen:
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) = [ sz ye R
Ry

&@%=/f@wﬂ% zER
Ry
b) Y und Z sind genau dann voneinander unabhdngig, falls

fly,2) = fy(y)fz(2) (y,z) € Ry, Ay — fast tiberall

c) fiir jedes y mit fy(y) > 0 ist durch

fy,z)
fy=y(2) = , 2€R
Y y( ) fY(y) 1
eine Dichte definiert. Sie heifit "bedingte Dichte von Z unter der Bedin-

gung Y =y.”

Man nennt fy und fz die Randverteilungsdichten von f.

Beweis:

a) PY <y)=P(Y <y, Z € R) =

// F(s, 1) dsdt = / </f(s,t)dt)ds.

(7oovy}><Rl (70071/} Ry

Folglich gilt die erste Formel von a), analog folgt die zweite (es wurde
der Satz von Fubini benutzt.)

b) Wenn f = fy fz, so ist

P(YEB,ZGC’)—//f(y,z)dydz-

BxC
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[rese)( [ as i )a -

Rl Rl
P(Y e B)P(Ze(C), B,Ce%.
Also sind Y und Z unabhéngig.

Umgekehrt, sind Y und Z unabhéngig, so gilt

F(y,2) =P(Y <y, Z <z)=Fy(y)Fz(2) =

[ sy [ st / [ itsai:

(—o0,y] (—00,2] —00,y] X (—00,2]

(Fubini; Tonelli, Hobson)). Wegen der Eindeutigkeit der Dichte besitzt
(Y, Z)T eine Dichte f, und es gilt

fly,2) = fy(y) - f2(2) , X—fi

c) Es gilt fy—,(2) > 0 und /fyy(z)dz = 1.

Ry

Bemerkung: Interpretation von c):
Es sei f(y, z) stetig und streng positiv in (yo, 20).

Dann ist f(z,y) > 0 in Umgebung U von (Yo, 20) (z.B. U = (yo — D, yo + A) X
(20 — A, zo + A) fiir geniigend kleines A > 0).

Wir erhalten fiir jedes z € Ry

PY €(yo—Dyp+A),Z<z) _

P(Z <zlY € (yo— AD,yo+ A)) = P(Y € (yo— &, yo + D))
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/‘< / St“)%//( @w@)ﬁ:

(—00,2]  (yo—ADyo+AD) R (yo—AQyo+D)

~ /(2Af(y0,t)dt/!2Af(y0,t)dt

(—OO,Z}
= [ Felolis
(—OO,Z]

und sehen darin eine Interpretation von fy—,,(z) als Dichte von Z unter der
Bedingung Y = yq.

Beispiel 7.35 X = (X, X,)T besitze eine 2-dimensionale Normalverteilung
mit den Parametern jy, ji2, 0%, 05, 0. Dann gilt

Fel) = 1 eXp( -1 K:cl—ul)z 2@(%’1—Ml)(Iz—MQ)_‘_(Iz—MQ)Z}
() = _
2m01094/1 — 02 2(1 - 0?) 01 0102 op)

fxi(x:) =

1 . 1 ( )
ng Xp 9% 2 — My
EX; = /%‘fx $1,$2)dx1d$2 = /xiin(xi)dxi = M

Ry

D2X / Mz fX $17x2)d$1d$2 /(% - Mz‘)Qin(xi)d% = U?

R1

KOU(Xl,X2> = /(l’z — ,Lbl)(l'g — Mg)fx(l'l, l’g)dl’ldxg =

Ry

/@rﬁm(/@rqm,ﬁ@h@m@mngm@.

R1 Rl
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Damit ist die Bedeutung der Parameter der 2-dimensionalen Normalverteilung
geklért. Folglich haben wir fiir die Kovarianzmatrix des Vektors X

Z _ o % 00102
X 00109 O3 ’
und p ist gleich dem Korrelationskoeffizienten Kor(X;, Xs).

Man priift leicht nach, dass sich die Dichte fx in diesem Beispiel folgenderma-
Ben schreiben 1Bt (1 = (py, po)t, 2 = (21, 22)7):

1

Fiir die bedingte Dichte fx,—., (z2) ergibt sich

1 1 X
fX1::c1 (172) = 27_{_0_; €Xp |:_ 20_; (1'2 - M2)2:|

mit

% g
Mo = 2 + 90—2(% — 1) und
1

05 =05(1 — o)

Beachte, dass 032 nicht von z; abhingt.

Die Komponenten X; und X, sind genau dann unabhéngig, falls sie unkorre-
liert sind, also o = 0 gilt. In der Tat, genau in diesem Fall gilt

fx(@) = fx,(@1) fxo(22), = (21,29)".

Die Transformationsformel fiir n-dimensionale Dichten (Aussage (3.59) und
Beispiel (3.60) bleiben in diesem allgmeinen Fall giiltig.
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