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Kapitel 1

Einleitung

Diese Vorlesung handelt vom Zufall, genauer, von der Mathematik des Zufalls.
Mit dem Zufall haben wir téglich zu tun. Wir sagen, ein Ereignis hénge vom
Zufall ab und sprechen von einem zufdilligen FEreignis, wenn es nicht gewiss
ist, ob dieses Ereignis eintritt oder nicht. Eine Grofle, deren Wert nicht genau
vorhergesagt werden kann, bezeichnen wir als eine zufdillige Gréffe oder Zu-
fallsgrofe.

So wird zum Beispiel die zeitliche Dauer des Weges von zu Hause zur Uni-
versitit vom Zufall beeinflusst. Der finanzielle Schaden, den ein PKW-Unfall
verursacht, héngt vom Zufall ab, Messungen physikalischer Groflen werden
vom Zufall beeintrachtigt.

Bedeutende Groflen zufélliger Natur sind weiterhin die Lebenszeit von Men-
schen, das Geschlecht Neugeborener, Niederschlagsmengen eines Monats, aber
auch Kurse am Aktienmarkt und das Ergebnis von Fuflballspielen. Die Reihe
der Beispiele 143t sich miihelos fortsetzen. Der Zufall ist iiberall.

Zufall in reiner Form findet man bei Gliicksspielen. Die Augenzahl beim Werfen
eines Wiirfels, die Zahl, bei der die Roulettekugel nach dem Ausrollen liegen
bleibt, das Skatblatt, das man nach gutem Mischen und Austeilen erhalten
hat, sind rein zuféllig. Hier ist der Zufall erwiinscht.

Der Einfluss des Zufalls wird allerdings haufig als unangenehm und stérend
empfunden. Er verursacht Risiken, also die Gefahr, dass Schiden entstehen.
Wir versuchen ihn deshalb zuriickzudrdngen, moglichst auszuschlieen. Das
Ergebnis einer Klausur oder Priifung wollen wir méglichst nicht vom Zufall in
negativer Hinsicht beeinflusst wissen, also bereiten wir uns méglichst gut vor
(ein Restrisiko bleibt natiirlich: Aufgaben, die wir nicht 16sen kénnen, nervli-
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che Anspannung usw.) Unféllen, die haufig durch ”Verkettung ungliicklicher
Umsténde” entstehen, beugt man durch technische Uberwachung, Schulungen
usw. Vvor.

Vollig unterdriicken ldsst sich der schédliche Zufall meist nicht oder nur mit
extrem groffem Aufwand. Wenn man ihn aber schon nicht eliminieren kann,
so mochte man die durch ihn verursachten Risiken aber einschétzen, um vor-
bereitet zu sein. Ein Mittel dafiir ist die Stochastik, die Mathematik des Zufalls.

Der Zufall macht zukiinftige Ereignisse ungewiss. Er schafft Risiken, aber auch
Chancen. Die Stochastik stellt mathematische Verfahren zur Verfiigung, mit
deren Hilfe man zufillige Erscheinungen, Chancen und Risiken, rechnerisch
bewerten kann. Sie gliedert sich in Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathema-
tische Statistik.

Unter der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses verstehen wir, kurz gesagt, den
Grad der Gewissheit seines Eintretens. Sie kann Werte zwischen Null und
Eins annehmen. Dabei ordnet man Ereignissen, die praktisch nicht eintreten
konnen, den Wert Null zu, Ereignissen, die mit Sicherheit eintreten, den Wert
Eins. Am meisten unbestimmt ist das Eintreten von Ereignissen mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/2.

Mit dem Zufall haben die Menschen seit jeher zu tun. Wetter, Krankheit,
Nahrungssuche, Tod waren fundamentale Gréflen, von denen die Menschen
abhingen und die durch Zufall gepréigt waren. Es gab vielfiltige Versuche, hier
dem Zufall auf die Spur zu kommen, seine Herrschaft einzuddmmen bzw. sein
Wirken aufzukldren. Die ersten mathematischen Ansétze haben ihre Urspriinge
in Problemen, die sich bei der Organisation von Versicherungsgesellschaften
(z.B. Berechnung von Versicherungspréamien ) ergaben und solchen, die bei
der Beurteilung von Fragen von Gliicksspielen entstanden.

Im Laufe der Zeit hat die Bedeutung des richtigen Umganges mit dem Zufall,
insbesondere seine angemessene quantitative Beschreibung, noch zugenommen.
In modernen technischen Produkten wie Flugzeugen, Schiffen, Eisenbahnen
sind auBerordentlich viele Einzelteile vereint und miissen fiir einen reibungslo-
sen Ablauf zuverldssig funktionieren. Kleine zufallige Storungen kénnen Unfille
mit grofiten Sach- und Personenschéden verursachen. Ohne eine genaue mathe-
matische Analyse aller auftretenden Risiken wére der Betrieb solcher techni-
sche Produkte nicht mehr denkbar, Ungliicke wiirden wesentlich 6fter auftre-
ten. Aber auch fiir das Verstdndnis vieler Naturvorgidnge kommt man heute
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nicht mehr ohne Einbeziehung des Zufalls aus.

Denken wir an die Evolution im Pflanzen- und Tierreich, die man auf zuféllige
Mutationen mit anschlieSender natiirlicher Auslese zuriickfiithrt, oder an die
Begriffswelt der Quantenphysik, wo man den Ort eines Teilchens nicht mehr
exakt bestimmen kann und als Wahrscheinlichkeitsverteilung modelliert.
Zufall, Chance und Risiko sind Begriffe, die im Gegensatz zu vielen physika-
lischen Groflen wie Temperatur, Lange, Gewicht nicht sinnlich wahrnehmbar
sind. Fiir viele Menschen haben sie heute noch etwas Unheimliches, Mystisches
und auch Reizvolles an sich. Die Abhéngigkeit vom Zufall weckt Hoffnung und
Angst. Die Menschen spielen Lotto bzw. tragen ein Maskottchen. Das muss
nicht schlimm sein. Problematisch ist es erst, wenn man Risiken und Chancen,
auch fiir das personliche Leben, nicht richtig abschétzt und damit eventuell
Gefahren fiir Hab und Gut oder gar die Gesundheit und das Leben eingeht.

Was ist nun eigentlich Zufall? Diese alte und schwierige Frage gehort zur Phi-
losophie und soll hier nicht behandelt werden.

Die Vorlesung soll die Horer mit einigen grundlegenden Begriffen der Stocha-
stik bekannt machen, typische Denk- und Schlussweisen vorstellen und einige
wichtige Gesetzméfigkeiten des Zufalls nahe bringen.

Das Wissen um den Zufall, die damit verbundenen Begriffe und Methoden des
Umganges mit dem Zufall ist heute Allgemeingut aller Wissenschaftszweige
und gehort auch um notwendigen Alltagswissen. Vielen Menschen ist das ge-
nauere Wissen um den Zufall jedoch noch fremd.

Das vorliegende Skript entstand auf der Grundlage von Vorlesungen iiber Ele-
mente der Stochastik, die ich in Abstdnden von Jahren mehrfach fiir Studieren-
de der Mathematik gehalten habe. Dennoch ist die schriftliche Ausarbeitung
eines Skriptes immer auch eine aufwindige Arbeit. Ich danke unserer Insti-
tutssekretérin Frau S. Bergmann fiir die umfangreiche Arbeit am Skript und
die unendliche Geduld gegeniiber meinen zahlreichen Anderungswiinschen.

Mein Dank geht weiterhin an unsere wissenschaftlichen Mitarbeiter und Stu-
dierenden, die durch kritische und konstruktive Hinweise zur Vorjahresversi-
on dieses Skriptes erheblich zu einer griindlichen Uberarbeitung beigetragen
haben. Dazu gehoren u. a. Dr. Markus Riedle und die Diplommathematiker
Thomas Knispel, Katja Krol, Hagen Gilsing sowie die Studierenden Andrea
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Konieczny und Friedrich Bolz. Herr H. Gilsing hat fiir das vorliegende Skript
die Graphiken erstellt. Auch dafiir danke ich ihm.

Dieses Skript enthélt sicher noch eine Reihe von Fehlern, insbesondere Druck-
fehler, aber auch andere Unzulénglichkeiten. Dafiir bin ich allein verantwort-
lich. Ich bitte die Horer der Vorlesung und andere Leser um Nachsicht und bin
sehr dankbar fiir kritische und helfende Hinweise.

Vieles wird in der Vorlesung vorkommen, zum Beispiel weitere Bilder, Graphi-
ken, interessante Beispiele und Anwendungen, das im Skript nicht enthalten
ist. Andererseits werden in der Vorlesung manche Ausfithrungen des Skriptes
nur gestreift werden, zum Beispiel gewisse Elemente der Maf}- und Integrati-
onstheorie. Sie wurden teilweise nur aufgenommen, um eine gewisse Geschlos-
senheit der Darstellung und eine Festlegung der Terminologie zu erreichen.

An der Lehrveranstaltung Stochastik I werden mehrere erfahrene wissenschaft-
liche Mitarbeiter und Studierende hoherer Semester als Ubungsleiter und Kor-
rektoren der schriftlich anzufertigenden Ubungen beteiligt sein. Wir sind ge-
spannt, freuen uns auf die Arbeit mit den Studierenden im Sommersemester
2007 und wiinschen uns allen viel Erfolg!

Uwe Kiichler

Berlin, 11. April 2007
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Kapitel 2

Zufillige Versuche und zufillige
Ereignisse

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst anschaulich die grundlegenden Begriffe
des zufélligen Versuchs und des zufélligen Ereignisses ein und stellen danach
eine Verbindung zur Mengenlehre her. Damit wird die Grundlage einer ma-
thematischen Theorie des Zufalls, der Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt. Wir
erfahren, dass die mit einem zufilligen Versuch verbundenen zufélligen Ereig-
nisse eine o-Algebra bilden.

2.1 Zufillige Versuche

Definition 2.1 Unter einem zufalligen Versuch wersteht man einen Versuch
(im weitesten Sinne des Wortes), dessen Ausgang unter bestimmten wesent-
lichen und fizierten Bedingungen im Rahmen bestimmter Maéglichkeiten unge-
wiss St.

Die einzelnen moglichen Versuchgsausgénge (-ergebnisse) werden haufig mit w,
die Menge aller moglichen Versuchsausginge des betrachteten zufélligen Ver-
suches mit €2 bezeichnet.

Beispiel 2.2

a) Werfen einer Miinze: Die moglichen Versuchgsausgéinge w sind gleich Z
und W, d. h. Zahl oder Wappen. Folglich ist Q = {Z, W.}.

9
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b) Werfen zweier unterschiedlicher Miinzen: w = (wy,ws)
w; = Wurfergebnis der i-ten Miinze,
wi € {Z,W}, i=1,2
Q= {(27 Z, )7 (Z7 W)v (V[/? Z)? (VVv W)}

¢) n-maliges Werfen einer Miinze, w = (wy, -+ ,wp),w; € {Z,W}i =
1,2,---,n

d) Werfen eines Wiirfels:
Q={1,2,---,6}

e) Werfen zweier unterscheidbarer Wiirfel: w = (4,7), ¢ Augenzahl des
ersten, j Augenzahl des zweiten Wiirfels,

Q={(i,j):i,j€{1,2,--,6}}

f) Sonntagsziehung im Lotto 76 aus 49” (ohne Zusatzzahl):
Q={w="{ir, +ig} in, o yig € {1+ 49}, iy #ik(j # K)}

g) Geburt eines Kindes, es werden registriert Gewicht 7 in g, Groe £ in
cm, Geschlecht 7:

h) Niederschlagsmenge w pro Quadratmeter in mm am 30. 10. 2007 auf dem
Alexanderplatz: Q2 = [0, 00)

i) Schadenhohe w bei einem PKW-Unfall, die der Versicherer in Euro zu
zahlen hat:
2 =0,00)

j) Anzahl w aller polizeilich gemeldeten Kfz-Unfélle an einem bestimmten
Tag auf der Rudower Chaussee in Adlershof: Q = {0,1,--- ;n,---}

Diskussion:

1. € ist nicht eindeutig festgelegt. Einzige Bedingung: nach Ausfithrung
des Versuches muss genau ein w aus €) als Versuchsergebnis feststehen.
Insbesondere ist es nicht notwendig, dass alle w € 2 auch tatsdchlich
auftreten konnen, €2 kann also grofler gewéahlt werden als unbedingt not-
wendig (vgl. Beispiele g) - j)).

Erweiterungen von €2 sind aus mathematischen Griinden oder wegen
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Ubersichtlichkeit hiufig vorteilhaft.

2. Vor dem Versuch ist der tatséchlich auftretende Ausgang w € Q) des
zufélligen Versuches ungewiss. Sicher ist nur, dass genau eines der w aus
Q auftreten wird. Nach dem Versuch liegt der aufgetretene Ausgang w
fest. Die Ungewissheit ist verschwunden. Der Versuch wurde realisiert,
verwirklicht. Das nach dem Versuch erschienene w, eine Zahl in a), d),
h), i), j) oder allgemeinere Ergebnisse in den anderen Beispielen, heifit
Realisierung dieses Versuches. Bei erneuter Ausfithrung des Versuches
tritt i.A. ein anderer Ausgang in Erscheinung, es erscheint eine andere

Realisierung.
Wird der Versuch mehrmals durchgefiihrt, ergibt sich eine Folge von
Realisierungen, eine sogenannte (w,n, - - , k) Stichprobe, ein Datensatz.

2.2 Zufillige Ereignisse

Definition 2.3 Ein zufilliges Ereignis (oder kurz Ereignis) ist ein Ereignis,
das (im Rahmen eines bestimmten zufdilligen Versuches und in Abhdngigkeit
vom Versuchsausgang) eintreten kann, aber nicht eintreten muss.

Zufallige Ereignisse beschreibt man héufig verbal durch eine logische Aussage
und symbolisch durch grofle Buchstaben A, B,C,---, meist vom Anfang des
Alphabetes.

Betrachten wir einige Ereignisse im Zusammenhang mit Beispielen aus Ab-
schnitt 2.1.

Beispiel 2.4 (Fortsetzung von 1.2)

a) = " Es erscheint das Wappen”
e)
y

= "Bei der Ziehung erscheint mindestens ein Zahlenzwilling”

A

A : = 7Die Summe der Augenzahlen ist gerade”

A

B : = "Der abgegebene Tippschein enthélt 3 Richtige”
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h) A : = 7"Es regnet mehr als 10 mm”

i) A : = "Der Schaden ist grofier als 100 000 EUR”

Definition 2.5 Man sagt, das Ereignis A tritt (bei Versuchsdurchfihrung mit
dem Versuchsausgang w) ein, wenn die zugehorige logische Aussage bei diesem
w wahr ist, es tritt nicht ein, wenn sie bei diesem w falsch ist. Wenn ein
Ereignis A beim Versuchsausgang w eintritt, so sagt man auch, dieses w fiihrt
zum Eintreten von A.

Definition 2.6 Das Ereignis A zieht das Ereignis B nach sich oder ist ein Teil
von B, falls aus dem FEintreten von A folgt, dass auch B eintritt. Symbolisch:
AC B.

Im Beispiel e) aus 1.2 gilt mit
C : = ”"Die Summe der Augenzahlen ist fiinf” und

D : = "Es erscheint eines der Paare (1,4), (2,3), (3,2), (4,1)” die Beziehung
C CD.

Definition 2.7 Zwei Ereignisse A und B heiffen einander gleich (symbolisch: A =
B), wenn das Fintreten des einen Ereignisses das Eintreten des anderen nach
sich zieht, d. h. falls A C B und B C A gelten. Finander gleiche Ereignisse
treten entweder beide ein oder beide micht ein.

Im Beispiel d) aus 1.2 gilt mit
C : = "Es erscheint eine ungerade Zahl”
D : = "Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht 2, 4 oder 6”

die Beziehung C' = D.

Definition 2.8 Fin zufilliges Ereignis A heif$t mit einem gegebenen zufélligen
Versuch verbunden, falls man fir jeden mdglichen Versuchsausgang w € €2
entscheiden kann, ob er zum Eintreten von A fiihrt oder nicht.
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Das Ereignis A ist also mit dem zufélligen Versuch €2 genau dann verbunden,
wenn man nach Ausfithrung des Versuches entscheiden kann, ob A eingetreten
ist oder nicht.

Das Ereignis B : = ”Der abgegebene Tippschein enthélt drei Richtige” ist mit
dem zufalligen Versuch einer Sonntagsziehung im Zahlenlotto verbunden. Das
Ereignis ”Morgen scheint die Sonne mindestens zwei Stunden” ist nicht mit
dem zufilligen Versuch des Werfens eines Wiirfels verbunden.

Definition 2.9 Im Rahmen eines zufilligen Versuches heifst ein Ereignis S
ein sicheres Ereignis, falls es bei jedem Versuchsausgang eintritt. Fin Ereignis
U nennt man ein unmogliches Ereignis, wenn es bei keinem Versuchsausgang
eintritt.

Offenbar gelten fiir jedes mit dem Versuch verbundene Ereignis A die Relatio-
nen U CACS.

Im Beispiel d) aus 1.2 ist das Ereignis ” Es erscheint eine der Zahlen”1,2, ..., 6”
ein sicheres Ereignis, und das Ereignis ”Es erscheint eine Zahl, die grofler als

10 ist” ein unmogliches Ereignis.

Wir erinnern daran, dass wir mit jedem zufélligen Versuch eine Menge (2 fest-
legen, die alle moglichen Ausgéinge des Versuches enthélt.

Die Menge aller Ereignisse A, die mit einem gegebenen zufélligen Versuch ver-
bunden sind, wird mit 2l bezeichnet.

Das Paar (2,2) ist fiir uns das vorlaufige Modell eines zufilligen Versuches.

2.3 Verkniipfung von Ereignissen

Es sei (2,2) ein zufilliger Versuch, d. h. Q2 enthalte die Menge aller moglichen
Versuchsausginge w und 2 sei das System der mit dem Versuch verbundenen
Ereignisse. Dabei seien S das sichere und U das unmégliche Ereignis.
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Aus gegebenen Ereignissen A, B € 2 lassen sich weitere Ereignisse bilden, die
ebenfalls mit dem zufilligen Versuch verbunden sind:

Definition 2.10 Das Ereignis AU B tritt ein, falls A eintritt oder B eintritt
(oder beide). AU B nennt man die Vereinigung von A und B. Es gilt AU S =
S,AUU = A.

Das Ereignis AN B tritt ein, falls A und B beide eintreten.
AN B nennt man den Durchschnitt von A und B. Es gilt ANS = A, ANU =U.

E tritt genau dann ein, falls A nicht eintritt. B B
A heifit das zu A komplementdre Ereignis. Es gilt U = Sund S = U.

A\B tritt genau dann ein, wenn A eintritt und B nicht eintritt.
A\ B heifit die Differenz von A und B. Es gilt A\ B= AN B.

Das Ereignis AAB := (A\ B) U (B \ A) heifit symmetrische Differenz von A
und B. Es tritt genau dann ein, wenn entweder A oder B eintritt.

Wenn AN B = U gilt, so heien A und B disjunkt oder unvereinbar.
Es gilt stets: ANA=UAUA=2S5.

m

Sind Ag,k = 1,--- ,m, Ereignisse aus 2, so bezeichne |J Ay das Ereignis,
k=1

das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse A, eintritt, und

m
() Ax das Ereignis, das genau dann eintritt, wenn alle A;, eintreten.
k=1

Analog definiert man zu jeder Folge Ay, k > 1, aus 2 die Ereignisse |J Ay und
k=1

N As.
k=1

Folgerung: Die Menge 2 aller mit einem zufélligen Versuch verbundenen FEr-
eignisse hat also die Eigenschaften:

1) U S e,
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2) Fiir jedes A € 2 ist auch A € 2,

3) Fiir jedes n > 2 und alle Ay, Ay, -+, A, € A gilt |J Ay € 2.
k=1

Auf Grund dieser Eigenschaften und der Definition bzw. der Eigenschaf-
ten von U und S heifit 2 eine Algebra (bez. der Operationen | J,”) mit
Nullelement U und Einselement S.

Da auflerdem

4) Fiir alle Ay, Ag, -+ Ay, --- €A gilt |J A e

k=1
erfiillt ist, nennt man 2 auch eine o-Algebra.

Literatur: Bauer (1991), Krengel (2002)

2.4 Ereignisse und Mengen

Es sei (2,2) ein zufilliger Versuch im Sinne der Schlubemerkungen von Ab-
schnitt 1.2.

Jedes mit diesem Versuch verbundene Ereignis A, d.h. jedes A aus 2, wird
durch eine Teilmenge A’ von €2 charakterisiert:

A—— A ={w € Q : erscheint der Versuchsausgang w, so tritt A ein }

Wenn A eintritt, so ist ein Versuchsausgang w eingetreten, der zu A’ gehort.
Wenn ein w € A’ als Versuchsausgang auftritt, so tritt nach Definition von A’
auch A ein.

A und "Es erscheint ein w € A" als Versuchsergebnis” sind somit im Sine von
Defenition 2.7 einander gleiche Ereignisse, d. h. entweder treten sie beide ein
oder beide nicht.

Insofern charakterisiert die Teilmenge A’ von 2 das Ereignis A. Identifiziert
man A mit seiner zugehorigen Menge A’, so konnen wir feststellen:

Feststellung:
Zufillige Ereignisse, die mit einem zufdlligen Versuch (Q,2L) verbunden sind,
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kann man identifizieren mit Teilmengen von Q, m. a. W., die o-Algebra 2
st ein System von Teilmengen von ). Bei dieser Entsprechung wird das si-
chere Ereignis mit Q, das unmdgliche Ereignis mit der leeren Menge () iden-
tifiziert. Die Korrespondenz A «—— A’ ist beziiglich der Operationen Vereini-
gungs-, Durchschnitts-, Differenz- und Komplementbildung fiir Ereignisse bzw.
fiir Mengen ein Isomorphismus.

Das Paar (€2, 2() dient nun vorldufig als mathematisches Modell eines zufilligen
Versuches, dessen mogliche Versuchsausginge zu €2 gehoren, wobei die mit dem
Versuch zusammenhéngenden Ereignisse, also die Menge 2, eine o-Algebra von
Teilmengen von (2 ist.

In den Beispielen a) bis f) und j) ist 2 = PB(Q2) (Potenzmenge von ) in den
Beispielen g) bis i) wéhlt man i. a. 2 C PB(Q2), die Begriindung werden wir
kennen lernen.

2.5 Beispiel: Miinzenwurf

Wir formulieren zum Ende dieses Abschnittes noch ein mathematisches Mo-
dell, auf das wir spéater mehrfach zuriickkommen werden. Eine Miinze werde
n-mal geworfen. Die moglichen Ausginge w dieser Wurfserie sind die n-Tupel
w=(x1,T9, + ,x,) mit 7, € {—1,1},k =1,2,--- n, wobei 2 = +1(= —1)
gesetzt wird, falls beim k-ten Wurf die Zahl (bzw. das Wappen) oben liegt.
Die Menge 2 aller moglichen Ausgénge w der Wurfserie besteht aus 2" Ele-
menten.

Wir setzen 2 = (), denn fiir jede Teilmenge A’ von Q ist A : =" Der zufélli-
ge Versuch endet mit einem w € A’ ein im Sinne von Definition 2.8 mit dem
n-maligen Werfen der Miinze verbundenes Ereignis.
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Abbildung 2.1: Ein Pfad der Lénge fiinf
Fiir jedes w = (21,9, -+ ,x,) € Q definieren wir

k
30:0,sk22xl,k:1,2,--- N

=1

und nennen die Folge
s=((k,sk),k=0,1,---,n)

den zu w gehorenden Pfad. Wir veranschaulichen jeden Pfad s durch die Punkte (k, s)
in der Ebene und verbinden die benachbarten Punkte (k, s;) und (k + 1, Sk41) linear.
Diese Pfade s haben die Eigenschaft

so=0und |s; —sp_1|=1,k=1,2,--- |n

und entsprechen den Versuchsausgéngen w eineindeutig.

Vereinbart man ein Spiel, in dem der Spieler A von einer Bank den Betrag +1
erhélt, falls im Ergebnis eines Miinzenwurfes die Zahl erscheint, und er den
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Betrag 1 zu zahlen hat, wenn Wappen oben liegt, so ist sein Gewinn nach &
Wiirfen gleich sy.

Das Ereignis

C: = ”Spieler A hat zum Schluss einen positiven Betrag gewonnen”
tritt genau dann ein, wenn der Versuchsausgang w = (z1, s, , x,) zur Men-
ge

C:{w€Q|3n:le>O}
I=1

gehort. Zu C gehoren also alle s(w) mit Pfaden, die nach n Schritten im Posi-
tiven enden.

Das Ereignis

D:= ”"Das Guthaben des Spielers A sinkt im Verlauf des Spieles niemals unter
Null”

tritt genau dann ein, wenn ein Versuchsausgang w € {2 mit
min s, >0
k=12, n

auftritt, d. h., wenn der zugehorige Pfad niemals die —1 beriihrt.

Zur Vorbereitung allgemeinerer Definitionen fithren wir folgende Funktionen
X und S, auf € ein:

Sm(w) = ZXk(W) = Z[L’k, m=1,2,---,n.
k=1 k=1

Die "Zufallsgrofe” Xj gibt das Ergebnis des k-ten Wurfes an, die ”Zufalls-
grofe” S, (w) ist der Gewinn des Spielers A nach m Wiirfen, m = 1,2,--- | n.
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Fiir die oben eingefiihrten Ereignisse C' und D, gilt dann

C = {w € Q|S,(w) > 0}, kurz geschrieben C' = {S,, > 0}, und
D ={w € Q| k:Irlunn Sk(w) > 0} oder kurz D = {k:nlunn S > 0}.
Kontrollfragen:

Man gebe im Modell des n-maligen Miinzenwurfes die zum Ereignis B : =
"Der Spieler gewinnt nach n Wiirfen mindestens einen Betrag der Héhe 417
gehorende Teilmenge von €2 an.

Welche Zufallsgéle Z, d. h. welche Funktionen Z auf € gibt an, bei welchem
Wurf der Spieler A zum ersten Mal eine Zahl wirft?



20

Uwe Kiichler



Kapitel 3

Wahrscheinlichkeiten und
Zufallsgrofien

Zufillige Ereignisse unterscheiden sich im Grad der Gewissheit ihres Eintre-
tens, d. h., in der Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens.

Es ist eine Erfahrungssache, dass sich die relative Hiufigkeit, mit der ein Er-
eignis in einer langen Reihe von Versuchen, die immer wieder neu unter im
Wesentlichen gleichartigen Bedingungen ausgefiihrt werden, um einen festen
Wert stabilisiert. Diesen Wert kénnte man als Grad der Gewissheit des Eintre-
tens des Ereignisses in einem einzelnen Versuch ansehen. Ausgehend von dieser
Vorstellung formulieren wir einige plausible Eigenschaften von Wahrscheinlich-
keiten, die sich dann auch wieder finden im Aziomensystem der Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Zu den mathematisch iibersichtlichsten zufalligen Versuchen gehoren die Laplace-
Versuche. Sie besitzen nur endlich viele und dabei gleichwahrscheinliche Aus-
gidnge. Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten der mit ihnen zusammen-
héngenden Ereignisse lauft auf das Abzéhlen gewisser Félle, haufig unter Ver-
wendung kombinatorischer Formeln, hinaus.

Der Begrift der Zufallsgrofie gehort ebenfalls zum Grundbestand der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Zufallsgrofien vermitteln stets Teilaspekte eines zufélli-
gen Versuchs und fungieren als beobachtbare (bzw. interessierende) Grofien,
wenn der Ausgang des Versuches selbst nicht beobachtbar ist (bzw. nicht von
Interesse ist). Von Wichtigkeit sind die von ihnen induzierten Wahrscheinlich-

21
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keitsverteilungen.

3.1 Axiomensystem und erste Folgerungen

Wir betrachten einen zufélligen Versuch und nehmen an, €2 sei die Menge seiner
moglichen Versuchsausgédnge w und 2 die o-Algebra der mit diesem Versuch
verbundenen Ereignisse, d. h. gemafl Abschnitt 2.4 eine o-Algebra von Teil-
mengen von ).

Es sei A irgend ein Ereignis aus 2. Wir wissen, dass A bei der Versuchs-
ausfithrung eintreten kann, aber nicht eintreten muss. Sein Eintreten ist nicht
gewiss. Unterschiedliche Ereignisse konnen sich allerdings im Grad der Gewiss-
heit ihres Eintretens unterscheiden.

Beispiel 3.1 (Werfen einer Ziindholzschachtel)

Mogliche Versuchsausgéinge sind die der drei Seiten, auf denen die Schachtel
zu liegen kommen kann: Groe Seite (Ober- bzw. Unterseite) / Mittlere Seite
(Seiten mit Reibflichen) / Kleine Seite (Stirn- bzw. Hinterseite): Als {2 wéhlen
wir die Menge Q = {G, M, K}.

Wir bemessen den Grad der Gewissheit des Eintreffens jeder der moglichen
Fille aus der Erfahrung oft wiederholter Versuche. Dieser Grad wird umso
hoher eingeschétzt, je hdufiger bei ldngerer Versuchsreihe die Schachtel auf
der entsprechenden Seite zu liegen kommt.

Betrachten wir die Situation von Beispiel 3.1 etwas allgemeiner. Es sei A ein
Ereignis, das mit einem zufilligen Versuch verbunden ist. Der Versuch werde n
mal durchgefiihrt, jedes Mal unter im Wesentlichen gleichartigen Bedingungen
und unabhéngig voneinander.

In n(A) Fallen trete A ein. Dann zeigt die relative Hiufigkeit des Eintretens
von A in n Versuchen, namlich #, mit wachsendem n eine bemerkenswerte
Stabilitat: @ verdndert sich immer weniger, sie scheint gegen einen Grenz-
wert zu konvergieren, wenn n unbegrenzt wichst.

Wir nennen diese Erscheinung das empirische Gesetz der groffen Zahlen.
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Das folgende Beispiel verdeutlicht die Stabilisierung der relativen Haufigkeiten.

Beispiel 3.2 (Werfen eines Kronenverschlusses)
Relative Haufigkeit dafiir, dass die offene Seite nach oben zeigt:

Zahl der Versuche

100 200 300 400 500 600 700
0,7300 0,7750 0,7767 0,7750 0,7800 0,7900 0,7943
800 900 1000
0,8012 0,7967 0,7910

(Nach Nawrotzki, K., Lehrmaterial zur Ausbildung von Diplomlehrern Mathe-
matik, Jena 1984)

Mit dem néchsten Beispiel wird deutlich, dass das empirische Gesetz der grofien
Zahlen h&ufig auch unbewusst angewandt wird.

Beispiel 3.3 (Skatspiel)

Die relativen Haufigkeiten bestimmter Konstellationen prégen sich beim Spie-
ler ein. Zwei Buben im Skat sind z. B. relativ selten. Daraus wird geschlossen,
dass auch im néchsten Spiel nur mit geringer Chance zwei Buben im Skat zu
finden sein werden. Es ergibt sich eine Verhaltensgrundlage: ” Auf den Skat
reizt man nicht”.

Aus dem genannten Gesetz der grofien Zahlen leitet man die Uberzeugung ab,
dass es zu jedem zufélligen Ereignis A eine Zahl P(A) gibt, die Wahrschein-
lichkeit von A, die den Grad der Gewissheit des Eintretens von A (in einem
einzelnen Versuch) ausdriickt.

Fiir lange Versuchsreihen sollte das eine Zahl sein, um die sich @ stabilisiert:

# ~ P(A).
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Daraus ergeben sich plausible Eigenschaften fiir P(A):

P(AUB) = P(A) + P(B), falls AN B = (.

Aus diesen Vorstellungen hat sich ein Axiomensystem entwickelt, das 1933
A.N. Kolmogorov in einer berithmten Arbeit eingefiithrt hat. (Kolmogorov,
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, Berlin 1933).

Dieses Axiomensystem ist heute die Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Mathematischen Statistik und lautet wie folgt.

Axiomensystem der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir stellen uns wieder (€2,2() als einen zufélligen Versuch vor, die Elemente
w von 2 bilden die moglichen Versuchsausgiange, 2 sei die o-Algebra der mit
dem Versuch verbundenen Ereignisse, also eine o-Algebra von Teilmengen von

Q (siehe Abschnitt 2.4).

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf der o-Algebra 2 von Teilmengen
einer nichtleeren Menge 2 bezeichnet man jede Abbildung P von 2l in [0, 1]
mit

Al. P(Q) =1und P(0) =0,

A2. Fiir jedes n > 2 und jede Folge (A, k =1,---,n) aus 2 mit

AN A =0,k # 1 (paarweise Unvereinbarkeit) gilt
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n

P(,QAk) => P(4)

k=1

(Endliche Additivitét der Wahrscheinlichkeitsverteilung P)

A2 Fiir jede abzdhlbar unendliche Folge (Ay, k > 1) aus 2 mit

AyNA =0 , k+#I1 (paarweise Unvereinbarkeit) gilt

P [] e kip(A’“)

(o-Additivitat der Wahrscheinlichkeitsverteilung P)

(Q,2, P) ist mit dieser Definition ein (normierter) MaBraum, P heifit ein
Wahrscheinlichkeitsmafs auf 2. Statt Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf
2(, sprechen wir einfach auch von einer Verteilung P(-) auf 2.

Definition 3.4 Sind Q2 eine nichtleere Menge, 2 eine o-Algebra von Teilmen-
gen von Q und P eine Abbildung von A in [0,1] mit den Eigenschaften Al.,
A2. und A2’., so heifst das Tripel (2,2, P)) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 3.5

Jeder Wahrscheinlichkeitsraum (§2, 2, P) ist das mathematische Modell eines
zufélligen Versuches. €2 enthélt dabei die Menge der méglichen Versuchsergeb-
nisse, 2 entspricht der Menge der mit dem Versuch verbundenen Ereignisse,
P ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Versuches. P legt fest, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit P(A) jedes mit dem Versuch verbundene Ereignis A € 2
bei der Versuchsdurchfithrung eintritt.
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Folgerungen 3.6

Uwe Kiichler

1. Fiir jedes A € 2 ergibt sich aus Al. und A2. wegen AU A = Q und

AN A = () die Gleichung

P(A) = 1— P(A).

(3.1)

In den zwei folgenden Punkten seien A und B irgend zwei Ereignisse aus

2.

2. Stets gilt

P(B)=P(BNA)+ P(B\A) und

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

3. Ist A C B, so folgt aus (3.2)

P(B\A) = P(B) — P(A)
und somit

P(A) < P(B) (Monotonie der Verteilung P)

4. Fiir alle Ay, A, ldots, € U gilt

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

(3.2)

(3.3)
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5. Fiir alle Ay, Ag, ..., €A gilt

P ( U Ak) <) P(Ay) (endliche Subadditivitit) (3.6)
1 1

Das ergibt sich aus (3.3)mittels vollstandiger Induktion.

Das Axiom A2. ermoglicht es, die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu
bestimmen, die im Zusammenhang mit unendlichen Folgen von Ereignissen
stehen.

Das néchste Lemma und seine Folgerungen stellen zu A2. dquivalente Eigen-
schaften bereit.

Lemma 3.7 (0-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

Wenn fiir die Abbildung P von L in [0, 1] die Aziome Al. und A2. gelten, so
ist A2.” dquivalent mit jeder der folgenden Eigenschaften:

a) Fir jede monoton fallende Folge (A,,n > 1) aus A mit
() An = 0 gilt lim P(A,) =0

n—00
n=1

b) Fir jede monoton wachsende Folge (A,,n > 1) aus A mit
J A =Qgilt lim P(4,) =1

n—00
n=1

Beweis:

A2 = a): Mit B, = A,\A,41, n > 1ist (B,,n > 1) eine Folge paarweise

disjunkter Ereignisse mit U B, = A,,,m > 1. Folglich gilt mit Axiom A2’

die Gleichung

P(A,,) = i P(B,), m>1.
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Somit haben wir wegen Z P(B,) = P(A;) <1 die Beziehung lim P(A,,) =
n=1

0, also gilt a).

a) =>b): (A,,n > 1) ist monoton fallend mit ﬂ A, = 0, somit gilt lim P(A4,) =

- n—00
n=1

lim (1 — P(A,)) =1—0 = 1. Somit haben wir b) gezeigt.
b) = A2.: Ist (C,,n > 1) eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse, so

definieren wir C! = U Cn,Cl = U Cp,An = CHUC',n > 1. Damit

m=1
folgt A, C A,11,n > 1 und U A, = Q, und deshalb nach Voraussetzung

n=1
lim P(A,) = 1. Wegen Axiom A2. ergibt sich

n—oo

1= lim P(4,) = lim P(C!)+P(C'),also P(C.)) = 1-P(C".) = lim P(C!) =
lim Z P(C,) = Z P(C,,). Damit ist A2' nachgewiesen. O

Folgerungen 3.8

1. Ist (A,,) eine monoton fallende (monoton wachsende) Folge aus 2, so gilt

nll_)HoloP (ﬂA)bZW nh_)IEOP = <OA”)

n=1

Beweis: Man wende das Lemma 3.7 auf (An \ ( n Ak)>
k=1

bzw. auf <An U (U Ak>) an. O
k=1

2. Fiir jede Folge (A,) aus 2 gilt:
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( U A ) = Z P(A,) (abzdhlbare Subadditivitét) (3.7)

=1

Beweis: B,, = U A 1T B = UAk, beachte die Ungleichung (3.5). OJ
1 1

Mittels der eben bewiesenen Folgerungen 1. und 2. ergibt sich das

Lemma 3.9 (Erstes Borel—Cantelli—Lemma)
Falls A, € A,n > 1, und ZP ) < 00, so gilt

n=1
P(limsupAn) =0

Beweis: P(h_)m sup A,) (ﬂ U A ) = lim P( U Am)

n=1m>n

< lim Z P(A,,) = 0 wegen Ungleichung (3.6).

O

In Worten kann man dieses Lemma wie folgt fassen: Gilt Z P(A,) < o0, soist

=1
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich viele der Ereignisse A, eintreten,

gleich Null. Anders ausgedriickt, mit Wahrscheinlichkeit Eins treten hochstens
endlich viele der Ereignisse A, ein.

Wir geben noch eine niitzliche Formel zur Berechnung von P< U Ak) an, bei
k=1
der die (Ag,k = 1,--- ,n) nicht paarweise disjunkt sein miissen. Sie ist eine

Verallgemeinerung der Formel 3.3.
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Aussage 3.10 (Ein- und Ausschlussformel)

Fiir alle n > 2 und alle Ay, As, ..., A, €2 gilt

P(A)— > P(A;NAy)

I
~
=
Gy
~—
Il
3

k=1 k=1 1<i<k<n
+ ) PANANA)— . ()" P(A NN A
1=5i<j<k<n
=> (=1 T P(A, NN A) (3.8)
r=1 JrC{1,..., n}
cardJr=r
wobei J, = {ki, ka, ..., k. } alle r-elementigen Teilmengen von {1,--- ,n} durchliuft.

Beweis mittels vollst. Induktion, siehe z. B. Henze (2006), Kap. 11.

Die Ein- und Ausschlussformel vereinfacht sich wesentlich, falls die Wahr-
scheinlichkeiten P(Ag, N --- N Ag,) nur von r und nicht von der Wahl des
Tupels (kq,--- , k) abhdngen. Wir definieren:

Definition 3.11 FEs seien (Q,2, P) ein W-Raum und Ay, --- , A, Ereignisse
aus A. Diese Ereignisse heiffen (untereinander) austauschbar, falls P(Ag, N
- NAg.) = P(AiN---NA,) gilt fiir aller mit 1 <r < n und alle r-elementigen
Teilmengen {ky,--- ,k.} von{1,--- n} gilt.

Aussage 3.12 Sind Ay, --- , A, austauschbar, so gilt

P = L0 (1) peain- 0, (39)
k=1 r=1

Beweis: Es gibt () Teilmengen _#, von {1,---,n} mit r Elementen. O
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Aussage 3.13 (Bonferroni-Ungleichungen)

Falls A; e A,i=1,--- ,n, dann gilt

P(O&) > iP(Ai) —) P(Ain4)) (3.10)

i=1 i<j

P(Ua) =3 pua - piana

i=1 i<j

+ ) P(A; N A; N A) (3.11)
i<j<k
Beweis: mittels vollstdndiger Induktion.

Als Ergénzung erwéihnen wir schliellich folgende Formel.

Aussage 3.14 Flir allen > 2 und alle Ay, Ay, -+, A, aus A und

A 0 = "Es treten genau m der n Ereignisse Ay, Ag, -+ , A, ein” 1 <m <mn,
qgilt:

Pl =3 (1) X Pawnnay G

r=m JrC{1,-,n}
cardJr=r

Der Beweis erfolgt ebenfalls mittels vollsténdiger Induktion.
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3.2 Laplace-Experimente

In diesem Abschnitt werden wir erste konkrete mathematische Modelle zuflli-
ger Versuche kennen lernen, die sogenannten Laplace-Ezperimente. Sie zeich-
nen sich durch besondere Einfachheit aus und sind dennoch in Anwendungen
héufig anzutreffen.

Definition 3.15 Als Laplace-Experiment (kurz: L-Experiment) bezeichnet man
einen zufdlligen Versuch mat:

1. der Versuch hat nur endlich viele (= N) mdgliche Ausginge.
2. Alle Ausginge haben die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Als mathematisches Modell eines L-FExperimentes wahlt man einen Wahrschein-
lichkeitsraum (§2, 2, P) mit:

1. Q ist endlich: Q = {1,2,..., N} (allgmeiner, aber dquivalent dazu:

Q:{wlyw%"'awl\f} mthz%w]ﬂZ%])a

2. A =P(Q) und alle Versuchsausginge sind gleichwahrscheinlich:

P{w})=p, we . (3.13)

N heif$t der Parameter des L-Experimentes.
Auf Grund (3.11) gilt wegen

1=P(Q) = U{wk} ZP{wk}

die Beziehung P({w}) =p = + und
fiir jede Teilmenge A von 2 ergibt sich mit N(A) = Anzahl der Elemente von A:

Py = P(Uh =3 Pwh =p- N = T = (310

_ Anzahl der (fiir A) giinstigen Falle
B Anzahl der moglichen Félle

(3.15)
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Die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 (d.h., die Wahrscheinlichkeit des sicheren Er-
eignisses " Irgendein Versuchsausgang tritt ein”) ist bei einem Laplace-Experiment
gleichméBig auf die Versuchsausgéinge w verteilt: Man nennt P auch die gleichmdfi-
ge Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {1,2,..., N} oder einfach die Gleichver-
teilung auf {1,2,... N} bzw. auf Q = {wy,...,wy}.

Bei Laplace-Experimenten spricht man auch davon, dass das Versuchsergebnis
“auf gut Gliick” oder "rein zufillig” ausgewéhlt wird, um die Gleichwahrschein-
lichkeit aller méglichen Versuchsausgénge hervorzuheben.

Beispiel 3.16 Der zufillige Versuch bestehe im Werfen zweier regulérer Wiirfel
und im Registrieren, welche Augenzahl der erste und welche der zweite Wiirfel
zeigt. Wir setzen alos Q = {(i,7) : 4,7 € {1,2,...,6}} mit i = Augenzahl des
ersten Wiirfels und 7 = Augenzahl des zweiten Wiirfels.

Alle Ergebnisse sind aus Symmetriegriinden (reguldre Wiirfel) gleichwahrscheinlich,
also gilt:

P((i,7) tritt auf ) = 5= fiir alle ¢,5 € {1,---,6}.

Mit A := "Die Augensumme ist gleich 6” haben wir

und fiir B := ”Die Augenzahlen sind verschieden” erhalten wir

N(B) 30 5
PB)=—=—=-.
(B) N 36 6
In Anwendungsbeispielen mit endlichem 2 muss man genau priifen, ob es sich
tatséchlich um ein Laplace-Experiment handelt.

Beobachtet man zum Beispiel im obigen Beispiel nur die Augensumme, so ist
dies ein neuer zufélliger Versuch. Man wihlt Q = {2,...,12}. Jetzt sind aber

nicht alle Ausgénge gleichberechtigt, d.h. gleichwahrscheinlich:
”Augensumme = 2”7 hat eine kleinere Wahrscheinlichkeit ( = %) als ” Augen-
- L

summe = 4” ( = 12), denn das erste Ereignis tritt nur beim Versuchsausgang

(1,1), das zweite dagegen bei jedem der Ausgénge (1,3), (2,2), (3,1) ein.
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Wir kehren zuriick zum Modell des n-maligen Miinzenwurfes aus Abschnitt 2.5.

3.3 Miinzenwurf, zum Zweiten

Wir setzen hier das Studium des zufélligen Versuches "n-maliges Werfen ei-
ner Miinze” aus Abschnitt 2.5 fort. Die Miinze, die wir fiir das Spiel ver-
wenden, sei reguldr, d. h. symmetrisch. Das bedeute, beide Seiten erschei-
nen bei einem Wurf mit gleicher Chance. Dann ist das n-malige Werfen ein
Laplace-Experiment mit 2" gleichwahrscheinlichen Ausgédngen. Der entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsraum ist (£2,B(Q2), P) mit P({w}) = 27" w € Q
und

P(A) =) 27" = NQ(f) LACQ. (3.16)

wEA

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach n Wiirfen der zugehori-
ge Pfad (k, Sg(w)), k > 0, mit Sp(w) := 0 bei r endet: P({w € Q|S,(w) =1}).

Aussage 3.17 Fir P(S, =) gelten die Formeln
a) Ist n gerade, also n = 2m fir ein m > 1, so gilt

P(Som =21) = (27)272™  falls |I| < m,
P(Som = 1) =0 fiir alle anderen ganzzahligen .

b) Ist n ungerade, also n =2m+ 1 fiir ein m > 1, so ist

P(Symr =20+ 1) = (27H1)272m ! falls —m —1<1<m,

P(Soms1 =1) =0 fiir alle anderen ganzzahligen 7.

Bemerkung: In beiden Féllen handelt es sich um eine um den Nullpunkt sym-
metrische Verteilung mit Null bzw. +1 als Punkte maximaler Wahrscheinlich-
keit, vgl. Abschnitt 4.

Die Folge (So, S1,- .-, Sn) heiBit auch eine symmetrische Irrfahrt.
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Abbildung 3.2: Beispiel des Pfades der Lénge vier und der Orte der Pfadenden

Beweis:

a) {Sam = 21} tritt genau dann ein, wenn in w = (x1,- -+, Ta,) genau [ +m
mal die Eins enthalten ist.

b) {Soms1 = 20+ 1} tritt genau dann ein, wenn w = (x1,- -+ , Toy11) genau
m + [ + 1 Einsen enthélt.

Fiir den Spieler A (siche Abschnitt 2.5) ist es von Interesse, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit er wann zum ersten Mal ein negatives Guthaben hat.

Aussage 3.18 Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Spieler A zur Zeit n zum
ersten Mal ein negatives Gutachten hat, ist fiir ungerades n =2m +1,m > 1,
gleich dem Wert



Wahrscheinlichkeiten und Zufallsgréfen 37

[
T
| I | ‘ | | |

|
w

T

|

o
[y
N
w
NE
ok
o
~

k

Abbildung 3.3: Beispiel des Pfades der Lange fiinf und der Orte der Pfadenden
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PH{w:s1>0,50>0,...,8,.1 >0,8, =—1})
(2m — 1)!!

= P(S120,5 20,8 20,5, = —1) = Z ==

(3.17)
mit (2m — D)/l = (2m — 1)(2m — 3) --- 3 - 1 und fir gerades n gleich Null.

Beweis: Fiir jeden der fiir das betrachtete Ereignis giinstigen Pfade s =
(80,81, --,8n) gilt s,_1 = 0. Wir bestimmen deshalb die Zahl aller Pfade
von (0,0) nach (2m,0) die —1 niemals berithren und beachten dabei die Ei-
genschaft (2.1) jedes Pfades.

Es gibt insgesamt (") Pfade von (0, 0) nach (2m,0). Zur Berechnung der ge-
suchten Zahl der Pfade bedienen wir uns des sogenannten Spiegelungsprinzips.
Jedem durch ein w erzeugten Pfad s = (sg, 51, , $p), der die Zahl —1 jemals
vor n erreicht, wird der Pfad s’ zugeordnet, der bei —2 startet und bis zur Zeit
T_1(w) = min{k > 1|sx = —1} spiegelbildlich beziiglich der Horizontalen der
Hohe —1 zu (sy, S9, - - - s,,) verlauft, sowie danach mit (sq, $9,- -, s,) liberein-
stimmt.

Die Zuordnung ist eineindeutig. Folglich ist die Zahl der Pfade, die —1 vor der
Zeit n berithren und zur Zeit n — 1 = 2m bei Null sind gleich der Zahl der
Pfade, die bei —2 starten und zur Zeit n — 1 = 2m in Null enden.

Davon gibt es (ﬂfﬁ':l) Exemplare. Somit ist die gesuchte Anzahl gleich

G) -G = G

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 272m~1(*™) —L-. Eine einfache Umfor-

mung liefert 3.16. Zu geraden Zeiten n kann .S,, nicht zum ersten Mal negativ
sein. U
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3.4 Was sagen uns Wahrscheinlichkeiten?

Welche anschauliche Bedeutung hat die Wahrscheinlichkeit P(A) eines zufilli-
gen Ereignisses A? Es gibt zwei grundlegende Erfahrungen im Umgang mit
dem Zufall.

a)

Empirisches Gesetz der groflen Zahlen: In einer langen Reihe gleicharti-
ger, voneinander unabhéngiger Versuche ist die relative Haufigkeit %A)
des Eintretens von A etwa gleich P(A4). Wenn P(A) > 1 gilt, so kann man
auf das Eintreten von A Wetten abschlieen und wird bei fortlaufenden

Wetten dieser Art schliefSlich im Vorteil sein.

Es ist neben dem empirischen Gesetz der grofien Zahlen eine zweite Er-
fahrungstatsache, dass zufillige Ereignisse mit sehr kleinen Wahrschein-
lichkeiten bei einmaliger Versuchsdurchfithrung praktisch nicht eintreten.

Genauer gesagt: Man muss bei einem zufélligen Versuch, den man einmal
durchfiihrt, mit dem Eintreten von A nicht rechnen, falls P(A) sehr klein
ist. Diese Erfahrung hat jeder Mensch verinnerlicht.

Beispiel fiir a):

1)

Werfen Sie einen regulédren Spielwiirfel mehrere Mal und beobachten Sie
das Verhalten der relativen Haufigkeit des Auftretens einer ”Sechs” im

Verlaufe der Wiirfe. Sie tendiert zu %.

Beispiele fiir b):

1)

Man erhélt keinen Kredit von der Bank, wenn man als Sicherheit an-
bietet, dass man auf seinen wochentlichen Tippschein im Lotto 76 aus
49”7 innerhalb eines Jahres einen ”Sechser” erzielt. Die Wahrscheinlich-
keit dieses Ereignisses ist so gering, dass man mit seinem Eintreten nicht
wirklich rechnet.



Wahrscheinlichkeiten und Zufallsgréfen 41

2) Man rechnet nicht damit, dass jemand durch maximal dreimaliges zufélli-
ges Raten der PIN bei einer EC-Karte die richtige PIN errit.

3

3) Wenn ein vorgegebenes Ereignis, das eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit
hat, tatsédchlich eintritt, so zweifelt man mitunter daran, dass der "reine
Zufall” zu diesem Ereignis gefiihrt hat. Man stellt eher die Richtigkeit
der zugrunde liegenden Annahmen in Frage und priift sie sorgfaltig: Den
Ausspruch ”Das kann kein Zufall sein!” hat jeder schon mal gehort.

Beispiel seltener Ziehungen beim Lotto "6 aus 49”7 wie (1, 2, 3, 4, 5, 6)
fithren regelméfig zur Aufmerksamkeit der Medien und der Frage, ob
hier nicht der Zufall auler Kraft gesetzt sei. Diese Zahlenkombination
hat aber die gleiche (geringe) Wahrscheinlichkeit wie jede andere.

4) Aus Dorothy L. Sayers ”Keines natiirlichen Todes”, rororo, 1991:

a) S. 58s: Ein merkwiirdiger Zufall, sagte er (der Chef von Scotland
Yard) geduldig, und ich kann verstehen, dass Sie sich dariiber auf-
regen.

b) S. 6214: Schon wieder ein Reinfall sagte Winsey: ” Aber ein sonder-
barer Zufall ist das schon.”

5) Wenn jemand beim Skatspiel dreimal hintereinander alle vier Buben
erhélt, glaubt man nicht mehr an reinen Zufall, obwohl dieses Ereignis
eine positive, wenn auch sehr kleine Wahrscheinlichkeit hat.

3.5 Elemente der Kombinatorik*

Bei der Abzéhlung der ”giinstigen” Félle bei L-Experimenten erweisen sich
Formeln der Kombinatorik héufig als giinstig.
Wir geben hier vier Grundaufgaben der Kombinatorik an, sie werden haufig
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auch in Form sogenannter Urnenprobleme formuliert.

Wir beginnen mit einer elementaren aber wichtigen Feststellung.

Aussage 3.19 FEs seien My, ..., M,, m Mengen mit mq,..., m,, Elementen.
Dann hat die Menge M aller m-Tupel (i1, . .., i,) mitiy € My firk=1,...,m
genav, my, Mo, . .., m,, Elemente.

Beweis: Mittels vollstéindiger Induktion

Als Néchstes kommen wir zu den vier angekiindigten Aufgaben der Kombina-
torik.

Aus einer Menge M = {ay,as,...,a,} von m Elementen (m > 1) werden r
Elemente ausgewihlt, 7 > 1. Man spricht von einer Stichprobe vom Umfang r
aus der Menge M. Die Entnahme von Stichproben kann auf unterschiedliche
Weise erfolgen:

Mit Wiederholung oder ohne Wiederholung

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge oder ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge.

(d. h. geordnet oder ungeordnet)

Dementsprechend unterscheiden wir vier Félle.
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Anzahl von moglichen Stichproben des Umfanges r aus ei-
ner Menge M vom Umfang m

(In den Féllen ohne Wiederholung ist » < m vorauszusetzen.)

mit Wiederholung ohne Wiederholung
r-Tupel (ay,...,a,) r-Tupel (ay,...,a,)
mit a; € M,i=1,...,r mit a; € M,i € 1,...,r),
paarw. verschieden
r-Permutation mit W, r-Permutation ohne W.
geordnet m” m(m—1)...(m—r+1)=:(m),
Al A2
ungeordnet | [aq,asg,. .., a.l,

Anordnung von r Elementen
{ai,...,a,} C M

a; e Myi=1,...,r Teilmenge vom Umfang r

r-Kombination mit W. r-Kombination ohne W.
(™) (7) = -

A3 A4

Die Félle A1, A2 und A4 sind leicht zu beweisen.

Der Fall A3:
Jede ungeordnete Stichprobe vom Umfang r mit Wiederholung aus der Men-
ge M ist eindeutig charakterisiert durch eine Folge (i1, s, .., i) natiirlicher

m

Zahlen i, > 0 mit Y i, = r, wobei i; angibt, wie oft das Element a; aus M
k=1

in der Stichprobe vorkommt.

Diese Vektoren (iy,...,14,) lassen sich eineindeutig auf die Menge aller An-
ordnungen der Form e e e| e o||| @ e von r Punkten und (m — 1) Strichen
abbilden, wobei vor dem ersten Strich ¢; Punkte stehen, zwischen dem k-ten
und (k + 1)-ten Strich iy, Punkte stehen, und nach dem (m — 1)-ten Strich
1, Punkte platziert sind. Insgesamt gibt es (mf:*l) solcher Anordnungen.
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Zu jedem der vier Fille der Entnahme von Stichproben vom Umfang r aus
einer Menge vom Umfang m gibt es ein sogenanntes ”duales Problem” der
Verteilung von r Kugeln auf m Urnen.

Ali

AQI

Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen ver-
teilt, wobei in jeder Urne beliebig viele Kugeln liegen diirfen. Auf wie
viel verschiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugeln ist
charakterisiert durch die » Nummern (ay, as, . .., a,) der Urnen, in die die
erste zweite, ..., r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir jede dieser Nummern
gibt es m Moglichkeiten. Im Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe
(ay,as,...,a,) vom Umfang r mit Wiederholung aus einer Menge vom
Umfang m.

Duales Problem: r unterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen ver-
teilt, wobei in jeder Urne hochstens eine Kugel liegen darf. Auf wie viel
verschiedene Weisen ist dies moglich? Jede Verteilung der Kugel ist cha-
rakterisiert durch die » Nummern (ay,as,...,a,) der Urnen, in die die
erste, zweite k-te, r-te Kugel zu liegen kommt. Fiir die erste Kugel gibt
es m, fiir die zweite m — 1, fiir die r-te Kugel m —r +1 Moglichkeiten. Im
Ergebnis entsteht wieder eine Stichprobe (ay,as,...,a,) vom Umfang r
ohne Wiederholung aus einer Menge vom Umfang m.

: Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln werden auf m Urnen auf-

geteilt, wobei jede Urne auch mehrfach besetzt werden kann.
Jede Aufteilung ist charakterisiert durch die Anzahl i; der Kugeln, die

in die k-te Urne fallen, k= 1,...,m, sz =r.
k=1

: Duales Problem: r ununterscheidbare Kugeln sind auf m Urnen so auf-

zuteilen, dass in jeder Urne hochstens eine Kugel zu liegen kommt. Die
Aufteilung ist charakterisiert durch die Menge {ai,as,...,a,} der Ur-
nen, die durch eine Kugel besetzt werden, also durch eine r-elementige
Teilmenge von M.

Anzahl der Aufteilungen von r Kugeln auf m Urnen
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mit Mehrfach- | ohne Mehrfach-
-besetzung -besetzung
unterscheidbare Kugeln m” m(m—1)...(m—r+1)
A1l A2
ununterscheidbare Kugeln (m+:_1) (T)
A3 A4

Beispiele:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen von vier Wiirfeln min-
destens eine ”Sechs” zu erzielen?
Der zufillige Versuch ” Werfen von vier Wiirfeln” ist ein Laplace-Experiment
mit 6* moglichen Ausgingen. Es bezeichne A das Ereignis ”Es erscheint
mindestens eine Sechs”. Dann gibt es 5 giinstige Ausgiinge fiir das kom-
plementire Ereignis A = ”Es erscheint keine Sechs”. Also gilt

P(A)=1— (2)4 —0,52.

2. Es werden k Kugeln auf n Urnen aufgeteilt, & < n. Jede Kugel habe
die gleiche Wahrscheinlichkeit in jede Urne zu gelangen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass es nach der Aufteilung Urnen
gibt, in der mehr als eine Kugel liegt?

Losung: Es gibt n* Moglichkeiten der geschilderten Aufteilung und (n)g
Moéglichkeiten, die giinstig sind fiir das komplementére Ereignis A = "In
keiner Urne liegt mehr als eine Kugel”. Daraus folgt

3. In einem Raum mogen sich k Personen befinden. Wie grof§ ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass mindestens zwei dieser Personen
am gleichen Tag Geburtstag haben? (Jeder Tag des Jahres komme bei
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jeder Person mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage,
Schaltjahre bleiben unberticksichtigt.)

Losung: A = "Alle k Personen haben an verschiedenen Tagen Geburts-
tag”. Es gibt N = (365)% moglich Fille fiir Geburtstage und N(A) =

(365);, fiir A giinstige Fille, somit ist P(A) = 1 — &%,

Diese Wahrscheinlichkeit wichst mit £ und ist gleich 0,507 fiir k£ = 23.

. Koinzidenzproblem:

n Briefe werden auf rein zufillige Weise in n adressierte Umschléige ge-
steckt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Brief in
den richtigen Umschlag kommt?

Losung: Mogliche Versuchsausgénge w = (ay, . .., a,) sind die Permuta-
tion von (1,...,n) mit a; gleich der Nummer des Umschlages, in den der
k-te Brief kommt. Wir setzen

Ay =A{wlay =k}, k=1,... n.

Das interessierende Ereignis A ist gleich U Ay, Zur Anwendung der Ein-

k=1
und Ausschlussformel berechnen wir

P(Aklﬂ...ﬂAkr):P({w:(al,...,an)]&kl :kl,...,akr :kr}) =

card{w : ap, = ki,...,ap, =k} (n—7)!

n! n!

Die Ein- und Ausschlussformel liefert
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P(A) = En:(—l)’““ (") (n=r}t _ En:(—n’““l SN 0,632

TL' T’! n—oo e
r=1

Fiir n > 7 ist die Naherung auf drei Stellen genau. (Weitere Bemerkungen
zum Koinzidenzproblem und anderen kombinatorischen Aufgaben findet
man in Henze, Kap. 9-11.)

5. Am Eroffnungstag eines grolen Kongresses mit 500 Teilnehmern soll je-
der teilnehmenden Person, die an diesem Tag Geburtstag hat, ein Blu-
menstrauf iiberreicht werden. Wie viele Strédufle braucht man minde-
stens, wenn man mit Sicherheit ausschliefen will, dass man zu wenige
Straufle hat?

Wie grofl muss die Zahl der Strdufle mindestens sein, wenn man mit der
Wahrscheinlichkeit von 0,95 diesen blamablen Fall vermeiden will?

Wir nehmen néherungsweise an, dass fiir jede Person die Wahrscheinlich-
keit, an einem bestimmten Tag Geburtstag zu haben, gleich ist fiir alle
Tage des Jahres. Schaltjahre werden nicht beriicksichtigt. Dann ist die
Feststellung der Geburtstage aller Teilnehmer ein Laplace-Experiment
mit den moglichen Ausgéngen w = (i1, ...,i500), wobei iy die Nummer
des Tages angibt, an denen der k-te Teilnehmer Geburtstag hat. Die
Menge aller méglichen Versuchsausginge hat den Umfang N = 36559,
Es gibt ndmlich N = 365°%° Moglichkeiten der Verteilung der Geburts-
tage der 500 Personen auf das Jahr.

Fiir das Ereignis Ay := ”Genau k Personen haben am Eroffnungstag Ge-
burtstag” gibt es N(Ay) = (%) - 364°%~* " giinstige” Versuchsausginge.

Es gilt P(Ag) = w, und folglich ergibt sich

k 0 1 2 3 4 5
P(Ak)‘0,2532 0,3478 10,2384 0,1087 0,0371 0,0101

Deshalb ist
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P( CJ Ak) = i P(A;) = 0,9953.

k=1

Das heifit, mit an Eins grenzender Wahrscheinlichkeit haben héchstens
fiinf der Personen am Eroffnungstag Geburtstag.
(Zur Berechnung wurde die N#herung

benutzt. )

3.6 Rein zufillige Wahl eines Punktes aus [0, 1)

Das Laplace-Experiment lédsst sich nicht unmittelbar auf das in der Uber-
schrift genannte Problem anwenden, da [0, 1) unendlich viele Punkte enthélt.
Wir miissen hier den Begriff der "rein zufilligen Wahl” etwas modifizieren.

Rein zufillige Wahl soll bedeuten, dass fiir jedes Intervall [a,b) C [0,1) die
Wahrscheinlichkeit, dass der gewihlte Punkt aus [a,b) stammt, unabhéngig
von der Lage des Intervalls sein soll. Das heifit

P(la,b)) = P([a + z,b+ z)) (3.18)
fir alle z mit a+x > 0,0+ x < 1.

Daraus folgt

P([a,b)) =b—a. (3.19)
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(Beweisen Sie (3.19).)

Es existiert allerdings kein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der Potenzmenge von
[0,1) mit den Eigenschaften (3.18) und (3.19), siehe Elstrodt, III. 2. Man kann
aber zeigen, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafi P mit (3.18) und (3.19) existiert
auf der kleinsten o-Algebra %y 1) von Teilmengen von [0, 1), die alle Intervalle
der Form [a,b) mit 0 < a < b < 1 enthélt (0-Algebra der Borelmengen aus
[0,1)). Dieses Maf ist eindeutig bestimmt und heifit Lebesgue-Borel-Maf3 auf
([0,1), Bjo,1y) oder einfach LebesguemaB. Wir werden es mit Aj 1) bezeichnen.

Die Tatsache, dass man Aj 1) unter Beibehaltung von (3.18) nicht auf ([0, 1))
erweitern kann, fithrt zu der auf den ersten Blick eigenartigen Situation, dass
man nicht jede Teilmenge C' von [0, 1) als zufilliges Ereignis bei der rein zufélli-
gen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ansehen kann.

Der Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1), %01y, Ajo,1)) ist das mathematische Mo-
dell des zufilligen Versuches, einen Punkt aus dem Intervall "rein zufillig”
oder ”auf gut Gliick” auszuwéhlen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Ajg;) 7verteilt” die Gesamtwahrscheinlich-
keit Eins ”gleichméBig” auf das Intervall [0, 1). Sie heifit gleichmdflige Vertei-
lung auf [0, 1). Wir werden sie mit U ([0, 1)) bezeichnen. Insbesondere hat dann
auch jeder Punkt x € [0, 1) als Ereignis {z} die gleiche Wahrscheinlichkeit, die

~ 1
folglich gleich Null sein muss. Das folgt auch aus {z} = ﬂ [JJ, x + E) und
k=1
der o-Stetigkeit von Ap ).

In dem eben eingefiithrten Wahrscheinlichkeitsraum gibt es Ereignisse, die nicht
unmoglich (bzw. nicht sicher) sind, aber dennoch die Wahrscheinlichkeit Null
(bzw. Eins) haben. Das fithrt uns auf folgende Definition.

Definition 3.20 FEs sei (0,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Jedes Ereig-
nis A € A mit P(A) = 1(P(A) = 0) heifit fast sicheres Ereignis (bzw. fast
unmogliches Ereignis ).

Bei der rein zufélligen Wahl eines Punktes aus [0, 1) ist das Ereignis A := "Es
wird ein irrationaler Punkt gewahlt” ein fast sicheres Ereignis und A = "Es
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wir ein rationaler Punkt gewahlt” ein fast unmogliches Ereignis.

3.7 Zufallsgrofien

Unter einer Zufallsgréfle versteht man umgangssprachlich eine Grofle, die im
Rahmen gewisser zufalliger Erscheinungen einen Wert annimmt, der nicht von
vornherein feststeht, sondern vom Zufall abhéngt. Beispiele findet man iiberall.
In der Natur (Wetter), der Wirtschaft (Aktienkurse), der Technik (Ausfallzeit-
punkte von Konsumgiitern). IThre mathematische Erfassung und Untersuchung
ist ein zentraler Punkt der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Im Allgemeinen sind zuféllige Erscheinungen von sehr komplexer Natur. Man
denke nur an das Wetter oder das Geschehen an einer Aktienborse. Durch
die Konzentration auf Zufallsgréfien, wie Tageshochsttemperatur, monatliche
Niederschlagsmenge bzw. Aktientagesschlusskurse oder wochentliche Rendite
bestimmter Unternehmen werden Teilaspekte der zugrunde liegenden zufalli-
gen Prozesse herausgestellt, fiir die man sich besonders interessiert.

Es seien (€,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Abbildung von {2
in eine Menge F, zB. E = Ry, E = R, oder E = Ny = {0,1,2,--- ,n,...}.
Indem man nicht den Versuchsausgang w € () zur Kenntnis nimmt, sondern
nur den Wert X (w) beobachtet, den die Funktion X in Abhéngigkeit von w an-
nimmt, ist ein neues zufélliges Experiment definiert mit moglichen Ausgéngen
r = X(w), die aus E stammen. Die mit diesem neuen Experiment verbun-
denen Ereignisse sind nunmehr Teilmengen von E. Sie bilden eine o-Algebra
¢ von Teilmengen von E. Das Ereignis B aus € tritt fiir den neuen Versuch

offenbar genau dann ein, wenn der urspriingliche Versuch zu einem w fiihrt,
fir das X(w) € B gilt.

Beispiel 3.21 Wir betrachten das Laplace-Experiment des gleichzeitigen Wer-
fens zweier reguldrer Wiirfel und wéhlen

QO={w=(i,4):ije{l,2,....6}}, A=),

PH{w}) =367, weq,
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X@) =it , w=(ij)en

Hier wahlt man den Bildraum E als die Menge {2,3, - ,12} und fiir € die
Potenzmenge P(E).

Die Funktion X gibt also die Augensumme der zwei geworfenen Wiirfel an.

Das Ereignis ” Augensumme ist gleich 4” entspricht der Menge {4} aus E und
tritt genau dann ein, wenn ein w = (4, 7) mit ¢ + j = 4 Ergebnis des Wiirfelns
ist, also wenn (1, 3), (2,2) oder (3,1) gewiirfelt wurde.

Wir kehren zuriick zum allgemeinen Fall und wollen auf (E, €) eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P einfiihren, die den Ereignissen des neuen Versu-
ches ihre Wahrscheinlichkeiten zuordnet. Das geschieht durch

PX(B) = P{w € Q| X(w) € B}) = P(X"Y(B)), Be ¢ (3.20)

Ublicherweise ist & zusammen mit £ von vornherein festgelegt. Damit die
Definition von P¥X dann sinnvoll ist, miissen wir eine Forderung an X stellen,
die wir in der nédchsten Definition formulieren.

Definition 3.22 Die Abbildung X von (2,2) in (E,€) heifit eine Zufalls-
grofe iiber (2,2, P) mit Werten in (E, &), falls gilt

XYB) :={w € QX (w) € B} €, fiir alle B aus €, (3.21)

m.a.W., falls die Abbildung X (in der Sprache der Maftheorie)eine A — E-
messbare Abbildung ist.

Die Eigenschaft (3.21) kann man kurz schreiben als

X 1(e) . (3.22)
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Notation 3.23 Fiir {w € Q| X (w) € B} schreiben wir haufig kiirzer { X € B},
und statt PX(B) bzw. P(X~!(B)) verwenden wir die Schreibweise P(X € B).
Aussage 3.24 Durch

PX(B) := P(X € B), Be¢ (3.23)

ist auf & eine Wahrscheinlichkeitsverteilung PX gegeben. Die Verteilung P~
nennt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X oder die durch
X induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Zum Beweis priift man die Axiome Al.-A2.” nach.

Das zuféllige Experiment ” Beobachtung der Zufallsgrofle X wird also mathe-
matisch modelliert durch den Wahrscheinlichkeitsraum (E, €, PX).

Beispiel 3.25 (Fortsetzung von Beispiel 3.21)
Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ der Zufallsgrofie X gelten mit

E={2,...,12}, ¢=9P(F)
die Gleichungen

P*({k}) = P({w € QX (w) = k}) =

#Ho=(ig)li+j=k) _6— [Tk

E
36 36 he

und

PX(B)=) P*({k}), Bee. (3.24)

keB

Die Forderung X !'(€) C 2 ist in diesem Fall natiirlich erfiillt, da 2 =
PB{L,2,...,6}%).

Aus vorgegebenen Zufallsgroflen kann man durch eine Vielzahl von Operatio-
nen neue Zufallsgroflen bilden. Exemplarisch erwéhnen wir hier einige Fille.
Sie sind in den beiden folgenden Aussagen enthalten.
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Aussage 3.26 Ist (E, €)= (R,,B,), so sind mit Zufallsgrofien X, X1, X, - - -
iber (Q,2, P) auch die Vielfachen aX,a € Ry, die Summen ZX’“ die Funk-

k=1

tionen max(Xy, Xo, -+, X,,) min(Xy, Xo, ..., X,,), der Grenzwert lim X,, (so-

n—oo

fern er existiert) wieder Zufallsgrofien. (Die Operationen verstehen sich dabei
punktweise, also w-weise.)

Diese Tatsache ergibt sich sofort aus den entsprechenden Eigenschaften messba-
rer Funktionen, die in der Maftheorie bewiesen werden.

Aussage 3.27 Es seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,€) und
(F,§) messbare Rdume.

Ist X eine Zufallsgrofie iber (2,2, P) mit Werten in (E,€) und ist Y ei-
ne Zufallsgrife iiber (E, &, PX) mit Werten in (F,§), so ist Z =Y o X eine
Zufallsgrafe iber (Q,2, P) mit Werten in (F,§) und ihre Wahrscheinlichkeits-
verteilung P? auf § ist gegeben durch

PAC)=P(ZcC)=P(XcYHC)) = (3.25)
PX(Y7H(C) = P(XH(YH(()),C €5

Beweis: Nach Definition gilt Y~ }(§) C € und X (€) C 2, folglich ist Z7'(F) =
XYY 71(F)) C A. Also (siehe (3.22)) ist Z eine Zufallsgrofe iiber (2,21, P)
mit Werten in (F,§F). Die Formel (3.25) ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der Verteilung von Z. Man beachte die Notation 3.23. U

Definition 3.28 Jede Zufallsgrife iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, 2,

mit Werten in (Ry, $1)((Rn, $B,)) heifit eine reellwertige Zufallsgrofie (bzw.
ein n-dimensionaler zufélliger Vektor).
B, bzw. B, bezeichnen daber die o-Algebren der Borelmengen aus Ry bzw. R,,.

Beispiel 3.29 In Abschnitt 3.3 haben wir die symmetrische Irrfahrt (So, Sy, . . .
kennen gelernt. Definiert man die reellwertige Zufallsgrofse T—1 durch

T 1(w) =min{K <n:S(w)=-1} we Q={-1,-1}"

P)

7Sn)
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mit min () :== oo, so hat Ti_ die mdoglichen Werte 1,3,5, ... ,Q[L] — 1,0
und es gilt (siehe (3.17))

P(Ti-=2m+1)=¢q, m=12..[*]-1
. m—1)1!
mit ¢, = (nil)%, m > 1, und (3.26)
m 4]

Die Zufallsgrole T gibt den Zeitpunkt an, zu dem der Spieler A zum ersten
Mal einen negativen Gewinn verbucht, also den Zeitpunkt seines Ruines, falls
er kein zusétzliches Kapital besitzt. Das Ereignis {T_; = oo} tritt ein, falls er
nach n-maligem Werfen der Miinze noch nicht ”ruiniert” ist.

Wenn er unbegrenzt lange spielt, ergibt sich

P(T_; < ) ZPT_ 2m+1):2qm:1
(Den Beweis der letzten Gleichung fithren wir spéter.)

Das bedeutet, bei unbegrenzter Fortfiihrung des Miinzwurfes wird der Spie-
ler A mit Wahrscheinlichkeit Eins irgendwann ”ruiniert”, d. h. sein Guthaben
wird irgendwann negativ.

Vollig analog kann man aber auch schlussfolgern, dass er mit Wahrschein-
lichkeit Eins irgendwann mindestens einen Betrag der Gréfle Eins auf seinem
Konto hat. (Wir setzen dabei voraus, dass er in der Zwischenzeit, wenn sein
Guthaben im Negativen ist, immer geniigend Finanzmittel besitzt, das Spiel
fortzusetzen.) Wenn er die Strategie verfolgt, in dem Moment aufzuhoren zu
spielen, wenn er das erste Mal einen Gesamtgewinn der Hohe Eins hat, so ge-
winnt er bei dem vereinbarten durchaus fairen Spiel des Miinzenwurfes ohne
Zeitlimit mit Wahrscheinlichkeit Eins eine Geldeinheit. Ein Paradoxon.
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3.8 Verteilungsfunktionen

Verteilungsfunktionen auf R;

Definition 3.30 Ist QQ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ry, £,), so be-
zeichnet man die durch

F(z) :=Q((—o0,z]), z€R (3.27)
auf Ry gegebene Funktion F als Verteilungsfunktion der Verteilung ().
Ist X eine reellwertige Zufallsgrfie iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2, P),
so nennt man die zu PX (siche (3.19) und (3.22)) gehdrende Verteilungsfunkti-

on F die Verteilungsfunktion der Zufallsgriffe X . Gegebenenfalls schreibt man
Fo bzw. Fx an Stelle F'.

Es gilt

F(b) — F(a) = Q((a,b]), a < b, (3.28)

Fx(x) = PX((—00,2]) = P(X < ) (3.29)
Es sei ) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry,.Z,).

Aussage 3.31 Die Verteilungsfunktion F der Verteilung () hat folgende FEi-
genschaften:

1. F ist monoton nichtfallend: x <y = F(z) < F(y),

2. lim F(z)=0, lim F(z) =1,

r——00 r—00

3. F st an jeder Stelle x € Ry von rechts stetig:

F(z+0) :=lim F(y) = F(z),

ylx
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4. Fiir jedes © € Ry gilt mit F(x —0) := li%n F(y)
ylz

F2) - F(z - 0) = Q{x}).

Beweis: Unter Verwendung von (3.27), Lemma 3.6 und Folgerung 3.7 haben
wir:

1. 2 <y= (—00,2] C (—00,y] = F(x) < F(y),

2.z, | —00o = (—o00,2,] | 0 = lim F(z,) =0,

n—oo

Ty ] 00 = (—o0,2,| T Ry = lim F(z,) =1,

3. Wegen (—oo,z| = ﬂ(—oo,xn] fiir jede Folge (z,) mit z, | = folgt —

F(zn) | F(x),

4. (zp,x] | {2} fiir jede Folge (x,) mit z,, T x.
= F(z) — F(z —0) := ,}EEO(F@) — F(z,))

= lim Q((xs.]) = Q({x}). -

Definition 3.32 Jede Funktion F' und R; mit den FEigenschaften 1. - 3. aus
Aussage 3.31 heif§t eine Verteilungsfunktion auf R;.

Es sei F' eine Verteilungsfunktion auf Ry, d. h. eine Funktion mit den Eigen-
schaften 1. - 3. aus Aussage 3.31.

Aussage 3.33 Es gibt eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung
Q auf (Ry, %), die F als Verteilungsfunktion besitzt.

Beweis: Wir setzen

Q(a,b]) := F(b) = F(a), a<b.

Das Mengensystem v = {(a, b]| —00 < a < b < 0o} ist ein Semiring, und die da
durch definierte nichtnegative Mengenfunktion @ ist auf v o-stetig (d. h., ist
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((an, b,] eine monoton fallende Folge halboffener Intervalle mit m (an,b,] =0,
n>1

so haben wir lim Q((an,b,]) = 0).

(Der Beweis ist sehr technisch, siehe z. B. Siraev, II § 3, Punkt 1). Aulerdem

In der MafBitheorie wird gezeigt, dass man jedes () mit diesen Eigenschaften auf
eine und nur eine Weise zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl, das wir ebenfalls
mit ) bezeichnen, auf die o-Algebra B; = o(v) der Borelmengen aus R;
erweitern kann. Wegen

Q((=00,2]) = lim Q((—n,z]) = lim (F(z) — F(-n)) = F(z)

n—oo n—oo

folgt die Behauptung. 0

Beispiel 3.34

a) Ist (2,2, P) ein Laplace-Experiment mit Q = {wq,ws, - wy}, A =

P(),

P({w}) = +,w € Q, und ist X eine reellwertige ZufallsgroBe iiber
(Q,2, P) mit X(wg) = x,k=1,---,N, xp # z; fur k # j, so lautet
die Verteilungsfunktion F' = Fy wie folgt:

N
1
F(:L‘) = % Z 1= NZ ]1(7007%](:15),% € Ry
k=1

kxp<z

F'ist in diesem Fall eine stiickweise konstante rechtsseitig stetige, nicht-
fallende Funktion auf Ry mit den Sprungstellen xj, den Sprunghdhen le

.....

b) Ist (2,2, P) = ([0,1),B0,1), A\jo,1y) der Wahrscheinlichkeitsraum, der die
rein zuféllige Wahl eines Punktes w aus [0, 1) modelliert, und ist X (w) =
w,w € €2, so gilt fir ' = Fx
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0 <0
Fz)=(xA1)v0=< = x€][0,]1]
1 z>1

Eine Moglichkeit, sich von der Lage einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ry
und ihre Ausbreitung eine Vorstellung zu verschaffen, besteht in der Berech-
nung ihrer Quantile.

Definition 3.35 FEs seien Q) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry1,B1)
und F' ihre Verteilungsfunktion:

F(z) =Q((—o0,z]), =z € Ry.

Weiterhin sei p irgendeine Zahl mit 0 < p < 1.
Als p-Quantil der Verteilung () bezeichnet man jede Zahl g, € Ry mit

F(g, —0) <p < F(gp)- (3.30)

Aussage 3.36 Fiir jedes p € (0,1) ist die Menge aller p-Quantile von @ ist
nichtleer und bildet ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall. Sie ist einele-
mentig genau dann, wenn es keine zwei Zahlen x <y gibt mit F(z) = F(y) =

p.

Definition 3.37 Jedes Quartil q1 heifst Median. Jedes Quartil q1 qs heifst
unteres (oberes) Quartil.

Die Differenz qs —q1 ist ein Maf fiir die ” Ausbreitung” der Verteilung Q). Es
gilt Q([q1,¢:]) = Q((—00,¢2]) — Q((—00, 1)) = § — ;= 3.

Das heifit, zwischen q1 und qs befindet sich mindestens die @)-”Wahrschein-
lichkeitsmafle” %
Ein Median ist ein Wert, den man als zentrum der Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung @) bezeichnen kann.
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Aussage 3.38 Ist I’ eine streng wachsende (nicht notwendige stetige) Vertei-
lungsfunktion auf Ry, so existiert zu jedem p € (0,1) das eindeutig bestimmite
Quantil g, und es gilt

4 =F'(p)=(p€(0,1)) (3.31)

wobei F~1(p) := inf{x|F(x) > p} (rechtsstetige Inverse) gesetzt wird.

Verteilungsfunktionen auf R,

Es seien n > 2 und @) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,,, %,.

Definition 3.39 Mit der Bezeichnung x = (x1, s, ..., 2,)" € R, und (—o0, z]
n ®
[T (—o0,xk] ist durch

k=1

F(z) = Q((—o0,z]), z€R,
eine Funktion auf R, definiert, die Verteilungsfunktion der Wahrscheinlich-
keitsverteilung ().
Ist X = (X1,Xo,...,X,) ein zufdlliger Vektor iber einem Wahrscheinlich-
keitsraum (0,2, P) mit Werten in R,,, so nennt man die Verteilungsfunktion

F der Verteilung PX auch Verteilungsfunktion von X. In diesem Fall gilt fiir
alle x = (z1,...,7,)" € R, die Beziehung

F(x) = P*((—00,2]) = P(X € (—00,1]) =

P(X; € (—o0,z1],..., X, € (—00,2,)) = P(Xy < z1,..., X, <x,) (3.32)

Aussage 3.40 Die Verteilungsfunktion F' der Wahrscheinlichkeitsverteilung
Q) hat folgende Figenschaften:

1. 0< F(z) < l,z = (x1,29,...,2,)" € Ry,

2. lim F(xq,---,x,) =0 firjedesk=1,---n,

Tl —o0
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3. lm  Fx(xy, - ,2,) =1

Ty, 20 100

4. F ist an jeder Stelle v = (x1, %9, ...,1,)T € R, von rechts stetig:
IhHB F($1+h1,"‘ 7‘rn+hn) = F(Z‘l,"' 71:71)7

5. Mit der Definition
AmF(l’) = F(%l, e L1, + hi,xi+1’ s ,$n> — F(.I'l, cee ,%n) ngt
0< Ahl AhnF(l’)I € Rn,hz > O,il, Lo, n

(Verallgemeinerung der Monotonie im Falln =1).

Bemerkung 3.41 Fiir n = 2 lautet die Eigenschaft 5. wie folgt:

FX($1 + hl,ZL‘Q + hg) — Fx($1,$2 + hg) — FX(ﬂjl + h1,$2) (333)
+ Fx(ZEl,:L'Q) Z 0.

Definition 3.42 Jede Funktion F auf R, mit den Figenschaften 1.-5. aus
Aussage 3.40 nennen wir eine Verteilungsfunktion auf R,,.

Zu jeder Verteilungsfunktion F auf R, definieren wir fir alle a = (a1, as, ..., a,)" €
R,,hi,ho,... hy, >0 durch

(H ax, ay, + i) ) = Ay, Dy - Dy, Fla) (3.34)

eine Mengenfunktion @ auf dem Semiring v, aller n-dimensionalen ”Quader”

H (ak,bk] g Rn

k=1
Aussage 3.43 Die durch (3.34) definierte Mengenfunktion Q ist auf v, o-
additiv und ldsst sich auf eine und nur eine Weise zu einer Wahrscheinlich-

keitsmaverteilung auf A, fortsetzen, das wir wiederum mit () bezeichnen. Die
Verteilung Q) besitzt F' als Verteilungsfunktion.

Zum Beweis, der rein mafitheoretischer Natur ist, sei auch hier auf Siraev (...),
I1, §3, verwiesen.
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Beispiel 3.44

a)

Die Funktion F', definiert durch

F(z1,29) = [(x1 Azo) A1] VO,  (21,20)" € Ry, (3.35)

ist eine Verteilungsfunktion auf R,.

Beweis: Die Eigenschaften 1.-4. aus Aussage 3.40 sind offensichtlich. Zum
Nachweis von 5. bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes Rechteck (zq, z1+
hi] % (29, xo+hsl, das disjunkt zu {(z,z) : 0 < < 1} ist, gilt 29 > x1+hy
oder xy > w9 + hy. Daraus folgt fiir diese Rechtecke

Ahl Ah2F<.CC1,.’L'2) =0.

Andererseits ist fir jedes Rechteck (x,x + h] x (2,2 + h]

Ap ANpF(ryz)=(x+h—x—2x4+2)=h>0

Mit Hilfe der Additivitdt von @ auf 7, ergibt sich 5. U

Sind Fy,k = 1,2,...,n Verteilungsfunktionen auf R;, so ist I’ definiert
auf R,, durch

n

F(z) = HFk(xk), r=(x1,2,... ,a:n)T €ER,
k=1

eine Verteilungsfunktion auf R,,.

Es seien ) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,,, %,) und F' ihre Vertei-
lungsfunktion.

Definition 3.45 Fiir jede r-elementige Teilmenge #, = {ki, ko, ... k. } von

{12,

...,n} bezeichne Hfr den Projektionsoperator, definiert durch

Hx: (Thys Thys - - Tk, ) € Ry = (21,...,20)" € Ry
Ir
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Offenbar ist 11 4, eine B, — AB.-mefbare Abbildung.
Die durch

QB =[] B), Beg (3.36)
Ir

definierte Mengenfunktion Q 4, auf %, ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

und heifit die zu 7, gehdrende r-dimensionale Randverteilung von Q.

Aussage 3.46 Die Verteilungsfunktion F 4, der Verteilung Q) z, hingt mit der
Verteilungsfunktion F wie folgt zusammen:

F/T<J:k1uxk27 e ,CL’]CT) =

F (00, ..., 00, Ty 00, « vy Thyy ooy 00, T, OO, . ., OO) (3.37)

Beweis:
r®

Ffr('rIﬂ?IkZ?""xkr) :er (H (—OO,Q?kZD =
=1
r ® n ®

H (H —00 xkl>:Q<H Bm> mit
g2 =1 m=1
B, = (—oo,:ckl], fallsm =k fireinl=1,2,...,r,

By, = (—oo,00)falls m # k; fiir allel = 1,2,...,r

OJ
Aus der Kenntnis der Randverteilungsfunktionen F , mit 7 < n kann die Ver-
teilungsfunktion F' selbst i.a. nicht rekonstruiert werden.

Zum Beispiel haben die beiden Verteilungsfunktionen

G(z1,72) = ((x1 Axg) A1) VO und

(siche Beispiel 3.42)
die gleichen Randverteilungsfunktionen:
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G(Il, OO) = (1’1 N 1) V0= H(Il, OO)
G(00,23) = (22 A1) V0 = H(oo,xs).

Ist X = (Xi,...,X,)T ein n-dimensionaler zufilliger Vektor mit der Vertei-
lungsfunktion F, so ist F , die Verteilungsfunktion des Vektors (X, , ..., X; )"
wobei Z, = {ki,...,k,} gilt. Das ergibt sich einfach aus (3.37) und

F(00,...,00, Tk, 00, . ., Thyy vy Thy, 00, ...,00) =
P(Xy <00, o, Xpy S@pyyeoos Xipyp < Tppyg < 00,..., X, <00) =

P(Xkl S l’kl,...,an < xkn)

3.9 Verteilungsdichten

Wir haben gesehen, dass sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B1)
bzw. (R,,B,) durch ihre Verteilungsfunktionen charakterisieren lassen. Die-
se wiederum besitzen in Spezialfiallen eine besonders einfache Struktur. Zum
einen handelt es sich dabei um sogenannte diskrete Verteilungen bzw. diskret
verteilte Zufallsgrofien. Diesen Verteilungen ist das Kapitel 4 gewidmet. Zum
anderen heben sich Verteilungen mit einer Verteilungsdichte, man spricht auch
einfach von Dichten, heraus. Diese Verteilungen werden wir in voller Allge-
meinheit unter Verwendung des Begriffs des Lebesgueintegrals erst in Kapitel
7 behandeln. Vorab wollen wir jedoch einige wichtige Fille, in denen man mit
dem bereits bekannten Riemannintegral auskommt, vorstellen.

Verteilungsdichten auf Ry

Es sei F eine Verteilungsfunktion auf Ry (vgl. Definition 3.32).

Definition 3.47 Gibt es eine stiickweise stetige Funktion f auf Ry mit



64 Uwe Kiichler

1. f(x) >0, z € Ry, (3.38)

2. /f(x)dx =F(b) — F(a), a,b€ Ry, (3.39)

so heifit f eine Dichte der Verteilungsfunktion F'.
Ist X eine reellwertige Zufallsgrifse und fx eine Dichte ihrer Verteilungsfunk-
tion Fx, so heifst fx auch Dichte der Zufallsgrofie X.

Aussage 3.48
a) Fiir jede Dichte f gilt

/ f(s)ds = F(z) (3.40)

/f@MxZL (3.41)

b) besitzt F' eine Dichte f, so ist F stetig,

c) besitzt F' eine Dichte f, die stetig in einer Umgebung von x ist, so ist F
differenzierbar in diesem xq, und es gilt

——F(z) = f(x) (3.42)

Beweis:

a) Folgt aus (3.39) fir a — —00,b = = bzw. @ — —infty und b — oo sowie
der Eigenschaft 2. aus Aussage 3.31.

b) Flx+h) — F(z) = / f(s)ds —0,
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c¢) nach Voraussetzung gilt es ein 0 > 0, so dass f stetig ist in (x — 0,z +9).
Fiir jedes h mit |h| < d gilt

z+h

Flz+h) - F(z) = / f(s)ds = h- £(€)

fiir ein £ zwischen x und x + h. Daraus und aus der Stetigkeit von f in
(x — 0,2 + §) folgt c). O

Beispiel 3.49

a) Die Verteilungsfunktion F'(z) = (xA1)V0,x € Ry, (siche Beispiel 3.33b))
besitzt die Dichte

f(.T) = I].[Q”(LU), T &€ Rl
Die Verteilungsfunktion F'(z) aus Beispiel 3.33a) besitzt keine Dichte.

b) Es sei A > 0 und f) die durch

0 ,z<0 Az
f/\(x) = { )\ef)\z >0 } = ]]-[O,M)(x))\e A y L € Rl

definierte Funktion. Dann ist f, die Dichte einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf (Ry,B;), die man als Ezponentialverteilung EX P(X\) mit
dem Parameter A bezeichnet. Thre Verteilungsfunktion F) lautet

0 , <0,
FA(iB):{l—e’\x x> 0.

c) Die Normalverteilung N(p,0?) ist fiir jedes 4 € R; und jedes o > 0
definiert als die Verteilung mit der Dichte

1 1
Ouo2(T) = Noro: exp [— 557 (x — M)Q}, xr € Ry. (3.43)

Die zugehorige Verteilungsfunktion
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xT

P, 2(x) = /gpﬂ,oz(u)du, r € Ry,

—0o0
ist nicht explizit durch elementare Funktionen ausdriickbar.

Die Verteilung N(0, 1) heiBt Standardnormalverteilung. Die Werte ihrer
Verteilungsfunktion ®; sind vertafelt. Es bestehen folgende Beziehun-

gen (o = Vo2 > 0)

1 xr — T —
Puo2(T) = p 900,1( . M), P, 02(x) = Poy < . M) (3.44)

Statt @1 und ®¢; schreiben wir auch einfach ¢ bzw. @, falls keine Ver-
wechslungen moglich sind.

Aussage 3.50 Die Dichte ¢ und die Verteilungsfunktion ® der N(0,1)-Verteilung
besitzen folgende Eigenschaften

1. @ ist beziiglich Null symmetrisch: (—x) = p(z),z € Ry,
2. @ ist unimodal und hat thr Maximum bei Null,
3. ¢ hat zwei Wendepunkte, und zwar bei +1 und —1,

4. 1—=0(x) =d(—x), xze€R, P0)=0,5,

<2

5 1—®(r) < —=—e 7 (x>0).

Beweis: Die Eigenschaften 1. - 4. sind offensichtlich, 5. folgt aus

1 [ e
1—®(x) < se” 2ds.
(v) < /27 /
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Abbildung 3.5: Verteilungsfunktion und Dichte der Standardnormalverteilung
Bei Anwendungen der Normalverteilung werden haufig ihre Quantile benotigt.

Die wichtigsten sind in folgender Tafel zusammengefasst. Sie sind definiert als
Losung der Gleichung ®(¢)") = p:

p 10,5 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
] 0 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

(3.45)

Tafel 1 Quantile der N (0, 1)-Verteilung

Die Quantile q]’j“’Q der N (p, 0%)-Verteilung sind definiert durch ®,, 2 (q]’,f”z) =p
und berechnen sich aus den qg’l wie folgt:

o2 02 ,
@ =p+ogyt d = p—og)t. (3.46)
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Dichten von Normalverteilungen N(O,0) mit variierendem o
T T T T

0=0.500

0.7 b

0=1.500

0.6~ _

0.5 . -

Abbildung 3.6: Normalverteilungsdichten mit verschiedenen Streuungen

Aussage 3.51 Es sei X eine Zufallsgréffe mit einer Dichte fx, fir die {x :
fx(x) > 0} ein Intervall (a,b) mit —oo < a < b < oo bilde. Weiterhin sei
eine streng monotone stetig differenzierbare Funktion auf (a,b). Dann besitzt
Y =4(X) eine Dichte fy, die gegeben ist durch

o) = e ) | v wow)

=0 y & Wb()

Beweis: Zunéchst sei ¢ streng wachsend. Nach Voraussetzung bildet ¢ das
Intervall (a,b) eineindeutig auf ein Intervall (¢, d) ab. Fiir y € (¢, d) gilt

()
Fr(p) = P(Y <9) = POX <07 0) = Fx(w ) = [ fxlods

und somit
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0.35

0.3

Dichte der Standardnormalverteilung N(0,1)
T

T T T T I T [
rrrrrrrr b endepunkte
Flainke (q0_95)

Abbildung 3.7: Quantile der Standardnormalverteilung

69
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/ ) B (.

Wir setzen

dyp~!

) = fx@ () iy

Ist y & (c,d), so gilt

(y) fur y € (¢, d).

Fy(y)=P(Y <y)=0firy < cbzw. firy > dist Fy(y) =P(Y >y) = 1.

Somit haben wir fy(y) = 0 fiir solche y. Insgesamt ergibt sich damit Fy (y) =
f fr(t)dt, y € Ry. Ist dagegen v streng fallend, so haben wir fiir y € (¢, d)

Fy(y) = P(Y >y)=P(X 2y (y)=1-P(X <¢'V) =

/ fx(s /b fx(s /fX dd} 1dt-
“1w)

Fiir y ¢ (¢, d) schlieBen wir wie im Fall wachsender Funktionen . Analog wie
oben setzen wir

Frlw) = S DI ), v € (ed). = 0.y ¢ (cvd).

Damit ist die Aussage bewiesen. 0

Beispiel 3.52 X sei gleichméfig auf [0, 1) verteilt, es sei A > 0, und es gelte
Y(x) = —5 Inz,z € [0,1), dann hat Y = —4InX die Dichte

F) = Lo (y)Ae ™, y € Ry

Verteilungsdichten auf R,

Es seie F' eine Verteilungsfunktion auf R,(n > 2), siche Definition 3.42 und
Aussage 3.40.
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Definition 3.53 Gibt es eine reellwertige Riemann-integrierbare Funktion f
auf R, mit

L. f(x) >0,z € R, (3.47)
2. F(z) = fn [ f(s1,82,. ., 80)ds,...dsy,x = (1,...,2,)7, (3.48)

so heifit f eine Dichte der Verteilungsfunktion F'.

Aussage 3.54 Ist QQ die durch F' erzeugte Wahrscheinlichkeitsverteilung, so
qgilt

n ®
Q(H (xk, Tl + hk]) = Ahl ey AhnF(l‘17x2, e ,:L‘n) = (349)
k=1
Tn+hn x1+h1
/ f(s1,...,8p)dsy...dsy,
In T
Beweis: Der Beweis folgt aus der Addivitat des Integrals. O

Beispiel 3.55 (Fortsetzung von Beispiel 3.44)

a) F' hat keine Dichte, die Verteilung Qp ist auf {(z,z) : 0 < x < 1}
konzentriert.

b) Haben die Verteilungsfunktionen Fj, die Dichten fy,k = 1,...,n so be-
sitzt F' eine Dichte f mit

n

flan, e, a) =[] felar), == (x1,....22)" € Rp. (3.50)

k=1
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Aussage 3.56
a) Fiir jede Dichte f von F gilt

F(z) = /.../f(sl,...,sn)dsl...dsn, (3.51)

v = (z1,...,7,)" € Ry,
1:F(oo,oo,...,oo):/.../f(sl,...,sn)dsl...dsn (3.52)

b) besitzt F' eine Dichte, so ist F' eine stetige Funktion,

c) Besitzt F' eine Dichte f, die stetig in Umgebung von x € R, ist, so ist
F n-mal differenzierbar in diesem x = (xq,...,x,)", und es gilt

an

o e L @) = fon . 2). (3.53)

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Aussage 3.48.

Aussage 3.57 Besitzt F' eine Dichle f, so hat auch jede Randverteilungs-
funktion F 5 mit ¢, = {ky,....k.} C{1,2,...,n} eine Dichte f 4., die sich
folgendermafen berechnen lisst:

o0

(e, ]
f/T(xkl,...,xkr):/.../f(sl,...,skl1,xk1,...,ka,Sk1+1,...,Sn)dsl...dsn
e

[e.o]

——
(n—r)— mal

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus (3.37) und der Definition 3.53 der Dichte f
durch Umordnung der Reihenfolge der entsprechenden n-fachen Integrale. [



Wahrscheinlichkeiten und Zufallsgréfen 73

Beispiel 3.58

a)

Es sei

2
o]  pPO102 . H1
= mit 01,00 > 0,|p| < 1,u = eER
2 (pawz o3 ) b2z Ol < Lo (u) :

2

Dann ist die Funktion 1, F definiert durch

1

2mo1094/ 1 — p?

%,P(xh 1‘2) =

exp [_ 1 ((961 — M1)2_2P($1 — ) (22 — M2)+($2 — M2)] (wr,22)T € Ry

2(1—p?) o1 0109 o9
die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry, %) die als Nor-

malverteilung Ny(1, > ) bezeichnet wird.

Die Randverteilungsdichten der Verteilung No(y, Y) sind eine N (p1, 0%)-
bzw. eine N (us, 05)-Verteilung. Man beachte, dass in den Randverteilun-
gen der Parameter p nicht mehr auftritt.

Es seien u € R, und ) eine positiv definite symmetrische n x n-Matrix.
Dann ist die Funktion ¢, 7, definiert durch

P = L — 1 T — T - T — T
Splh (:U) - (271_)”\2@ eXp |: 2( :u) Z( :U):|> € Rna

die Dichte der sogenannten n-dimensionalen Normalverteilung N,, (p, ).

Zu jeder Teilmenge #, von {1,2,...,n} mit 7, = (ky,...,k,) ist die zu
_Z» gehorende Randverteilung ebenfalls eine Normalverteilung und zwar
gleich N.(IT 7, 11,11 4, > HZ%) wobei II 4, die Projektionsmatrix ist, die
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x = (x1,20,...,2,)" auf Il 4 x, = (g, ..., 2y, ) abbildet.

Der Vektor IT , p ergibt sich aus y durch Entfernen aller Komponenten
z; mit [ ¢ _Z, und die Matrix II », > II7, ergibt sich aus > = (s;;)
durch Entfernen aller Elemente s;; mit i é/ Froder j ¢ 7.

Aussage 3.59 (Transformationsformel fiir n-dimensionale Dichten)
Essei X = (Xy,...,X,)7T ein zufilliger n-dimensionaler Vektor mit der Dichte
f.

Weiterhin sei U eine offene Menge aus R,, mit PX(U) =1 und h eine einein-
deutige stetig differenzierbare Funktion von U aufV C R,,, deren Jacobimatrix

5[Ej

=1,...,

nirgends auf U singuldr ist. Mit g werde die inverse Funktion h™' bezeichnet.

Dann hat der zufillige Vektor'Y := h(X) eine Dichte fy mit

_ [ fx(g(y))ldet Zy(y)|, falls y €V
Fr(y) = { o,X falls y € R,\V.

Bemerkung: Die soeben formulierte Aussage findet man in der Literatur in

unterschiedlicher Form, je nachdem, welche Voraussetzungen man an g stellt.
Siehe zum Beispiel Pfanzagl, 1991, Kap. 3.4.

Beispiel 3.60 Es seien A eine reguldre n x n-Matrix und b € R,,. Wir defi-
nieren

g(x) =Ax+b, x€R,.

Y = g(X).
Dann gilt g7 '(y) = A~ (y — b), J,~1(y) = A" und Y hat die Dichte

fr(w) = fx(A (y —b))|det A7, y € R,



Kapitel 4

Diskrete Verteilungen und
Zufallsgrofien

Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Zufallsgroflen haben wir in dem sehr all-
gemeinen Rahmen von Wahrscheinlichkeitsraumen (2,2, P) eingefiihrt. In die-
ser Allgemeinheit, die den Vorteil der begrifflichen Klarheit, Ubersichtlichkeit
und der Spezialisierungsmoglichkeit hat, ist jedoch eine detaillierte Untersu-
chung bzw. Ausgestaltung der mit ihnen zusammenhéingenden Begriffe an-
spruchsvoll und bedarf der Kenntnis der Mafitheorie. Fiir viele Anwendungen
ist diese Allgemeinheit aber nicht notwendig. Wir stellen sie also zunéchst
zuriick und schrianken uns in diesem Kapitel auf den Spezialfall diskreter Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen ein.

In diesem Fall tritt die Mafitheorie in den Hintergrund, da man es im Grunde
stets mit hochstens abzidhlbar unendlich vielen Versuchsausgéngen bzw. mogli-
chen Werten (bei Zufallsgréfien) zu tun hat und deshalb der Verwendung der
Potenzmenge als relevante o-Algebra von Teilmengen nichts im Wege steht.
Diskrete Verteilungen sind, grob gesprochen, solche, bei denen die ”Wahr-
scheinlichkeitsmasse” in héchstens abzéhlbar vielen Punkten konzentriert ist.

4.1 Definitionen und Beispiele

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ eine Teilmenge der Men-
ge Ny aller natiirlichen Zahlen.

Definition 4.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P heifst eine diskrete Ver-

75
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teilung, falls es eine hichstens abzihlbare Menge Qp = {w; : i € I} aus Q gibt
mit {w;} € A, i € I, und P(Q\Qp) = 0.

Insbesondere ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (©,2() diskret, falls
2 selbst hochstens abzéhlbar unendlich ist.

Folgerungen 4.2 Mit der Bezeichnung p; :== P({w;}),7 € I, gilt
1.

d pi=1 (4.1)

iel

2. Fir alle A aus 2 ist

P(A)=PANQp)=P{w; € Qp:w € A}) = > p.  (42)

Tw; EA

Das bedeutet, jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist durch
Angabe der Paare (w;, p;)icr eindeutig bestimmt.

Aus diesem Grund wird héaufig die Folge ((w;, pi),i € I) bereits als dis-
krete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Qp = {w; : i € I} bezeichnet.
Die Zahlen p; heiflen Einzelwahrscheinlichkeiten der Verteilung P.

3. 0.B.d.A. kann man p; > 0,7 € I, annehmen. Gilt némlich p; = 0 fiir ein
i € I, so entfernt man dieses w; aus Qp. Die Menge Q5™ = {w;|i €
I,p; > 0} heiBt Triger der diskreten Verteilung P.

Die Formel (4.2) kann man nutzen, um P fiir jede Teilmenge A von © zu
definieren, nicht nur fiir A € 2. Bei diskreten Verteilungen P ist also immer
eine Erweiterung von 2 auf PB(2) moglich. Wir setzen in Zukunft deshalb bei
diskreten Verteilungen stets voraus, dass 2 = P(Q) gilt.

Beispiel 4.3

a) Gibt es Elemente wy,...,wy mit P({wy}) = pr = % , so spricht man
von der ”Gleichmafsigen diskrete Verteilung auf {wy,...,wy}.”
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b)

c)

d)

)

Gibt es ein wy € Q mit P({wo}) = 1, so heifit P die "ausgeartete Vertei-
lung, konzentriert in wy” oder die in wy konzentrierte Einpunktverteilung.

Die Binomualverteilung
Es seienn € Ny ={1,2,--- ,m,---} und p € (0,1). Durch

b(n,p; k) :== (Z)pk(l —p)" " ke{0,1,...,n}

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf {0,1,...,n} gegeben. Diese Verteilung heifit Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

Die Poissonverteilung
Es sei A > 0. Durch

PLE
pE(A) == Tk A

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Verteilung auf
No=4{0,1,2,... k,...} gegeben.
Diese heifst Poissonverteilung mit dem Parameter .

, k>0

Die geometrische Verteilung
Es seip € (0,1). Durch

g(p):=1-p)fp . k>0

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Verteilung auf
No{0,1,2,...,k,...} gegeben. Diese Verteilung heifst geometrische Ver-
teilung mit dem Parameter p.

Die hypergeometrische Verteilung
Es seien R, S positive ganze Zahlen, M := R+ S und m eine ganze Zahl
mit 1 <m < M. Durch

R\( S
(k) (mfk:)
()
sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

auf{0,1,..., M} gegeben. Diese Verteilung heifit hypergeometrische Ver-
teilung mit den Parametern M, R, m.

h(M, R,m; k) :=
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Es gilt h(M, R,m;k) > 0 genau dann, wenn [max(0,m — 5) < k <
min(m, R)|, wie man leicht an der Definition der Binomialkoeffizienten
erkennt.

g) Die negative Binomialverteilung
FEs seien p € (0,1) und v > 0. Durch

—v

NB(p,v; k) rZ(k)(—Q)kp” , k>0

mit ¢ = 1 — p sind die Einzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Ver-
teilung auf {0,1,2,... k,...} gegeben. Diese Verteilung heifft negative
Binomaalverteilung mit den Parametern p und v.

Man beachte:

(—kv) _ (v —1 - (Co—k+1) _ <v + Z - 1)

Die hier vorgestellten diskreten Verteilungen treten in Theorie und Anwendun-
gen der Stochastik héufig auf. Sie sind Bestandteil gewisser Standardmodelle
der Wahrscheinlichkeitstheorie und teilweise durch Grenziibergénge miteinan-
der verbunden. Exemplarisch konstruieren wir als erstes ein Modell, bei dem
die hypergeometrische Verteilung vorkommt und geben dann zwei Grenzwert-
aussagen an, die die hypergeometrische, die Binomial- und die Poissonvertei-
lung miteinander verbinden. Zunéchst erweitern wir jedoch den Begriff der
diskreten Verteilung auf Zufallsgréfen.

Definition 4.4 Ist X eine Zufallsgrofse iber (2,2, P) mit Werten in (E, €),
so heifst X eine diskret verteilte Zufallsgrofie, kurz: diskrete Zufallsgrofe, falls
ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ auf (E, &) diskret ist.

In diesem Fall gibt es nach Definition eine Folge (x;,i € I) mit I C Ny von
Elementen aus E mit
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ZPX({%}) = ZP(X =uz;) =1 und (4.3)
PX(B) = Z P(X =u1;), Bee€. (4.4)

Verteilungsfunktionen diskreter Verteilungen auf R;

Es seien (z;,7 € I) eine Folge reeller Zahlen und ((z;,p;),i € I) eine diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Das von ihr erzeugte Wahrscheinlichkeitsmaf
P hat die Form

P(A)=> p, ACR

1x, €A
(siche Formel (4.2)).
p
Dk
Dj
Di
| | -
T, T T, T

Bild 4.1

Die Verteilungsfunktion F der diskreten Verteilung ((x;, p;), 7 € I) ist definiert
durch (siehe (3.27))
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F(z) = P((—00,2]) = Y p; , x€Ry. (4.5)

1 <x

Fiir die Funktion F' gilt die Aussage 3.31. AuBlerdem haben wir die

Aussage 4.5 Die Verteilungsfunktion F hat folgende Figenschaften:

- AF ist konstant auf jedem Intervall [a,b), das keine der Zahlen x; im
Inneren enthdlt.

- F(ZL‘Z)—F(ZL'Z—O):]?Z, 1€l

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition (4.3).

Funktionen diskret verteilter Zufallsgrofien

Es sei X eine diskret verteilte Zufallsgrofie mit der Menge der moglichen Werte
E = {z; : i € I'} und den zugehérigen Einzelwahrscheinlichkeiten (pi*,i € I).
Ist ¢ eine Funktion von E in eine abzihlbare Menge F' = {f; : j € £}, so ist
die Zufallsgrfe Y := 1)(X) ebenfalls diskret verteilt.

Aussage 4.6 Die Verteilung der Zufallsgréfie Y = (X) ist diskret. Ihre
maglichen Werte sind die Elemente von F = {(x;) :i1 € I} ={f;:5¢€ 7}
mit den Einzelwahrscheinlichkeiten

py= > ., jES (4.6)

i€l
P(zq)=1;

Beweis: pj = PY({f;}) = P*(~'({f;}) = X »i N

i€l
P(zi)=1;
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4.2 Die hypergeometrische Verteilung

Das folgende Modell steht fiir viele Situationen, in denen eine zuféllige Auswahl
von Elementen aus einer aus zwei Typen von Elementen bestehenden Menge
(ohne Zuriicklegen) vorgenommen wird (Lotto 76 aus 49”7, Qualitéatskontrolle
mit Hilfe einer Stichprobe usw.).

Gegeben sei eine Urne mit M Kugeln, davon R rote und S schwarze:

M=R+S.

Die Kugeln seien durchnummeriert von 1 bis M, dabei mogen die roten Ku-
geln die Nummern 1 bis R tragen. Auf gut Gliick werden m Kugeln aus-
gewahlt, nacheinander, ohne Zuriicklegen. Der Einfachheit halber setzen wir
m < min(R, S) voraus.

Die moglichen Ausginge w dieses Versuches sind, wenn die Reihenfolge der aus-
gewihlten Kugeln keine Rolle spielt, m-elementige Teilmengen von {1,2,..., M}:

w="{ir, ... im}, in€{1,2,..., M}, k=1,...,m.

Die Menge 2 aller dieser w hat (% ) Elemente. Es gibt also N = (% ) mogliche
Versuchsausginge.

Weil die Auswahl auf gut Gliick erfolgte, hat jedes w € Q die gleiche Wahr-
scheinlichkeit aufzutreten. Folglich haben wir ein Laplace-Experiment mit dem
Parameter /NV:

1M\
P = — Q.
h=5 (1) wwe
Die Zufallsgrofie X, definiert durch

gibt an, wieviel rote Kugeln in der ”Stichprobe” w enthalten sind. Sie hat die
moglichen Werte 0,1, ..., m, und fiir ihre Einzelwahrscheinlichkeiten gilt

_#He X =) (o)
N (M)

m

P(X =) L i=0,1,...,m. (4.7)

Es gilt somit
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Aussage 4.7 Werden aus einer Urne mit R roten und S schwarzen Kugeln
m Kugeln nacheinander, ohne Zuricklegen und auf gut Glick ausgewdhlt, so
hat die Zufallsgrofie X, die die Anzahl der roten Kugeln in der ausgewdhl-
ten Stichprobe angibt, eine hypergeometrische Verteilung mit den Parametern

M =R+ S,R und m. Es gilt also (4.7).

Bemerkung 4.8 Die Formel (4.7) bleibt auch giiltig, falls m > min(R, M —R)
gilt.

Beispiel 4.9 ( Lotto "6 aus 49”)

M=49, m=6, R=6

(rote Kugeln 2 Zahlen auf dem Tippschein,

schwarze Kugeln £ restliche der 49 Zahlen)
X = Zahl der auf dem Tippschein richtig getippten Zahlen.

6 43
(1) (o)
49
(s)
k 0 1 2 3
P(X = k) | 0,43596498 0,41301945 0, 13237803 0,0176504

P(X =k) = k=0,1,...,6.

k 4 5 6
P(X =k) | 0,00096862 1,845-107° 7,15-107°

k=0,...,m, (4.8)

gilt
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wobei der Limes derart gebildet wird, dass fiir gegebenes p aus (0,1) gilt M —
00, R — 0o mit R/M — p,m und k bleiben fest.

Im Grenzfall geht die hypergeometrische Verteilung also unter den genannten
Bedingungen in eine Binomialverteilung mit den Parametern (m,p) dber.

Beweis: Als Ubungsaufgabe. (Man beachte, dass m und k beim Grenziibergang
festgehalten werden.)

Satz 4.11 (Poissonscher Grenzwertsatz)

Es gilt fiir jedes A > 0

/\k
im0 )pE (1= pa)™ ™ = e, k>0 (4.10)
o K k!
k=1
Beweis: Wir schreiben (7')pk, (1 — p,)™ % in der Form % ( [T (m—j)pn) - (1 —
=0
k1
) e Wegen TT(m=j)pm — A%, (1=#5%) = ™ und (1=pp)* — 1
fiir m — oo mit mp,, — A folgt die Behauptung. OJ

4.3 Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert und Varianz sind aufschlussreiche Kenngrofien einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Sie geben Anhaltspunkte dafiir, um welchen ” Schwer-
punkt” sich die Tragerpunkte der Verteilung gruppieren bzw. wie stark sie um
diesem Schwerpunkt ”streuen”.

Erwartungswert

Es sei ((x;,pi), © € I C Np) eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
R;. Ein zufilliger Versuch werde n mal (jedes Mal neu, unter im Wesentli-
chen gleichen Bedingungen) ausgefiihrt und zwar so, dass der Wert z; mit der
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Wahrscheinlichkeit p; erscheint. Als Ergebnis der Versuchsreihe erhalten wir
eine Folge (y1,...,yn) von Versuchsausgingen, wobei jedes y;,j = 1,2,...,n,
gleich einem der z;,i € I, ist. Es sei n; die (absolute) Héufigkeit, mit der z;
als Versuchsausgang unter den vy, . . ., y, auftritt, in einer Formel ausgedriickt,
heifit das

ni=> Ty (un).
k=1

Offenbar gilt > n; =n und > nx; = > y;.

i€l i€l j=1
Angenommen, wir erhalten nach jeder Versuchsdurchfithrung von einem Ver-
anstalter so viele Euro, wie der Versuchsausgang x; als Zahl angibt (negative
Werte bedeuten Zahlungsverpflichtung fiir uns), dann haben wir insgesamt

Z yj = Z n;x; Euro bekommen. Pro Versuch sind das also im Durchschnitt
j=1

i€l

%Zyj = Z Exi. Wir erinnern uns, bei grofler Versuchsanzahl n ist die re-
n

k=1 icl
lative Haufigkeit ™ etwa gleich der Wahrscheinlichkeit p; (Empirisches Gesetz
der grofien Zahlen).

Der Wert p := > px; gibt also ndherungsweise den Geldbetrag in Euro an,
iel

den wir in einer langen Reihe von Versuchen pro Versuch erhalten, wir sagen,

den wir pro Versuch zu erwarten haben.

Dieser Wert wire auch der faire Preis, den wir vor Durchfiihrung jedes Versu-
ches an den Veranstalter zu bezahlen héatten.

Definition 4.12 Der Erwartungswert p einer diskreten Verteilung ((x;, p;),
i €1) mit x; € Ry,i € I, existiert und ist definiert als

W= inpi, falls fopz < oo oder Zx;pi < 00.
icl iel iel

Anderenfalls sagt man, ((z;,p;), i € I) besitze keinen Erwartungswert.
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Gilt > |zi|p; < 00, soist |u| < co. In diesem Fall sagt man, die Verteilung hat
il

einen endlichen Erwartungswert. (Dabei ist x* = max(x,0), x~ = max(—zx, 0).

Esgilt v =xt —a~,|z| =aT +27.)

Das empirische Gesetz der grofien Zahlen kann man nach diesen Uberlegungen
also auch fiir arithmetische Mittel formulieren:

Wenn der Erwartungswert p existiert, so ndihert sich das arithmetische Mittel

%Zyj der Versuchsergebnisse immer mehr diesem Erwartungswert.
k=1

Fasst man die Verteilung ((z;,p;), ¢ € I, als eine Verteilung von Gewichten der
Masse p; im Punkt x;,7 € I, auf, so ist der Erwartungswert p der physikalische
Schwerpunkt dieser Massenverteilung. Um ihn gruppieren sich die mdoglichen
Werte z; der Verteilung. In erster Naherung liefert also p Informationen iiber
die "Lage” dieser Verteilung. Man bezeichnet deshalb p auch als Lageparame-
ter. Eine Verteilung heifit zentriert, falls ihr Erwartungswert p gleich Null ist.

Verschiebt man jeden Punkt x; um einen Wert a in z; + a, so verschiebt sich
auch der Erwartungswert ;4 um a in den neuen Erwartungswert u + a.

Setzt man a = —pu, ergibt sich als neue Verteilung ((z; — p, pi),i € I), und
deren Erwartungswert ist gleich Null. Sie ist also zentriert.
Beispiel 4.13 (Erste Fortsetzung des Beispiels 4.3):
X
a) = N;wk’ falls Q C R,

b) n = Wo, falls € - R1

) p=mnp

d) p=2A
lL—p

e) p=—"
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Rm
) = ——
) 1 v
I—p
g) p=v
P

Definition 4.14 Ist X eine diskret verteilte reellwertige Zufallsgrifie, so be-
zeichnet man als Erwartungswert von X den Erwartungswert threr Wahr-
scheinlichkeitsverteilung PX und verwendet fiir ihn das Symbol EX :

EX = lePX({xl}) = inP(X = ;)

icl iel
Dabei bilden die x;,1 € I, die méglichen Werte von X.

Eine sehr einfache Zufallsgrofle ist X(w) = 1a(w) mit A € A. Es gilt EX =
El4 = P(A).

Aussage 4.15 (Erwartungswert der Funktion einer Zufallsgrife)

Es ser X eine diskret verteilte Zufallsgrofie tiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) mit Werten in irgendeiner abzihlbaren Menge E = {z; :
i € I C Ny} C Ry und mit den entsprechenden Einzelwahrscheinlichkeiten
(pX,i € I). Auflerdem sei ) eine reellwertige Funktion auf E mit Werten in
F={fj:7€3< No}. Dann ist Y = (X) eine reellwertige diskret verteilte
Zufallsgrofle, und es gilt (siehe (5)):

EY = EyY(X)
ZW%)P(X = xz)sz (4.11)

wobei dieser Erwartungswert nach Definition nicht existiert, falls

Z(¢($i))+P(X = ;) und Z(¢(Ii))_P(X = 1;) = oo gilt.

el el
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Beweis:

BEY =Y fp)f = ij Yo=Y e =D

i€ 7 je i€ 7 i€
Y(z1)=1; 7 Y(z1)=f; 4

Beispiel 4.16

1) Ist ¢(z) = ax+b,x € Ry, a,b reellwertige Konstanten, so gilt, sofern £X
existiert,

E(aX +b)=a(EX)+b

2) Fiir jede reellwertige diskrete Zufallsgréfie X ist auch X2 eine Zufalls-
grofle, und es gilt

=Y 2P(X =

i€l

Momente diskreter Verteilungen auf R4

Es sei ((z4,pi),1 € I), eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R;.

Definition 4.17 FEs sei k > 1. Als k-tes Moment der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ((x;,p;),1 € I), bezeichnet man die Grifle

Mg = Z mfpu

el

sofern > (z)fp; < oo oder Y (x; )Fp; < oo. Anderenfalls sagt man, falls k
ungerade ist, das k-te Moment existiert nicht. Sind beide Summen endlich,

so konvergiert die Summe Z |[E1|kpz und das k-te Moment py, = fopz 18t
el

endlich.



88 Uwe Kiichler

Der Erwartungswert ist offensichtlich das erste Moment der Verteilung (x;, p;) :
p= pq. Gilt |pg| < oo fiir ein k& > 1, so ist auch || < oo fiir alle I mit 1 <[ <

k. Das folgt sofort aus || < Z 2| pi < Z[max(l, lz:)]*ps < 1+Z |2z |* ;.

il i€l

Definition 4.18 Es sei k > 2. Als k-tes zentrales Moment einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung (x;, p;),i € I, bezeichnet man das k-te Moment der zentrier-
ten Verteilung (x; — p,p;),1 € 1:

my =Y (2 — p)*pi,

el

sofern Z((azl — ) Hkp < 00 oder Z((JEZ — 1)) pi < oo gilt. Anderenfalls
sagt man, falls k ungerade ist, das k-te zentrale Moment existiert nicht.

Es gilt: |my| < oo genau dann, wenn |ug| < oo (k> 2). In diesem Fall ist

=3 ()t (1.12)

=0
mit po := 1, insbesondere gilt:
My = iy — I3, (4.13)
Umgekehrt haben wir
L (k
g = > (i — A )= (l)mf e (4.14)
i€l =0
mit mg := 1, m; = 0.
Mit Hilfe der Momente einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R; kann man

eine erste Vorstellung von der Lage und der Form der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf R; gewinnen.
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Definition 4.19 Als k-tes Moment einer diskreten reellwertigen Zufallsgrifse
X diber (2,2, P) bezeichnet man das k-te Moment pi ihrer Wahrscheinlich-
keitsverteilung PX.

Es gilt:

i =32t PX({z,)) = Yt P(X = &) = B(X"). (4.15)
el iel
mit den gleichen Existenz- bzw. Nichtexistenzbedingungen wie beim k-ten Mo-

ment irgendeiner diskreten Verteilung auf R;. Wir schreiben u* = p:*. Schlief3-
lich fithrt man fiir £ > 2 das k-te zentrale Moment fiir X ein als

miy =Y (i — )P ({ai}) =

i€l

D (i — ) P(X = 2;) = B(X — ). (4.16)

icl

Varianz

Das erste Moment, der Erwartungswert p, kennzeichnet die Lage der Vertei-
lung, das zweite zentrale Moment vermittelt eine Vorstellung, wie breit die
Verteilung um den Erwartungswert platziert ist. Es hat einen eigenen Namen.

Definition 4.20 Als Varianz oder Streuung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ((x;,p;),i€1) bezeichnet man die Grofle

0% = Z(l‘z — 1)°pi. (4.17)

i€l

Die Wurzel aus der Varianz o = (02)% nennt man Standardabweichung der
zugrunde liegenden Verteilung.

Es gilt 02 > 0. Wir haben 0? = 0 genau dann, wenn die Verteilung ((z;, p;), 4 €
I) ausgeartet ist, also die Verteilung in nur einem Punkt x;, fiir ein iy € I kon-
zentriert ist, d. h. wenn gilt p;, = 1. In diesem Fall ist p = x;,.
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Beispiel 4.21 (Zweite Fortsetzung der Beispiele aus 4.3):

1
a) 0% = ¥ Z(% —p)?, falls Q C Ry

el

b) 0® =0 , falls wy € Ry

Definition 4.22 Die Varianz einer diskret verteilten reellwertigen Zufalls-
grofie X mit der Verteilung PX, gegeben durch ((z;, pX),i € I), ist definiert als

0% =E(X —EX)* =) (1; — EX)’p".
iel
Man schreibt auch Var(X) oder D*X fiir 0% . Die Standardabweichung ox der
Zufallsgrifse X ist definiert als der Wert (Ug()%.

Offenbar gilt die fiir Berechnungen niitzliche Formel

D?*X = EX? — (EX)?
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Aussage 4.23 (Tschebyschev’sche Ungleichung) Ist 0 < D*X < oo, so gilt
fiir jedes € > 0 die Ungleichung

D2X

P(X - EX|> ) <

Beweis:

P(|X —EX|>¢) =P ({z;: |z; — EX| >¢}) =

S P () Zm EX|? PX((n)) = DQX

el 1€l
|z; —EX|>e

OJ

Die Tschebyschev’sche Ungleichung besagt, dass, je kleiner die Varianz von X
ist, umso unwahrscheinlicher ist es, dass die Zufallsgrofle X bei einer Durchfithrung
des zugrunde liegenden zufélligen Versuches um mehr als ¢ vom Erwartungs-
wert X abweicht.

Im Fall D?X = 0 gilt P(X = EX) = 1, es gibt also mit Wahrscheinlichkeit
Eins keine Abweichung vom Erwartungswert, d.h. die Verteilung P¥X ist aus-
geartet und konzentriert in einem Punkt, der dann natiirlich gleich £ X ist.

Diskret verteilte zweidimensionale zuféllige Vektoren

In vielen Féllen interessiert man sich im Rahmen eines zufélligen Versuches
nicht nur fiir einzelne ZufallsgroBlen, sondern fiir mehrere verschiedene. Die-
se sind dann im Allgemeinen nicht ohne innere Zusammenhénge, was man
nur durch die Untersuchung ihrer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung
feststellen kann und nicht an den einzelnen Zufallsgréflen bzw. ihren Vertei-
lungen. Man denke beispielsweise an Korpergréfie und Gewicht einer zufallig
gewéhlten Person. Wir geben hier eine Einfithrung in diese Fragestellung im
Rahmen zweier diskret verteilter Zufallsgrofien, sie bilden, zusammengefasst,
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einen zweidimensionalen zuféalligen Vektor.

Es sei X = (U,V)T ein zufilliger Vektor iiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€, 2, P) mit Werten in einer Menge E := Ey x Ey, wobei Ey und
Ey hochstens abzahlbar viele Elemente enthalten mogen:

EU:{Ui,’i 6[} ul’ldEV:{’Uj,j 63}

Hier seien I und J Teilmengen von N.

Die moglichen Werte der Zufallsgrole U sind also die u; € Fy, die von V' die
(% S Ev.

Die moglichen Werte von X sind die Paare (u;, v;), (¢, j) € IxJ. Folglich besitzt
X eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung PX. Ihre Einzelwahrscheinlich-
keiten seien gegeben durch

PX((Ui,Uj)):P(U:Ui,V:U]’) =P iEI,jEC‘.
Nach Definition diskreter Verteilungen gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeit

PX(B), dass der zufillige Vektor X einen Wert aus B annimmt (siche Nota-
tion...):

PX(By=P(Xe€B)=P((U,V)eB)= > py;, BCE. (418)
Definition 4.24 Die Verteilung PX heifit gemeinsame Verteilung von U und
V' und ist gemafs Formel (4.20) eindeutig bestimmt durch ihre Einzelwahr-
scheinlichkeiten p;;,1 € 1,7 € J.

Die Verteilungen der einzelnen Zufallsgrolen U und V' ergeben sich aus ihrer
gemeinsamen Verteilung P~ durch

PU(C)=P(UeC)=PUeCVEE)= Y py,CCEy (419)

i€l:u; €C
jed

PY(D)=P(VeD)=PU€cEyVeD)= > p;, DCEy (420)

jGJ:'Uj eD
i€l
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PY und PV sind also die Randverteilungen von P¥. Ihre Eigenschaften ergeben
sich wie folgt:

Y ({us}) j €T (4.21)

pr =

el

D,

pr =p;. i€l,P"({v;})

Jj€ed

Die Bezeichnung Randverteilung wird hier besonders verstdndlich, wenn man
die Einzelwahrscheinlichkeiten p;; in einem Schema wie folgt anordnet.

Nl 12 3 g
I | pun pi2 --P1j.-- | P1
2 | pa1 D22 : Da.
3 .
{ DPi1 < Pij .- | Di
P1 D2 D-j 1

Bemerkung 4.25 Die Verteilung (p;;) bestimmt die Randverteilungen (p;.)
und (p.;) eindeutig. Die Randverteilungen bestimmen aber die gemeinsame

Verteilung noch nicht eindeutig.

Das wird deutlich an dem néchsten Schema, das fiir jedes ¢ € [0,

dimensionale diskrete Verteilung darstellt:

0 1
s 1 1
17 172
e R
1~ 1793
1 1
2 2

1] eine zwei-
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Beispiel 4.26 Aus einem Kartenspiel mit 32 Karten (Skatspiel) werden nach-
einander auf gut Gliick ohne Zuriicklegen der ersten Karte zwei Karten gezo-
gen. Es sei U =1 (bzw. V = 1), falls die erste (bzw. zweite) Karte ein Konig
ist. Anderenfalls setzen wir U = 0 (bzw. V' = 0). Dann ergibt sich unter
Verwendung des Modells fiir die hypergeometrische Verteilung fiir die Einzel-
wahrscheinlichkeiten p;; der gemeinsamen Verteilung von U und V' und die
Randverteilungen (vgl. den Abschnitt iiber hypergeometrische Verteilungen)

N o 1

28 27 1 28 4
32 31| 32 31

| 3
ool —

Funktionen diskret verteilter zufalliger Vektoren

Aussage 4.27 Es sei ¢ eine reellwertige Funktion auf E = Ey x Ey mat
Werten in einer hichstens abzdhlbar unendlichen Menge Ew = {wy, k € K}.

Dann st

Ww) =¢U(w),V(w)), wel

eine diskret verteilte Zufallsgrifse mit Werten in Ew und den Einzelwahr-
scheinlichkeiten

PY({w)= ) py keK. (4.22)

VE
P (ug,v5)=wp
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Beweis:

PY({wr}) = P(W = wy) = P({w € QW (w) = wi}) = PV ({wi}) =

P({w: (Uw), V@) ev {uwh) = Y py ke K.
w(uzi);):wk

O

Wir benotigen im Weiteren den Erwartungswert reellwertiger Funktionen meh-
rere Zufallsgroffen und nutzen dafiir die folgende

Aussage 4.28 Gilt Ey C und Z 1Y (ui, vj)|pi; < 00, so hat W = (U, V)
(i,j)elxd
einen endlichen Erwartungswert, und es gilt

EW = Ey(U,V) = Z P(u;, vj)pij (4.23)

(i,5)€Ixd

Beweis:

keK keK (4,5):
Y(ug,uj)=wg

Z Z Y (ui, uj)pij = Z (i, ug)pij.

keK (4,5): (4,5)eIxd
p(ug,ug)=wg

Folgerungen 4.29 Sind U und V reellwertige Zufallsgréfien mit endlichem
Erwartungswert und a, b reelle Zahlen, so hat auch aU + bV einen endlichen
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Erwartungswert, und es gilt

E(aU +bV) =aEU + bEV. (4.24)

Var(aU + bV) = a*Var(U)b*Var(V) + 2abE(u — EU)(V — EV) (4.25)

Beweis: Wegen (4.25) gilt

E(aU +bV) = Z(aui + bvj)pij = aZuipij + bz V;Pij

(4,3) bJ 0,

= aZuip,». + vajp.j =alU +bOEV
i J
und

Var(aU +bV) = E(au+ bV — E(aU —bV))* = E((aU — EalU) + (bV — EbV))?

= a*VarU +b*VarV + 2abE(U — EU)(V — EV))

0

Bemerkung 4.30 Im Allgemeinen gilt nicht E(UV
man am Beispiel (U, V) = UV,P(U = i,V = j)

FEUFEV. Das sieht
+
{0,1} fiirc € (0, 7).

b (F1,0) €

4.4 Kovarianz und Korrelation
Es sei (U, V) ein diskret verteilter zufilliger Vektor iiber (£2,%, P) mit Werten

(wi,v;) in Ry:

P(U:uiavzvj):pij ) (27J)EIX3
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Aussage 4.31 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Gilt E(U?) < oo und E(V?) <
00, so ist E|\U - V| < oo und
(E(UV))*> < EU*EV2.(T) (4.26)

Das Gleichheitszeichen gilt in (4.28) genau dann, wenn es eine reelle Zahl ¢

gibt mit U = ¢V P-f.s. oder mit V- = cU P-f.s.

(Eine Gleichung zwischen zwei Zufallsgrofen gilt P-fast sicher, kurz: P-f.s.,
falls die Menge aller w € €, fiir die sie nicht erfiillt ist, eine P-Nullmenge bil-
det.)

Beweis: O.B.d.A. sei EU? > 0 und EV? > 0. Anderenfalls gilt U =0 P — f.s.
oder V =0 P — f.s.. Das Gleichheitszeichen in (4.28) und der zweite Teil der
Aussage sind dann richtig.

Fiir jedes 3 aus Ry ist E(U + V)? < oo und zwar wegen (a +b)? < 2(a® + b?)
ist E(U + pV)? < 2EU? + 23?EV? und der Voraussetzung.

Setzt man zunéchst

L\ 2 L\ 2
0= (g‘%) und dannﬁz—(%%) ,

so erhilt man wegen E(U + $V)? > die Ungleichungen

—(EUEV?): < E(UV) < (EU?EV?)3,
woraus sich (4.28) ergibt.

Das Gleichheitszeichen in (4.28) gilt wegen EV? > 0 genau dann, wenn E(U +
BV)? = 0 fiir ein B aus R, richtig ist. In diesem Fall ist U = —3V P-f.s. und

. . 2
notwendigerweise 3% = £55.
0

Definition 4.32 FEs sei E(U?) < oo und E(V?) < co. Dann heift die durch
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Kov(U,V) := E((U — EU)(V — EV))

definierte Grifie die Kovarianz zwischen U und V.

Aussage 4.33 Die Kovarianz hat folgende Eigenschaften («, 3 seien zwei be-
liebige reelle Zahlen, W eine dritte Zufallsgrifie):

1. Kov(U,V) = Kov(V,U)

2. Kov(aU,V) = aKov(U,V)

3. Kov(U +W,V) = Kov(U,V) + Kov(W, V)
4. Kou(U,V) = E(UV) — EUEV

5. Kov(U,U) = DU

6. Kov(U,3) =0

7. (Kov(U,V))? < DU - D*V

8. (Kov(U,V))* = D*UD*V <= 3 Es existieren a,b € Ry : V = aU +
b P — f.s. oder es existieren ¢,d € Ry : U =cV +d P — f.s.

Der Nachweis dieser Figenschaften folgt fiir 1. - 6. unmittelbar aus der Definiti-
on der Kovarianz und fiir 7. und 8. mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Definition 4.34 Es sei D*U, D*V € (0,00). Dann bezeichnet man die Zahl

Kov(U,V)
(D2UD2V)2

als den Korrelationskoeffizienten zwischen U und V' oder einfach als Korrela-
tion zwischen U und V.

Kor(U,V) =
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Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt |Kor(U, V)| < 1.

Wir haben |Kor(U,V)| = 1 genau dann, wenn U und V' linear (genauer: affin)
abhéngig sind, d. h., wenn es Zahlen a, b und ¢ gibt mit aU +bV +c =0 P— f.s.
(Zum Beweis nutze man Eigenschaft 8 von Aussage 4.32. ) Im letzteren Fall
gilt Kor(U,V) =1, falls ab < 0 und Kor(U,V) = —1 falls ab > 0.

Aussage 4.35 Der Korrelationskoeffizient hat die Eigenschaften
1.7 Kor(U,V) = Kor(V,U),

2. Kor(aU,V) = Kor(U,V).

Definition 4.36 Gilt fiir zwei Zufallsgrofien U,V mit D*U < oo und D?V <
oo die Beziehung Kor(U,V) =0, so heiffen U und V unkorreliert.

Die Groe Kor(U,V) gibt den Grad der linearen Abhéngigkeit zwischen den
Zufallsgrofen U und V' an. Fir Kor(U,V) = 1 und Kor(U,V) = —1 liegt
vollstandige lineare Abhéngigkeit vor. Kor(U,V) = 0 deutet auf eine gewisse
Unabhéngigkeit in einem noch zu prézisierenden Sinn.

Man beachte, dass auf Grund der Definition der Eigenschaft 4. der Aussage
4.32 gilt

Kor(U, V) =0« Kovo(U,V)=0<= E(UV)=EU-EV  (4.27)

4.5 Regressionsgerade

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung iiber die beste Moglichkeit, den Wert
einer ZufallsgroBe, den sie bei dem ihr zugrunde liegenden zufélligen Versuch
annehmen wird, vorherzusagen.

Es sei X eine reellwertige (diskret verteilte) ZufallsgroBe iiber (2,2, P) mit
D?X < oo.
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Wenn man vor Ausfithrung des zufilligen Versuches (2, 2(, P) den Wert, den
X annehmen wird, durch eine reelle Zahl ¢ voraussagen soll, so ist das im Fall
D?X > 0 zunichst einmal nicht mit Sicherheit méglich. Um es dennoch so gut
wie moglich zu tun, muss man prézisieren, was man unter ”so gut wie moglich”
verstehen will. Eine Moglichkeit besteht darin, zu fordern, dass in einer langen

Reihe von Realisierungen von X, ndmlich (z1,xs,...,x,), ¢ so gewdhlt wird,
n

dass Z(:L‘Z —c)? minimal wird (" Minimierung der quadratischen Abweichung”,
i=1
”Methode der kleinsten Quadrate”).

Das fiithrt auf ¢ = %le Das empirische Gesetz der groflen Zahlen besagt,

i=1
dass dieses arithmetische Mittel fiir die Zufallsgrofie X, in der Ndhe von EX
liegt.

Wir machen uns von der Durchfithrung des Versuches unabhéngig und ver-
wenden als Vorhersage von X den Wert ¢ = EX. Tatséchlich erreicht auch die
Funktion ¢ — E(X — ¢)? bei ¢ = FX ein Minimum. Die ”beste” Voraussage
fiir X ist also X (im Sinne der Minimierung des quadratischen Mittels).

Die Streuung D*X = E(X — EX)? ist gerade der Wert dieses Minimums und
bildet ein Mafl fiir die ”Giite” der Voraussage von X durch EX. Je kleiner
D?X ist, umso genauer ("im quadratischen Mittel”) wird diese Voraussage
sein.

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Anliegen dieses Abschnittes zu.

Es seien U und V' zwei (diskret verteilte) reellwertige Zufallsgrofien iiber dem-
selben Wahrscheinlichkeitsraum (€,%2(, P) mit 0 < EU? < 00,0 < EV? < oo.
Die Aufgabe bestehe darin, auf Grundlage der Kenntnis, welchen Wert U an-
genommen hat, den Wert von V' méglichst gut vorherzusagen. Zur llustration
stelle man sich wieder den Fall vor, dass U die Korpergrofie und V' das Gewicht
einer zufillig ausgewéahlten Person sind.

Im Allgemeinen gibt es keine deterministische Funktion 1, so dass V = ¢ (U)
gilt. Um V' mit Hilfe von U moglichst gut vorauszusagen, suchen wir Koeffizi-
enten a,b € Ry, die die mittlere quadratische Abweichung

(a,0) — E(V —aU —1)? =
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EV?+ a*?EU? +V* — 2aE(UV) — 20EV + 2abEU

minimal werden lassen, d. h., wir suchen unter allen linearen Funktionen von
U diejenige, die V am besten approximiert.

Das fiihrt auf die Gleichungen
b=FEV —aFEU und

aD*U = Kov(U, V).

Also ist

V= EV + Kor(U,V)- (U — EU)

die beste lineare Approximation von V durch U. Definition: Die Gerade
v=yg(u)=EV +alu—EU),u € Ry

mit a = Kor(U, V)(J—V> = EollV)
ou

%
heifft Regressionsgerade fiir V' beziglich U. Die Zufallsgrifie V = g(U) ist die
(im quadratischen Mittel) beste lineare Funktion von U fir die Voraussage von
V' auf der Basis von U ( = Regressionsgerade fir V auf der Basis von U ).

Man wird mit der Vorhersage V fiir V den tatséchlich eintretenden Wert von V
i. Allg. nicht genau treffen. Im Mittel allerdings schon, denn es gilt EV =EV.
Die tatséichliche ” Ungenauigkeit” V-V héngt vom Zufall ab. Wir messen sie
durch ihre Varianz E (\7 — V)2, fiir die sich nach einfacher Rechnung

~

E(V =V)? =0¢(1— (Kor(U,V))?)

ergibt. Diese Zahl bezeichnet man als Reststreuung, die zwischen der Vorher-
sage V und dem vorherzusagendem Wert V' noch besteht, und die man auf
Grundlage der Vorhersage von V' durch eine lineare Funktion von U nicht be-
seitigen kann.

Hier wird noch einmal deutlich, dass Kor(U, V') ein Ma8 fiir den linearen Zu-
sammenhang zwischen U und V ist.

Spezialfille:
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a) Kor(U,V) = 0= keine Reduzierung von o7, die beste lineare Funktion
V' zur Vorhersage von V' auf der Basis von U héngt gar nicht von U ab
und ist gleich dem Wert EV.

b) |Kor(U, V)| =1:V =V, keine Reststreuung, exakte Vorausaussage von
V' durch eine lineare Funktion von U moglich

4.6 Erzeugende Funktionen

Fiir diskrete Verteilungen auf den natiirlichen Zahlen stellen die sogenannten
erzeugenden Funktionen ein wirkungsvolles analytisches Hilfsmittel dar, um
zum Beispiel Momente der Verteilung zu bestimmen. Weitere Anwendungen
werden wir spéter kennen lernen.

Es sei X eine Zufallsgrofle iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2, P), die
nur Werte aus der Menge N, der natiirlichen Zahlen annehmen kann, und mit
Einzelwahrscheinlichkeiten ihrer Verteilung

Definition 4.37 Als erzeugende Funktion g¢(s),s € [—1,1], der Zufallsgrife
X (genauer: ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ ) bezeichnet man die Funk-
tion

g(s) == B(s%) = Zskpk, s € [—1,1].

k>0

Wegen p, > 0 und Zpk = 1 ist g() eine Potenzreihe mit einem Konver-
k>0

genzradius p > 1. Daraus ergeben sich sofort einige Eigenschaften, die wir in

folgender Aussage zusammenfassen.
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Aussage 4.38 In der soeben eingefiihrten Terminologie gilt
(i) g(-) ist in (—1,1) unendlich oft differenzierbar mit
fracdkdskg(s) = Zj(j 1) (G- k+ 1)5j_kpj =
Jjzk
EX(X —1)...(X —k+1)sH),

es qilt

= 1 d* k>0 4.28
Pr = H@Q(Sﬂszoy = V. ( . )

(ii) Im Fall EX* < oo haben wir die Gleichung

EXX-1D)(X-2)...(X—-k+1)) = 11%1 ﬂg(s) < oo. (4.29)
s11 ds
Gilt dagegen EX* = oo, so ist
. d”
EXX-1)--(X—-k+1)) :151%1@9(3) = 0.

(iii) Sind g(-) und h(-) erzeugende Funktion zweier Zufallsgrofien X bzw. Y
mit Werten in Ny, und gilt g(s) = h(s),s € [0,6], fir ein 6 > 0, so sind
die Verteilungen PX und PY einander gleich:

P(X=k)=P(Y =k), k>0

Beweis:
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Es sei |s| <1und 6 >0, so dass (s —d,s+3d) C (—1,1).
Dann ist fiir alle h € (=9, )

A(s,h) :=|h Y g(s + h) — g(s stk Ype| =

D I (s +h)F =) — ks py

k>1

Weiterhin gibt es fiir jedes k£ > 2 ein & mit || < h, so dass gilt

k(k—1)

h (s 4+ h)F — &%) — ks = 5

s+ &) h

(Mittelsatzwert). Wegen |s + & < |s| + 0 < 1 ergibt sich

A, h( < Y PEZD (1 40) - 1hl = o).

k>1

Fiir h — 0 folgt also

dg

Lo d
- = Z ks*'pg, und es gilt d—i\szo =Dp1.

k>1

Der Beweis fiir die hoheren Ableitungen erfolgt analog.

Mit EX* < oo gilt auch EX' < oo(1 < [ < k) und somit F(X (X —
1)...( X —k+1)) < oo Furs e (0,1) ist %g(s) eine nichtnegative
monoton wachsende Funktion mit (siehe Teil (i) dieser Aussage)

1;%1 zskg( JSEXX-1)...(X—k+1)) <oc. (4.30)

Es sei € irgendeine positive Zahl und j, so grof}, dass

[e o]

ST GGk gy <o

2
J=jo+1
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gilt.

Weiterhin sei § < 0 so gewihlt, dass

Jo

ij—l kD) > GG =1 (G —k+p— 5
i=k

fur alle s mit s € (1 — 4, 1] richtig ist.

Dann gilt fiir s € (1 — 6, 1]

sdk Z]J—l G+ )SJPJ+Z (G —1)... (G — k+1)sp;
J=jo+1
>Z]j—1 (j—k+1) ‘——>ij—1 (J+E+1)p;

und somit haben wir in (4...) das Gleichheitszeichen.
(iii) Nach Voraussetzung und wegen (i) gilt

d*q d"h

@(S) = w(S% k Z 1,8 € (O, (5)

Wegen der Stetigkeit aller Ableitungen von g und von h fiir |s| < 1 folgt

dg d*h
ok 1m0 = g lo=o
Aus (4....) ergibt sich nun (iii). O

Definition 4.39 Die Grifle fr := EX(X —1)... (X —k+1) heifit faktorielles
Moment k-ter Ordnung der Zufallsgrofie X .

Formel (4...) kann man zur Berechnung anderer Momente der Zufallsgréie X
nutzen. Zum Beispiel gilt

EX = f1,D*’X = EX? — (EX)* = fo + f1 — f£.
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Beispiel 4.40 (Fortsetzung der Beispiele aus 4.1.):

a) Im Fall wy, =k, k=1,---, N ergibt sich

. N L1 s— N
g(S)ZNZS =N 15 s€[-1,1)
k=1

und ¢(1) =1,

b) g(s) = sk falls wy = ko € Ny,

&) g(s) = 32 (") (ps)*(1 — p)"* = (1 — p(1 — 5))",

k=

[e=]

d) g(s) = 3> 200N —exp(A(s — 1)),

=0

e

e) g(s) = > (qs)"p = £ mit ¢ =1 —p,
k=0

m  (R\(M—R
f) g(s) = Z LAT’“) s¥ ist eine spezielle hypergeometrische Funktion,

8) g(s) = 3 (1)(@s)p = (22)" mit g = 1 — p.

Der Beweis ist elementar.

4.7 Mehrstufige zufillige Versuche

Héaufig lauft ein zufilliger Versuch in mehreren Schritten oder Stufen ab.
Wir haben dafiir bereits Beispiele kennen gelernt (mehrmaliges Werfen ei-
ner Miinze). In diesem Abschnitt werden wir zunéchst ein sehr allgemeines
stochastisches Modell zusammengesetzter Versuche konstruieren. Danach kon-
zentrieren wir uns auf den Fall abzéhlbar vieler Versuchsausgénge, in dem man
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einige einfache Berechnungsformeln angeben kann.

Angenommen, der zuféllige Versuch besteht aus n Einzelexperimenten, die
nacheinander ausgefiihrt werden. Die moglichen Ergebnisse w;, des k-ten Ex-
perimentes moégen aus einer Menge €2 stammen, k& = 1,...,n. Das Ergebnis
des Gesamtexperimentes wird dann beschrieben durch den Ausgang

W= (w1,...wy) € Q1 X ... X
Da w aufgefasst wird als Ergebnis einer zeitlichen Abfolge von Experimenten,

nennt man w auch einen ”Pfad” oder eine "Trajektorie” des Gesamtversuches.

Wir setzen

Q::le...xQn:H 0.
k=1

Die mit dem k-ten Experiment verbundenen Ereignisse bilden eine o-Algebra
A, von Teilmengen von €2;. Die o-Algebra 2 aller mit dem Gesamtversuch
verbundenen Ereignisse enthélt natiirlich alle Ereignisse der Form A := A; x

X A, mit Ay € Ui,k =1,...,n, da man nach Ablauf aller Teilexperimente
entscheiden kann, ob ein solches A eingetreten ist oder nicht.

Wir definieren 2 als kleinste o-Algebra von Teilmengen von 2, die alle Ereig-
nisse dieser Form umfasst, also:

QIZ:O'<A1X...XAn‘AkEQ[k,k:L...,n).

Definition 4.41 2 hezﬂt die Produkt-c-Algebra der o-Algebren Ay, k = 1,.

und wird auch mit H Qlk oder A; @Ay ® --- @A, bezeichnet.
k=1

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, so haben wir mit (Q,2(, P) ein sto-
chastisches Modell eines n-stufigen zufélligen Versuches.

Das System v von Ereignissen aus 2, definiert durch

’y::{AlX...XAnlAkEQ[k,]{I:L...,’I‘L}
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ist eine Semialgebra mit o(vy) = 2. Folglich ist P durch die Angabe seiner
Werte auf «y bereits eindeutig festgelegt (MaBtheorie). Das wird uns die Kon-
struktion des Mafles P aus einfacheren Gréfien ermoglichen.

Das k-te Einzelexperiment (2, 2k, Py ) ist in dem Gesamtexperiment (€2, 2, P)
durch

We D Ap —— (U X .o X Qg X Ap X Qg X ..o x Q) = A} und

Pu(Ay) = P(A}), A ey

eingebettet. Die Verteilung P bestimmt also die ” Randverteilungen” P, auf 2.

Aus den P,k =1,...,n, dagegen ist P im Allgemeinen nicht reproduzierbar.
Das gelingt nur in einem Fall, ndmlich wenn gilt

P(Ayx...x Ay) =[] P(Ar), A€W k=1,...,n. (4.31)

k=1

In diesem Fall bezeichnet man P als das von den Py erzeugte Produktmafs auf
der Produkt-o-Algebra 2l und schreibt P = H Pk PP, ® --®P,.

Im Allgemeinen ist jedoch P nicht gleich dem Produktlonsmaﬁ

Wir wollen nun fiir den Fall, dass alle €2, abzéhlbar sind, das Mafi P aus
einfacheren Kenngroflen konstruieren. Dazu beginnen wir mit einem einfachen
Beispiel.

Beispiel 4.42 In einer Urne mdgen sich zwei rote und drei schwarze Kugeln
befinden. Wir ziehen auf gut Gliick eine der Kugeln und legen sie zusammen
mit einer weiteren Kugel derselben Farbe wie die gezogene, in die Urne zuriick.
Danach wéhlen wir erneut auf gut Gliick eine Kugel.

Das Experiment ist zweistufig mit 1 = s = {r, s}, seine moglichen Ausginge
sind die Elemente der Menge Q := {(r,7), (r,s), (s,7), (s,s)}. Fir 2 wihlen
wir B(2). Die zu bestimmende Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist diskret
und durch ihre Einzelwahrscheinlichkeiten p((r, 7)), p((r, s)),p((s, 7)), p((s,s))
eindeutig festgelegt.
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P(A)= ) pw), ACQ. (4.32)

ww€eA

Um eine Vorstellung zu bekommen, wie grof§ diese Einzelwahrscheinlichkeiten
im betrachteten Fall sind, erinnern wir an das empirische Gesetz der grofien
Zahlen, dass bei wachsender Zahl von Versuchsdurchfithrungen die relative
Héufigkeit @ eines Ereignisses A sich der Wahrscheinlichkeit P(A) immer
mehr ndhert. Wenn wir die geschilderten Ziehungen sehr oft wiederholen, so
wird die relative Haufigkeit, beim jeweils ersten Zug eine rote Kugel zu erhal-
ten, etwa gleich % sein, da in der Urne zwei der fiinf Kugeln rot sind. Unter
denjenigen Versuchsdurchfithrungen, bei denen man beim ersten Mal eine rote
Kugel zieht, werden sich mit der relativen Haufigkeit von etwa % = % beim zwei-
ten Ziehen eine schwarze Kugel ergeben, da sich vor dem zweiten Ziehen drei
rote und drei schwarze Kugeln in der Urne befinden. Insgesamt wird also die
relative Haufigkeit des Ergebnisses (7, s) etwa gleich % . % = % sein. Wir setzen
deshalb die Einzelwahrscheinlichkeit p((r, s)) dafiir, beim ersten Zug eine rote,
beim zweiten Zug eine schwarze Kugel zu erhalten, gleich p((r,s)) = 2-1 = 1
Analog ergibt sich p((r,r)) = 2-2 = £, p((s,7)) = 2-2 = £,p((s,5)) =

Damit ist unter Beachtung von (4...) eine Verteilung auf B(2) definiert.

e
Sl

Fiir die Randverteilungen P; und P, des ersten bzw. zweiten Zuges ergibt sich

Pi({r}) = P({r} x {r,5}) = pl(r,7) + pl(r:5)) = 2.

P{s)=1- A} =1

By({r}) = P({r,s}x{r}) = p((r.r))+p((s, 7)) = g Py({s}) = 1-P,({r}) = g
Erste Pfadregel

Im Folgenden seien alle Q, k = 1,...,n, hochstens abzdhlbar. Das erste der
n Experimente ende mit der Wahrscheinlichkeit p()(w;) mit dem Ausgang
w1 € €. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das zweite Experiment hangt



110 Uwe Kiichler

i.A. vom Ausgang des ersten ab, wir bezeichnen ihre Einzelwahrscheinlich-
keiten mit pffl) (wq). Analog hingt die Wahrscheinlichkeitsverteilung des k-ten

Experiments vom bisherigen Verlauf ab: pg?w},_wk_l(wk). Als Wahrscheinlich-
keit p(w) fiir den Ausgang des Gesamtexperimentes w = (wy, . . . ,w, ) definieren
wir analog zum obigen Beispiel:

p(w) = P (w)pl)(wz) - B, (). (4.33)

Offenbar ist p(w) > 0 und

> o)=Y pWw) D pP(wa) - > p L (wa) =1,

we w1 € wo €2 wn€Qy

da nach Definition gilt:

pM(w1) > 0 und Z pP(wy) =1, sowie

w1€Q1

(k)

pwlwz ‘Wi—1 (

k) > 0 und

prlu&wkl ):17k22.

wE €N

Diese Regel (4....) zur Bestimmung der Einzelwahrscheinlichkeiten p(w) heifit
auch "Erste Pfadregel”.

Die Wahrscheinlichkeit p(w) des Pfade w = (w1, ws, -+ ,w,) wird also mittels

der zumeist bekannten oder einfacher zu bestimmenden Gréfien pffl)...wkfl(wk)
berechnet, die die Wahrscheinlichkeiten angeben, dass beim k-ten Versuch der
Ausgang wy, erscheint, wenn im bisherigen Verlauf der Versuche wy, wo, -+, wi_1
aufgetreten sind.

Zweite Pfadregel

Als 7Zweite Pfadregel” bezeichnet man die Formel zur Bestimmung von P(A),
wie sie fiir jede diskrete Verteilung gilt:

=> pw), AcCQ (4.34)

wEA
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Als Fazit halten wir fest, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung P in einem
n-stufigen zufélligen Versuch sich aus den meist einfacher zu bestimmenden
Wahrscheinlichkeiten

p(l)(wl) (k) (wk),k:2,3,--- nyw; €Qi=1,---,n

’pw1---wk—1
mit Hilfe der ersten und zweiten Pfadregel bestimmen ldsst. Die Vertei-
lung (p™M(wy),w; € Q1) nennt man Anfangsverteilung, jede der Verteilungen
pgi),,,wkfl(wk),wk € Qp, eine Ubergangsverteilunyg.

Beispiel 4.43 (Polya’sches Urnenschema)

In einer Urne liegen R rote und S schwarze Kugeln, R + S = N. Auf rein
zuféllige Weise wird n-mal nacheinander eine Kugel entnommen, jedes Mal
wieder zuriickgelegt und ¢ Kugeln derselben Farbe hinzu gefiigt.

Die Anzahl der roten Kugeln in der Urne nach Abschluss den Ziehungen und
des Zuriicklegens ist eine Zufallsgrofie. Gefragt ist ihre Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Der beschriebene Mechanismus wird als einfaches Modell der Ausbrei-
tung infektioser Krankheiten in Populationen von Individuen angesehen und
heifit Polya’sches Urnenschema.

Wir beschreiben das Polya’sche Urnenschema als mehrstufigen zufélligen Ver-
such. Dazu setzen wir

QO = {071}722[k:q3<9k)7k: L...,n

und vereinbaren w; = 0, falls beim k-ten Ziehen eine schwarze, w;, = 1, falls
beim k-ten Ziehen eine rote Kugel erscheint.

n ®

Essei Q:= [[ Q,A:=P(Q),w = (wy,...,wy,) € Q.
k=1

Die Anzahl der roten Kugeln, die bis zum (einschliefllich) k-ten Ziehen gezogen

wurden, werde mit Ry bezeichnet.

Die ZufallsgroBlen Ry und Si habe die moglichen Werte 0,1, ..., k. Nach Defi-
k

nition gilt Ry(w) = ij, wek=1,...,n.

j=1
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Wir setzen Ry(w) = 0.

Die Anzahl Sj der schwarzen Kugeln, die bis zum k-ten Ziehen erschienen sind,
ist folglich gleich k — Ri(w) =: Sk(w). Auch hier definieren wir Sy(w) = 0.
Nach den beiden Pfadregeln fiir mehrstufige Versuche gilt:

(Ro=j)= > P{w

weN
Rp (w)=j

P({w}) = pP(w)pl) (@s) -0 iy (@) (9) (4.35)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit pc(ukl) <+ wy,_; (wg) ist dabei die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass im k-ten Versuch eine rote (wy, = 1) bzw. eine schwarze (wy, = 0)
Kugel gezogen wird, wobei (wy, . ..,wy_1) den bisherigen Verlauf der Ziechungen
darstellt.

Lemma 4.44 FEs gilt
(R+ Ri_1(w) - ¢)*(S + Sp_1(w) - ¢) 1=k

s (1) = R+ S+ (k—1)c ’
k=1,---,n.  (4.36)

%)

Beweis: Vor dem k-ten Ziehen einer Kugel befinden sich R+ S + (k — 1)c Ku-
geln in der Urne, von denen R+ Ry_1(w)c rot und S+S;_1(w)-c schwarz sind. O

Beim Einsetzen von (4.36) in (4.35) kann man das entstehende Produkt ver-
einfachen. Dazu nutzen wir das folgende

Lemma 4.45 Fiir alle w aus Q2 gilt

n—1 Rp(w)
TR+ Ri(w)e)+ = T (R+ (k = 1)c) und (11) (4.37)
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n—1 Sn(w)
[1(S+ Skw)e)=== = T (S + (k- 1)e), (4.38)
k=0 k=1

0
wobei [](...) =1 gesetzt wird.
k=1

Beweis: Wir zeigen nur, dass die erste Gleichung richtig ist, die zweite beweist
man analog.

Fiir n = 1 ist die Gleichheit in (11) offensichtlich. Die Beziehung (11) gelte fiir
n = m. Dann haben wir flir n =m +1:

m

[[(R+ Ri(w)e)+ = H (R + Ri(w)e)**1 - (R + Ry (w)e)m+*
k=0

k=0

H De)(R + R (W),
Der letzte Faktor ist glelch (R4 (Rmt1(w) — 1)) falls w1 = 1 (wegen

Ryi1(w) = Ry(w) +wim1), und gleich Eins, falls w,, 1 = 0. Wegen R,,11(w) =
R,,(w) im letzteren Fall ist somit (11) fiir n = m + 1 und jedes w richtig. O

Folgerungen 4.46 Fiir jedes w € € qilt

L (R+G=1e) 11 (S+G=1)e)
P({w}) = = 0 = (4.39)
1;[1(1% +S+(—1))
P(R,=1) = P{w}),l=0,1,...,n.
w:Rp (w)=l

Alle w mit R, (w) = [ haben wegen (13) die gleiche Wahrscheinlichkeit P({w}).
Es gibt insgesamt (’;) von thnen (das ist die Anzahl aller maoglichen Anordnun-
gen von | Einsen und (n — 1) Nullen in w = (wq,...,wy,)). Also folgt
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l n—l

() TTR+ (G = 1)e) [T(S + (5 = 1)e)
P(R,=1)=—2"1 = (4.40)
[] (R+S+(j—1)c)

[=0,1,...,n.

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung von R, heifit ”Polya’sche Verteilung” auf
{0,1,...,n} mit den Parametern R,S und c.

Damit haben wir:

Aussage 4.47 Die Anzahl der bis zum n-ten Zug gezogenen roten Kugeln im
Polya’schen Urnenschema hat die durch (14) gegebene Polya’sche Verteilung
mit den Parametern R, S und c.

Spezialfalle:

¢ = 0: In diesem Fall wird nach jedem Ziehen nur die gezogene Kugel selbst
zuriickgelegt. Es ergibt sich eine Binomialverteilung mit den Parametern n und

_ _R
P= gris:
¢ = —1: Jetzt wird nach jedem Ziehen die gezogene Kugel nicht zuriickgelegt

und auch keine weitere in die Urne gelegt. Wir erhalten eine hypergeometrische
Verteilung mit den Parametern M = R+ .S, m = n. (Wir setzen in diesem Fall
der Einfachheit halber m < min(R, S) voraus.)

Es sei Ay = "bei k-ten Zug erscheint eine rote Kugel”, 1 < k < n. Wir wollen
P(Ay) berechnen und beweisen zunéchst das folgende Lemma.
Lemma 4.48 Die Ereignisse Ay, As, ..., A, sind austauschbar im Sinne von:

Beweis: Wegen (4....) gilt fiir alle Tupel (i1, ,4) mit 1 <¢; < --- <4 <mn
die Gleichung
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n

Y. Pwh = Y HuRuw)=D)_ >, Ha(m)(441)

weN we: weN
wij:1,j:17.‘.,l wijzl’jzl’”'l wij:17‘]:1,-..,l

Rp (w)=m

mit
R+ G -1 T (S + (- 1)e)
H,(m) = =l — =1 , 0<m<n.
[I(R+S+(j—1)c)
j=1
Die Summanden H,(m) der rechten Seite von (4....) sind fiir alle Tupel (i, - - - , ;)
mit derselben Lénge [ dieselben, und die Anzahl der w mit w;, =1,k =1,--- 1,
und R, (w) = mist bei m mit I < m < n gleich (:;ll), unabhéngig von den Wer-

ten iy, 49, -+, € {1,2,--- ,n}. Somit gilt P(A;; N---NA;,)=P(AiN---A4),
die (Ag, k < n) sind also austauschbar im Sinne von ......

Mit Hilfe dieses Lemmas kommt man zu der zunachst iiberraschenden

R
P(Ak):P(Al):ma k=1,2---.,n

unabhéngig von k£ und c.

Aussage 4.49 Fir alle k =1,2,...,n gilt

R
R+ S

P<Ak> = P(A1> =

Beweis: Wegen der Austauschbarkeit der A;, A,,..., A, folgt insbesondere

P(A;) = P(Ay), und P(A;) = RL_;S ist offensichtlich, da das Ziehen der er-

sten Kugel auf gut Gliick erfolgt. O
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Kapitel 5

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und Unabhéingigkeit

Mitunter erhélt man iiber das Ergebnis eines zufélligen Versuches Vorinfor-
mationen. Dann entsteht die Frage, wie sich fiir den Betrachter, den man als
"Insider” bezeichnen konnte, die Wahrscheinlichkeiten der mit dem Versuch
verbundenen Ereignisse dndern.

5.1 Definition und Eigenschaften

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir verbinden mit (2, 2, P) wie-
der die Vorstellung, es handle sich um einen zufélligen Versuch mit moglichen
Versuchsergebnissen w aus €2, mit den zufilligen Ereignissen A aus 2, die mit
dem Versuch verbunden sind, und mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf
2, die jedem Ereignis A aus 2 eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuordnet.

Es seien A und B zwei Ereignisse, d.h. A, B € 2.

Angenommen, vor Bekanntwerden des Ausganges dieses zufélligen Versuches
erhélt man als Vorinformation die Nachricht, dass das Ereignis B eingetreten
ist. Wie dndert sich dadurch die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten
von A? Um davon eine Vorstellung zu bekommen, nehmen wir wieder das em-
pirische Gesetz der grofien Zahlen zu Hilfe.

Wir stellen uns vor, der Versuch wird n-mal unter gleichartigen Bedingun-
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gen und unabhéngig voneinander ausgefithrt. Dann gilt entsprechend diesem
Erfahrungsgesetz

Y~ Pa), 22 & p(B).

n
Wir betrachten von dieser Versuchsreihe der Lange n jetzt nur diejenigen Ver-
suche, bei denen B eingetreten ist. Davon gibt es n(B) an der Zahl. Wir kénnen
diese Reihe als eine neue Reihe von Versuchen ansehen, bei denen immer B
eintritt, das Eintreten von B erscheint damit als eine zusétzliche Versuchsbe-
dingung.

Will man die Wahrscheinlichkeit von A im Rahmen dieser neuen Versuche
(unter der Bedingung, dass B eintritt) berechnen, so wire ein Kandidat die
Anzahl aller Versuche, bei denen A und B eintreten, geteilt durch die Anzahl
aller Versuche, bei denen B eintritt:

n(4) n(B)

n(ANB) n(ANB) n(B)
n(B) n on

Das fiihrt uns auf folgende Definition:

Definition 5.1 FEs seien (Q,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € 2
mit P(B) > 0. Dann heift

P(AN B)

P(AIB) = =5

(5.1)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass das Ereignis
B eintritt (kurz: die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung
B).

Beispiel 5.2

a) Beim Werfen zweier Wiirfel betrachten wir die Ereignisse
A: = "Der zweite Wiirfel zeigt eine gerade Zahl” und

B : =7 Die Augensumme ist acht”. Dann gilt
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P(ANB P({(6,2),(4,4),(2,6 1
P(AIB) = (PB - P({(2 6({(3 5) (4 4> (5 3>})6 oy 57 TW =5
(B) ({(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)})
b) Bei 6800 rein zufillig aus der Bevilkerung ausgewéhlten Personen wur-
den Augen- und Haarfarbe registriert. Das Ergebnis ist in folgender Ta-
belle enthalten.
1 (Haar) 1 2 3 4 Zusammen
k (Augen) (hellblond) (dunkelblond) (schwarz) (rot) ng.
1
(blau) 1768 807 189 47 2811
2
(grau oder griin) 946 1387 746 53 3132
3
(braun) 115 438 288 16 857
Zusammen n 2829 2632 1223 116 6800

(aus: Fisz, M., Wahrscheinlichkeitsrechnung und Mathematische Statistik, Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1965.)

Die Tabelle erlaubt die Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten, die die
Zusammenhénge zwischen beiden Merkmalen Haar- und Augenfarbe deutli-
cher herausstellen als die Originaltabelle. Zum Beispiel gilt:

Az := "Eine rein zufillig ausgewéhlte Person hat braune Augen”

B3 := "Eine rein zufillig ausgewéhlte Person hat schwarze Haare”

P(AsNBs) 22 288
P(Aq|Bs) = — 6800 _
(4s]Bs) P(Bs) 1235 ™ 1993

dagegen gilt die "absolute” Wahrscheinlichkeit

= 0,234,

P(As) = 857/6800 = 0, 126.
Entsprechend berechne man z.B. P(Ay|B3), P(Bs|As) usw..
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Es seien A, B, Ay € 2,k > 1, mit P(B) > 0. Dann bestehen folgende Eigen-

schaften, die sich unmittelbar aus der Definition ergeben:
Aussage 5.3 (FEigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten)

1. 0< P(A|B) <1
2. P(Q|B) =1, P(0|B)=

P(U AdB) =3 P(AB),
k=1 k=1

falls A, N A; =0 fiir alle k, 1 mit k # 1.

Bemerkung 5.4 Aus 1. - 3. folgt, dass die Abbildung

A= P(AB), Aex,

ebenfalls eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 21 ist. Der Wahrscheinlichkeits-
raum (£, 2, P(-|B)) ist das mathematische Modell fiir den urspriinglichen Ver-

such mit der zusétzlichen Bedingung, dass B eintritt.

Unmittelbar aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt sich

weiterhin

Aussage 5.5 (Multiplikationssatz)

P(ANB)= P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A),
und allgemeiner:

P(AJAiN...NA,1)P(A1|AiN...NA, ) ... P(As]Ay) -

falls P(AyN...NA,—1) > 0.

(5.2)

P(Ay) (53)
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Der Beweis von (5.3) erfolgt mittels vollstandiger Induktion unter Verwendung
von (5.2).

Aussage 5.6 (7Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit”)
Es sei (Z;,1 € I) mit I C Ny eine Zerlegung von S in Ereignisse Z; aus A, die
alle eine positive Wahrscheinlichkeit besitzen:

ZinZy=0fallsi#j:jeIL|JZ =Q,P(Z)>0, iel
iel
(Bei jeder Versuchsdurchfihrung tritt also eines und nur eines der Ereignisse
Z; ein.)

Dann gilt fiir jedes Ereignis A € 2 :
P(A) =) _P(A|Z:)P(Z). (5.4)
iel

Beweis:

P(B)=P(BNQ) =PBn(]J2z) =

icl
P(JBNZ)) =) P(BNZ)=) P(B|Z)P(Z).
iel iel iel
0
Folgerungen 5.7 Wenn Z; = A, Z, = A,0 < P(A) < 1 gilt, so ist
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A). (5.5)

Beispiel 5.8 Aus einer Urne mit R roten und S schwarzen Kugeln (R + S =
M) werden auf gut Gliick nacheinander und ohne Zuriicklegen zwei Kugeln
gezogen. Wir definieren:

Aq :="Die erste Kugel ist rot”, A, := "Die zweite Kugel ist rot”.
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Wie grof sind P(A;) und P(A,)?

Die Wahrscheinlichkeit P(A;) ist einfach zu bestimmen, da es sich beim ersten
Ziehen um ein Laplace-Experiment handelt:

R

=7

Wie gro8 die Wahrscheinlichkeit P(A5) ist, ist nicht unmittelbar ersichtlich.
Zu ihrer Berechnung greifen wir auf (5.6) zurtick:

P(Ay)

Wir wissen bereits, dass P(A;) = & und P(4;) =1 — P(4;) = £ gilt.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ay|A;) und P(Ay|A;) sind ebenfalls

einfach zu bestimmen:

R—-1 - R
P(Az]Ay) = U—1 P(As]Ar) = M1
Folglich ergibt sich
R—-1 R R S R
Ul v I v v Ryl v

~—

Diese Wahrscheinlichkeit ist genauso gro8 wie P(A;). Man beachte, dass man
bei der Berechnung von P(Aj) nicht annimmt, dass bekannt ist, ob A; einge-
treten ist oder nicht.

Es seien (Z;,i € I) eine Zerlegung von ) wie in Aussage 5.6 und B € 2 mit
P(B) > 0.

Aussage 5.9 ("Bayes’sche Formel”):
Es qgilt fiir jedes j € I:

_ P(B|Z;)P(Z;)
P(Z;|B) = > P(B|Z)P(Z;)

el
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Beweis: Nach Definition 5.1 gilt
P(Z;nB) _ P(B|Z;)P(Z;)

P(Z;|B) = =
Auf den Nenner wird nunmehr der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ange-
wandt, Aussage 5.6. O

Beispiel 5.10 Reihenuntersuchung auf Tuberkulose (Thc)

A :="Der Test auf Thc ist beim untersuchten Patienten positiv”
B := "Der untersuchte Patient leidet unter Thc”

Aus langen Testserien weifl man

P(B) =2, P(A|B)=0,96, P(A

g B) = 0,92 und somit insbesondere

P(A|B) = 0, 08.

Mit Z, = B, Z, = B ergibt sich

P(A|B)P(B) B 0,96 - 15
(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)  0,96- -1 +0,08 -

109

P(BIA) = - o =0, 1.

109

Das bedeutet fiir die gegebenen Erfahrungswerte, dass bei positivem Testaus-
gang die Wahrscheinlichkeit, dass der untersuchte Patient tatséchlich an Tbhc
leidet, nur 0,1 betragt.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten im Laplace-Modell

Es sei (2, Z(), P) ein Laplace-Modell mit #Q = N.
Weiterhin seien A, B C Q mit N(B) = #B > 0.

Angenommen, wir wissen bereits, dass das Ereignis B bei diesem zufélligen
Versuch eintritt. Dann gibt es fiir uns nur noch N(B) mogliche Versuchs-
ausginge w. Alle diese Ausgidnge sehen wir wieder als gleich wahrscheinlich
an. Bei N(AN B) = #(AN B) von ihnen tritt auch A ein.

Also gilt

N(ANB) N(ANB)/N P(ANB)
N(B)  N(B)/N  P(B)
Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|A) ist also nicht nur aus

der Sicht des empirischen Gesetzes der groflen Zahlen, sondern auch aus der
Sicht der Laplace-Modelle verniinftig.

P(A|B) =

Beispiel 5.11 Im Nachbarraum werden zwei reguldre Wiirfel geworfen. Wir
erhalten die Nachricht, dass die Augensumme kleiner als sieben ist. Wie grof3
ist unter dieser Bedingung die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens einer

der Wiirfel eine Eins zeigt? ( = g)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten in mehrstufigen Versuchen
Wir haben in Abschnitt 4.7 die Wahrscheinlichkeiten P(A) fiir Ereignisse A

berechnet, die mit mehrstufigen zufilligen Versuchen zusammenhéngen. Mit
den dortigen Bezeichnungen gilt:

P(A) =) P({w}) und (5.6)

wEA

P({w}) = p" (wi)pl) (wa) -+ P, (wn) (5.7)
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fir w = (wy,wa, -+ ,wy).

Dabei bildeten die Grofien p(w,) die Anfangsverteilung und Grofien pfukl)...wt_l (wr)
die vorgegebene " Ubergangswahrscheinlichkeiten”, aus denen P({w}) berech-
net wird. Auf der Grundlage der so konstruierten Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung Pbestimmen wir nunmehr gewisse bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Wir beginnen mit einem zweistufigen Versuch mit hochstens abzahlbar vielen
Ausgédngen. Dann haben wir

P(A) =) P({w}) und

wEA

P({w}) = pM(w)p@ (w2), w = (wi,w2),

wobei die Anfangsverteilung p™ (w;),w; € ©1, und die Ubergangswahrschein-

lichkeiten pffl) (wa), w1 € O, wy € 9, gegeben seien.

Setzt man
A = {w € Q] In der zweiten Versuchsstufe erscheint der Ausgang ws} und
B :={w € Q| In der ersten Versuchsstufe erscheint der Ausgang w; },

so gilt

>, P({w})

_P(AQB) __ w€eANB _
PAB) = =55 = 5 Pl
PP wa) 5.8
/z p(l)(wl)pﬁ)(w;) pw1( 2)- ( . )
wy€Q2

Das heifit, die Wahrscheinlichkeit p£,21) (wq) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) beziiglich des Mafles P, was durchaus der Anschauung und Konstruk-
tion entspricht.
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Wir wollen im Folgenden zeigen, dass in jedem n-stufigen Versuch auch die
Grofien pgﬁ)...wk_l(wk) als bedingte Wahrscheinlichkeiten beziiglich der Vertei-
lung P auffassen lassen.

Definiert man

A :={w € Q] In der k-ten Versuchsstufe erscheint der Versuchsausgang wy}
und

B :={w € Q| In den ersten k—1 Versuchen erscheinen jeweils wy, wsq, - -+ ,wi_1},

so erhalten wir

Aussage 5.12

PANB) 2y (WD

PAB) = =5 = s Py
= pg?l..wkfl (wk)

Beweis: Wegen Formel (5.9) haben wir

PANB) Sy (WD

P(A|B) = = =
P(B) > P({w})
wEB
k k+1 n
S pW )l @S @) S (@)
Whpr W
k k+1 n
> PO Pl @RS Wh) 0 L (W)
Wy Wh 1 Wh

= D), (@)

Das bedeutet, die ”Bausteine” pg?...wkfl(wk), aus denen sich P zusammen mit
der Anfangsverteilung p™(-) ergibt, erweisen sich aus der Sicht von P gerade
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als die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der k-te Versuch mit wy endet,
unter der Bedingung, dass in den vorangegangenen Versuchen die Resultate
Wi, ws, - -+ ,wp_1 auftraten.

5.2 Unabhéangigkeit

Wenn die Vorinformation, dass das Ereignisse B eintreten wird, die Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses A nicht verdndert, so sagt man,
A und B seien voneinander unabhéngige Ereignisse.

Den Begriff der Unabhéngigkeit kann man erweitern auf Zufallsgréfen und
auf Ereignissysteme wie o-Algebren. Er steht im Mittelpunkt der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematischen Statistik und liegt klassischen
Gesetzen der groflen Zahlen und zentralen Grenzwertsétzen zugrunde, die wir
spater kennen lernen werden.

5.2.1 Unabhéangigkeit von Ereignissen

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € 2 mit P(B) €
(0,1).

Im Allgemeinen gilt P(A|B) # P(A), d.h., die Kenntnis, dass B eingetreten
ist, beeinflusst die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A.

In manchen Fillen gilt allerdings P(A|B) = P(A). Das bedeutet, das Wissen,
dass B eintritt, verdndert die Wahrscheinlichkeit von A nicht. In diesem Fall
gilt iibrigens auch

P(ANnB) P(A)—P(ANnB)

PABR = =5 = PB)

- h = P(A). (5.9)
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Definition 5.13 Zwei Ereignisse A, B € 2 heiflen voneinander stochastisch
unabhéngig (beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P ), falls P(ANB) =
P(A)P(B) gilt. (Im Fall P(B) > 0 bedeutet das P(A|B) = P(A), und fir
P(A) > 0 ergibt sich auch P(B|A) = P(B).)

Die Unabhéngigkeit ist eine symmetrische Figenschaft beziiglich A und B.
Statt stochastisch unabhéngig sagt man auch einfach unabhéngig.

Aussage 5.14 A, B unabhingig <= A, B unabhingig.
Beweis: P(ANB) = P(A)P(B) < P(ANB) =

P(A) — P(AN B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B).

Folgerungen 5.15 A, B unabhiéngig < A, B unabhiingig <= A, B un-
abhéngig <= AB unabhéingig.

Definition 5.16 (2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige

Indexmenge und A; € A1 € 1.

a) Die A;,i € I, heiffen voneinander paarweise stochastisch unabhéngig
beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, wenn gilt:

P(A; N A;) = P(A;) - P(4;)
fiir beliebige Indizes i,5 € I mit i # 7.

b) Die A; heifsen voneinander (in ihrer Gesamtheit) stochastisch unabhéngig
unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, wenn gilt:

P(AN...NA)=P(A)-...- P(A,)

fiir je endlich viele verschiedene Indizes iy, ..., 0, € 1.
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Statt in ihrer Gesamtheit unabhéngiger Ereignisse sprechen wir auch einfach
von unabhdngigen Ereignissen.
Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften.

Folgerungen 5.17

1) Ist (A;,7 € I) eine Familie von unabhéingigen Ereignissen, so sind auch
die Ereignisse jeder Teilfamilie (A;,7 € I'), I’ C I, unabhéngig.

2) Mit (A;,i € I) ist auch (Cy,i € I), wobei C; = A; oder C; = A;,i € I,

gilt, eine Familie unabhéngiger Ereignisse.

Der Beweis von 2) erfolgt analog zum Beweis der Aussage (5.14) und ist
nur schreibtechnisch komplizierter.

Aus der Unabhéngigkeit der Ereignisse (A;,1 el ) folgt ihre paarweise Un-
abhéangigkeit. Die Umkehrung gilt nicht, siehe Ubungen.

Aussage 5.18 Ist (A;,i € 1) mit I C Ny eine Folge voneinander unabhingi-
ger Ereignisse, so gilt

1)
P (Alle A;,i € I treten ein) = P(ﬂ Ay) = H P(A;) (5.10)
iel i€l
2)

P (Mindestens eines der A;,i € I, tritt ein) = P(U A;)  (5.11)

el

=1- ][] - P4

icl

Beweis: Es sei I,, = I N [0,n],n > 1.
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1) Aus der Unabhéngigkeit der Ereignisse A;,¢ € I, folgt P(Njes, A;) =
[I P(A;) fiir jedes n > 1. Daraus folgt (...) durch Grenziibergang n — oo

i€l
unter Verwendung der Stetigkeit von P beziiglich monotoner Ereignis-
folgen.

2) Mit A;,i € I, sind auch die Ereignisse 4;,4 € I, voneinander unabhingig.
Folglich ist wegen der eben bewiesenen Eigenschaft a)

P(JA4)=1-P(N A)=1-T]] P(A;), woraus sich (...) ergibt. O

icl i€l i€l

Beispiel 5.19 Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim rein zufélligen Austei-
len eines Skatspieles zwei Buben im Skat liegen, betrégt p; = 0,0121. Niemand
rechnet also bei einem einmaligen Spiel damit, dass dieses Ereignis tatséchlich
eintritt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieses Ereignis in einer Serie von n
voneinander unabhéngigen Spielen mindestens einmal stattfindet, ist dagegen
pn = 1—(1—p)" Fiir n = 20 ergibt das pyg = 0,216, und fiir n = 50 er-
halten wir psg = 0,456. Ab welchem n kann man darauf wetten, dass in einer
Serie von n Skatspielen mindestens einmal zwei Buben im Skat liegen? (Vgl.
Abschnitt 3.4a)

Aussage 5.20 (2. Lemma von Borel-Cantelli)
Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und (A,,n > 1) sei eine Folge
voneinander unabhdingiger Ereignisse aus A. Dann folgt aus Z P(A,) = oo,

n>1
dass P(limsup A,) =1 gilt.

n—o0

Beweis:

1 — P(limsup A4,) = P(ﬂ U Ap) =

n m>n
P () Aw) = tim P(() A,) =
n=1m>n m>n
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Unter Ausnutzung von 1 —x < e *,x € Ry, folgt

k
1 — P(limsup 4,) < lim lim exp[— Z P(A,)] =0.

n—oo k— oo
m=n

5.2.2 Unabhingigkeit von o-Algebren

Wir erweitern in diesem Punkt den Unabhéngigkeitsbegriff auf allgemeine
Strukturen, da wir ihn spéter in dieser Form bendtigen werden.

Definition 5.21 FEs seien (2,2, P) ein  Wahrscheinlichkeitsraum, I eine In-
dexmenge und ~y; fir jedes v ein Mengensystem mit v; C A. Die ~; heiffen
voneinander unabhéngig, falls fiir jede endliche Auswahl J C I und jede Aus-
wahl A; € v5, 7 €3, gilt:

P((4) =[] PAy). (5.12)

jed j€d
Beispiel 5.22

1, .1

_>7 [_7 1)}7

0= [071),9[:%[071),_[3:)\[071),71 :{[0’2 2

3=l 9. (0. ) UL D)

~v1 und 7; sind bez. P unabhéngige Ereignissysteme.

Die folgende Aussage ist niitzlich zum Nachweis, dass o-Algebren voneinander
unabhéngig sind, da die sie erzeugenden Semialgebren im Allgemeinen von
wesentlich einfacherer Gestalt sind.

Aussage 5.23 Sind die Mengensysteme v;,1 € I, aus der vorangegangenen
Definition voneinander unabhdngige Semiringe, so sind auch die von ithnen
erzeugten o-Algebren A; = o(~;), © € I, voneinander unabhingig.
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Beweis: Es sei J eine endliche Teilmenge von I und fiir jedes j € J sei A; ein
Element von ;. Nach Voraussetzung gilt

P((4) =] PA)). (5.13)

jed jed
Fixiert man ein j, € J und alle A; mit j € J\ {jo}, so stellen beide Seiten von
(8) o-additive Mengenfunktionen auf der Semialgebra ;, dar, die sich eindeu-
tig zu Wahrscheinlichkeitsmaflen auf 2;, fortsetzen lassen. Also gilt (...) bei
festen A;, (5 € I\ {jo}), fiir alle A;, aus 2;,. Diese Uberlegung wird sukzessiv
fortgesetzt, und so ergibt sich die Behauptung. 0

Auch die folgende Aussage wird im Weiteren niitzlich sein.

Aussage 5.24 Fs sei U;,i € I, eine Familie voneinander unabhdngiger Teil-
o-Algebren von A. Weiterhin seien J1 und Jo zwei disjunkte Teilmengen von

I. Dann sind auch A3, := a( U ?le) und Ay, = 0( U le> voneinander
iedq i€J2
unabhdngig.

Beweis: v1 = |J 2, und 5 = |J 2; sind nach Voraussetzung zwei unabhéngi-

1€ 1€J2
ge Ereignissysteme, die iiberdies Algebren sind. Daraus folgt auf Grund der
Aussage 5.23, dass auch 2(;, und 2(;, unabhéngig sind. 0

5.2.3 Unabhingigkeit in mehrstufigen Experimenten

Es sei (2,2, P) ein n-stufiges zufélliges Experiment mit den Einzelexperimen-
ten (Qg, ™Ay, Pr), k=1,...,n. Das heifit, es seien
n® ®

Q=]] U, A=]] Ax und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2.
1

1
Mogliche Ausgénge fiir das n-stufige Experiment sind somit die Folgen w =
(w1,wa, ..., wy,) von Ausgéingen wy der Einzelexperimente. Der Zusammenhang
zwischen P und den Py ist gegeben durch

Pr(Ag) = P(21 X oo X Qg X A X Qg X oo X Q) (5.14)
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fiir alle Ay € A und k£ = 1,...,n. Wir identifizieren jedes Ereignis A, € A,
mit dem ihm zugeordneten Ereignis A) im Gesamtexperiment (2,2, P):

Azizﬂlx...XQk_lXAkXQk+1X...XQn, k:zl,...,n,

und setzen A; = {A) € A: A € Ax},
Dann bedeutet (...)

Pk(Ak)IP(A;(;)7 Ap €U, k=1,....n.

Auflerdem gilt mit dieser Terminologie

PATNA,N...NA)=P(A; x Ay X ... x A,). (5.15)

Definition 5.25 Wir sagen, die Einzelezperimente (Q, Ay, Py) seien im Rah-
men des Gesamtexperimentes (2,2, P) voneinander unabhdngig, falls die o-
Algebren 20, beziiglich P voneinander unabhdngig sind, d.h., falls gilt:

P(A..nA)=]][PA), A e, k=1, n (5.16)
1
Aussage 5.26 Die Finzelexperimente (Q, Ak, Py) sind im Rahmen des Ge-
samtexperimentes (0,2, P) genau dann unabhingig, wenn P das Produktmaf
der Py, k=1,...,n, ist, d.h., falls fir jede Auswahl Ay, € A,k =1,2,....n
qgilt:

n

P(Ay x ... x Ay) =[] Pe(Ap). (5.17)

1

Beweis: (...) ist mit (...) identisch, siehe (...) und (...).

Beide Seiten von (...) bilden o-additive Mengenfunktionen auf der Semialgebra
v={A; x Ay x ... x A,|Ar € A, k=1,...,n} und sind dort gleich. Wegen
der eindeutigen Fortsetzbarkeit stimmen sie auch auf 2 = o(7) iiberein.

O
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Folgerungen 5.27 Sind alle 2, k£ = 1,...,n, hochstens abzéhlbar, 2, =
PB(Q), und ist P gegeben durch die Einzelwahrscheinlichkeiten

P({w}) = pD(w)pl) (w2) .. Pl (wn) mit w = (@1, wn),

so sind die Einzelexperimente genau dann voneinander unabhingig (bez. P),
wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten

pg?_._wk_l(wk) =: p(k) (wi), k=2,...,n, (5.18)
nicht von wy,...,w_1 abhédngen.

In diesem Fall gilt
Py({wr}) = p(wy) und

P({w}) = [[pW(wr),  w=(w1,... ,wn)

Dieser Sachverhalt entspricht dem anschaulichen Unabhéngigkeitsbegriff bei
der Konstruktion des mehrstufigen Experimentes aus den Gréflen pﬁfi...wk_l.

5.2.4 Unabhingigkeit von Zufallsgrofien

Es seien X und Y zwei Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit
Werten in (E, €) bzw. (F,F).

Definition 5.28 Die Zufallsgrofien X undY heiffen voneinander unabhdngig,
falls fiir jede Wahl von Mengen C € € und D € § die Ereignisse {X € C}
und {Y € D} voneinander unabhingig sind, d.h., falls gilt:

P(XeCYeD)=P(XeC)P(YeD), Cec€DEcS. (5.19)

Aus dieser Definition ist wegen {X € C,Y € D} = X }(C)NY (D) of-
fenbar, dass die Unabhéngigkeit von X und Y &quivalent damit ist, dass die
o-Algebren 2% = XH€¢) = {{X e C}HC e ¢} und A =Y 1(F) = {{V ¢
D}|D € §} voneinander unabhéingig sind.
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Die Eigenschaft (...) ldsst sich wegen {X € C,Y € D} = {(X,Y) € C x D}
auch schreiben als

PXY)(C x D)= PX(C)PY(D), Cec¢&DecF.

Die Unabhéngigkeit der beiden Zufallsgroflen X und Y bedeutet also, dass ih-
re gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P5Y) gleich dem Produktmaf
ihrer beiden Randverteilungen P¥ und PY ist. Die Unabhingigkeit der zwei
ZufallsgroBen X und Y ist somit eine Eigenschaft ihrer gemeinsamen Vertei-
lungen PX5Y). Im Fall der Unabhingigkeit von X und Y ist die gemeinsame
Verteilung P5Y) durch ihre Randverteilungen PX und PY also eindeutig be-
stimmt.

Die folgende Aussage erlaubt es, die Unabhéngigkeit zweier reellwertiger Zu-
fallsgroBen anhand ihrer gemeinsamen Verteilungsfunktion zu priifen.

Aussage 5.29 Zwei reellwertige Zufallsgriffen X und Y dber einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) sind genau dann unabhingig, wenn fir ihre ge-
meinsame Verteilungsfunktion F(xyy und ihre Randverteilungsfunktionen Fx
und Fy qilt:

Fixy)(@,y) = Fx(2)Fy(y), 2,y € R (5.20)

Beweis: Sind X und Y unabhéngig, so gilt

Fixyy(w,y) = P(X <2,Y <y) = P(X <2)P(Y <y) = Fx(2)Fy(y).

Gilt dagegen (...), so ist mit F' = Fxy

P(X € (a1,01],Y € (ag,bs]) =
F(by,b2) — F(ay,by) — F(by,a2) + F(a1,as) =
FX(bl)FY(bQ) FX(al)FY( 2) Fx(b1)Fy(az) + FX(al)FY(a2) =
(Fx(b1) = Fx(a1))(Fx (b2) — Fy(a2)) =
P(X € (a1,b1]) - P(Y € (a2, bs)). (5.21)

Es sei v der Semiring aller halboffenen Intervalle (a,b] : v = {(a,b]| — 00 <
a < b < oo}. Bekanntlich gilt o(v) = 9B;. Die Gleichung (...) besagt, dass die
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Semiringe X ~!(7) und Y ! (v) unabhiingig sind. Somit sind auch o(X~!(v)) =
X~ Ho(y)) = X7H(B1) und o(Y (7)) = Y (o(y)) = X7'(B,) unabhingig,
was aber mit der Unabhéingigkeit von X und Y &quivalent ist. 0

Die Definitionen und Aussagen dieses Abschnittes lassen sich analog zu Ab-
schnitt 5.2. auf beliebige Familien (X;,7 € I) von Zufallsgroflen iiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P) verallgemeinern. Wir beschrinken uns auf
folgende

Definition 5.30 FEs seien I irgendeine Indexmenge und X;,i € I, Zufalls-
grofsen iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2L, P) mit Werten in (E;, €;),i €
1. Die Zufallsgrofien X;,i € I, heiffen voneinander unabhdngig, falls fir jede
endliche Teilmenge J von I und jede Auswahl B; € €;,7 € J, gilt:

P((){x; € Bj}) =[] P(X; € By).

jed jeJ
Wir betrachten noch die zwei Sonderfille, dass (X,Y") diskret verteilt ist bzw.
eine gemeinsame Dichte besitzt.

Diskret verteilte zuféllige Vektoren

Die gemeinsame Verteilung der Zufallsgroflen XY sei diskret und gegeben
durch ((x;,y;),pij),1 € 1,0 € J.

a) X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn

pij =pipj, 1€1,7€T (5.22)

gilt, wobei nach Definition p; = Zpij,i € l,und p; = Zpij,j €J,

J
die Einzelwahrscheinlichkeiten von X bzw. Y sind.

Beweis: (5.25) folgt aus (5.22) mit C' = {x;}, D = {y;}. Umgekehrt ergibt
sich (5.22) aus (5.25) mittels
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P(XeC)YeD)= Z Dij = Zpi-p'j: sz Zp-j:

iz, €C, iy €C, i eC Jy;€D
Jiyj€D Jy;€D

P(X e C)P(Y € D)
0J

b) Sind X und Y reellwertig und unabhingig, existieren die Erwartungs-
werte £ X, FY und sind sie beide endlich, so existiert auch der Erwar-
tungswert F(XY') und ist endlich.

Uberdies gilt in diesem Fall:

E(XY) = EX EY. (5.23)

Beweis: Nach Voraussetzung ist ) |z;|p;. < oo und ) |yi[p.; < oo. Folg-
( J

lich gilt auch

Y lwisloy =Y lwylpeps =) lzlpi - Y lyslp; < oo
i\j irj ' ‘

? J

Auflerdem gilt fiir diese absolut konvergente Reihe

Z TiYiPij = Z Z; Z YiDij = Z ZiPi. Z YiD-j-
i3 : J { J

OJ

Die Formel (5.26) impliziert, dass X und Y unter den genannten Vor-
aussetzungen unkorreliert sind:

Kov(X,Y) = E(XY) — EXEY = 0.
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Sind iiberdies die Streuungen D?X und D?Y endlich, so folgt aus der
Unabhéngigkeit von X und Y die Gleichung

D*(X +Y) = D?X + D*.
Beweis:
D*(X+Y)=EX+Y - EX —FEY)?>=D?X + D*Y +2 Cov(X,Y)

= D?X + D?Y.
0

Die Einzelwahrscheinlichkeiten p;; werden wie folgt in einer Tabelle auf-
geschrieben.

N 123 g...
1 P11 P12 p1] P1.
2 | pa1 P2 : Da.
3 . .
P1 P2 P-j 1

Teilt man die i-te Zeile durch den Wert p; sofern p;. > 0 gilt, so erhilt
man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

(P25 = 1),
bi.

fiir die gilt

Analog liefert die j-te Spalte, geteilt durch p;
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(22)
D
Pij
D
Bei fest gewéhlten y; bilden die P(X = x;|Y = y;),i € ¢, die Ein-
zelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Verteilung, die man als bedingte
Verteilung von X unter der Bedingung {Y = y,} bezeichnet. Analog de-
finierten die P(Y = y;|X = z;) die bedingte Verteilung von Y unter der
Bedingung {X = xz;}.

Zuféllige Vektoren mit gemeinsamer Dichte

a)

Besitzt (X,Y) eine Dichte f(xy) und sind fx und fy die entsprechenden
Randverteilungsdichten, so sind X und Y genau dann unabhéingig, wenn

Ixy(x,y) = fx(@)fry A@A — fil (5.24)

gilt.

Beweis: Aus (....) folgt (....) durch Differentation nach x und nach y. Aus
(...) ergibt sich (...) nach Definition der Dichten. O

Der Beweis folgt unmittelbar aus (...), wir kommen spéter im allgemei-
neren Rahmen darauf zuriick.

Zweidimensionale Normalverteilung: Es sei (X, Y') ein N (u, Y )-verteilter
zufilliger Vektor mit den Parametern py, o, 0%, 03, p. Genau dann sind
X und Y unabhéngig, wenn p = 0 gilt.
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Kapitel 6

Bernoullischemata und
Irrfahrten

Dieses Kapitel beginnt mit Folgen unabhéngiger identisch verteilter Zufalls-
grofen, die alle nur zwei Werte (zum Beispiel Null oder Eins) annehmen
kénnen, sogenannte Bernoullischemata. Solche Schemata bilden stochastische
Modelle fiir zahlreiche reale Situationen.

Bernoullischemata sind eng verwandt mit Irrfahrten, die wir als mathemati-
sches Modell des mehrfachen Werfens einer Miinze in den Abschnitten 2.5 und
3.3 kennen gelernt haben.

6.1 Bernoullischemata
Es seien (£2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n > 1 und p € (0, 1).
Definition 6.1 Es sei n > 2. Jede Folge X = (X1, Xo, ..., X,) von Zufalls-
grofsen iber (2,2, P) mit

1. X1, X,,..., X, sind voneinander unabhdngig,

2. PXpy=1)=p,P(Xpy=0)=1—-p=:1q, k=1,...,n,

heifst ein Bernoullischema mit den Parametern n und p. Wir bezeichnen es mit

BS,(p).

141
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Ist X = (Xg, k > 1) eine unendliche Folge von Zufallsgrofien mit den Ei-
genschaften 1. und 2. fir alle n > 2, so heifst (Xx,k > 1) ein unendliches

Bernoullischema mit dem Parameter p. Wir verwenden dafiir die Kurzschreib-
weise BS(p).

Eigenschaft 2. aus Definition 6.1 kann man auch in der Form

P(Xy=14)=p'(1-p)'" ic{0,1},k=1,....n (6.1)
schreiben.

Fiir jedes Bernoullischema BS,,(p) ist X = (X1,...,X,) ein zufilliger Vektor
mit den moglichen Werten

T = (Z.l,l.g,...,'b.n) S {0,1}” = F.

Der zufillige Vektor X bildet €2 in E ab. Er ist folglich diskret verteilt, und es
gilt nach Definition 6.1 und mit (6.1) fir jedes z = (,...,i,) € E :

P P
n— ik

[[PXe=i)=p="(1=p) =" (6.2)

Bemerkung 6.2 Das Bernoullischema BS, (p) entspricht einem n-stufigen
zufélligem Experiment, dessen Einzelexperimente voneinander unabhéngig sind
und jeweils nur zwei mogliche Versuchsausgénge haben (wir bezeichnen sie mit
0 bzw. 1), die in jedem Teilexperiment mit der Wahrscheinlichkeit ¢ bzw. p
auftreten. Die Zufallsgrofie X, gibt in diesem Zusammenhang das Ergebnis des
k-ten Teilexperimentes an.

Dabei wird das Ereignis { X}, = 1} hdufig als Erfolg im k-ten Ezperiment bzw.
das Ereignis { Xy = 0} als Misserfolg im k-ten Ezperiment gedeutet.
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Mit jedem Bernoullischema sind gewisse konkrete Zufallsgroflen und ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen verbunden, von denen wir im Folgenden einige stu-
dieren werden.

Anzahl S,, der Erfolge bei n Versuchen

Es sei X = (Xy,...,X,) ein BS,(p). Die ZufallsgroBe Sk, definiert durch
k

Sk(w) = Z Xi(w), ist gleich der Anzahl der Erfolge in den ersten k Teilexpe-
=1

rimenten des Bernoullischemas.

Aussage 6.3 Die Zufallsgrifie S, ist binomialverteilt mit den Parametern n
und p, d.h. es gilt

da alle x € E/ mit Z i; = k dieselbe Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"~* besitzen
j=1

(siehe (6.2)) und es (}) solcher z € E gibt. O
Insbesondere ist £S,, = np und VarsS, = np(l — p).

Die relative Haufigkeit der Erfolge in n Versuchen ist % Somit gilt

1
E& =p und Varﬂ = i p).
n n n
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Fiir grofle n wird %" mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Wert in der Néhe
von p annehmen. Das ergibt sich aus der Tschebyschevschen Ungleichung. Fiir
jedes € > 0 gilt ndmlich

Sn Var (—Sn) p(l — p)
P - D g) < n — . ()4
(| n | = ) - 52 n- 52 ( )

Fixiert man € > 0, so kann man durch Wahl einer geniigend groflen Versuchsan-
zahl n die rechte Seite von (6.4) beliebig klein machen. Diese Tatsache macht
man sich bei unbekanntem p zunutze. Man verwendet das arithmetische Mittel
%” der beobachteten Werte als statistische Schétzung fiir p.

Zeit T;,, des m-ten Erfolges

Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir ein unendliches Bernoullischema
BS«(p) als gegeben an.

Die Zufallsgrofien

Ti(w) := min{k > 0| Xy(w) = 1},

To(w) == min{k > T,,,_1 (w)| Xi(w) =1}, m > 2

geben die Zeitpunkte an, zu denen der erste bzw. der m-te Erfolg im BS..(p)
eintritt. Dabei setzt man min () := oo und Ty(w) := 0.

Mit diesen Bezeichnungen ist T),,1 — T;, die Anzahl der Versuche nach dem
m-ten bis zum (m + 1)-ten Erfolg, T;,, —m die Anzahl der Misserfolge bis zum
m-ten Erfolg und T},,1 — T,, — 1 ist die Anzahl der Misserfolge zwischen dem
m-ten und dem (m + 1)-ten Erfolg, m > 0.

Aussage 6.4 Es gilt
{Ih =1} ={X, =1}
{T1 :k}:{Xle,ngo,...,Xk_l :O,szl}, k>1
k
{h<k}=U{Xi=1},k>1

=1

(6.5)



Irrfahrten und Bernoullischemata 145

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition von T7.

Analog erhalten wir

(T, =k} = {gXl(w):m,szl}. (6.6)

Wir erinnern daran, dass die kleinste o-Algebra 2, := o(Xy,...,X%) von
Teilmengen von €2, beziiglich der alle X, X5, ..., X meBbar sind, aus allen
Teilmengen A von €2 besteht, die die Form

A={w e Q(X;(w),...,Xp(w)) € B} fiir ein B C E = {0, 1}* besitzen.

(Wir hatten & = P(E) gesetzt.)

Man sagt, ;. enthélt alle diejenigen Ereignisse, die mit dem Verlauf der Folge
(X1, Xa,...) bis zur Zeit k zusammenhéngen.

Folgerung 6.5 Fiir alle m > 1 und alle £ > m gilt

{Tm:k’}GO'(Xl,XQ,...,Xk):Qlk (67)

Beweis: Die Eigenschaft (6.7) ist eine Konsequenz aus (6.6). O

Aussage 6.6 FEs gilt:

a) Ty — 1 ist geometrisch verteilt mit dem Parameter p.

b) (Txs1—Tk-1),k > 0, sind voneinander unabhéngig und identisch verteilt
wie T7 — 1.

c) T, —m besitzt eine negative Binomialverteilung mit den Parametern m
und p. (Man beachte, dass insbesondere P(T,, < c0) = > P(T,, =k) =
k=1
1 gilt.)
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d) Die Folge (X1, 11,k > 1) bildet ein unendliches Bernoullischema mit
dem Parameter p und ist unabhdngig von Ur, .

Hier bezeichnet 25 die o-Algebra aller Ereignisse, die mit dem Verlauf der
Folge (X1, Xs,...) bis zur Zeit T,, zusammenhéngen. Genauer, man definiert

Up = {A € o(Xy, Xo, .. )JAN{Ty =k} € Ay, k > 11,

Beweis:

a) Es gilt wegen (6.3) und (6.2) fiir £ > 0

Pl —1=k =PTi=k+1)=(1-p)p.
b) Es sei m irgendeine natiirliche Zahl mit m > 2. Das Ereignis

(V{Ther = Th — 1=t} mit t, € No={0,1,2,..., },k=0,...,m,
k=0

tritt genau dann ein, wenn zwischen Tj und Tj,; genau t; Misserfolge
stattfinden, & = 0,...,m. Es ist folglich gleich dem FEreignis (mit der
Bezeichnung sy =to+t1+...+t,+ 4,1 < <m)

NiX. =130 (] X =0}
=1 Jj=1

J#sy,
=1,....m

Seine Wahrscheinlichkeit ist auf Grund von (6.2) gleich

(1—p)p(1—p)ip-...- (1 —p)mp = (1 —p)lotirtttmpm

Daraus ergibt sich fiir jedes £ mit 0 < k <m

P(To1 —Tp—1=t;) = (1—p)*p

und somit
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m

P< (Tii ~ T~ 1= tk}> =[[PT — T —1=1)
k=0 k=0
fiir alle t, € No,k=0,...,m.
Das heifit, die (Ty — Tj—1 — 1),k > 1 sind voneinander unabhéingig und
alle geometrisch mit dem Parameter p verteilt.

Das Ereignis {T,, — m = k} tritt genau dann ein, wenn in {X; =
i1, .y Xtk = bmik} unter den 4; genau m mal eine Eins, sonst Nullen
auftreten und 7, = 1 gilt. Dafiir gibt es (mrﬁzl) gleichwahrscheinliche

Fille mit jeweils der Wahrscheinlichkeit p™(1 — p)*. Also ist

P(T —m=Fk) = (m+:_ 1)(1—19)’“19’” = <_,;m>(p— LFpm.

Damit ist Teil ¢) bewiesen.

Wir beweisen d) nur fiir m = 1. Der allgemeine Fall wird analog behan-
delt. Es sei A € 27,. Dann gilt

Aﬂ{lek}Eﬁlk:a(Xl,Xg,...,Xk), ]{521,

und folglich gibt es fiir jedes k > 1 ein By, C {0, 1}* mit

AN{Ty =k} = {(X,,..., X)) € By).

Daraus ergibt sich fiir alle r > 1,4, € {0,1},¢=1,...,r

P(Aﬂ {T]_ — k},XT1+1 — /l.]_, oo 7XT1+7” - ZT) —

P((Xl, e 7Xk) € B]C7Xk+1 =i1,... 7Xk+r = 27«) (68)

Wegen der Unabhéngigkeit der beiden Folgen (X7, ..., X}) und
(Xkt1, .- Xgir) ist dieser Wert gleich
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P((Xl,,Xk) eBk)'P(XkJrl:ila---kaJrr:ir) =

PAN{T =k})-P(X1=4i1,..., X, =1,).

Daraus ergibt sich durch Summation iiber £ > 1 wegen P(7) < o0) =1
die Gleichung

P(AQ{XTI+1 - il;--'aXT1+T - ZT}) —

P(AP(Xy = ir,. .., X, = i) = P(A)pr=t " (1= p) +=t”

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Ist in einem Bernoullischema BS, (p) die Anzahl n der Versuche grof§ und
die Erfolgswahrscheinlichkeit p in jedem einzelnen Versuch klein, so wird die
Binomialverteilung durch die Poissonverteilung approximiert. Das heif3t

pLE
b(n,p; k) ~ e A (6.9)

wobei A = np gesetzt wird. Das ist eine Konsequenz aus dem Poissonschen
Grenzwertsatz.

kin=10,p=0,2 | n=50,p=0,04 | n=100,p=0,02 | A=
0 0,1074 0,1299 0,1326 0,1353
1 0,2684 0,2706 0,2707 0,2707
2 0,3020 0,2762 0,2734 0,2707
3 0,2013 0,1842 0,1823 0,1804
4 0,0881 0,0902 0,0902 0,0902
5 0,0264 0,0346 0,0353 0,0361
6 0,0055 0,0108 0,0114 0,0120
7 0,0008 0,0028 0,0031 0,0034
8 0,0001 0,0006 0,0007 0,0009
9 0,0000 0,0001 0,0002 0,0002
10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000




Irrfahrten und Bernoullischemata 149

Tabelle 1. Poissonapproximation der Binomialverteilung
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6.2 Irrfahrten

Wir haben bereits die symmetrische Irrfahrt (Si, k& < n) kennen gelernt, die
sich aus einem Laplace-Experiment (n-maliges Werfen einer regulidren Miinze)
ergibt:

Xi(w) =2, w= (21,29, ,2,) €Q, L =1,-++ |n,

ZXZ )und P({w}) =27",w € (L

Offenbar gilt

P(Xl :x17X2 = T2, " 7Xn :$n> =2" (.]31,1'2,"' 7:Cn) € {_171}71

und somit fiir jedes £ mit 1 < k < n und jedes z; € {—1,+1}

1
P(X) = z1) = Z P(X) =, - ,Xn:xn)zé.(G.lO)
T1y Th—1,Tpq1 2 €{—1,1}
Daraus folgt fur alle (z1, 29, -+ ,2,) € {—1,1}" die Gleichung
[P(Xl :ZEI,XQ:JfQ,"' 7 H Xk—l'k (611)

Das heifit aber gerade, dass die Zufallsgrofien X, X, ..., X,, unter den ange-
nommenen Voraussetzungen voneinander unabhéngig sind und alle die gleiche
Verteilung besitzen ( m.a.W., identisch verteilt sind).

Wir behalten die Unabhéngigkeit und identische Verteilung der Zufallsgrofle
X1, Xs,... bei, lassen aber als Einzelwahrscheinlichkeiten P(X; = 1) und
P(Xy = —1) irgend welche Werte p bzw. ¢ = 1 — p mit p € (0,1) zu. Die
Miinze wird also nicht mehr als reguldr vorausgesetzt. Demnach gilt
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PXy=1)=p,P(Xp=-1)=1—p,k=1,2,--- n,
in anderer Schreibweise

144 1—4

PXpy=i)=p2(1—p)z,ic{-1,+1}, 1<k<n. (6.12)

Die Ausginge w = (x1,%2, -+ ,x,) € € der Wurfserie haben jedoch, falls
p # q gilt, nicht mehr alle die gleiche Wahrscheinlichkeit, es gilt vielmehr fiir
w = (Z’l, Lo,y ... .I'n) € {—1, +1}n

n

P({w}) = [[ P(Xx = 2) =p" =" (1 —p) =" (6.13)

mit s, =x1 + -+ + x,,.

Durch

P(A)=) P({w}), Aeca

wEA

ist auf A = P(Q) eine Verteilung P definiert.

Aussage 6.7 Beziiglich P sind wegen (6.12) und (6.18) die Zufallsgrifien
X1, X, -+, X, unabhingig und identisch (gemafs (6.12)) verteilt.

Das ergibt sich aus P({w}) = P(X; = 21,..., X, = @) firw = (21,29, ..., 2,)
und (6.13).

Die Folge (Yi, k < n) mit Y, = @, 1 < k < n, bildet ein Bernoullischema
BS,(p).

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass (X, k > 1) eine unendliche Folge
voneinander unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgrofien iiber einem geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2(, P) mit der Verteilung (6.12) ist.
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Definition 6.8 Die Folge (S,,,n > 0) mit

Sy = So, Sn:ZXka ’I”LZLSQGZ,
k=1
heifst eine Irrfahrt auf Z mit dem Parameter p und mit Start in sq. Ist so = 0,
so nennt man (S,,n > 0) einfach eine Irrfahrt mit dem Parameter p. Im
Fallp = q = % spricht man von einer symmetrischen Irrfahrt auf Z. Dabei
bezeichnet Z die Menge aller ganzen Zahlen.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung

an = O'(Xl,XQ,"' ,Xn), nZ 1,

d.h., 2, ist die kleinste o-Algebra von Teilmengen von €2, beziiglich der alle
Xy, Xo, -+, X, messbhar sind. Es gilt 2,, C 2, da alle X}, beziiglich 2l messbar
sind, und 2(,, besteht hier aus allen Teilmengen A von ) der Form

A={weQ|(Xi(w), -+, Xp(w)) € B}, wobei B irgend eine Teilmenge von
{—1,4+1}" ist.

Wegen der bijektiven Beziehung zwischen (X7, Xo, -+, X,,) und (51, So, - -+, Syn)
haben wir auch

an:O'(Sl,SQ,"' ,Sn), nZ 1.

Eine fast offensichtliche Eigenschaft jeder Irrfahrt (S,,n > 0) mit Parameter
p ist die folgende:

Aussage 6.9 Wihit man eine feste Zeit ng > 1 und bildet man

gn = On+4ng — Sno (n > 0>7

s0 sl (Sp,n > 0) wieder eine Irrfahrt mit demselben Parameter p. Auferdem
ist (Sp,n > 0) unabhingig von A, .

Beweis: Die Zufallsgréfien

Xk = Xn0+k7 k>1
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sind voneinander unabhéngig und haben alle die gleiche Verteilung:

PXy=ar)=pz (1 —p)%, xy € {+1,—1}. Weiterhin ist

P(Xl—l’l,' 7Xn:xn):P(Xno+1:x17”'7Xn0+n:x”):
HP(Xno+k:xk):HP(Xk:xk):p ? (1—]9) 2 mit
k=1 k=1

Wegen S, = notn — Ong = ZX’“ n > 0 ist folglich (S‘n) eine Irrfahrt

k=1

mit dem Parameter p. Ist A € 2,,, so gibt es ein B C {—1,+1}" mit
A={(Xy, - ,X,,) € B}. Daalle (X, k > 1) voneinander unabhéingig sind,
sind es auch die beiden Folgen (X7, Xo, -+, X,,) und (X,g41, Xngro, ) und
somit auch A und (S,,n > 1). Damit ist die Aussage bewiesen. O

Praktisch nach jedem Zeitpunkt ny beginnt also die Irrfahrt bei S,,, startend
von Neuem, sie hat kein Gedéchtnis.

Die Verteilung von S,

Es sei (Sp,n > 0) eine Irrfahrt mit dem Parameter p. Interpretieren wir S,
als Lage eines Teilchens zur Zeit n, so befindet sich das Teilchen zu geraden
Zeitpunkten n in einem geradzahligen Punkt, zu ungeraden Zeitpunkten n in
einem ungeradzahligen Punkt.

Aussage 6.10 Fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von S, gilt:

a) P(Sy=0)=1

b) n=2m, m>1,
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P(S3, =1) =0 sonst.

c)n=2m+1, m>0,

2m +1

POy =2k +1) = <k:+m+1

)pk+m+1(1 _p)m—k7 —m -1 S k S m

P(Somi1 =1) =0 sonst.

Beweis:
b) P(Som = 2k) = P({w € Q|Som(w) = 2k}) = Z P({w}).
wWEN:Som (w)=2k
Som(w) = 2k ist genau dann der Fall, wenn in w = (21,22, -+, Tom)

genau (m + k)-mal die +1 auftritt. Jedes solche w hat wegen (6.13) die
gleiche Wahrscheinlichkeit p™**(1 — p)™~* und es gibt (nffk) Folgen w
dieser Art.

c) Der Beweis erfolgt analog zu b).

Zeit des ersten Erreichens des Zustandes m

In diesem Abschnitt werden die Zeiten V,, studiert, zu denen die Irrfahrt zum
ersten Mal den Zustand m(m > 1) erreicht.

Interpretiert man die Irrfahrt (S,,n > 0) mit Sy = 0, so wie wir das bereits
in Abschnitt 2.5 getan haben, als Guthaben eines Spielers, so ist es u. a. von
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Interesse, wann dieses Guthaben zum ersten Mal positiv wird bzw. zum ersten
Mal den Betrag m erreicht. Das sind gerade die eben erwéhnten zufélligen
Zeiten V| bzw. V,,.

Definition 6.11 FEs sei m > 1. Die Zufallsgrdfe

Vin(w) :== min{k > 1|Sk(w) = m} mit min@ := oo, w €
heifit die Zeit des ersten Erreichens des Punktes m durch die Irrfahrt (S,,n > 0).

Zeiten des ersten Erreichens sind Beispiele sogenannter zuféilliger Zeiten und
spielen sowohl in der Theorie zufilliger Prozesse als auch fiir praktische An-
wendungen eine wichtige Rolle.

Der Fall V,,,(w) = oo tritt genau dann ein, wenn S, (w) < m fiir alle n > 1 gilt.
Weiterhin gilt offenbar

Svp(w) (W) = m, fallsw e {V,, < oco}. (6.14)
Um Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Vi, Vs, -+ zu er-

halten, fithren wir die Zufallsgréfen V,, auf (S,,n > 1) bzw. (X, k > 1)
zuriick, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen wir bereits kennen.

Lemma 6.12 FEs gilt fiur k > 0,r > k

{‘/1 =2k + 1} = {Sl < 0,52 <0,--- ,Sgk = O,Szk+1 = 1} (615)

(Vi=2k+1,Va=2r} =

{81 <0,8 <0, , 89,1 <0,8, =0,5;41 =1,5%)¢12 <1,

Sor—g < 1,851 = 1,8, =2} (6.16)
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und allgemein,

{‘/Izk17‘/2:k27"'7vm:km}:

{Sl S O, 52 S O,' .. aSkl—l = 0, Sk:1 = 1,Sk1+1 § 1," . 7Skm—1 = m—l,Skm = m},

1<k <ky<---<k,, m>1.
Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Vi, Vs, - -+ | V.

Bemerkung: Die rechte Seite von (6.15) ist so zu verstehen, dass S, < 0 fiir alle
¢ < 2k — 1 gelten soll. Fiir den Fall £ = 0 ist diese Bedingung nicht relevant
und entfallt ohne weiteren Hinweis. Genauso verstehen wir im Weiteren analoge
Ausdriicke, z.B. in (6.16).

Mit der folgenden Aussage zeigen wir, dass die Irrfahrt, unter der Bedingung,
dass sie den Punkt Eins jemals erreicht, nach der Zeit V; wieder von Neuem
als Irrfahrt mit dem gleichen Parameter im Punkt Eins beginnt.

Zur Formulierung der Aussage fithren wir folgende Bezeichnungen ein:
Fiir alle w € {V] < 0o} setzen wir

X*(w) = XVl(w)Jrn(w), n > 1,

n

und lassen X undefiniert auf {V; = oo}. Dann ist X} fiir P*-fast alle w
definiert, wobei P* die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(:|V; < o0)
bezeichnet. (Beachte P(V} < o0) > P(X; =1) =p > 0und P*(.) = P(.), falls
P(V; < 0) =1.) Es sei

Sp=)_ X; und S;=0.
k=1
Auf Grund dieser Definition und wegen (6.14) gilt fiir alle n > 0

Sy = Svi4n — Sy, = Svy4n — 1, P* — fast sicher.
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Aussage 6.13 Die Folge (S’,n > 0) ist beziiglich der Verteilung P* eine Irr-
fahrt mit dem Parameter p.

Beweis:

P(‘/]_<OO,XTZZ'1”X;;:$,”):

> PVi=2k+1,X;=uy,+ X =1,) =

k=0
ZP(VI =2k +1, Xopyo =21, , Xogy1400n = Tp) =
k=0

ZP(SI S Oa SQ S 07 e aSQk - 07‘92]€+1 - 17X2k+2 =T, 7X2k+1+n - xn)
k=0

Jetzt nutzen wir die Unabhingigkeit von (Si,S2,---,S2+1) und
(Xokt2, ++ , Xokr14n) aus sowie die Tatsache, dass (Xogio, -, Xokr14n) die
gleiche Verteilung wie (X7, -+, X,,) besitzt und erhalten die Summe

S PVi=2k+1)P(Xy =1, , X, =1,) =
k=0
PWVi<o0) - P(Xy=m, -, Xp=1x,) =

—sp

P(V; < 00)-p 5" (1 —p)™>

Somit gilt

n+sn n—sn

P (X{=zy,..., X =xz,)=p 2 (1—p) 2

(6.17)
0
Das Lemma besagt, nach der zufélligen Zeit V; (sofern diese endlich ist) verhélt

sich die Irrfahrt (S,,n > 0), als startete sie von Neuem mit demselben Para-
meter p, dieses Mal vom Zustand Eins.
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Wir bemerken noch eine Eigenschaft, die wir spéter benutzen werden. Es sei

Vi*(w) := min{k > 1| S{(w) = 1}, min ) = co. Dann gilt

Vi=V,—=V; auf {Vi <oo}. (6.18)

Im Fall V;(w) < 0o haben wir ndmlich

Vi'(w) + Vi(w) = min{k > 1|Sj(w) = 1} + Vi(w) =
min{k + Vi (w) > Vi(w) + 1|Sv; ()14 (W) — Sy (w) = 1} =
min{m > Vj(w)|S;,(w) =2} =

min{m > 1|5, (w) = 2} = Vh(w).
Wir haben oben gesehen, dass die Irrfahrt (S‘m n > 0) mit S, = Sntno — Sng
unabhéngig von (X, -+, X,,), also von ,,, = o(Xy, -+, X,,) ist. Ein analo-
ger Sachverhalt gilt auch fiir (S}, n > 0) mit S} = Sy, 4, —S,,. Allerdings ist er
etwas komplizierter in der Formulierung, da jetzt die Zeit V eine Zufallsgréfe

ist, die iiberdies den Wert Unendlich annehmen kann. Wir fithren folgendes
Ereignissystem aus 2 ein:

Q[Vl = {A € Ql|A N {Vl =2k + 1} € Q[g/H_hk > O}

Lemma 6.14 2y, st eine Teil-o-Algebra von A und Vi st beziiglich Ay, mef-
bar.

Beweis: () und  gehoren zu 2y, die iibrigen Eigenschaften einer o-Algebra
folgen unter Zuhilfenahme der Tatsache, dass alle 2ox.1,k > 0, o-Algebren
sind. Man beachte, dass {V; = 2k + 1} € opyq, k > 0, gilt. Die MeBibarkeit
von Vj bez. 2y, ergibt sich aus

(Vi =2m+1}N{Vi = 2k + 1} € Anjyr, k,m > 0.
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Nun kénnen wir die angekiindigte Eigenschaft der Irrfahrt (S, n > 0) formu-
lieren.

Aussage 6.15 Die Folge (Sk,n > 1) ist beziiglich P*, also beziiglich P unter
der Bedingung Vi < oo, eine Irrfahrt mit dem Parameter p, die unabhdngig
von Ay, ist.

Beweis: Es sei A € 2y,. Nach Definition von 2y, gibt es fiir jedes k£ > 0 eine
Teilmenge By von {—1,1}*T mit AN {V; = 2k + 1} = {(X1,--- , Xor11) €
By }. Folglich gilt fiir alle x = (21, 29, -+ - ,2,) € {—1,+1}":

PAN{X] =z, -, X =z, N{V1 <o0}) =

> PAN{VI =2k +1}N{X] =a1,--+ X} =m,}) =
D P(X1, -+ Xogn) € Bi, Xogyor = 1, -+, Xogngn = ) =
S P((Xy,-  Xoppr) € Br) - P(Xy =21, , X, = 3,) =

k=0

Y P(Vi=2k+1}NAPXy =2y, Xy =1,) =

iy
o

P(AN{V} < oo} )P(X1 =21,..., X;, = xp).

Teilen wir Anfangs- und Endterm dieser Gleichung durch P(V} < oo) und
beriicksichtigen wir die Formel (6.17), so erhalten wir

P AN{X] =21, , X} =x,}) =

P*(A)- P (X] =z, -, X =z,).
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Folgerungen 6.16 Beziiglich P*, also beziiglich P unter der Bedingung {V} <
oo}, sind V; und V4 — V} unabhéngige ZufallsgroBen mit

P*(Va—Vi =2k +1) = P*(Vy =2k +1) = P(V; = 2k + 1),k > 0. (6.19)

Beweis: Mittels Aussage 6.15 folgt wegen (6.18) {Vi = 2k + 1} € 2y, die
Gleichung

PrVi=2k+1,Vh—Vi=2m+1) =
P*(Vi=2k+1,V =2m+1) =P (Vi =2k+1)-P*(V] =2m+1),k,m > 0.

Durch Summation iiber k£ > 0 und wegen P*(V; < co) = 1 und Aussage 6.13
ergibt sich die Folgerung. O

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der zufélligen Zeit V

Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeiten P(V; = 2k + 1) mittels der erzeugen-
den Funktion ¢; von Vi:

gi(s) == Es' = PV =2k + 1), [s| < 1.
k=0
Es gilt P(V; =1) = p, und fiir £ > 1 haben wir

P(Vi=2k+1) =
P(X;=-1,5<0,...,5=0,%;1=1) =
PXi=-1,8%-X1<1,...,9%, — X1 = 1,841 — X1 =2) =
P(X;=—1)P(S1 <1,8 <1,...,8; 1 =1,8,=2)=

(1—=p)P(Va = 2k).
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Somit ist mit der Bezeichnung ¢ =1 —p

o0

gi(s) = ps+qs Yy s P(Vy = 2k)
k=0
= ps+qsEs", |s| < 1. (6.20)

Wegen s"2(«) = 0, falls V5(w) = oo und [s| < 1, gilt

Es" = E[l{vi<c}5"?] = E[l{y1<c015" 1s"1] =

E* s> P(V] < 00) = E*s"TE*s" - P(V] < o0) =

Es" . Es'' = [EsV)? = gi(s). (6.21)

Dabei wurden die Unabhéngigkeit von V; und V;* = V5 —V; beziiglich P* (Fol-
gerung 6.16), die Definition

E*[Z] = E|Z - 1{v,<o0}] /| P(Vi < 00) und die Gleichung
E*s'T = Es"1 (Aussage 6.15) benutzt.

Wegen (6.20) und (6.21) geniigt g;(-) der Gleichung

1 D
2(s) — — ==0,[s] <1,s#0.
G = (s) + L =0ls| <15 £
Als Losung ergibt sich auf Grund der Beschranktheit von g;(-) auf (-1, 1):

1

g1(s) = 5 1= (1= 4pgs?)?], |s] < 1,5 # 0.

Anhand dieser erzeugenden Funktion berechnen wir die Einzelwahrscheinlich-
keiten P(Vy = 2k + 1), die Wahrscheinlichkeit P(V; < o0), Eins jemals zu
erreichen, und E'V;.

Zunéchst gilt
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PV} < 0) :ZP \/1:2k:+1):13%191(3),
k=0

also

P(Vi <o0) =

1 1
1—(1—4pg)> _1—|p—q :{1 falls p >3, 6.22)

1
2q 2q § falls p < 3.

Fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten der Verteilung von V; ergibt sich durch
Entwicklung der erzeugenden Funktion g(+) in eine Potenzreihe

2 k
P = 2k—1) = ZPD° op gy s (6.23)
2qk!
mit m!! =1-3-5-...-m fiir ungerades m (Ubung).

Wegen EV; = ligl Lq1(s) erhalten wir

falls p>gq

1
EV, = { Ip—al’ (6.24)

00, falls p<gq

Folgerungen 6.17 Fiir die symmetrische Irrfahrt (p = ¢) = 3 gelten die
Gleichungen

P(Vi < 00) =1und EV; = 0. (6.25)



Kapitel 7

Erwartungswert und Integral

Fiir diskret verteilte ZufallsgrofSen haben wir Erwartungswerte in Kapitel vier
kennengelernt. Der Begriff des Erwartungswertes war auch Grundlage fiir die
Definition der Varianz einer Zufallsgrofie, deren Momente sowie der Kovarianz
zweier Zufallsgrofen.

Um sich von der Voraussetzung zu l6sen, dass die zugrundeliegenden Zufalls-
groflen diskret verteilt sind, erweitern wir den Begriff des Erwartungswertes auf
eine moglichst grofie Klasse von Zufallsgroflen. Das gelingt mit Hilfe der Maf3-
und Integrationstheorie und soll in diesem Kapitel geschehen. Wir verzich-
ten hier weitgehend auf Beweise, die Darstellung dient nur der Festlegung der
Terminologie und der Vorstellung derjenigen Teile der Maf3- und Integrations-
theorie, die im Rahmen dieser Vorlesung benétigt werden. Fiir ausfiihrlichere
Darstellungen siehe die Vorlesung "Mafitheorie” sowie die Biicher von Bauer
(1990), Jacod, Protter (2000) oder Siraev (1988).

7.1 Definitionen

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Einfache Zufallsgrofien

Definition 7.1 Eine reellwertige Zufallsgrofie X diber (Q, 24, P) heifit einfach
(in der Maftheorie: Elementarfunktion) falls gilt

163
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X(w) = ZaiﬂAi(w), w e N (7.1)

fiir gewisse n > 1,a; € Ry, A; €A, i =1,2,...,n.

Die Darstellung (7.1) ist nicht eindeutig, da die a; nicht notwendig verschie-
den und die A; nicht notwendig disjunkt sind. Man kann jedoch immer eine
Darstellung finden mit a; # a; und A; N A; = 0 fiir 7 # j.

Jede einfache Zufallsgrole ist diskret verteilt mit der Menge der moglichen
Werte {a;,i = 1,...,n} und den Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = a;).

1. Etappe: Erwartungswert einfacher Zufallsgrofien

Definition 7.2 FEs sei X eine einfache Zufallsgrofe iber (2,2, P) der Form
(7.1). Als Erwartungswert von X oder als Integral iber X beziglich P bezeich-
net man die Zahl

EX =) a;P(X = a) (7.2)
i=1
Fiir EX schreibt man auch /X(w)P(dw) oder kurz /XdP.
Q Q

Der Erwartungswert £X héngt nicht von der Darstellung (7.1) ab. Genauer,
gelten (7.1) und X (w) = ijILBj (w),w € Q, so haben wir
j=1

EX =Y aP(X=a)=) bP(X=1).
i=1 Jj=1

Offenbar gelten

EFly=P(A), Acd und FEl1=1. (7.3)
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Die hier gegebene Definition stimmt mit der im Abschnitt 4.3. eingefiihrten
Definition des Erwartungswertes diskret verteilter Zufallsgroflen iiberein. Ein-
fache Zufallsgrofen sind diskret verteilt.

Die Menge aller einfachen Zufallsgrofien iiber (€2,2(, P) bildet einen linearen
Raum, d.h. mit X und Y sind auch alle Linearkombinationen a X +3Y (o, €
Ry) einfache Zufallsgrofien.

Die Erwartungswertbildung ist eine lineare Operation auf diesem Raum, m.a.W.
es gilt

E(aX 4+ BY) =aFEX + BEY. (7.4)
Auflerdem ist die Erwartungswertbildung eine monotone Operation. Sind ndmlich
X und Y einfache Zufallsgrofien iiber (Q, 2, P), so gilt

Xw)<Y(w), we Q= EX < EY. (7.5)

Zum Beweis von (7.4) und (7.5) w#hlt man eine Zerlegung {C;,i = 1,...,n}
von () in Teilmengen C; aus A mit X = Z a;le, und Y = > b;ilg,.
; 1

Nichtnegative Zufallsgrofien

Im né&chsten Schritt werden wir den Begriff des Erwartungswertes auf nichtne-
gative Zufallsgrofien iiber (£2,2, P) erweitern. Dazu verwenden wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.3 Ist X eine nichtnegative Zufallsgrifie tiber (Q,2(, P), so gibt es
eine Folge (X,,) einfacher Zufallsgrifien diber (2,2, P) mit

(7.6)

0 S Xn(w) S Xn-l—l(w) S X(w)v w € an 2 1
= X(w), w e
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Beweis:
Man wahle fiir jedes n > 1 und jedes w € )

k-2 falls X(w) € [k-27", (k+1)27")
Xy (w) == und 0 <k <n2" -1
n, falls X (w) > n.

Fiir jedes n > 1 ist X,, eine Zufallsgrofle, also Borel-messbar, da X es ist.
Nunmehr ist (7.6) offensichtlich. O

Jede Folge (X,,) mit der Eigenschaft (7.6) nennen wir eine die nichtnegative
Zufallsgrafie X approximierende Folge einfacher Zufallsgrofien.

2. Etappe: Erwartungswert nichtnegativer Zufallsgrofen

Definition 7.4 FEs seien X eine nichtnegative Zufallsgrife iber (2,2, P) und
(X,) eine X approzimierende Folge einfacher Zufallsgrifien. Als Erwartungs-
wert EX von X bezeichnen wir die Zahl

EX = lim EX,. (7.7)
Der Erwartungswert EX existiert folglich fiir jede nichtnegative Zufallsgrofie
X und ist eventuell gleich Unendlich.

Aussage 7.5 Sind (X,,) und (X)) zwei die nichtnegative Zufallsgrifie X ap-
proximierende Folgen, so gilt

lim EX, = lim EX) = EX
Fiir den Erwartungswert £ X nichtnegativer Zufallsgréfien X gelten die Linea-
ritdtseigenschaft (7.4) (zumindest fiir o, 5 > 0) und die Monotonieeigenschaft
(7.5) sinngeméf.
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3. Etappe: Erwartungswert reellwertiger Zufallsgrofien

Im dritten und letzten Schritt erweitern wir den Erwartungswertbegriff auf
reellwertige Zufallsgrofen iiber (Q, 21, P).

Ist X irgend eine solche Zufallsgrofie, so zerlegt man sie durch

X=X"-X"
mit X (w) := max(X(w),0) und X (w) := —min(X (w),0),w € Q,

in zwei nichtnegative ZufallsgroBen X+ und X . Wir bemerken, dass mit

| X|(w) == | X (w)|,w € Q, auBerdem die Gleichung |X| = X 4+ X~ gilt.

Definition 7.6 Man sagt, die Zufallsgrife X dber (2,2, P) hat einen end-
lichen Erwartungswert EX | falls EXT < oo und EX~ < oo gelten. Der Er-
wartungswert EX wird in diesem Fall definiert als EX := EXT — EX ™.

Gilt EXt < 00 oder EX~ < 0o so sagt man, X besitze einen Erwartungswert
und setzt ebenfalls EX = EXT — EX ™. In diesem Fall kann EX = 0o bzw. =
—oo gelten. Ist EXT = EX~ = oo, so heifit es, X habe keinen Erwarungswert.

In anderer Sprechweise sagt man, falls X einen endlichen Erwartungswert hat,
X sei beziiglich P integrierbar und schreibt fiir £X auch

/X P(dw) oder kurz /XdP

Der Erwartungswert £ X von X wird in diesem Zusammenhang auch als In-
tegral iiber X bez. P, kurz P-Integral iiber X, bezeichnet.

Existiert £X, so existiert fiir jedes A € A auch E(X1,4), wir schreiben dafiir
auch / XdP.

Gilt f?ir eine nichtnegative Zufallsgrofie X die Gleichung £FX = 0, so folgt
P(X = 0) = 1, die Zufallsgroe X hat also eine "entartete” Verteilung, sie
nimmt mit Wahrscheinlichkeit Eins den Wert Null an. Ein Beispiel dafiir ha-
ben wir bei der Einfithrung der gleichméfligen Verteilung auf [0, 1) gesehen. Fiir
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X = 1g mit @ = Menge der rationalen Zahlen aus [0, 1) gilt EX = A 1)(Q) =
0. Die Abbildung X ist deswegen aber nicht identisch Null, sondern nur P-fast
sicher gleich Null.

Insbesondere folgt fiir jede Zufallsgrofie X mit E|X| = 0 die Eigenschaft
P(X=0)=1.

P-Aquivalenzklassen von Zufallsgrofien

Definition 7.7 Zwei Zufallsgrofien X und Y dber (2,2, P) heiffen P-aqui-
valent oder einfach aquivalent , falls gilt

P({w € QX (w) £ Y(@)}) = 0. ._
Alle zueinander P-dquivalenten Zufallsgrofien fasst man zu einer Aquivalenz-
klasse zusammen.

Sind zwei Zufallsgroflen X und Y P-dquivalent und existiert der Erwartungs-
wert EX, so existiert auch EY und beide sind einander gleich. Der Erwar-
tungswert ist also ein Funktional auf der Menge aller Aquivalenzklassen.

7.2 Einige Eigenschaften des Erwartungswer-
tes

Es seien (2,2, P) irgendein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y, - - - reellwerti-
ge ZufallsgroBen iiber (€2, 2, P).

Mit £1(Q, %2, P) bezeichnen wir die Menge aller reellwertigen Zufallsgrofien
tiber (2,2, P) mit endlichem Erwartungswert. Wir fassen einige Eigenschaf-
ten des Erwartungswertes in folgender Aussage zusammen.

Aussage 7.8

a) X,)Y € £ = aX+0Y € £ und E(aX +8Y) =aEX + BEY, (o, €
Ry)
(L1 ist ein linearer Raum und X — EX ein lineares Funktional auf £ )
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b)) Xe £, X <Y P—fs. —= EX<EY <
(insbesondere folgt aus Y > 0 P —f.s. die Ungleichung EY > 0)

c) X € £ < |X| € £y, in diesem Fall gilt |[EX| < E|X|

d) Ist X P —f.s. beschrinkt (| X| < C P —f.s. fir ein C > 0), so besitzt X
einen endlichen Erwartungswert EX.

Ungleichungen

Im Folgenden stellen wir einige Ungleichungen den Erwartungswert von Zu-
fallsgroen betreffend zusammen, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie rele-
vant sind.

a) Ungleichung von Tschebychev:
Ist X eine nichtnegative Zufallsgrofle, so gilt fiir jeden € > 0

P(X >¢)< ET (7.8)

Beweis:

EX Z E(IL{XEE} . X) Z E61{X25} = €P(X Z 8)

O
b) Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
Ist E(X?) < oo und E(Y?) < 0o, dann gilt E|XY| < oo
und
(B(XY))? < B(X?)- E(Y?) (7.9)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn aX + bY = 0 fiir gewisse
a,be Ry P—f.s. gilt.
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Beweis: O.B.d.A. sei EX? > 0, EY? > 0, wir setzen

v X y._ Y
EX? VEY?
Wegen E(X —Y)2>0, E(X+Y)>?>0, und EX>=EY?=1
gilt o
~1<EXY <1

mit |[EXY| =1 genau dann, wenn X =Y oder X = —Y P — f.s.
Daraus folgt die Behauptung. OJ

Bemerkung: Die Ungleichung (7.9) bleibt erhalten, wenn man auf der
linken Seite E|XY | an Stelle E(XY) setzt. Der Beweis verlduft analog.

Ungleichung von Jensen:
Es seien ¢ eine von unten konvexe und Borel-messbare Funktion auf Ry
und X eine reellwertige Zufallsgrofle mit E|X| < co. Dann gilt

g(EX) < Eg(X) < 0. (7.10)

Beweis: Da g von unten konvex ist, gibt es zu jedem xy € R; eine Zahl
A(zp) mit

9(x0) + (x — 20)M(z0) < g(2).

Wir setzen x = X, xg = FX und erhalten damit

g(EX) + (X — EX)A(EX) < g(X),
daraus folgt g(EX) < Fg(X). O
Die Jensen’sche Ungleichung impliziert zwei weitere Ungleichungen, die

wir hier nur angeben, fiir einen Beweis siehe z. B. Siraev (1988), Kap. 11,
§ 6.
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d) Hoélder-Ungleichung: Es sei 1 < p < 00,1 < q < oo,i +% = 1. Wenn
E|XP < o0, B|Y|? < 00, so ist E|XY| < oo, und es gilt

S

E|XY]| < (E|X]?)r (B[Y ")
(p = q = 2: Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

e) Minkovski- Ungleichung: Wenn E| X |P < oo, E|Y|P < oo, fiir ein p mit 1 <
p < 0o, dann gilt E|X + Y|P < oo und

(BIX +Y[P)» < (BIXPP)» + (B]Y])>.

Die Raume LP

Es sei p € [1,00) und £°(Q2,2, P) die Menge aller reellwertigen ZufallsgréBen
X tber (Q,2 P) mit E(]X|?) < oco. Die Menge aller Aquivalenzklassen von
Zufallsgrofen X aus £F werde mit LP(Q,2, P) bezeichnet (siehe Definition
7.6).

Aussage 7.9 Fs seip € [1,00)

a) Die Menge £ = £P(Q, 2, P) ist ein linearer Raum.
b) LP(Q, A, P) ist mit der Norm
| X [lp=(EIXPP)» . Xel?
ein normierter Raum, sogar ein Banachraum.
c) Es gilt fiir alle p,p’ mit 1 <p <p < oo
LY (Q,2, P) C LP(Q, 2, P) und
| X 1,<|l X |lyr, X € L¥, (Ungleichung von Ljapunov) — (7.11)

Insbesondere gilt

E|X| < (EX?):. (7.12)
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Vertauschung von Grenzwert und Erwartungswert

Es sei (X,,,n > 1) eine Folge reellwertiger Zufallsgrofen iiber (2,2, P).

Definition 7.10 Man sagt, die Folge (X,,n > 1) konvergiert P-fast sicher
gegen eine Zufallsgroffe X dber (2,2, P), falls

PH{w: lim X, (w) =X(w)}) =1
Die folgenden drei Aussagen betreffen das Verhéltnis zwischen Grenzwerten
und Erwartungswerten.

Aussage 7.11 (Satz von der majorisierten Konvergenz) Konvergiert (X,,,n >
1) P-fast sicher gegen X und gibt es eine P-integrierbare Zufallsgrifie Z mit
| X < Z P — f.s. fir allen > 1, so ist auch X beziiglich P integrierbar, und
es qilt

lim FX, =F lim X,, = EX.

n—oo n—oo

Aussage 7.12 (Satz von der monotonen Konvergenz) Ist (X,,n > 1) eine
monoton wachsende Folge P-integrierbarer Zufallsgrofien, so gilt fir X =
lim X,, die Beziehung

n—oo

EX = lim FX, <.

n—oo

Aussage 7.13 (Lemma von Fatou): Sind Y und Z zwei P-integrierbare
Zufallsgrdfien, so gilt

X, <YP —fs. fir allen > 1= E(lim sup X,,) > lim sup FX,

n—oo

X, > ZP —fs. fir allen > 1 = E(lim inf X,,) < lim inf £X,,
Die folgende Aussage gestattet es, die Berechnung des Erwartungswertes ei-
ner Zufallsgrofie auf ein Integral beziiglich ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung
zuriickzufiihren.
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Aussage 7.14 (Substitutionsformel): Es sei X eine Zufallsgrifse iber (Q, 2, P)
mit Werten in (E,€) und der Wahrscheinlichkeitsverteilung PX (siche ...).
Weiterhin sei h eine € — B, —messbare Abbildung von E in Ry. Dann gilt:

a) h(X) ist P-integrierbar genau dann, wenn h(.) beziiglich P~ integrierbar
15¢.

b) Im Falle von a) gilt

Eh(X) = / h(X (W) P(dw) = / h(z) P (dz). (7.13)

Q

Beweis: Wir gehen zuriick auf die Definition von P¥. Es gilt

Daraus folgt
E(13(X)) = P(X"YB)) = PX(B) = / 15(z) P~ (dx) (7.14)

Ist h eine einfache Funktion (Elementarfunktion, endliche Linearkombination
aus messbaren Indikatorfunktionen) so folgt aus (7.14) die Eigenschaft (7.13)
auf Grund der Linearitédt der Erwartungswertoperation.

Wenn h nichtnegativ ist, so wiahlen wir eine h approximierende Folge h,, ein-
facher Funktionen:

0 S hn S hn—‘,—l S h
lim h,(z) = h(x), =€ FE.

Dann gilt h,(X) T h(X) und wegen des Satzes (7.11) von der monotonen
Konvergenz (zweimal angewandt)

Eh(X) = Elim h,(X) = lim Eh,(X) = lim / x)PX (dx) / h(z) P~ (dx)

E
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Das beweist a) und b) fiir nichtnegative h. Fiir beliebiges h benutzen wir wie-
der die Zerlegung h = h™ — h™. O

Varianz, Kovarianz und Korrelation

Wir haben bei diskret verteilten Zufallsgroflen gesehen, dass zur Beurteilung ei-

ner Wahrscheinlichkeitsverteilung neben dem Erwartungswert, der den ” Schwer-
punkt” der Verteilung beschreibt, auch die Varianz oder Streuung von Bedeu-

tung ist. Sie ist eine Maflzahl, wie breit die moglichen Werte der Zufallsgrofle

um den Erwartungswert (mit ihren Wahrscheinlichkeiten gewichtet) gelagert

sind bzw. wie stark Realisierungen einer zugrundeliegenden Zufallsgréfie um

ihren Mittelwert ”streuen”.

Der Begriff der Varianz oder der Streuung iibertrdgt sich mit dem nunmehr
bereit stehenden Begriff des Erwartungswertes beliebiger Funktionen von Zu-
fallsgrofien problemlos auf unseren allgemeinen Fall.

Definition 7.15 Flir jedes X € Lo wird durch

D*(X) =Var(X) := E(X — EX)?)

die Varianz (oder die Streuung) von X definiert. Sie wird héiufig auch mit %
bzw. einfach mit o* bezeichnet. Die Zahl ox = (Ugf)% heifit Standardabwei-
chung der Zufallsgrifie X.

Es gilt
D*(X)=E((X — EX))=EX? - 2EXEX+(EX)*=EX*—(EX)* (7.15)

Die Wirkung linearer Transformationen

Hat die Zufallsgrofle X einen endlichen Erwartungswert, so gilt fiir alle a,b €
R, die Gleichung E(aX +b) = aEX +b.

Ist D?X < 00, so besitzt fiir jede reelle Zahl a die Zufallsgrofe a X die Varianz

D*(aX) = a*D*X,
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und fiir jedes b € R; gilt

D*(aX +b) = a*D?*X.
Ist D?2X > 0, so bildet

X = — (7.16)
eine standardisierte Zufallsgrofie, d. h., es gilt
EX*=0und D*X* = 1.

Bemerkung 7.16 Hat eine ZufallsgroBe X eine positive Streuung D?X (oder
ist diese gleich Unendlich), so handelt es sich um eine echte Zufallsgrofie in dem
Sinne, dass ihr Wert vor Ausfiihrung des zugrunde liegenden Experimentes
unbestimmt ist. Thre moglichen Werte besitzen eine ”echte” Wahrscheinlich-
keitsverteilung, die Gesamtwahrscheinlichkeit Eins verteilt sich auf mehrere
verschiedene mogliche Werte.

Dagegen gilt D*X = 0 genau dann, wenn P(X = EX) = 1 erfiillt ist, wenn
also X mit Wahrscheinlichkeit Eins nur einen einzigen Wert annehmen kann,
der dann natiirlich der Erwartungswert von X ist.

Aus Formel (7.8) folgt die

Aussage 7.17 (Tschebyschev’sche Ungleichung) Ist D*X < oo, so gilt
fiir jedes € > 0

D*X

P(X - EX|>¢) < -

Ist die Streuung D?X positiv aber klein, so besagt die Tschebyschev’sche Un-
gleichung, dass die moglichen Werte von X, die weit von EX entfernt liegen,
bei einer Realisierung der ZufallsgrBe X nur mit sehr kleiner Wahrscheinlich-
keit (die aber durchaus positiv ist) auftreten werden.
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7.3 Dichten eindimensionaler Verteilungen

In diesem und im folgenden Abschnitt erweitern wir den in Abschnitt 3.5 ein-
gefiihrten Begriff der Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir stiitzen
uns dabei auf Vorkenntnisse iiber das Lebesguemafl A auf (R;, %) aus der
Maftheorie-Vorlesung.

Die Integration iiber reellwertige Borel-messbare Funktionen f auf R; bez. des
Lebesguemafles definiert man véllig analog zur Definition des Erwartungswer-
tes, d. h. des Integrales beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles P in Abschnitt
7.1.

Statt / f(z)A(dz) schreiben wir / f(z

Ry

Definition 7.18 Ist Q ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (Ry, %), und exi-
stiert eine nichtnegative Borelfunktion f auf Ry, so dass

Fo(x) =Q( /f )dy= /f (—oo] (Y)dy, v € Ry (7.17)

gilt, so heifit f die Dichtes des Mafles Q. Ist Q = PX fiir eine Zufallsgrofie X,
so nennt man f auch die Dichte der Zufallsgrofie X.

Aus (7.17) folgt wie iiblich mit Hilfe des Erweiterungssatzes fiir o-additive
Mengenfunktionen

— [ t@uswis = [ fdy (7.18)
fiir jedes B € 4.

Aussage 7.19 Genau dann besitzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung @ auf
(Ry,£1) eine Dichte f wenn ihre Verteilungsfunktion Fg Lebesque-fast iberall

differenzierbar ist. In diesem Fall gilt ddif = f(z) Lebesque-fast iberall.
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Der Beweis dieser Aussage ist Gegenstand der Analysis monotoner Funktio-
nen auf Ry, siehe z. B. I.P.Natanson, Theorie der Funktionen einer reellen
Veranderlichen, Akademie Verlag, 1961.

Aussage 7.20 Eine nichtnegative Borelmeffbare Funktion [ auf Ry ist die
Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung QQ auf %, genau dann, wenn gilt

Zf(x)dx =1.

Die Verteilung @Q ist in diesem Fall durch die Formel in (7.18) gegeben.
Besitzt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Q auf (Ry, %1) eine Dichte f, so
bestimmt [ das Maf$ Q) eindeutig. Andererseits ist fiir je zwei Dichten fi und

J2 von Q

Az € Rilfi(z) # f2(2)}) =0,
d. h., f1 und fs sind Lebesgue - fast tiberall gleich.

Beweisskizze:

[ o = lim Q((~oc.4]) = 1.
Ry
Wenn f > 0 gegeben ist, so setzt man

Q(B) = | f(x)lp(z)dx = | f(z)dx.
Jreeee]
Sind f; und fy Dichten von @), so gilt

[10em @) - @) =0,

Ry
folglich ist A({f1 < f2}) = 0, und somit auch \({f; # fo}) = 0.

Mit Hilfe der folgenden Aussage gelingt es, Erwartungswerte der Form Eg(X)
auf Integrale beziiglich des Lebesguemafes zuriickzufiihren.



178 Uwe Kiichler

Aussage 7.21 FEs sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit der Dichte f. Ist
g eine Borel-messbare Funktion auf Ry, so gilt

a) g(.) ist beziiglich P~ integrierbar genau dann, wenn g(.) f(.) beziiglich des
Lebesguemapfes integrierbar ist,

b) im Fall a) gilt

Eg(X) = / g()PX (dx) = / 9(2) f () . (7.19)

Rl Rl
Beweis: Fiir ¢ = 1p mit B € %, hat (7.19) die Form Elg(X) = PX(B) =
/ 1p(2) f(2)dz.

Ry

Diese Gleichung ist aber auf Grund von (7.18) und Elg(X) = P(X € B)
richtig, man setze Q = PX.

Wegen der Linearitdt der Erwartungswertbildung folgt damit (7.19) fiir alle
einfachen Funktionen ¢(-) (Elementarfunktionen). Fiir allgemeines nichtnega-
tives g ergibt sich (7.19) und auch a) aus dem Satz iiber die monotone Kon-
vergenz.

Der Fall beliebiger Funktionen g folgt wie iiblich mittels g = g™ — ¢g~. 0

Lebesgue- und Riemannintegrale

Der Einfachheit und Allgemeinheit der Definition von P-Integralen steht die
Kompliziertheit ihrer konkreten Ausrechnung auf der Grundlage ihrer Definiti-
on gegeniiber. Andererseits verfiigt man mit der Theorie des Riemannintegrals
und seiner zahlreichen Berechnungsmethoden iiber ein sehr leistungsfahiges
Werkzeug zur Berechnung von Integralen. Wir geben im Folgenden die Be-
ziehungen zwischen beiden Integralarten an und gewinnen damit die Moglich-
keit, in vielen Féllen Erwartungswerte, Streuungen und andere Kenngrofien
von Verteilungen konkret ausrechnen zu kénnen. Die Beweise findet man in
der Literatur zur Mafl- und Integrationstheorie, siche z. B. Elstrodt (1996),
Bauer (1992) oder die Vorlesung MaBtheorie.
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Aussage 7.22 FEs sei f eine beschrinkte Borel-messbare Funktion auf dem
endlichen Intervall [a,b]. Dann gilt:

a) [ ist L-integrierbar,

b) f ist R-integrierbar genau dann, wenn {x € |a,b] : f ist unstetig bei x}
das Lebesquemajfl Null hat.

Im Fall b) gilt

R~ [t =)~ [ j@s

[a,b] [a,b]

Im Fall eines unendlichen Integrationsbereiches, z. B. I = (00, a], = (a, 00) oder
= Ry, hat man fiir Funktionen f, die auf jedem kompakten Intervall [a,b] C [
Riemannintegrierbar sind, den Begriff des uneigentlichen Riemannintegrals.
Man sagt (hier fiir I/ = R; aufgeschrieben), das uneigentliche Riemannintegral
iiber f existiert, falls der Grenzwert

—?ﬂ@Mrg% t/f

b—+oo a b]

existiert und endlich ist.

Wir vergleichen uneigentliche Riemannintegrale mit Lebesgueintegralen und
bemerken als Erstes die folgende

Aussage 7.23 Ist f eine nichtnegative Funktion auf I, o, und ist f auf jedem
Intervall [a,b] fir b > a R-integrierbar, so gilt

lin (7) [ fa)ds = (1) - [ fa)is
Ry

[a,b]

Anders ausgedriickt, das uneigentliche R-Integral iiber eine nichtnegative Funk-
tion f ewxistiert genau dann, wenn das L-Integral existiert und endlich ist. In
diesem Fall sind beide gleich.
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Beweis: Die Folge (f,), definiert durch f, := f - 1}, konvergiert monoton
gegen f. Die Aussagen 7.12 und 7.21 implizierten

/f @) = e (L) /fn -

[a,00) [a,00)
lim (R) — / f(x)de = / flx
la,n] [a,00)

O

Wir setzen den Vergleich beider Integralarten fort mit der folgenden Bemer-
kung:

Das uneigentliche Riemannintegral kann existieren und endlich sein, obwohl f
nicht Lebesgueintegrierbar ist.

Beispiel 7.24 Fiir f, definiert durch f(z) = Si%, x>0, gilt

7f _ / sin x .
T
0

[Trk m(k+1)]

Die Reihe konvergiert, da sie alternierend ist und die Reihenglieder gegen Null
konvergieren. Das Lebesgueintegral (L) — / f(z)dr existiert nicht, da f*

[0,00)
und f~ kein endliches Lebesgueintegral besitzen.

Die folgende Aussage gibt eine Bedingung an, unter der Erwartungswerte der
Form Eh(X) mit Hilfe von Riemannintegralen berechnet werden kénnen.

Aussage 7.25 Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofse mit der Dichte f und
h eine Funktion von Ry in sich.
Sind h und f Lebesque-fast-iiberall stetig und ist h nichtnegativ, so gilt

Eh(X) = (R) / h(z) f(x)dz (7.20)

Ry
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Die Gleichung (7.20) gilt auch fir h mit E|h(X)| < oo oder, dquivalent,

(R) - / ()| () < 0.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Aussage 7.22.
Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit der Dichte f.

Folgerung 7.26 Das n-te Moment p,, := F(X") der Zufallsgrofie X existiert

und ist endlich genau dann, wenn / 2" f(x)dz existiert und endlich ist. In

Ry
diesem Fall gilt
B(X™) = / " f(2)de. (7.21)
Ry
Insbesondere ergibt sich
EX = /wf(x)dm und D*X = /(x — EX)*f(z)dx. (7.22)
R1 Rl

Dabei sind die Integrale als Lebesgueintegrale zu verstehen, die unter geeigne-
ten Voraussetzungen (s. oben) auch zu Riemannintegralen werden.
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Beispiele fiir Dichten auf Ry

Obwohl jede nichtnegative Borel-messbare Funktion f mit / f(z)dz = 1 Dich-

Ry
te einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, %) ist, sind viele theoretisch
und praktisch wichtige Dichten stetig oder stiickweise stetig. Wir geben einige
davon an. Ihre Bedeutung wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch disku-

tiert.

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofie mit der Dichte f.
Man sagt X besitze eine

a) gleichmdfige Verteilung auf [a, b], falls

1
flz) = H[a,b](x)m .z €R,.

Bezeichnung: X ~ U(]a, b])

b) Ezponentialverteilung mit dem Parameter A(A > 0), falls

f(x) =X 1jp0)(2) exp(—Az), = € Ry.

Bezeichnung: X ~ Ezp()\)

¢) Gammaverteilung mit den Parametern a, A(a > 0, A > 0), falls

A% 1w
flz) = ]l(o,oo)(x)r(a>$“ lg=A . x € R.

Bezeichnung: X ~ I'(a, A)
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a a
EX =—, D*X = —
A A2

ist diese Verteilung auch als 7x2-Verteilung mit n
> 1) bekannt.

Fir a = §,A =

1
2
Freiheitsgraden” (n

d) Normal- oder Gaufsche Verteilung mit den Parametern p und o* (u €
Ry, o > 0),

falls f(z) = (270?)2 exp ( — 5@ — ,u)z),m e R
Bezeichnung: X ~ N(u,0?)

EX =pu, D*X = o2

Im Fall i = 0, 0% = 1 spricht man von einer ”Standardnormalverteilung”.
Ihre Verteilungsfunktion wird mit ® bezeichnet:

®(z) = P(X <z) = /(zw)éexp(—y;)dy,xem

(—OO,JT]
Sie ist nicht explizit berechenbar und ist deshalb vertafelt.

e) Cauchyverteilung, mit dem Parameter a € Ry falls

f(x): L ! .TERl

7 1+(z—a)?

Erwartungswert und Streuung der Cauchyverteilung existieren nicht.

Transformationssatz fiir Dichten

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofe iiber (€2, 2, P) mit der Dichte f. Haufig
hat man die Verteilung einer Zufallsgréfie Y zu berechnen, die eine Funktion
von X ist. Dazu nehmen wir an, h sei eine Borel-messbare Funktion von R; in
sich, und es gelte
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Y(w) :=h(X(w)), we
Offenbar gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y

Fy(y) = P(Y <y) = P({w € Q[h(X(w)) <y}) =
P({w € QX (w) € b ((—00,y])}) = P({w € QX (w) € {z : h(z) < y}}) =

f(s)ds. (7.23)

{z:h(z)<y}

Aus dieser Gleichung gewinnen wir folgende

Aussage 7.27 Ist fx eine stetige Dichte von X, {x € Ry,|f(x) > 0} ein
Intervall I, und ist h eine stetig differenzierbare, streng monotone Funktion
von I in Ry mit h'(x) # 0 fir alle x € I, gilt Y = h(X) und setzt man
g(y) = h™Y(y), so besitzt Y ebenfalls eine Dichte fy, und es gilt

fr(y) = fx(gW)ld' W), ve R (7.24)

Beweis: Es sei h monoton wachsend. Dann gilt

Fy(y) = P(Y <y)=Ph(X)<y) =

P(X < g(y)) = / fx ().

(—00,9(y)]

Darauf folgt, dass Fy differenzierbar ist, und dass gilt

fr(y) = F,(y) = fx(9(v)) - 9'(y).

Ist A monoton fallend, so haben wir fy(y) = fx(9(y)) - (—¢'(y)). Somit ergibt
sich die Aussage. O

Beispiele:
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1) Essei h(z) =axr+bmita >0,Y =aX + .
Dann ist

y—>b
a

Frlo) = = Ix (") wnd (o) = a- f(ax +b).

2) Ist D?*X < oo, so bezeichnet man

X —-FEX
VDX

als die zu X gehorende standardisierte Zufallsgréfle. Es gilt

X" =

EX* =0, D*X* =1 und

X =vD?X X"+ EX.

Somit haben wir

xle) = o (%)

3) Es sei X eine N(u,o?)-verteilte ZufallsgroBe. Dann besitzt Y = exp(X)
eine Dichte der Form

1 1
Fo) = o exp | = gzl =] >0
fr(y) =0, y < 0.

Die Verteilung mit dieser Dichte nennt man logarithmische Normalver-
teilung mit den Parametern p und o2. Es gilt

EY =eftT | DYY = e+ (¢ — 1)
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Die eindimensionale Normalverteilung N (j, 0?)

Es sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

P(a<X§b):P(G_”<X*§b_“>:

o o

@(b_“) —@(“‘“), a,b€ Ry,a<b.
g ag

Insbesondere erhalten wir fiir alle ¢ > 0:

Plp—co <X <p+co)=PX"|<c)=

O(c) — P(—c) =2P(c) — 1
Fiir ¢ = 3 ergibt sich:

P(|X — | < 30) = 0,9974

(3 — o0—Regel fiir die Normalverteilung)

7.4 Die Kovarianzmatrix eines zufilligen Vek-
tors

Definition 7.28 Essei X = (Xy,...,X,)7 ein zufilliger Vektor iiber (2,2, P)
mit B|X;| <o0,i=1,...,n.
Dann heifst der Vektor u, definiert durch

o= (Mla'--aﬂn)T> i = EXZ,Z = 1,...,n,
der Erwartungswertvektor von X . Er wird auch mit EX bezeichnet:

EX = (EX,,...,EX,)".
Gilt EX? < 00,i = 1,...,n, so ist wegen der Cauchy-Schwarz’schen Unglei-
chung (7.9) auch F|X,;X;| < 00,4,5 = 1,...,n. Folglich sind alle Kovarianzen
Kov(X;, X;) mit 4,5 =1,...,n endlich und es gilt:

Kov(Xi, Xj) = E(X; — 1) (X — p3) = EXi X — pips;-
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Offenbar gilt Kov(X;, X;) = D*X; = o?.

Definition 7.29 Die Matriz ) = (Kov(X;, X;))ij=1
matriz des zufdlligen Vektors X.

n heifit Kovarianz-

.....

Mit der Schreibweise

gilt
>ox = Bl(X = p)(X —p)"].

Auf Grund der Linearitidt der Erwartungswertbildung haben wir

ZX = B(XXT) — pup” = (B(X;X;) — EX;EX;)ijet...m- (7.25)

,,,,,

Aussage 7.30 Die Kovarianzmatriz )y ist symmetrisch und nichtnegativ
definit. Fiir jeden Vektor a = (ay,...,a,)T € R, gilt

E(a"X) = d"(EX) und D*(a"X) = E(a"(X — p))? = a” ZX a>0. (7.26)

Sind die X1, ..., X, paarweise unkorreliert, so ist ) eine Diagonalmatriz,
und umgekehrt.

Beweis:

E("X)=FE ( > al-Xi> => a,EX;=d"EX.
=1 i=1

Die Symmetrie von ), folgt aus Kov(X;, X;) = Kov(Xj, X;). Fiir jedes a €
R, haben wir auf Grund der Linearitdt der Erwartungswertbildung

E(a'X)=a"EX und

a3 0= aTE[(X = (X = p)7]a =
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El(a™(X — ) - (X = p)"a)] = B(a" (X — p))* =

D*(a"X) > 0.

Insbesondere bedeutet dies die nichtnegative Definitheit von ). Der letzte
Teil der Aussage ist offensichtlich. O
Die Kovarianzmatrix Y ist das mehrdimensionale Analogon zur Varianz o%
fiir reellwertige Zufallsgroffen X. Im mehrdimensionalen Fall ist die Varianz
des zufilligen Vektors richtungsabhéngig und i.a. nicht mehr durch eine einzige
Zahl zu charakterisieren. Ist e = (ey,...,e,)" ein Vektor der Linge Eins, so
ist nach der vorangegangenen Aussage e Y e = E((eT(X — p))?) die Varianz
der Projektion e? X von X auf die durch e gegebene Richtung.

Lineare Transformationen

Die folgende Aussage wird in der linearen Algebra bewiesen.

Aussage 7.31 Die Kovarianz ) ist singuldr genau dann, wenn es einen
Vektor x = (x1,...,x,)" # 0 gibt mit 27 Y 2 = 0.

Fiir jedes solche x gilt also wegen (7.26), dass D*(z7 X) = 0 gilt.

Ist Y eine lineare Transformation des n-dimensionalen zufélligen Vektors X,

d. h. gilt Y = AX + b fiir eine m x n-Matrix A und einen m-dimensionalen
Vektor b, so ist

EY = AEX 4+ bund ZY = AZX AT (7.27)

Da Yy symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matrix &, so dass 0 Y, 07 =
D eine Diagonalmatrix ist:
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Die Diagonalelemente d; sind die Eigenwerte von ), und nichtnegativ wegen
der nichtnegativen Definitheit von ) ... Der zufillige Vektor Y := 0X besitzt
geméB (7.27) mit >, = EOX X' 0" die Matrix D als Kovarianzmatrix. Seine
Komponenten sind somit unkorreliert.

Regressionsgerade
Es sei (U, V) ein zufilliger Vektor reellwertiger Zufallsgrofien U und V.

Genau wie im Kapitel 4.5 definiert man die Regressionsgerade fiir V' auf der
Basis von U durch

y =BV + Kor(U,V)22(z — EU)
01

Die Zufallsgrofe V, definiert durch

V= EV + Kor(U,V)2(U - EV)
o

1
ist die im quadratischen Mittel beste Vorhersage von V' auf der Basis von U,
d. h., es gilt

E(V —V)?= min E(V —aU — b)%.

a,beERy

Diese Regressionsgerade ist fiir alle Paare reellwertiger Zufallsgrofen (U, V)
definiert, fiir die 0? = D*U < oo und 03 = D?*V < oo gilt.

Fiir den Vorhersagefehler V' — V erhalten wir

~

E(V—-V)=0und

DXV —V) = D*V(1 — Kor(U,V))?).

Auflerdem haben wir

Kou(U,V — V) = E(U — EU)[(V — EV) — Kor(U,V)2X(U — EU)) =

02

Kov(U,V) — o109Kor(U,V) = 0.
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7.5 Dichten mehrdimensionaler Verteilungen
In diesem Punkt studieren wir zuféllige n-dimensionale Vektoren, die eine Dich-
te besitzen.

Definition 7.32 Ist ) ein WahrscheinlichkeitsmafS auf (R,, %#,), und ezi-
stiert eine Borelfunktion f auf R, so dass

mit der Bezeichnung (—oo, x] := (—o00,x1] X (—00, xa] X ... X (=00, x,], wobei
r = (21,29, ...,2,) sei, gilt
Q((—o0,z]) = // . /f(x)dxl,de codxy, v € Ry,
(700,1]

dann heifit f eine Dichte des Mafles Q. Ist Q = PX fiir einen n-dimensionalen
zufilligen Vektor X, so nennt man f auch die Dichte von X.

Dabei versteht sich das Integral als Integral beziiglich des n-dimensionalen Le-

besguemafles A(dx) = A(dxy, ..., dz,) = dridzy . . . dz,.

Auch hier haben wir fiir jedes B € %, die Gleichung

Q(B) = / ) 1s(y)dy = / F(y)dy

Analog zum Fall des R; ist eine nichtnegative Borel-messbare Funktion f auf
R, Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R,,, %,) genau dann, wenn

/ F@)dz = 1

gilt.

In diesem Fall bestimmt f die Verteilung eindeutig, andererseits ist die Dichte
f einer n-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilung bis auf eine Menge vom
n-dimensionalen Lebesguemafl Null eindeutig bestimmt.

Aussage 7.33 (Erwartungswertregel) Es seien X ein n-dimensionaler zufdlli-
ger Vektor mit der Dichte f und h eine Borel-messbare reellwertige Funktion

auf (R, By). Dann gilt:
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a) h(-) ist beziiglich PX integrierbar genau dann, wenn h(-)f(-) beziiglich
des n-dimensionalen Lebesquemafes integrierbar ist,

b) in diesem Fall gilt

Eh(X) = /h(a:)PX(dm) = /h(m)f(x)dx

Ry, Ry

Wir haben im Fall diskreter Verteilungen die Kovarianz zweier Zufallsgrofen
in Kapitel 4 berechnet. Hier wollen wir die entsprechenden Formeln fiir den
Fall angeben, dass der zufillige Vektor X eine Dichte f besitzt.

In diesem Fall gilt nach der Erwartungswertregel

,ui:EXZ-:/mif(xl,...,xn)dxl,...,xn, 2'21,...,71,

Ry

Kov(X;, Xj) = BE(X; — i) (X5 — pj) =

/(CE, — i) (zy — pi) f(x, ... xp)dey .. de, =

Ry

/wixjf(xl, e Xp)dzy L dXy, — i
Ry,

Wie man Integrale iiber Funktionen im R,, ausrechnet, werden wir im folgen-
den Kapitel 8 kennen lernen.

Wir beschrianken uns im Weiteren auf den Fall n = 2.

Essei X = (Y, Z)T ein zufilliger Vektor mit Werten in (Ry, %,) und der Dichte
f.

Aussage 7.34

a) Y und Z haben Dichten fy bzw. fz, die sich mittels f wie folgt berechnen
lassen:
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fry) = /f(y,Z)dz, yER
Ry

fz(2) = /f(y,Z)dy, z€R
Rq
b) Y und Z sind genau dann voneinander unabhdngig, falls

fly,2) = fy(y)fz(2) (y,2) € Ra, Ao — fast dberall

c) fiir jedes y mit fy(y) > 0 ist durch

[y, =)
fy=y(2) = , 2z€R
Y y( ) fy(y) 1
eine Dichte definiert. Sie heifst "bedingte Dichte von Z unter der Bedin-

gung Y =1y.”

Man nennt fy und fz die Randverteilungsdichten von f.

Beweis:

a) PY <y)=PY <y, ZeR)=

// F(s,t)dsdt = / (/f(s,t)dt)ds.

(—o0,y]x Ry (-ooy] I

Folglich gilt die erste Formel von a), analog folgt die zweite (es wurde
der Satz von Fubini benutzt.)

b) Wenn f = fy fz, so ist

P(YEB,ZGC)z//f(y,z)ddeZ

BxC
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[crete)( [ awis i )a -

Ry Ry

P(Y € BIP(Z€(C), B,C€ 3.

Also sind Y und Z unabhéngig.
Umgekehrt, sind Y und Z unabhéngig, so gilt

F(y,2) =P(Y <y, Z < z)=Fy(y)Fz(2) =

[ o= [] s

(—00,2] (—00,y] X (—00,z]

(Fubini; Tonelli, Hobson)). Wegen der Eindeutigkeit der Dichte besitzt
(Y, Z)T eine Dichte f, und es gilt

fly,2)=fry) - fz(2) ., A—fi.

c) Es gilt fy—,(2) > 0 und /fy:y(z)dz =1.
Ry

Bemerkung: Interpretation von c):
Es sei f(y, z) stetig und streng positiv in (yo, 20).

Dann ist f(z,y) > 0 in Umgebung U von (yo, 20) (2.B. U = (yo — 2, yo + ) X
(z0 — A, z9 + A) fiir geniigend kleines A > 0).

Wir erhalten fiir jedes z € R;

PY€eEW—Ly+A),Z<z)
P(Y € (yo — Dyyo + D))

P(Z <zY € (yo—Dyo + A)) =
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/ ( / ”ds)dt//( (S,t)ds)dt:

(—00,2]  (yo—A,yo+D) Ri (yo—Lyot+d)

N /(mf(yo,t)dt/R[zAf(yo,t)dt

(—OO,Z}
— [ Bl
(_0073]

und sehen darin eine Interpretation von fy_,(2) als Dichte von Z unter der
Bedingung Y = .

Beispiel 7.35 X = (X, X2)? besitze eine 2-dimensionale Normalverteilung
mit den Parametern juy, pi2, 0%, 03, 0. Dann gilt

Fel) = 1 eXp( -1 le—m)Q 2Q(ZE1_Ml)($2_#2)+($2_ﬂ2>2]
() = _
2mo1094/1 — 0? 2(1 - ¢?) 01 0102 op)

fx, () = \/217—038}@( 212( — 1) )

EX; = /l‘z‘fx Ty, To)dridry = /Iifxi(xz’)dxi = I

R1

D2X / Mz fX ZL‘hl'Q)de‘ldlL‘Q /(1’1 — ,ul)2le(:E,)d:v, = O'?

Ry

Kov(Xy, Xy) = /(:vz- — p1)(ze — pi2) fx (21, ¥2)dw1dTy =
Ro

/@:2 - ug)(/(xl ) - (@1, 22)dy)des = 00105,

R1 Rl
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Damit ist die Bedeutung der Parameter der 2-dimensionalen Normalverteilung
geklart. Folglich haben wir fiir die Kovarianzmatrix des Vektors X

Z _ of 00109
X 00109 O3 ’
und p ist gleich dem Korrelationskoeffizienten Kor(X;, X»).

Man priift leicht nach, dass sich die Dichte fx in diesem Beispiel folgenderma-
Ben schreiben 148t (= (uy, o)™, x = (x1,12)7):

1 | P
fX(x):zﬂala2meXp[_§(x_u) ZX (JI—,M):|

Fiir die bedingte Dichte fx,—., (z2) ergibt sich

[ p— *exp[— ! <x2—u;>2]

2mo; 205
mit

% g
3 = 2+ 0= (w1 — ) und
1

03’ = 03(1 = 0°)

Beachte, dass 032 nicht von x; abhingt.

Die Komponenten X; und X, sind genau dann unabhéngig, falls sie unkorre-
liert sind, also o = 0 gilt. In der Tat, genau in diesem Fall gilt

fx (@) = fx, (@) fx, (22), o= (21,22)".

Die Transformationsformel fiir n-dimensionale Dichten (Aussage (3.59) und
Beispiel (3.60) bleiben in diesem allgmeinen Fall giiltig.
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Kapitel 8

Produktmafie und Summen
unabhingiger Zufallsgréf3en

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen voneinander unabhéngiger Zufallsgréfien
sind Produktmafle. In diesem Kapitel geht es zundchst um den Zusammenhang
zwischen Integralen {iber Funktionen bez. Produktmafien und sogenannten ite-
rierten Integralen {iber diese Funktionen bez. der Einzelmafle. Der diesbeziigli-
che Satz von Fubini mit samt seiner Folgerung, die nach Tonelli und Hobson
benannt ist, bildet ein in der Wahrscheinlichkeitstheorie oft benutztes Werk-
zeug.

Im zweiten Abschnitt wird dann die Verteilung der Summen unabhéngiger Zu-
fallsgroffen untersucht. Sie ergibt sich als sogenannte Faltung der Verteilungen
der einzelnen Zufallsgrofien.

8.1 Der Satz von Fubini

Es seien X und Y zwei ZufallsgroBen iiber (2,2, P) mit Werten in (E, &)
bzw. (F,§). Der zufillige Vektor (X,Y)T ist eine ZufallsgréBe mit Werten in
(Ex F,€®7F), wobei € ® §F die Produkt-o-Algebra von € und § in £ x F ist,
d. h. die kleinste o-Algebra von Teilmengen von E x F', die alle ”"Rechtecke”
B x C mit B € € und C € § umfasst.

Sind X und Y voneinander unabhiingig, so gilt fiir die Verteilung P&%Y) von
(X,Y)T die Beziechung

197
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PX)(Bx(C)= P (XeB,YecC)=P(XecB)PY cC)= (81)
PX (B)PY(C), Be ¢,C €.

Die gemeinsame Verteilung PXY) von (X,Y)7 ist also das Produktmafi der
Randverteilungen PX und PY. Ist h eine Borel-messbare Funktion von (E x
F,€®F) in (Ry, %), so haben wir geméf der Substitutionsformel (Aussage
7.14)

Eh(X,Y) = / h(z,y)PXY) (dz, dy). (8.2)

ExXF

Der folgende Satz von Fubini liefert Bedingungen, unter denen man dieses In-
tegral im Fall der Unabhingigkeit von X und Y auf Einzelintegrale bez. P¥
bzw. PY zuriickfithren kann, die sich z. B. im Falle der Existenz von Dichten
wiederum einfacher berechnen lassen. Fiir den Beweis dieses Satzes und den
Aussagen dieses Abschnittes siehe z.B. Elstrodt (1999), Bauer (1990) bzw. die
Vorlesung Mafitheorie.

Anstelle von P¥ und PY verwenden wir im Folgenden irgend zwei Wahrschein-
lichkeitsmafie 1 und @y auf (E, €) bzw. (F,F).

Wir beginnen mit einer Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit des Produkt-
mafes Q1 ® Qs.

Aussage 8.1 Fs seien Q1 und Qs zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf (E, €)
bzw. (F,§). Dann besitzt die durch

R(A x B) := Q1(A)Q2(B) (8.3)

auf der Menge % aller Rechtecke A x B mit A € €, B € § definierte Men-
genfunktion R eine eindeutige Fortsetzung zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf
auf € ® §. Diese Fortsetzung wird als Produktmafl ()1 ® Qs von Q1 und Qo
bezeichnet.
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Bemerkung: Die Aussage bleibt richtig, falls (); und )5 keine Wahrscheinlich-
keitsmafle, sondern sogenannte o-finite Mafle sind. Das Produktmafl ()1 ® Q-
ist dann ebenfalls ein o-finites Maf}. Das gilt insbesondere fiir die Lebesgue-
mafle in Ry bzw. R, und allgemeiner, in R,,.

Satz 8.2 (Satz von Fubini) Es sei h eine reellwertige, (EQF)— %1 -messbare
Funktion, die nichtnegativ ist oder fir die

/ |h(z,y)|Q1 ® Qa(dx, dy) < oo (8.4)

ExXF

richtig 1st.

Dann gelten folgende zwei Aussagen:

1) Die Funktion x — /h(:c,y)Qg(dy) ist &€ — %y -messbar. Sie ist nichtne-
F

gativ, falls h nichtnegativ ist, und sie ist Q1-integrierbar, falls (8.4) gilt.

Die Funktion y — /h(x,y)@l(dx) ist §-AB1-messbar. Sie ist nichtnega-
B

tiv, falls h nichtnegativ ist, und sie ist Qq-integrierbar, falls (8.4) gilt.

2) Ist h nichtnegativ oder gilt (8.4), so haben wir

[ 1)@ e Quldn.dy) = [ ( / h(x,y>Qz<dy>)Q1<dx>

ExF E F

-/ ( h(x,wczl(dx))czz(dy) (8.5)

F E

Bemerkung: Der Satz von Fubini gilt auch fiir Mafle (1, @2, die nicht notwen-
dig Wahrscheinlichkeitsmafle sind. Insbesondere fiir Lebesguemafe.
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Der Satz von Fubini besagt also, dass aus der Integrierbarkeit von h beziiglich
des ProduktmaBes Q)1 ® @), folgt, dass die iterierten Integrale in (8.5) existieren
und gleich dem Integral bez. dem Produktmaf sind.

Im allgemeinen folgt aus der Endlichkeit der iterierten Integrale, selbst wenn
sie gleich sind, noch nicht die Eigenschaft (8.5). (Vgl. Elstrodt (1996), Kap. V

§2).
Es gilt aber die

Folgerung 8.3 (Tonelli, Hobson) Wenn gilt

([t miaatan )autdn <o oer (5.6)

E F

/ ( / |h<w,y)lQ1(dx)) Q2(dy) < oo, (8.7)

F E

dann sind die Voraussetzungen des Satzes von Fubini erfillt.

Beweis: Fiir jede Indikatorfunktion h = 1¢ mit C' € € ® § gilt der Satz von
Fubini, d. h.  — Q3(C(z)) ist E-messbar und es besteht die Beziehung

[ 120 0:= [ Quc)Qin) < o

wobei C'(x) die sogenannte ”Schnittmenge” von C' bei x ist:

C(z):={y € F|(z,y) €eC}, z€E.

Damit ist auch fiir jede nichtnegative Elementarfunktion h

/ th1®Q2:E/ (F/thg)dQl < 0.

ExF
Ist nun h nichtnegativ mit der Eigenschaft (8.6) und (h,) eine h approximie-
rende Folge von nichtnegativen Elementarfunktionen, so ergibt sich aus dem
Satz iiber die monotone Konvergenz, dass



ProduktmaBe und Summen unabhéngiger Zufallsgrofien 201

/ hd@Q; ® Q2 = nh_)rilo / hypd@Qy ® Q2 =

ExXF ExXF

- lim ( / hnd@z) Q)

E F

richtig ist.

Wegen

F/hndQQ T F/th2

(Satz iiber monotone Konvergenz) erhalten wir wegen (8.6) die Eigenschaft
(8.4).

Im allgemeinen Fall nutzen wir die Zerlegung h = h™ — h™.

Der Fall (7) wird analog behandelt. O

8.2 Faltungsformeln

Es seien X und Y zwei voneinander unabhéngige reellwertige Zufallsgrofien
tiber (2,2, P)und Z := X +Y.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P# der reellwertigen Zufallsgréfie Z gilt
wegen der Substitutionsformel (7.13), angewandt auf A(X,Y) = 15(X +Y),

P(B)=P(X+Y €B)=FElp(X+Y) =

/ 1p(X +Y)dP = / 15(z +y)P* @ PY(dz,dy)
Q Ry

Auf Grund des Satzes von Fubini ist dieser Wert gleich
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/PY({y .o+ y € BYPY(dx).

Ry

Fiir B = (—o0, 2| ergibt sich
Fz(z) = PZ((—oo,z]) =P(Z<z)=

/PY((—oo, z — x])P* (dr) =

Ry

/ Fy(z — z)PX(dz). (8.8)

Ry

Bemerkung: Da die Verteilungsfunktion F'x die Wahrscheinlichkeitsverteilung
PX ecindeutig bestimmt, schreibt man hiufig statt

/f(x)PX(dx) auch /f(x)FX(dx).
Rl Rl
Wir haben dann also anstelle (8.8) die Gleichung
Fz(z) = /Fy(z—x)FX(dx) (8.8")
Ry

Definition 8.4 Die durch die rechte Seite von (8.8°) aus Fx und Fy gebildete
Verteilungsfunktion Fyz bezeichnet man als Faltung der beiden Verteilungsfunk-
tionen Fx und Fy und schreibt Fy; = Fx x Fy .

Offensichtlich gilt Fix x Fy = Fy x Fx.

Spezialfille 8.5
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a)

Sind X und Y unabhéngig und diskret verteilt mit Werten aus den gan-
zen Zahlen, gilt also

PX=k)=p,, PY=k)=q, kel :={0,+£1,£2,...}
mit px, qr > 0 und Zpk = Z qr = 1, so erhalten wir
P(Z = k’) = ZQk—lpl = Zpk_lql, kel. (89)
lel’ lel

Beweis: Man verwende

P(Z = k) = Fy(k) — Fylk %)und / ha) Fx(dr) = 3 hik)py

Ry k

bzw. / h(z)Fy (dx) = Zh(k)qk fiir alle nichtnegativen Funktionen h
k

Ry
auf der Menge der ganzen Zahlen. O

Sind X und Y unabhingig und haben sie Dichten fx bzw. fy, so hat
auch Z = X +Y eine Dichte fz, und es gilt

h@%=/fﬂvﬂw&@sz/fﬂz—whwﬂy (8.10)

Beweis: Mittels der Substitutionsformel (7.13) folgt aus (8.8) die Bezie-

hung
= [ i) st -

Ry (—o0,z—x]
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/( / fY(y—x)dy)fx(x)dx

Ry (—00,7]

und der Satz von Fubini mit seiner Folgerung von Tonelli-Hobson ergibt
damit

= [ ([ o= st iy

(—OO,Z]

Daraus folgt nach Definition der Dichten die Behauptung. 0

Bemerkung 8.6 Bereits wenn nur eine der beiden unabhéngigen Zufalls-
grofien X und Y eine Dichte besitzt, hat auch Z = X +Y eine Dichte. (Ubung)

Beispiele 8.7 Es seien X und Y unabhéngige Zufallsgrofien.

Sind X und Y binomialverteilt mit den Parametern (n,p) bzw. (m,p),
so ist X + Y binomialverteilt mit den Parametern (n + m, p).

Sind X und Y Poissonverteilt mit den Parametern A bzw. p, so ist X +Y
Poissonverteilt mit dem Parameter A + p.

Sind X und Y negativ binomialverteilt mit den Parametern (p,vx) bzw.
(p, vy ), soist X+Y negativ binomialverteilt mit den Parametern (p, vx+

Uy).

Sind X und Y normalverteilt mit den Parametern (uy, 0% ) bzw. (uy, 0%),
so ist X + Y normalverteilt mit den Parametern (ux + py, 0% + 0%).

Sind X und Y Gammaverteilt mit den Parametern (ax, A) bzw. (ay, A),
so ist X + Y Gammaverteilt mit den Parametern (ax + ay, A).
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Der Beweis von 1. - 3. ergibt sich sofort aus der Formel

9X+Y(S) = Es* =

Es* - Es" = gx(s) - gv(s),|s| <1

fiir die erzeugenden Funktionen.

Fiir den Beweis von 4. und 5. verwendet man die sogenannten charakteristi-
schen Funktionen, die wir spéter definieren werden.

Die Faltungsformeln (8.9) und (8.10) fithren auch zum Ziel, sind aber hiufig
mit ldngeren Rechnungen verbunden.

Definition 8.8 Fine Familie (Fy,9 € © C Ry) von Verteilungsfunktionen
auf Ry heifit faltungsstabil, falls fir alle 9,m € © ein & € O existiert mit
Fg * F;7 = Fg.

Die Familie aller eindimensionalen Normalverteilungen ist zum Beispiel fal-
tungsstabil.

Wir schlieen dieses Kapitel mit einigen Eigenschaften von Erwartungswerten
und Varianzen unabhéngiger Zufallsgrofien.

Aussage 8.9 Sind X und Y zwei voneinander unabhdngige reellwertige Zu-
fallsgrifien iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,24, P) und gilt E|X| < oo,
E|Y| < o0, so folgt

E|XY]| < 00 und E(XY) = (EX)(EY). (8.11)

Beweis: Wegen der Unabhéngigkeit ist die gemeinsame Verteilung von X und
Y gleich dem Produktma P* ® PY. Der Satz von Fubini (Folgerung 8.3)
impliziert

E(XY) = / ryP* @ PY (dx,dy) =

Ro
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/(/xypx(dfﬂ)>PY(dy) Z/y</xPX(dx)>PY(dy) — (EX)(EY).

R R Ry Ry

Folgerung 8.10 Sind X;, Xs,...,X,, voneinander unabhéngige reellwertige
Zufallsgrofien iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (9,20, P) und gilt
E|Xg| < o0, k=1,...,n, so folgt

E|X; - X5-...- X,| <oound

E(ﬁ)@ - ﬁEXk.
k=1 k=1

Die Gleichung (8.11) hat zur Konsequenz, dass fiir zwei unabhéngige Zufalls-
groflfen X und Y, deren Erwartungswerte endlich sind, die Kovarianz auch
endlich und gleich Null ist.

Kov(X,Y) = E(XY)— EXEY =0.

Unabhéngige Zufallsgréofen mit endlichem Erwartungswert sind also unkorre-
liert.
Daraus ergibt sich die

Aussage 8.11 Sind X, X, ..., X, voneinander unabhingige Zufallsgrifsen
mit D*X;, < 0o,k =1,...,n, so gilt

D2<ixk) — iam (8.12)
k=1 k=1

Beweis:
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> E(Xy— EXy) (X, — EX,) =

k=1

zn: D’X; +2)  Kov(X;, X;) = En: D*X;..
k=1

k=1 k<t

Folgerung 8.12 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in der eben bewie-
senen Aussage gilt fiir die Varianz des arithmetischen Mittels:

.....

Beispiel: Wirft man einen regelméfligen Spielwiirfel unabhéngig voneinander
100mal und bildet das arithmetische Mittel My, der auftretenden Augenzah-
len, so gilt

2,9167
100

Das arithmetische Mittel wird bei hdufiger Wiederholung von 100 Wiirfen also
meist in der Ndhe von 3,5 liegen. Die Tschebyschev’sche Ungleichung liefert
namlich

EMioo = 3,5 und D*Mgy = =0,0292.

0,0292
0,25

Das arithmetische Mittel Mgy ist also "weniger zuféllig” als jeder einzelne
Wurf des Wiirfels.

P(|Mygpo — 3,5] > 0,5) <

=0,12.
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Kapitel 9

Charakteristische Funktionen

Jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Ry,B;) (allgemeiner: (R,,,,)) ist
eine komplexwertige Funktion, ihre charakteristische Funktion, zugeordnet,
durch die sie wiederum auch eindeutig bestimmt ist. Alle Eigenschaften der
Verteilung spiegeln sich in Eigenschaften ihrer charakteristischen Funktion wi-
der. In vielen Féllen, z.B. bei der Herleitung von Grenzwertsétzen, bilden cha-
rakteristische Funktionen ein leistungsfiahiges Werkzeug.

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofle iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,2, P) mit der Verteilung P~ und der Verteilungsfunktion F, die wir auch
kurz mit F' bezeichnen:

F(z) = Fx(z) = PX((—o00,2]) = P(X <), x € Ry.

Definition 9.1 Als charakteristische Funktion ¢ der Zufallsgrifie X (bzw. der
Verteilungsfunktion F ) bezeichnet man die Funktion

o(u) = Ecos(uX) + iEsin(uX), u € Ry, 1 imagindre Finheit.  (9.1)

Man schreibt auch
o(u) = Ee™X, oder

o(u) = /ei“xPX(dx) =: /ein(dx), u € Ry.

R1 Rl

209
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Statt p verwenden wir die Bezeichnung px oder o, wenn wir die Zufallsgrofle
X oder die Verteilungsfunktion ' hervorheben sollen.

Die charakteristische Funktion ¢x ist fiir jede reellwertige Zufallsgrofie X de-
finiert und gleich der Fouriertransformierten des MaBes P~ (bis auf eventuell
einen konstanten Faktor).

Bevor wir Eigenschaften charakteristischer Funktionen untersuchen, zeigen wir
die Giltigkeit der folgenden Ungleichung (9.2). Definiert man fiir komplex-
wertige Funktionen f auf R; den Erwartungswert Ef(X) durch Ef(X) :=
E(Re f(X))+iE(Im f(X)) (Endlichkeit beider Erwartungswerte der rechten
Seite sei vorausgesetzt), so gilt

[EF(X)| = BIF(X)]- (9.2)

Beweis: Ist f eine Elementarfunktion

= ZaiﬂAi(x) ., T €R,
1

a; komplex, so gilt

|Ef(X)] = |Zo¢Z ] < ZP )|ai| = E|f(X)|. Fiir allgemeine Borel-

messbare f mit E|f(X)| < o folgt (9.2) wie iiblich, mit der Approximations-
methode.

Eine sofortige Konsequenz aus der Definition der charakteristischen Funktion
ist

Caxto(u) = embSOX(aU)> u € Ry, (9.3)

fiir alle a,b € R,. Insbesondere, falls 0 < 02 = D?X < oo gilt, haben wir

u
ox(u) = ’Z“g@(( ), u € Ry. (9.3")

Dabei bezeichnet X* die standardisierte Zufallsgroﬂe “ mit p = EX.



Charakteristische Funktionen 211

Beispiele 9.2

a) X ~ B(n,p) (Binomialverteilung)
- n - iku wu n
px(u) = <k)p"’(1—p)” oo = (pe™ +q)", u € Ry,
k=0
b) X ~ P()\) (Poissonverteilung)
px(u) =3 re e =" ue Ry,
k=0
c) X ~ NB(v,p) (Negative Binomialverteilung)

px(u) = (

> mitg=1-—p, u € Ry,
1 — qge™

d) X ~ N(u,o?) (Normalverteilung)

o?u?

2

px(u) =exp (= 5 ipu), we Ry,

e) X ~T(a,N) (Gammaverteilung)

ox(u) = < >a7 u € Ry,

A —iu

f) X ~ Cauchyverteilung ,a > 0, Dichte f(z) = 1 5%, = € Ry,
px(u) = exp(—alul), u € Ry,

g) Ausgeartete Verteilung: X = a € R;

ox(u) =e™, uc Ry

Aussage 9.3 Es sei ¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsgrifie X.
Dann gelten folgende Figenschaften:

a) |p(u)] < (0) =1, u € Ry,
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b) o(-) ist gleichmdfig stetig auf R;.

¢) p(u) = p(=u), uc Ri.

d) o(-) ist genau dann eine reellwertige Funktion, falls die Verteilung PX
symmetrisch ist, d.h., falls PX(—B) = PX(B) fiir alle B € B, wobei
—B :={—x:2 € B} gesetzt wird.

e) Falls fiir ein n > 1 das n-te Moment von X endlich ist, d.h., falls
E|X|™ < oo gilt, so ist ¢(-) n-mal stetig differenzierbar, und es gilt fir
allek mitl <k<n

k
©® (1) = %gp(u) = /(im)kei“xF(dx), insbesondere
R
(k)
()
EX" = pa
Weiterhin gilt
plu) = (ZZR EX*+ %%(u), we Ry, (9.4)
k! !

mit einer Funktion e,(u), u € Ry, fir die

len(u)| < 3E|X|" und lin%en(u) =0

erfillt ist.

f) Wenn fiir ein m > 1 die Ableitung @™ bei O existiert und endlich ist,
so folgt E(X*™) < co.

g) Wenn E|X|" < oo fiir allen > 1 und % := lim [%(E|X|”)%] < o0 gelten,

so haben wir fir alle u mit |u| < R die Gleichung

o(u) = Z (Z:;)nEX”
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Zum Beweis:

a) |p(u)] = Ele™¥| = 1 = ¢(0) wegen (9.2).

b) [e(u+h) —e(u)| < /leml e — 1| F(da) =
Rl.
— Ele — 1| —0, ue R
h—0

auf Grund des Satzes von der majorisierten Konvergenz.

c) Fe X = FeiuX,

d) Ist P¥ symmetrisch, so gilt fiir jede beschriinkte, schiefsymmetrische
Borel-messbare Funktion g (d.h. g(—s) = —g(s), s € R;) die Beziehung
Eg(X) = 0. (Sie ist richtig nach Definition, falls g auf (0,00) gleich
einer Indikatorfunktion ist. Den allgemeinen Fall beweist man wie iiblich
mittels Approximation.) Also ist

/sin(ua:) - P*(dx) = 0,d.h.

R

ox(u) = Ecos(uX) = /cos(u:c)F(d:c) u € Ry.
Ry
Ist umgekehrt @x reellwertig, so folgt wegen c) die Gleichung px(u) =
v_x(u), u € Ry.
Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (siche un-

ten) ergibt sich, dass die Verteilungsfunktionen von X und —X {iberein-
stimmen:

Fx =F_x.

Das bedeutet PX = P=X also

P(Xe€eB)=P(-Xe€B)=P(X €—-B), Be*B,.
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e) Wir nehmen zunéchst n = 1 an. Dann gilt mit ¢ = @y

@(U + h) B SD(U’) — E(equ (eihX — 1)> und
h h
‘ez’hm _ 1‘ )
aus ——— < |z| sowie E|X| < oo

folgt mittels des Satzes von der majorisierten Konvergenz, dass ¢'(u)
existiert und endlich ist:

ihX
TN T ux (€77 1)\ iuX
gp(u)-}l&g&E(e : ) =iE(Xe™).

Die Stetigkeit von ¢’ zeigt man wie in b) die von ¢.
Fir n > 1 folgt nunmehr der Beweis mittels vollstéandiger Induktion
analog.

Zum Beweis von (9.4) erinnern wir daran, dass fiir jedes z € Ry und fiir
jedes n reelle Zahlen 91,92 mit |¢;| < 1;i = 1,2, existieren, so dass

e =cosx +isinz =

[cos V12 + i sin Yo

richtig ist. Daraus ergibt sich fiir x = uX die Gleichung

—_

FoiuX _ (1u) EXF + (iu)

k! n!
0

[EX" + e,(u)]

B
Il

mit

en(u) = E[X"(cos[V (w) - uX] + isin[ds(w) - uX] — 1)].

Weiter folgt damit, dass gilt
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len(u)| < 3E|X|", u € Ry,

und mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir

en(u) — 0 fiir u — 0.

Die Eigenschaften f) und g) werden wir im Weiteren nicht benutzen. Fiir ihren
Beweis sei deshalb z. B. auf Siraev (1988), Kap. II; 12 verwiesen.

Die Aussage f) ist i. a. nicht richtig fiir ungerade n = 2m + 1, d. h. aus
|+ (0)] < oo folgt noch nicht E|X|*"*! < oo. Ein Gegenbeispiel fin-
det man z. B. in Galambos, J., Advanced Probability Theory, Marcel-Dekker
(1998), Chapter 3. O

Im Folgenden fithren wir vier Eigenschaften charakteristischer Funktionen an,
die sie, zusammen mit der eben formulierten Aussagen, zu einem niitzlichen
Werkzeug der Wahrscheinlichkeitstheorie machen. Ihre Beweise iiberschreiten
den Rahmen dieser Vorlesung. Man findet sie u. a. in Siraev (1988), Kap. I, 12.

Eindeutigkeitssatz 9.4 Sind F und G zwei Verteilungsfunktionen auf Ry
mit

pr(u) = ea(u), e Ry,
dann gilt F(z) = G(z) fir alle x € Ry.

Umkehrformel 9.5 Es sei F' eine Verteilungsfunktion auf Ry mit der cha-
rakteristischen Funktion pp. Dann gilt:

a) Fir alle a,b € Ry mit a < b, in denen F stetig ist, gilt

) 1 e—iau o e—ibu
F(b) - Fla) = lim — / e e L (w)du. (9.5)
c—00 27T m



216 Uwe Kiichler

b) Ist / lop(u)|du < oo, so besitzt F' eine Dichte f, und es gilt:

Ry

f(z) = %/eixuwp(u)du,x € Ry. (9.6)

Ry

c) Ist F' die Verteilungsfunktion einer diskreten, auf N = {0,1,2,...,n,...}
konzentrierten Verteilung (p(k),k > 0), so gilt

pk) = — /eik“gpF(u)du, k> 0. (9.7)

Stetigkeitssatz 9.6 Ist (F,,n > 1) eine Folge von Verteilungsfunktionen auf
Ry, ¢, die charakteristische Funktion von F,:

on(u) = /ei“an(dx), u € Ry,
Ry

so gilt:

a) Wenn w— lim F,, = F fir eine Verteilungsfunktion F' richtig ist, so gilt

lim ¢, (u) = pr(u) = /ei““F(dx), u € Ry.

n—oo
Ry

b) Wenn lim @, (u) =: p(u) fir alle w € Ry existiert, und wenn die so
definierte Funktion ¢ ber u = 0 stetig ist, so ist ¢ die charakteristische
Funktion einer Verteilungsfunktion F', und es gilt

w— lim F,, = F.

n—oo

Bemerkung: w — lim F,, = F' bedeutet fiir Verteilungsfunktionen F,, und F

fiir alle z, die Stetigkeitspunkte von F' sind.
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Faltungssatz 9.7 Sind X, und X5 zwei unabhdngige reellwertige Zufallsgrofien,
so gilt
x4+, (1) = ox, (Wex,(u), u € Ry (9.8)

Der Beweis dieser Gleichung ergibt sich auf Grund der Unabhéngigkeit leicht
aus

FeXtXe) — peinXi peiuXe ) R
Wir formulieren eine wichtige Folgerung aus dem Faltungssatz.

Folgerung 9.8 Sind X7, X5, ..., X, voneinander unabhéngige, identisch ver-
teilte Zufallsgroffen mit der charakteristischen Funktion ¢, so gilt fiir M,, =

% Z X die Gleichung
k=1

u

o, (u) = {w(—)r, u € Ry. (9.9)

n

Fiir eine Ausdehnung des Begriffes der charakteristischen Funktion auf zufélli-
ge Vektoren und seine Untersuchung siehe z. B. Jacod, Protter (2000), Chapter
13 oder Siraev (1988), Kap. II, 12. Wir geben hier nur die Definition und eine
oft benutzte Aussage an.

Ist X = (Xy,...,X,)7T ein zufilliger Vektor, so definiert man als seine charak-
teristische Funktionwie folgt:

ox(ui,...,uy) = Eexp(iv' X) |, u=(u1,...,u,)’ € R,.

Von besonderem Interesse ist dabei die

Aussage 9.9 X,,..., X, sind genau dann voneinander unabhdngig, wenn gilt

Ox(Up, ..., uy) = H ox, (ug), uw=(u,... un)! € Ry,
k=1
wobei px, (ug) = Eexp(iugXy) die charakteristische Funktion von Xy ist,
k=1,...,n.

Zum Beweis siehe die angegebene Literatur.
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Kapitel 10

Gesetze der groflen Zahlen

10.1 Einfiihrung

Im ersten Kapitel wurde auf eine Erfahrungstatsache im Umgang mit zufalli-
gen Erscheinungen aufmerksam gemacht, die man gewohnlich als empirisches
Gesetz der grolen Zahlen bezeichnet. Gemeint ist die Beobachtung, dass sich
bei haufiger Wiederholung eines zufélligen Experimentes der Zufall ”ausmit-
telt”, das heifit, dass sich die relativen Haufigkeiten des Eintretens eines mit
dem Versuch verbundenen Ereignisses mit wachsender Versuchsanzahl stabili-
sieren. Eng verbunden damit ist die Beobachtung, dass auch die arithmetischen
Mittel der beobachteten Werte einer wiederholt realisierten zufilligen Grofle
in &hnlicher Weise einem festen Wert zuzustreben scheinen (siehe Abschnitt
3.1).

Diese Erfahrungen sollten sich in einer Wahrscheinlichkeitstheorie als Theore-
me wiederfinden. In der Tat liefert die Theorie eine Gruppe von Aussagen iiber
die Konvergenz arithmetischer Mittel von Zufallsgrofien, die man gemeinhin
als Gesetze der groflen Zahlen bezeichnet. Sie unterscheiden sich in der Kon-
vergenzart der arithmetischen Mittel und in der Art der Voraussetzungen an
die zugrunde liegenden Zufallsgrofen.

Die Gesetze der groflen Zahlen kléren im Rahmen der Kolmogorov’schen Axio-
matik der Wahrscheinlichkeitstheorie die Bedingungen an die untersuchten Zu-
fallsgroen, unter den ihre arithmetischen Mittel im geeigneten Sinne konver-
gieren und identifizieren ihren Grenzwert. Der Grenzwert steht dabei haufig in

219
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Verbindung mit den Erwartungswerten der betrachteten Zufallsgrofien.

In den folgenden Abschnitten seien (X,,n > 1) eine Folge reellwertiger Zu-

fallsgroBen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P), S,, := ZXk ihre
k=1

n-te Partialsumme und M,, = 1, ihr n-tes arithmetischen Mittel, n > 1.

Die Fragestellung der Gesetze der groflen Zahlen ist:

Unter welchen Bedingungen an die Zufallsgréfien X,,n > 1, konvergiert die
Folge (M,,,n > 1) in welchem Sinne gegen welchen Grenzwert?

Gesetze der groflen Zahlen gibt es in sehr vielen Varianten. Wir geben hier nur
einige wenige exemplarisch an. Weitere interessante Versionen mit samt ihren
Anwendungen findet man z. B. in den Monographien zur Wahrscheinlichkeits-
theorie von Siraev (1988), Jacod, Protter(2000) oder Bauer (1991).

10.2 Schwache Gesetze der groflen Zahlen

Als schwache Gesetze der groflen Zahlen bezeichnet man gewo6hnlich Aussagen,
die die stochastische Konvergenz der arithmetischen Mittel M,,n > 1 betref-
fen.

Wir stellen zunéchst die Definition und einige Eigenschaften der stochastischen
Konvergenz voran. Die Beweise findet man z. B. in Siraev (1988) oder Jacod,
Protter (2000).

Definition 10.1 Eine Folge (Y,,n > 1) reellwertiger Zufallsgrofien tber ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) heifit stochastisch konvergent gegen
eine reellwertige Zufallsgrifie Y, falls im P(|Y, —Y| > ¢) = 0 fir alle e > 0.

Symbolisch schreibt man in diesem Fall Y, Ly,
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Die stochastische Konvergenz ist identisch mit der aus der Mafitheorie bekann-
ten Konvergenz dem Mafl P nach.

Mitunter spricht man auch von der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Offenbar konvergiert eine Folge (Y;,) genau dann stochastisch gegen Y, falls

lim sup P(|Y,, —Y]|>¢)=0. (10.1)
n—00 m>n
Aus der Mafitheorie ist bekannt, dass die stochastische Konvergenz einer Folge
(Y,,) gegen eine Zufallsgrofie Y dquivalent damit ist, dass man in jeder Teilfolge
(Y,,,) eine Unterfolge (Ynkl) finden kann, die P-fast sicher gegen Y konvergiert.

Aus der stochastischen Konvergenz von (Y;,) gegen Y ergibt sich die schwache
Konvergenz ihrer Verteilungen:

lim [ f(z)PY(dz) = / F@)PY (dx), f e C(Ry), (10.2)

n—oo

Rl Rl

wobei C(R;) die Menge aller stetigen und beschrankten Funktionen auf R,
bezeichnet.

Die Beziehung (10.2) gilt genau dann, wenn die Verteilungsfunktionen F;, von
Y, in allen Punkten x, in denen die Verteilungsfunktion F' der Zufallsgrofie Y
stetig ist, gegen F'(z) konvergieren. Man bezeichnet diese Art der Konvergenz
auch als Konvergenz in Verteilung und schreibt symbolisch Y, Y baw.
F,-LF.

Aus der schwachen Konvergenz der Verteilungen von (Y;,) folgt umgekehrt im
Allgemeinen noch nicht die stochastische Konvergenz der ZufallsgroBen (Y7,).

Wir haben aber die

Aussage 10.2 Gilt fiir alle f € C(Ry) und ein g € Ry

lim [ f(z)P™(dz) = f(x0),

n—oo

R1
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so konvergiert (Y,,) stochastisch gegen die Zufallsgrifie Y, die P-fast sicher
gleich xq 1st.

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 und fiir f. € C(R;), definiert durch

1
fe(z) = ﬂ[ac—r:,x-i-e]c(x) + gﬂ(m—s;x+a) (z)|z — 20|

gilt f.(z9) = 0 und

P(Y, — 2| > €) < / f-(2) P (di) — f.(xy) fiir & | 0.
Ry

O

Wir kommen nun zur Formulierung zweier schwacher Gesetze der groflen Zah-
len.

Aussage 10.3 (1. Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) Gilt D*X,, <
C < oo,n > 1 fir ein C > 0 und Kov(Xy, X;) = 0 fir alle k,l > 1 mit
k # 1, so konvergieren die zentrierten arithmetischen Mittel (M, —EM,,n > 1)
stochastisch gegen Null:

lim P(|M, — EM,| >¢) =0, Ve>D0.

n—oo

Sind insbesondere alle Erwartungswerte EX,,,n > 1, gleich (EX, = EX3), so
konvergieren die Mittel (M,,n > 1) stochastisch gegen EX:

lim P(|M, — EX)| >¢)=0, V>0

n—oo
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Beweis:

n

D*(M,) = E(M, — EM,)* = %E(Z(Xk — EX}))? =

1 & 1
— > E(X, - EXy)’ + — > B(Xy — EX))(X, — EX,) =

k=1 kL
1 n
SO DX+ > Kov(Xy, Xy)) =
C—t k¢
1 & C
=Y DX, < =.
2 Z k=
n 1 n

Fiir jedes € > 0 gilt folglich

M, C
P(|M,, — EM,| >¢) < D*—* <
g2 T n-e?
(Tschebyschev’sche Ungleichung).
Daraus ergibt sich die Behauptung. 0

Sind die (X,,n > 1) nicht unkorreliert, so liegt im allgemeinen keine Kon-
vergenz der zentrierten arithmetischen Mittel (M,, — EM,,n > 1) vor oder
die Konvergenz erfolgt nicht gegen eine Konstante. Als Beispiel betrachten wir
fiir eine reellwertige Zufallsgrofie X die Folge X,, = X,n > 1, und erhalten
M,=X,n>1.

Wir geben ein weiteres schwaches Gesetz der groflen Zahlen an, in dem auf die
Endlichkeit der Varianzen verzichtet wird.

Aussage 10.4 (2. Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) FEs seien (X,,,n >
1) unabhingige, identisch verteilte Zufallsgrifien mit F|X;| < oo, wir setzen
on = EX1

Dann gilt

lim P(|M,, — u| > ) =0 fiir jedes e > 0.
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Beweis: Es sei

o(u) = Ee™X und oy, (u) = Ee™ u € R;.

Dann gilt

oar,(w) = [p( )" u € Ry, und

o(u) =1 +iup + o(u) fir u — 0.
Folglich ist fiir jedes u € Ry

1
gp(g):1+ig«p+0(—)fﬁrn—>oo
n n n

und somit
i 1 n U,
oy (1) = (1 it o )" — e, w € Ry
Die Funktion u — e ist die charakteristische Funktion der in p ausgearteten
Verteilung und deshalb gilt

Mni>lvbv

woraus sich auf Grund der entsprechenden obigen Aussage die Behauptung
ergibt. O

10.3 Starke Gesetze der grofien Zahlen

Als starke Gesetze der grolen Zahlen bezeichnet man Aussagen, die die P-fast
sichere Konvergenz der arithmetischen Mittel M,,,n > 1 betreffen.

Die P-fast sichere Konvergenz ist im allgemeinen sehr viel schwieriger zu be-
weisen, als die stochastische Konvergenz, liefert dafiir aber auch fiir alle w au-
Berhalb einer Nullmenge N die Konvergenz der M, (w) gegen einen Grenzwert,
wogegen bei der stochastischen Konvergenz nichts iiber die ”individuellen” w
bzw. M, (w) ausgesagt wird.

Es ist interessant, dass es sich bei starken Gesetzen der grofien Zahlen tatséchlich
nur um eine Konvergenz P-fast sicher handelt. Das heifit, dass diese Konver-
genz im Allgemeinen nicht fiir alle w aus €2 vorliegt. Wir werden diese in 10.4.
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an einem Beispiel demonstrieren.

Aus der Fiille der in der Literatur vorhandenen starken Gesetze der grofien
Zahlen greifen wir drei Beispiele zur Illustration heraus. Fiir den Beweis der
ersten beiden verweisen wir wieder auf Siraev (1988), das dritte werden wir
hier beweisen, um einen Einblick in die Technik des Arbeitens mit der fast
sicheren Konvergenz zu geben.

Aussage 10.5 Es sei (X,,,n > 1) eine Folge reellwertiger, voneinander un-
abhdingiger Zufallsgriffen mit EX, = 0,n > 1.

a) Ist

> EX? < oo, (10.3)

k=1

so konvergiert die Reihe Y X, P-fast sicher,

n=1

b) Sind die X,, iberdies gleichmdifsig beschrinkt (P(|X,| <c¢) =1, n > 1,
fir ein ¢ > 0), so folgt aus der P-fast sicheren Konvergenz von > X,

n=1
die Eigenschaft (10.3).

Beispiel 10.6 Es seien (X,,n > 1) eine Folge unabhéngiger Zufallsgrofien
mit

1
P(X,=+1) = P(X,=~1)=g.n>1,

und (c,,n > 1) eine beschriankte Folge positiver reeller Zahlen.

Genau dann konvergiert die Reihe P-fast sicher,

o0
E CnXn,
n=1

wenn Yy ¢ < oo erfiillt ist.
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Aussage 10.7 Die Folge (X,,n > 1) bestehe aus voneinander unabhingigen
Zufallsgrifsen mit

[e.9]

Var(X,)
Y. <
n=1 n

fiir eine Folge positiver Zahlen b, mit lim b, = oco.

n—oo

Dann gilt

lim Sb—S =0 P — fast sicher.

n—oo n

Beispiel 10.8 Aus der Bedingung

[e.9]

Var(X,)
Y, <
n
n=1
folgt, dass gilt:
lim w = 0 P — fast sicher.
n—oo n

Zum Beweis dieser beiden Aussagen siehe z. B. Siraev (1988), Kap. IV, 2 und
3.

Satz 10.9 (Kolmogorov’sches Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Die
(X,) seien voneinander unabhingig und identisch verteilt. Dann gilt:

a) Existiert der Erwartungswert EXy und ist er endlich (d.h. E|X;| < 00),
so konvergiert (M,) P-fast sicher mit

lim M, = lim & =FX; (P —f.s.)
n—o0 n—oo M

b) Ist E|X| = oo, so konvergiert (M,) P—fast sicher nicht gegen einen
endlichen Grenzwert.
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¢) Ist EX;" = 0o und EX{ < oo , so gilt

lim M, = lim Sn =00 (P—fs.)

n—oo n—oo M,

Bemerkung: Aus dem Beweis wird deutlich werden, dass es im Fall a) bereits
ausreicht voraus zu setzen, dass die X,, paarweise unabhéngig sind.

Beweis: Zu a)
Die X,,,n > 1 seien paarweise unabhéngig, identisch verteilt und es gelte

Wir gliedern den Beweis in sechs Schritte.

1. Vorbereitungen: Wegen X,, = X,/ — X und E|X,| < oo folgt EX* <
oo und wir kénnen X, und X, einzeln betrachten. O.B.d.A. sei also
X, > 0,n > 1. Wir setzen

Y, =X, ]]-{Xn<n}a n > 1.

Die Zufallsgrofien Y,,,n > 1 sind ebenfalls paarweise unabhéngig (Be-
weis?), allerdings nicht notwendig identisch verteilt. Es gilt aber D?Y,, <
oo,n > 1.

Nun sei

n
S, = E Y}, woraus sich

k=1

ES, = ZEYk, n > 1, ergibt.

k=1
Es seien € > 0, > 1 beliebig, aber fest gewéhlt.

Wir fithren ein:

kp:=[a"]| =max{k>1:k<a"},n>1,
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(offenbar gilt k, < k11 Toound o — 1 < k, <™, n>1),

n; :==min{n : k, >1i}, i > 1.

Aus diesen Definitionen folgt sofort

a > =k, >0, i>1. (10.4)
Der néchste Schritt ist der Beweis des folgenden Lemmas.

Lemma 10.10 Fiir eine positive Konstante C' gilt

ip<%—EM2€> < C-EX; <0
n=1 n

Beweis: Mittels der Tschebyschev’schen Ungleichung erhélt man fiir eine
von ¢ abhédngende Konstante C}

ZP<’Skn ESy, | _)3) e =\ DSy, _ ¢

Z%ZDQ}Q. (10.5)

(An dieser Stelle wurde benutzt, dass die (X,) und folglich auch die
(Y,,) paarweise unabhéngig sind. Die paarweise Unkorreliertheit der (X,)
wiirde noch nicht die der (Y;,) nach sich ziehen.)

Die rechte Seite von (10.5) wird weiter vergrofiert:

) kn 00 kn
ISP az—sz -
n=1 T =1 n=1 T =1
Ch ZZ Lk (2
n=1 i=1
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Nun ist aber:

'2 72

i%:'_[anz] + [Oéni+1]2+"'} <

n=n;

< 1 [ 7 7 7 N ] _
— 2 lam —1)2 (amtl—1)2 0 (amt?2 —1)
1 1 1 <
7:_2|:<OC7.LZ _ 1)2 + (an,%-‘—l 1)2 i| =
1 [ 1 1 Cy )
vy -+ 4+ . i| - 2 Z 2,
Zla—1p " a-1p 2

fir eine Konstante Cy, die von a abhéingt. Dabei wurde (10.4), némlich
a™ > 1, benutzt.

Wir nutzen diese Zwischenrechnung zur Fortsetzung der Ungleichung
(10.6) und vergroBern deren rechte Seite durch (Cs := Cy - Cy)

EY? * 1 < -
<(ng . :(Jg-zi—2 / 22d PN (10.7)

=1 =1 k;:O[

(In der letzten Gleichung wurde benutzt, dass alle X, identisch wie X
verteilt sind und dass gilt

E<Y;2> = EXZQ ' ]]'{Xi<i} = EX12]]-{X1<7,} —

i—1 1—1
D EXT - Lpexianiy) = ) / 2® P (d).

k=0 k=01, k1)

Die rechte Seite von (10.7) ist gleich folgendem Wert, den wir wiederum
nach oben abschétzen:
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oo oo

CgZ( Z 212> / 2P (dr) <

k=0 i=k+1 kk+1)

o0

1 00
C4Zk = Ok——l—]_ / LU2PX1(d$C) < 042 / PXl d&?
+

[k k+1) k=0

CiEX, < o0.

Hier wurde benutzt:

[e.9]

Zl— Ly

S (k0?2 (k12

< ! + ! +

T k(k+1)  (B+1)(E+2)
1 1 1 1 1 kE+1 1 2
=_ + — +... === : < -
ko k+1 k+1 k+2 k k k+1~ k+1

Damit ist Lemma 10.10 bewiesen.

Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt auf Grund des ersten Lemmas
von Borel-Cantelli

Sk, — ES
<w<€ VnZno

n

(hier tritt zum ersten Mal eine Eigenschaft P—fast sicher auf.)
Da € > 0 beliebig gew#hlt war, folgt

Sy, — ES,

lim ? =0 P—fs (10.8)
Jetzt zeigen wir: D1e = konvergieren fast sicher fiir n — oo.

Wegen
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EY, = / xdPX* 1 EX,, gilt folglich
[0,1)
ES;.

n

lim — Z EY, = FX; und damit lim = FX;.

n—oo 1, n—oo

Das bedeutet mit :

= FX, P — fast sicher.

—
n—oo n

5. Die 5,;’“" konvergieren fast sicher: (Wir benutzen wieder, dass alle X, die-

selbe Verteilung wie X; haben.)

Wegen

ZPY;AX ZPX > n) Z/ rPX(dx) =

0o 00 00 k

>N / PX(dr) =) "> / PXi(dx)

n=1 k:n k=1 n:l[k k+1)
ik‘ / PX(dx) Si / rP*(dr) < EX, < 00
k=1 Fi1) =1y o

folgt wiederum aus dem 1. Lemma von Borel-Cantelli:

P{X,, # Y, fiir unendlich viele n} = 0.

Das bedeutet aber wegen k,, T co, dass gilt

lim —= =FX;, P—{s.

n— o0 kn
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6. Die % konvergieren fast sicher:

Jedes n > 1 liegt zwischen zwei der k,,.
Es sei m = m(n) derart, dass kpy <1 < Epy41-
Offenbar gilt m(n) — oo fiir n — oo.

Weil n — S,, = > X, eine nichtfallende Folge ist, gilt
1
S m(n) Km(n)

Sn
lim inf — > liminf k
n—oo T n—oo km(n) km(n)+1

1 Sy 1
> = lim 20 _ Zpx,

o Nn—oo m(n) (6%

Hierbei wurde benutzt:

Ko (n) _ [am ()] B a™m® — (@) — [omM)])

Byt (@] T — (g — [m+])

am(n) _[gm(n)
1 (1——( =c D) 1

Oém(n)+1_[am(n)-Q—ID

a-am(n)

x_—[x]<l_>0_

Xz T zloo

51_(

n—oo (¥

da

Analog zeigt man:
: Sn
lim sup — < aFX; P—1s
n—oo n

Da a > 1 beliebig gewéhlt war, folgt

lim & = FX; P —fs.

n—oo n

Damit ist a) bewiesen.

b) Es sei £|X;| = co. Angenommen, es gilt nicht, dass (M,,) P-fast sicher
gegen keinen endlichen Grenzwert konvergiert, dann haben wir:
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P((M,,) konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert) > 0.

=A

Da das Ereignis A zur Tail-o-Algebra 7 = (| \/ o(X})) gehort, folgt

n k>n
aus dem Kolmogorov’schen 0 — 1—Gesetz P(My,) = 1, wobei M (w) =
lim M, (w),w € A, gesetzt wurde. Hier wird benutzt, dass die X,,,n > 1,

nicht nur paarweise, sondern insgesamt voneinander unabhéngig sind.
Also haben wir

lim M, =: My P —fs. mit P(|My| < 00) = 1.

n—oo

Daraus folgt £z = Su _ Snoin=l )
n n n—1 n

Also hat das Ereignis {% > 1 unendlich oft } die Wahrscheinlichkeit 0.
Aus dem 2. Lemma von Borel-Cantelli folgt > P(@ > 1) < 0.
Wegen co = E|X;| = i P(|Xy| > k) = i P(|Xg| > k) dies ist ein
Widerspruch. = =

c) Es sei C' > 0 beliebig. Mit

SS = ZXk]l{XkZC} gilt EX 1(x,<cy < oo und die (XY) sind un-

k=1
abhéngig.
Es ist
o Se o SY c .
liminf — > liminf — = EX| ] oofiir C T o0.
n n
Daraus folgt:
lim & = 00. P —fs.
n—oo M

Damit ist das starke Gesetz der grofien Zahlen bewiesen. O
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10.4 Anwendungen des starken Gesetzes der
groflen Zahlen

10.4.1 Die Monte-Carlo-Methode

Es seien (X,,,n > 1) und (Y,,,n > 1) zwei Folgen von ZufallsgréBen tiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P), die alle dieselbe Verteilung besitzen, und
zwar die gleichmaBige Verteilung auf ([0, 1), %Bjo1)).

AuBlerdem seien alle X,,,Y,,,n,m > 1, voneinander unabhéngig. Folglich ist
(X,,Y,),n > 1, eine Folge unabhéngiger, gleichméBig auf ([0, 1)?, B 1)2) ver-
teilter zweidimensionaler zufélliger Vektoren.

Es sei B eine Borelmenge aus [0,1)? mit p := X\y(B) € (0,1).
Dann bildet (Z,,n > 1) mit

Zn = 1p(X,,Yn), n>1

ein Bernoullischema mit dem Parameter p. Offenbar gilt p = EZ;.

Aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt
L .
lim — g Z, = FEZ, P — fast sicher.
n—oo N,
k=1

Man kann also den Flidcheninhalt Ay(B) der Menge B néherungsweise bestim-
men, indem man das Bernoullischema (Z,,n > 1) sehr oft, sagen wir n-mal,
ausfiihrt (d. h., indem man nacheinander und unabhéngig voneinander Punkte
aus [0, 1)? rein zufillig auswiihlt) und die relative Hiufigkeit bestimmt, mit der
die Punkte Z,, k= 1,..., in B fallen.

Beispiel: B = {(z,y) € [0,1)*: 2® +y* < 1},p = Xa(B) = 7.

10.4.2 ”Normale Zahlen” aus [0, 1)

Es seien Q = [0,1),% = Hjo1) und P = A1) (LebesguemaB auf [0,1)). Jedes
w € () hat genau eine dyadische Darstellung
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sz,wl,wg... mit WiE{O,l},’iZl,

in der w; = 0 unendlich oft vorkommt.
Wir setzen
Xp(w)i=w,, n>1weN.

Lemma 10.11 (X,,n > 1) bildet ein Bernoullischema mit dem Parameter
1
=3

Beweis: Es gilt P(X; =1y,..., X, =1i,) =

n

i i1

P( B AR Wl —>=—.

{w ok =% or T on)
k=0 k=0

Insbesondere ist P(X; = i) = %; k>1.

Also sind die (X,,,n > 1) voneinander unabhéngig und identisch verteilt mit
P(X,=1)=P(X,=0)=1n>1

Aus dem starken Gesetz der groBien Zahlen folgt

2

1 & 1 & 1
lim — E Xp(w) = lim — g Wp = = A1) — fast sicher.
n—oo N n—oo M

k=1 k=1

Definition 10.12 FEine reelle Zahl x aus [0,1) heifst normal, falls in ihrer
Dualdarstellung x = 0,144, 12, ... mit unendlich vielen Nullen gilt

Das starke Gesetz der groflen Zahlen impliziert also, dass Lebesgue-fast alle
Zahlen aus [0, 1) normal sind. Die dyadischen Zahlen £.27"(0 < k < 2", n > 1)
sind nicht normal, da fiir sie i, = 0 fiir alle hinreichend grofle k gilt. Es ist
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unbekannt, ob v/2,log 2, e, 7 normal sind.

An diesem Beispiel wird deutlich, dass die Konvergenz im starken Gesetz der
groflen Zahlen tatséchlich nicht fiir alle w € €2, sondern nur fiir alle Punkte w
auflerhalb einer P-Nullmenge vorzuliegen braucht.



Kapitel 11

Zentrale Grenzwertsitze

Viele zufillige Groflen in der Natur, Wirtschaft und Gesellschaft sind das Er-
gebnis einer Uberlagerung zahlreicher kleiner zufilliger Einfliisse, die weitge-
hend unabhéngig voneinander wirken. So ist der tégliche Schlusskurs einer
Aktie das Ergebnis einer i. Allg. grolen Zahl von Kéaufen und Verkéaufen, Mes-
sergebnisse werden héufig durch zahlreiche Einwirkungen zufilliger Art beein-
flusst (Temperatur, Ablesefehler u. a.). Die Wahrscheinlichkeitstheorie widmet
sich diesen Fragen, indem sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Summe
einer grofen Anzahl n von einzelnen Zufallsgroflen studiert.

Wie oft in der Mathematik iiblich, geht man dabei zum Grenzwert fiir n — oo
iiber, um {ibersichtliche Resultate zu erzielen. Eine Gruppe entsprechender
Sétze, die sogenannten zentralen Grenzwertsdtze, befasst sich mit Bedingungen
an die zugrunde liegenden Zufallsgroflen, unter denen eine Normalverteilung
im Limes erscheint.

11.1 Lokaler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

Es sei (X,,n > 1) ein Bernoullischema mit dem Parameter p € (0,1). Dann

besitzt S,, = ZXk bekanntlich (sieche Aussage 6.3) eine Binomialverteilung

k=1
mit den Parametern n und p:
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Es gilt (vgl. Beispiele 4.13 ¢) und 4.21 ¢))

ES, = np, und D%S,, = npg mit ¢ =1 — p.

Wir untersuchen, wie sich die Verteilung von 5, bei unbegrenzt wachsendem
n verdndert. Offenbar wachsen ES,, und D?S,, unbeschrinkt falls » nach un-
endlich strebt, und b(n, p; k) konvergiert fiir n — oo bei festen p und k gegen

Null. (Beachten Sie b(n, p; k) = ()" & - n*(1 = p)m.)

1-p

Um dennoch etwas iiber die asymptotischen Eigenschaften der Binomialvertei-
lung fiir n — oo aussagen zu kénnen, gehen wir zur standardisierten Zufalls-
grofle S iiber:
o _ Sp— ES, S, —np
" D?S, NI

Diese ZufallsgroBe hat die moglichen Werte

L. k—np

Vg
die sie jeweils mit der Wahrscheinlichkeit b(n, p; k) annimmt, £ = 0,1,...,n.
Die x,ﬁn)(k = 0,1,...,n) bilden ein Gitter mit dem Gitterabstand A, :=

(npq)~2, dem kleinsten Gitterpunkt w(()") = —/"2 und dem groBten iV =
\/ 5 Wir fiihren eine Funktion ¢, (-) auf folgende Weise ein:

bin. - k A A
pn(T) = % falls z € [x,(f ) _ 77%2 ) 4 7)
(k=0,1,...,n).

(n

on(x) =0, falls x <z} ) oder falls 2 > .
©n beschreibt ein Séulendiagramm mit (n + 1) senkrechten Saulen der Hohe

gpn(x,(vn)), der Breite A\,, und den Sdulenmitten :v,(fn), k=0,1,...,n.

Die Fliache der k-ten Sdule betrdgt b(n,p; k) und die Gesamtfliche unter der
Oberkante des Sdulendiagramms ist gleich Eins.
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Satz 11.1 (Lokaler zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace) Fiir
alle a > 0 gilt

lim sup |pn(z) = p(2)] =0,

n—oo ‘zlga

2

wobei p(x) = \/%7 exp [— 7]

die Dichte der Standard-Normalverteilung auf Ry ist:

1
@(x)zﬁ/e2ds, x € Ry.

Beweis: siehe z. B. Siraev, I, § 6.
Der Beweis stiitzt sich im Wesentlichen auf die Stirling’sche Formel der Ap-
proximation von Fakultiten n!.

Der lokale Grenzwertsatz von Moivre-Laplace wird haufig benutzt, um Wahr-

scheinlichkeiten der Form P(k < S, < [) ndherungsweise zu bestimmen. Es

. e 1s % _ Sn—mp 1: .
gilt ndmlich wegen S = oo die Beziehung

o2 42
/ ©n(8)ds ~ / o(s)ds = @(xgn)—i——n) —q)((x,(:)——n> (11.2a)
x}g") _An x](c") _AOn

Analog erhélt man

P(k<S, <)~ @(xl(") ——) — (2 —ﬁ) (11.2b)



240 Uwe Kiichler

Pk <8, <)~ @(ml(n)-i-%) —q><x,§m)+%) (11.2¢)
Pk <S, <)~ @(m?%%)—@(z,@—%). (11.24)

Héaufig trifft man auf die folgenden etwas ungenaueren Approximationen, die
wir als "grobe Approximation” bezeichnen wollen, im Gegensatz zu der vor-
hergehenden ”feinen Approximation”.

P(k < (<) < (<)1) = ®(a{") — &(2}"),

wobei auf der linken Seite jeweils entweder < oder < steht. Sie liefert fiir grofie-
res n ebenfalls brauchbare Werte.

Beispiel 11.2 16-maliges Werfen einer regularen Miinze. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens sechs und hochstens zehnmal die Zahl
oben liegt?

n=16,p=-k=6,l=10, np =8 npqg =14

1
2
1. Exaktes Resultat:

P(6 < Sy < 10) = [2(166) + 2(176> + <186>]2—16 _

0,244 + 0,349 + 0,196 = 0, 789

2. 7Grobe” Approximation:

P(6<S15<10)=P(—1< S <1)~

®(1) — B(—1) = 2d(1) — 1 = 0, 6826
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3. "Feine” Approximation:

®(1,25) — B(—1,25) = 2(1,25) — 1 =2-0,8944 — 1 = 0, 788.

Die Approximation ist nicht so gut fiir p # % Man berechne sie fiir n = 16, p =
0,2.

11.2 Der zentrale Grenzwertsatz von Feller-
Lévy
Voraussetzung 11.3 Es seien (X,,,n > 1) eine Folge unabhéngiger, identisch

verteilter Zufallsgrofen mit o2 := D2X; € (0,00) und S, := Z X.
k=1

Insbesondere gilt
ES, =nEX,, DS, = no? (11.3)

Das Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass die arithmetischen Mittel M,, = %Sn
P-fast sicher gegen EX; konvergieren. Insbesondere streben im vorliegenden
Fall auch die Streuungen D*M,, = % gegen Null. Daraus folgt, dass die Ver-
teilungen von M, gegen die ausgeartete Verteilung, die in £ X; konzentriert
ist, konvergieren. Wenn man dagegen S,, zentriert und normiert zu
S, — ES
S =""__"" (Standardisierun

so hat S} den Erwartungswert Null und die Streuung Eins, und zwar fiir jedes
n > 1.

Der folgende Grenzwert stellt fest, dass die Verteilungen der S} gegen die
Standard-Normalverteilung konvergieren.
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Satz 11.4 (Zentraler Grenzwertsatz von Feller-Lévy) Fir die standar-
disierten Zufallsgrofien Sy,n > 1 gilt

lim sup |Pla<S, <b)—(2(b)—P(a))]=0,(2) (11.4)

=X _co<a<b<oo

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Der Beweis erfolgt mittels des Faltungs- und des Stetigkeitssatzes fiir charak-
teristische Funktionen, vgl. auch Ubung 12.6.

Die Beweisidee ldsst sich folgendermafien skizzieren:

. X1+M+Xn—nu)

s (u) = " = B =

EeXp[ i\/_((X1 ,u)+...+(Xn—#))} _

[Bexpl (%, - )] =

u _ dup N
T

Da nach Voraussetzung EX? < oo gilt, ist die charakteristische Funktion ¢x,
zweimal stetig differenzierbar, und es gilt

2
, v
ox,(v) = 1+ ipw = EXT + o(v”)

und
2
e :1+iw—w7+0(w2)
5 ity = % — Ui i
und man erhélt mit v = ~ NG bzw. w = —— NG die Beziehung

2

U 1\17 W2
(,DS:L() [1—%‘}‘0(”)] — e Q,UERl.

Der Grenzwert ist aber gerade die charakteristische Funktion der Standard-
Normalverteilung. Nun ergibt sich die Aussage des Satzes aus dem Stetigkeits-
satz fiir charakteristische Funktionen und der Tatsache, dass die w-Konvergenz
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von Verteilungsfunktionen F,, gegen eine Verteilungsfunktion F' (sieche Bemer-
kunge nach Stetigkeitssatz 9.6) im Falle, dass F' stetig ist, gleichméfig erfolgt
(Ubung 11.1).

Der eben angegebene Zentrale Grenzwertsatz ist ein geeignetes Hilfsmittel,
um mit guter Ndherung Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu konnen, die im
Zusammenhang mit arithmetischen Mitteln unabhéngiger, identisch verteilter
Zufallsgrofen stehen.

Wir werden dafiir einige Beispiele angeben. Sie stiitzen sich alle auf folgende
Néherungsgleichung;:

Auf Grund des Zentralen Grenzwertsatzes gilt

Fs:(z) :=P(S; <z)=®(z), z€R (11.5)

Wir werden im Folgenden diese Néherung verwenden, die in Anwendungsféllen
meist fiir nicht allzu groBe n geniigend genau erfiillt ist. (Zur genauen Konver-
genzgeschwindigkeit siche die Ungleichung 11.4.)

Insbesondere folgen die haufig niitzlichen Formeln:

P(S, < xovn+nu) ~ ®(x), v € Ry, (11.6)
y —np
< ~
P sy (Y E) L vem, (11.7)

P(|%—u|>c>%2<1—¢<%ﬁ>>, >0, (11.8)

P(\& —pul < c) R~ 2@(0 “
o

-1, ¢>0. 11.9
n JER (11.9)

Die Werte der Standard-Normalverteilungsfunktion ® entnimmt man einer
entsprechenden Tabelle. (Erinnert sei an die Voraussetzung (11.3).
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Im Folgenden geben wir einige Anwendungen dieser Formeln an. Dabei setzen
wir voraus, dass (X,,n > 1) den Voraussetzungen 11.3 des Satzes von Feller-

Lévy geniigt und definieren wie gehabt S,, = Z Xk

a)

k=1

Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht das arithmetische Mittel ‘% um
mehr als ¢ vom Erwartungswert pu ab?

Antwort: Wegen (11.7) mit der Wahrscheinlichkeit
Sn
P(]— — pl > c) ~ 2(1 — @(M)>
n o

Mit welcher Wahrscheinlichkeit iiberdeckt das (zufillige) Intervall (% —

c, % + c) den Erwartungswert p?

Antwort: Mit der Wahrscheinlichkeit (siehe (11.8))

P(%_CSNS%—FC):PO%—MSc):

1—P<\%—u!>c>%2©(c ”)—1

()

Es seien a € (0,1) und n vorgegeben. Wie grof3 muss man ¢ mindestens
wéhlen, damit gilt

Sn
P<|——u| >c> <a?
n

Antwort: Wegen (11.7) wahlt man ¢ mindestens so grof}, dass 2(1 -
@(%)) < « erfiillt ist. Das bedeutet

> g
C=(q1—a - ——
s
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wobei ¢, das p-Quantil der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Siehe
Definition 3.35 und Aussage 3.38 sowie die Normalverteilungstabelle.

Mit der Wahrscheinlichkeit 1 —« gilt dann fiir die Beziehung ¢ = ¢;—¢

3k

n

np—q-a-oyn < S, <np+qs-o-/n, dh
g
SHtq-g—=

vn

a € (0,1) und ¢ > 0 seien gegeben. Wie grofi sollte man n mindestens
wéhlen, damit gilt:

< S
- n

= qs -

Se

Sn
P(|——,u|§c> >1—«
n
Antwort: P<|% —pl < c) =1 —P(\i—" — pl > c) ~

1—2(1—@(@))21%1

Also sollte man n mindestens so grof3 wahlen, dass

(COBE

gilt, d. h.

2
o 2

n > — - qj_a also
2 2

n > mng= [g'(h_g} +1,

wobei [z] = max{k > 0|k € N,k < z},(z > 0) gesetzt wird.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz von Lévy-Feller
abschétzen zu konnen, ist folgende Ungleichung niitzlich.
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Ungleichung 11.5 von Berry-Essen
Unter den Voraussetzungen des Satzes von Feller-Lévy und der Annahme E|X|? <
oo gilt:

E|X; —pf?
od\/n

mit einer Konstanten C, fiir die (27)"2 < C' < 0,8 gilt.

sup |Fos(x) — ®(2)| < C - (11.10)

Die Konvergenzordnung n~? kann im Allgemeinen nicht verbessert werden.
(Siehe z. B. Siraev (1988), Kap. III, §4.)

Der Spezialfall der Binomialverteilung

Fiir den Fall, dass die (X,,,n > 1) ein Bernoullischema mit dem Parameter p
bilden, gilt natiirlich der zentrale Grenzwertsatz von Feller-Lévy und wird aus
historischen Griinden als globaler zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace
bezeichnet.

Mit

3

gilt also in diesem Fall

lim sup |Pla<S; <b)—(P(b) —P(a))|=0.

=00 _so<a<b<oo

Eine dhnliche Ungleichung wie die von Berry-Essen (11.9) lautet hier

2 2
_|_
sup |Fss (z) — ®(x)] < 21

11.11
zER1 npq ( )

(vgl. Siraev, Kap. I, §6).
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Bemerkung 11.6 Als ”Praxiserfahrung” gibt Henze (2006) in seinem Kap.
27 die Faustregel npq > 9 als "fiir praktische Zwecke ausreichend” an.

Ist npg > 9 nicht erfiillt, n abe.l" nicht zu klein, so ist evtl. der Poisson’sche
Grenzwertsatz anwendbar (vgl. Ubung 6.6):

Ist p,, — 0, mit np,, — A > 0 so gilt fiir jede k > 0

n—oo

. n D L
tim ()21 = )t = e = m

pn—0
npn—A

Firp < 1,n> 1 und X :=np < 9 kann man mit der Naherung

rechnen.

Zahlenbeispiele 11.7

a) In einem Computerprogramm wird nach jeder Operation auf die j-te
Dezimale gerundet. Rundungsfehler addieren sich, sind unabhéngig und

gleichverteilt auf [_lg_j; Hg_j] ,n = 10° Operationen werden ausgefiihrt.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der absolute Rundungs-
fehler im Endresultat groBer als ¢ = 500 - 1077 ist?

Antwort: Hier sind X3,..., X, unabhéngig, identisch verteilt, FX; =

2 _ 10-%
0,D%X; =10~

Auf Grund des Zentralen Grenzwertsatzes von Lévy-Feller ist
S* =S, -v/12- 10/ annihernd Standard-normalverteilt.

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhalten wir

. 12 - 500
P(|S,| > 500 -1077) = P(|S| > CT) _
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P(|S;| > V3) = 2(1 - ©(V3)) =

2(1 — 0,9584) = 0, 083.

Will man dagen eine Schranke, die mit Sicherheit gilt, rechnet man mit
dem ungiinstigsten Fall, dass alle Fehler gleiches Vorzeichen haben und
sich summieren. Dann kann man nur sagen, dass mit Sicherheit

10679 10°
Soe [~
Sl R R

gilt. Das sind Schranken, die weit grofler als die vorher bestimmten sind.

Ein reguldrer Spielwiirfel wird 1000mal unabhéngig voneinander gewor-
fen. Der Erwartungswert der Augensumme betrdgt 3500. In welchem
(moglichst kleinem) Intervall [3500 — ¢, 3500 + ¢] wird die Augensumme
mit der Wahrscheinlichkeit 0,95(0,99 bzw. Eins) liegen?

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit

c

@(—0\/1_03) -1

~
~

" C
P(|Si000 = 3500] <€) = P(ISioool < ——==)

soll gleich 0,95 sein. (0% = Streuung der Augenzahl eines Wurfes =
2,917.)

Daraus folgt 2¢(—%=) — 1 = 0,95 also ®(—£=) = 0,975 und

C = 92, 23 - qdo,975 = 180, 8

Fiir 0,99 an Stelle 0,95 ergibt sich ¢ = 237,5

und fiir 1 an Stelle 0,95 erhalten wir ¢ = 2500.



Zentrale Grenzwertsatze 249

c) Wie oft muss man einen Punkt rein zuféllig aus dem Einheitsquadrat
auswéhlen, um mit der in Abschnitt 10.4.1 beschriebenen Methode die
Zahl 7 mit einer approximativen Wahrscheinlichkeit von 0, 95 auf m Stel-
len genau zu bestimmen?

Antwort: Mit o« = 0, 05 gilt

no = 0,65 - 10%™.

11.3 Der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-
Feller

Es seien im Weiteren (X,,,n > 1) eine Folge unabhéngiger, aber nicht notwen-

dig identisch verteilter Zufallsgrofien, S,, = ZX"“ Die Verteilungsfunktion

k=1
von X, werde mit F;, bezeichnet.

Problem: Unter welchen Bedingungen gibt es Zahlenfolgen (a,) und (b,) mit
b, > 0, so dass die Verteilungen von S"b;n“” schwach (d. h. in Verteilung) gegen
die Normalverteilung konvergieren?

Ohne weitere Voraussetzungen kann man Konvergenz gegen die Normalvertei-
lung nicht erwarten.

Beispiel 11.8 Alle X, seien Cauchyverteilt mit dem Parameter a. Dann ist
auch % Cauchyverteilt mit dem Parameter a. (Beweis mittels charakteristi-
scher Funktionen.) Das heifit fir a, = 0 und b,, = n erhalten wir die Konver-

genz von S"b_ 4o fiir n — 00, aber nicht gegen die Normalverteilung.
n

Eine wesentliche Rolle bei der Losung des oben gestellten Problems spielt der
folgende Begriff.
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Definition 11.9 Man sagt, die Folge (X,,) erfillt die Lindeberg-Bedingung
(L), falls gilt D*X,, < co,n > 1 und falls

lm —— / 2= EX[|>Fi(dz) = 0 Ve > 0. (L)

“Harlo— EXy[>e0n)
Dabei werde o,, = /D?S,, gesetzt.
Falls die Lindeberg-Bedingung (L) gilt, so folgt

. D*X;,
Jim e gt =0 )

Die Eigenschaft (F') wird auch als Feller-Bedingung bezeichnet.

Beweis: Es gilt

DX, -, 1
p?s,  © T D2,

Daraus folgt fiir jedes € > 0.

E [(Xk - EXk)2ﬂ{|Xk*EXk|Z€an}} :

DX 2 1 - 2
1<k D2S, e D2S, ; [E<Xk — EXi) ﬂ{le—EXk\Zean}]~

Aus (L) folgt nunmehr (F). O

Die Feller-Bedingung besagt anschaulich, dass jede der Streuungen D?X},, k =
1,...,n, fiir groBe n verschwindend klein ist im Vergleich zur Streuung DS,
der Summe X; + X5 +... + X,,.

Aus der Feller-Eigenschaft (F') ergibt sich eine weitere Eigenschaft der Folge
(X,), die man als ” Asymptotische Kleinheit der X, ; := X"%fx’“” bezeichnet:

| Xk — EXy

On

lim max P(

n—oo 1<k<n

> g) —0. (AK)

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (F') mittels der Tschebyschev’schen
Ungleichung;:
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X, — EX D2X
P(M>g)< £ k=1,....n

o T o2-¢?

Nunmehr haben wir alle Begriffe, um folgenden Satz zu formulieren.

Satz 11.10 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller) Es sei (X,,,n >
1) eine Folge unabhdingiger Zufallsgrifien iber (Q,2, P) mit 0 < D*X,, < occ.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Die X, = X‘“;—REX’“,k: =1,...,mn > 1 mit 02 = D?S, sind asympto-
tisch klein im Sinne von (AK) und es gilt

S, — ES,
VD25,

b) Die Lindeberg-Bedingung (L) gilt.

lim  sup |P <a <

=0 _so<a<b<oco

<b) — (@(b) — ®(a))| = 0.

Beweis: Siraev, (1988), Kap. I1I, 4.
Beispiele 11.11
a) (X,,) unabhingig, FX,, = EX, = m, D*X,, = D*X, = 02 € (0,00).

Dann ist die Lindeberg-Bedingung erfiillt, denn es gilt

n

1
s |z — m|?dF)(z) =
"1 Glleemizone)
n 2
— |z —m|*dFi(xz) — 0
no

{zlle—m|>y/noe}

wegen PX1({z||x —m| > /noe}) < 7{;22)212 — 0
n—oo
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b) Fiir ein 6 > 0 sei die folgende Ljapunov-Bedingung erfiillt:

n—oo

1 < .
e O Bl Ximmy 2 — 0 (Ljap).
n 1

Dann gilt die Lindeberg-Bedingung (L).

Beweis: Fiir jedes € > 0 haben wir

| X — my |0 = / | — my " dFy(z) >
R1

> / |z — my|*dFy(x) > 200 / lz — my|2dFy(z)

{zl|lz—my|>eon} {z|lz—my|>eon}

n

— i (z — my)?dFy(z) <

2
On
{zllz—mp|>eon}

1
5 y2+0
gdo?

> EIX —miT =0
k=1

P
(Xg—EXy)
=1

Es gibt Folgen (X,,) unabhéngiger Zufallsgrofien mit S} = ’“W
— N(0,1), wo weder (L) gilt noch Asymptotische Kleinheit (AK) vorliegt:

Die Zufallsgrofien (X,,n > 1) seien unabhéngig und normalverteilt mit
EX,=0, D?X,=1,D?X,=2"%n>2.

Dann ist die Streuung D2S, von S, = ZX’“ gleich E:DQX;~C = 2" Wir

k=1 k=1
setzen wie iiblich

1 n
St=—— _SN"X,. n>1
" \/D2Sn; F =
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Die Folge (X,,,n > 1) geniigt nicht der Lindeberg-Bedingung, da insbesondere
die Fellereigenschaft (F) nicht gilt:

Auflerdem sind die X, := \/g—%s; k=1,...,n;n > 1 nicht asymptotisch
klein im Sinne von (AK), da fiir alle € > 0 und n > 1 die Gleichung

max P( Xl >5) :P<\|/‘;<HL|1>5> =2(1—d>(s)> >0
erfullt ist.

Andererseits geniigt (X,,,n > 1) trivialerweise dem zentralen Grenzwertsatz:

S¥ ist fiir jedes n > 1 Standard-normalverteilt.
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Kapitel 12

Elemente der Mathematischen
Statistik

Beim Umgang mit zufélligen Erscheinungen ist es oft von Interesse, die Vertei-
lungsfunktion F'x gewisser Zufallsgroflen X zu kennen. Daraus lassen sich Er-
wartungswert, Streuung, aber auch Wahrscheinlichkeiten der Form P(X > ¢)
berechnen. Diese Verteilungsfunktion ist in vielen Féllen jedoch nicht be-
kannt. Beispielsweise sind fiir ein Versicherungsunternehmen, das die Haft-
pflicht fiir Autofahrer versichert, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl
der Unfille pro Jahr und Versicherungsnehmer oder die Verteilung der Scha-
densumme pro Jahr und Versicherungsbestand Grundlagen fiir die Berechnung
der Versicherungspramie, die jeder Versicherungsnehmer im Jahr zu bezahlen
hat.

Bekannt sind in vielen Féllen jedoch Daten, die Auskunft {iber die unbekannte
Verteilungsfunktionen geben kénnen. So verfiigen Versicherungsunternechmen
iiber umfangreiche Datensammlungen zeitlich zuriick liegender Schadensfille.
Sie betreffen sowohl Schadenshéufigkeiten in einem Versicherungsbestand als
auch Schadenshohen.

In der klassischen Statistik geht man meist davon aus, dass der zugrunde lie-
gende Datensatz die mehrfache voneinander unabhéingige Realisierung einer
ZufallsgroBe X mit einer Verteilungsfunktion Flx ist, er bildet eine sogenannte
”Stichprobe”. Die Mathematische Statistik konstruiert und bewertet Verfah-
ren, um aus Stichproben Riickschliisse auf F'x oder Kenngroflen von Fyx zu
ziehen.

Zentrale Fragestellungen sind dabei das Schéitzen von Parametern der zugrun-

255
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de liegenden Verteilung und das Testen von Hypothesen iiber diese Parameter.

Eine prinzipielle Moglichkeit, wie man zu der Verteilungsfunktion F'x kommt,
eroffnet der folgende Hauptsatz der Mathematischen Statistik. Er besagt, dass
man F'x auf der Grundlage von Stichproben prinzipiell beliebig genau bestim-
men kann.

12.1 Der Hauptsatz der mathematischen Sta-
tistik

Es seien F eine Verteilungsfunktion auf R; und X = (X1,...,X,) eine
Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgroien iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, %, P) mit der Verteilungsfunktion F:

F($)2P<Xk§l'), l’ERl, kzl,...,n.

Definition 12.1 Man bezeichnet X™ mit diesen Eigenschaften auch als ma-
thematische Stichprobe vom Umfang n aus einer nach F verteilten Grundge-
samtheit. Realisiert man die Zufallsgroffen Xp, k = 1,...,n, so erhdlt man
eine konkrete Stichprobe *™ := (xy,...,x,) vom Umfang n aus einer nach F
verteilten Grundgesamtheit.

Beispiel 12.2 Es sei X = (X, X,,...,X,) ein Bernoullischema BS,(p)
mit p € (0, 1). Der konkrete Wert von p sei unbekannt. Dann ist X im obigen
Sinne eine mathematische Stichprobe aus einer zweipunktverteilten Grundge-
samtheit mit den moglichen Werten 1 und 0 und den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten p bzw. 1 — p. Jede Realisierung 2™ von X, zum Beispiel
fiirn =5

2®) =(0,1,1,0,1),

ist eine konkrete Stichprobe aus der erwéhnten Grundgesamtheit.

Wir verbinden nun mit jeder Stichprobe eine neue Verteilungsfunktion.
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Wir definieren

. 1 &
oy (z; X)) = - D Iwow(Xi), z€RL (12.1)

Die Funktion F,(-) (das Argument X wird meist weggelassen) ist eine vom
Zufall abhangige Verteilungsfunktion, die sogenannte “empirische Verteilungs-
funktion der mathematischen Stichprobe X™ = (X1,..., X,)".

Da zu jeder Verteilungsfunktion F’ auf By ein Wahrscheinlichkeitsma8l Qp auf
B, gehort, das F' als seine Verteilungsfunktion besitzt, ist das auch fiir F,, der

Fall. @, ist ein vom Zufall abhéingiges diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl und
ordnet jedem Punkt {X;(w)},7 =1,...,n, die Wahrscheinlichkeit

Qu, (LX) = 5 x # € (1.2} mit X,() = Xi(w)}

zu.

Setzt man in (12.1) anstelle X eine Realisierung (™, also eine konkrete
Stichprobe, ein, so erhélt man eine nichtzuféllige Verteilungsfunktion

Ey(z; ™) = ZIL —0a)(Ti), ¥ € Ry (12.2)

Die dazu gehorende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die diskrete gleichméfige
Verteilung Q0 auf den Zahlen {zy, ..., z,} mit

Qr ({ax}) = % K #{ €L, n} a5 = ap).

Fiir festes © € Ry ist ﬁn(:c, X ™) die (zufillige) relative Haufigkeit, mit der die
{Xy <z},k=1,... n eintreten. Es gilt

= 23 P <o) = Fl@)

D ey — PO L)
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Aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen folgt fiir jedes x € Ry
lim F,(z) = F(x) P — fs.

Dariiber hinaus gilt der

Satz 12.3 (Hauptsatz der mathematischen Statistik)

Es seien I eine Verteilungsfunktion auf Ry und X™ = (X1, Xy, ..., X,) eine
mathematische Stichprobe aus einer nach F verteilten Grundgesamtheit. X ™
sei definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P).

Fiir die Zufallsgrofien D,,n > 1, definiert durch

D, := sup |F,(z) — F(x)], (12.3)
rER1
qilt
lim D, =0 P — f.s. (12.4)

Beweis: Es seien N und j natiirliche Zahlen mit 0 < j < N,
z;n = inf{z: F(z) > %},«TO,N = —o0, inff) := co.
Ist y < z;n, so folgt F(y) < %,
und es gilt (wegen der Rechtsstetigkeit von F)
F(x;n—0) < % < F(z;n).
Daraus ergibt sich fiir 0 < j < N.

J+1

1

F(zjan —0) < I

Ist nun « € [z, N, T;+1.n5), SO erhalten wir wegen (12.5) und
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F(z) < F(xj41 8 — 0) die Ungleichung

A 1 A .
Fulzjn) = Flzjn) = 7 < Fale) = F2) < Fa(wjny = 0) = Flajn) <
. 1
Fo(zjsin —0) — F(zjyany —0) + N P— f.s.
N-1
Daraus ergibt sich fiir alle z € |J [zjn, 2j41,8) = [—00, 2n,n) und alle z mit >
i=0

IN,N

|Fu(x) = F(2)] < Ogljfgﬂpn(ffjw) — Fa; )|, [Fu(2ji1,n —0) = Flwj41 8 — 0)[}

1
+N P—f.S.

Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgen fiir jedes j mit 0 < j <
N die Gleichungen lim F,(z;n) = F(z;n) und lim F,(zj41 5 —0)
= F(zj41 v —0) P-fast sicher.

Deshalb gilt:

D, = sup |F,(z) — F(z)] — 0 P — fast sicher.

rERy n—00

O

Der Hauptsatz der mathematischen Statistik ist von grundlegender Bedeu-
tung fiir die praktische Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie. Er besagt,
dass man eine unbekannte Verteilungsfunktion F' grundsétzlich beliebig genau
bestimmen kann, wenn man sich eine hinreichend grofie konkrete Stichprobe
¢ = (21,...,x,) aus einer nach F verteilten Grundgesamtheit verschafft und

. 1 <&
F,(z) = - Z L—soa)(zr), x€ Ry
k=1
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als Néherung fiir F'(-) verwendet.

Als eine Verfeinerung des Hauptsatzes im Falle, dass F' stetig ist, geben wir
noch folgende Aussage an.

Aussage 12.4 Ist I stetig, so gilt

lim P(v/nD, <z)=K(z), r€R

n—oo
mat

0 <0

K(z) = Z (—D)F e 27" 2 > 0.

k=—oc0

(K (-) ist die Verteilungsfunktion der sogenannten Kolmogorov-Smirnov-
Verteilung.)

Zum Beweis sei auf Winkler (1983) verwiesen. Fiir groie n und fiir alle y > 0
kann man also P(D,, < y) annéhernd durch K(y/ny) ersetzen:

P(D, < y) ~ K(Vny).
Wir haben gesehen, dass man prinzipiell auf der Grundlage von Stichproben
die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsgrofie X beliebig genau bestimmen
kann. In praktischen Féllen wird dieses Verfahren jedoch selten angewandt.
Vielfach hat man ndmlich Vorabinformationen iiber Fy in dem Sinne, dass
man weifl, dass F'x zu einer gewissen Klasse von Verteilungsfunktionen gehort.
Zum Beispiel konnte aus inhaltlichen Griinden unter Verwendung eines zen-
tralen Grenzwertsatzes geschlossen werden, dass F'x die Verteilungsfunktion
einer Normalverteilung ist. Dann wiren nur noch die Parameter p und o2 zu
bestimmen. Oder bei der Anzahl der Schéiden, die ein Versicherungsnehmer
pro Jahr verursacht, scheint in erster Naherung eine Poissonverteilung geeig-
net zu sein (Begriindung?). Dann wére nur noch ihr Parameter A unbekannt.
In vielen Fillen interessiert man sich auch nur fiir gewisse Kenngréflen der
Verteilung, zum Beispiel fiir den Erwartungswert und/oder fiir die Streuung.

Die Konstruktion und Beurteilung von Verfahren zur ndherungsweisen Bestim-
mung von unbekannten Parametern auf der Grundlage von Stichproben ist
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Aufgabe der sogenannten statistischen Schéatztheorie, aus der wir im folgenden
Abschnitt einige grundlegende Begriffe und Aussagen kennen lernen.

12.2 Statistische Schitzungen

12.2.1 Definitionen

Definition 12.5 FEs sei B = (Py, v € ©), © C Ry, k > 1, eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (2,24). Dann heifit (2,2, B) ein statisti-
sches Modell.

Fir © wihlt man irgendeine nichtleere Menge, meist eine offene oder ab-
geschlossene Menge. Angenommen, X ist eine reellwertige Zufallsgrofe iiber
(€2,20) und Py die zu X gehérende Verteilung unter Py:

PX(B):=Py(X € B), BeB;, Ue€o.

Offenbar ist dann (Ry, B, BY) mit PX = (P, 9 € O) ebenfalls ein statisti-
sches Modell. Den Erwartungswert von X oder irgendeiner anderen Zufalls-
grofle Y beziiglich der Verteilung Py bezeichnen wir mit FyX bzw. EyY .

Anschaulicher Hintergrund: Wir nehmen an, dass die Verteilung von X zu X
gehort, kennen aber den wahren Wert 9y des Parameters ¢ nicht.

Es sei X = (X1, X5,...,X,) eine mathematische Stichprobe aus einer nach
Py, v € O, verteilten Grundgesamtheit.

Aufgabe: Man konstruiere auf der Grundlage einer Stichprobe eine Schétzung
fir den wahren Wert 9.

Héufig ist man gar nicht an 9 selbst, sondern an einer gewissen Funktion
von ¥ interessiert, zum Beispiel am Erwartungswert % einer Exp(\)-verteilten
Zufallsgrofie.

Wir formulieren den Begriff der Schiatzung deshalb zunéchst einmal sehr all-
gemein. Auf Giitekriterien fiir Schdtzungen gehen wir anschlielend ein.

Definition 12.6 Es seien g und G Borelmessbare Funktionen von © bzw. von
R, in R,,. Uberdies sei 9 € ©. Dann heifit G, (X, ..., X,) eine Schitzung fiir
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g9(0). .
Durch Einsatz einer konkreten Stichprobe (™ = (x1,...,2,) in G, erhdlt man
einen Schatzwert G,,(xq, xa, ..., x,) fiir g(I).

Beispiel 12.7 Essei X eine Zufallsgrofle mit den moglichen Werten 1,2,... N
mit

1
Py(X =k) =5 k=12....N.

Der Parameter NV sei unbekannt. Als Schiatzung fiir N auf der Grundlage von
X™ = (Xy,...,X,) hat man zum Beispiel

k=1
12.2.2 Giiteeigenschaften von Schitzungen

Wir verwenden die Terminologie des vorangegangenen Abschnittes.

Im Allgemeinen gibt es viele Schitzungen G,(X1,...,X,) fiir g(9). Bei der

Frage, welche Kriterien man bei der Auswahl anlegen sollte, bietet sich zual-
lererst die Eigenschaft der Erwartungstreue an.

Definition 12.8 Die Schditzung én(Xl, ooy X)) fir g(9) heif$t erwartungs-
treu, falls gilt

EyGo(X1,...,X,) = g(0) fir alle ¥ € O.
Ist Gn(X(")) irgendeine Schétzung fir g(9),Y € ©, so nennt man die Funktion

EyGn(X™) —g(9), Y€

die Verzerrung der Schdtzung, ihren systematischen Fehler oder thren Bias.
Eine erwartungstreue Schdtzung heifst auch unverzerrt oder unbiased.
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Erwartungstreue Schiatzungen haben die Figenschaft, dass sich ihre Werte bei
héufiger (unabhéngiger) Wiederholung der Schitzung um den Erwartungswert,
also ¢g(¥), gruppieren (Gesetz der grofien Zahlen). Man kann also ein gewis-
ses Vertrauen haben, dass die entsprechenden Schétzwerte in der Nédhe des zu
schiatzenden Wertes g(1J) liegen.

Beispiele 12.9

1. Der Erwartungswert p(9) := EyX; sei unbekannt. Dann ist fiir jeden

Vektor a = (ay,...,a,) mit ay >0,k =1,...,n, und Zakzl
k=1

die Schétzung

n

fia(X™M) =" Xy,
k=1

eine erwartungstreue Schitzung fiir p(19).
Spezialfille sind fi, == 1Y " X, und fiy = X;.
k=1

n

1
(X)) = = (Xp — i)’
G (X™) == ) (Xk — fin)

k=1
ist keine erwartungstreue Schiitzung fiir o2(9) = D3X].
Es gilt ndmlich Ey62(X™) = 2Lo%(9).

Thr Bias ist

-1
Eya2(X™) - o?(0) = 02— o2 = - L,
n n

Die Streuung o2 wird also bei hdufiger Schitzung durch 62 systematisch
unterschétzt. Dagegen ist
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1
~2X(n): X_AnQ
) = g X )

eine erwartungstreue Schitzung fiir o2.

Wie wir am Beispiel 12.9(1) gesehen haben, gibt es mitunter mehrere erwar-
tungstreue Schéitzungen fiir g(¢J). Um unter ihnen eine Auswahl zu treffen,
fithren wir ein weiteres Giitekriterium ein.

Definition 12.10 Sind CAT‘(X(TAL)) und G*(X ™) zwei erwartungstreue Schiitzun-
gen fiir g(9),9 € O, so heifit G(X™)) besser als G*(X™), falls

DIG(X™) < D2G*(X™) fiir alle ¥ € © (12.6)

gilt. G(X,,) heift beste erwartungstreue Schitzung fiir g(9),9 € ©, oder er-
wartungstreue Schitzung mit minimaler Streuung, falls (6) fir jede erwar-
tungstreue Schéitzung G*(X™) fiir g(19),9 € O, gilt.

Beispiel 12.11 (Fortsetzung des Beispiels 12.9(1)):

Es gilt D3(fua)(X™) = o?(0) Z a2, und dieser Ausdruck wird minimal (un-
k=1

ter der Nebenbedingung aj > O,Zak = 1) fir ap, = %

Mittel fi,(X™) ist also unter allen gewichteten Mitteln fiq)(X™) die beste

erwartungstreue Schétzung fir p(19).

. Das arithmetische

Die Definition bester erwartungstreuer Schétzungen wirft die Frage auf nach
der Existenz solcher Schétzungen und gegebenenfalls nach der Grofle ihrer
Streuung.

Ein Ergebnis in dieser Richtung ist die sogenannte Ungleichung von Cramer-
Rao. Bevor wir auf sie eingehen, stellen wir noch einige Begriffe bereit.

Die Likelihoodfunktion

Es sei X = (X1, Xs,...,X,) eine mathematische Stichprobe aus einer nach
P, 9 € O, verteilten Grundgesamtheit, wobei X eine reellwertige Zufallsgréie
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ist. Die Verteilung P,jf ™ ist also fiir jedes ¥ € O eine Verteilung auf (R, B,,)
mit

PEY(Byx ... x B) =[] PX(BY), Bi....Bye By (127)
k=1

Um die sogenannte Likelihoodfunktion definieren zu kénnen, unterscheiden wir
zwei Fille.

1. Fall: X besitzt fiir alle € © eine Dichte fy(-) beziiglich des Lebesguemafles.
In diesem Fall setzen wir

LX), 2) := fy(x), Y€O,xcRy.
Es gilt nach Definition der Dichte

PX(B) = /Lx(ﬁ,x)dx, Y €0,Bc B,
B

2. Fall: X sei diskret verteilt unter Py mit den mdoglichen Werten ax, k € Ny,
die nicht von ¢ abhéingen. In diesem Fall sei

LX(9,az) == Py(X = ay), k € No.

Es gilt dann

PYB) =Y L (W, a)

Offenbar gilt in beiden Féllen

LX(¥,) > 0und

Py ({x: L*(0,r) = 0}) = 0. (12.8)

Ist H im ersten Fall eine messbare nichtnegative Funktion auf R, so gilt



266 Uwe Kiichler

EyH(X) = /H(;c)ng(dx) = /H(x)LX(z?,x)dx, (12.9)
R1 Rl
und ist H im zweiten Fall eine nichtnegative Funktion auf A, so haben wir

EyH(X) =Y H(ap)ps(ar) = > H(ar)L* (¥, ax). (12.10)

ap€A ap€A

Definition 12.12 Wir setzen voraus, es liegt der 1. oder 2. der eben ein-
gefiihrten Fille vor.

Fiir jedes (™ = (21,22, ...,x,) € R, heisst die Funktion

) — Ly(0;2™) = [[L¥ (W, 21), v € ©,
k=1
Likelihoodfunktion des statistischen Modells

PX = (P, 9 € O) (bei gegebener konkreter Stichprobe z(™ ).

Bemerkung 12.13 Mit Hilfe der Likelihoodfunktion kann man die gemeinsa-
me Verteilung von X™ = (X1, X5, ..., X,) ausdriicken (beachte die Schreib-
weise 1 = (21, 29,...,7,)):

PX"(By,x ... x B,) = // La(9,2™) day ... da,
B1 Bn
im ersten Fall und
Pg{(")(Bh X ... X Bn> — Z - Z Ln(197x(n))
wleA Tp€A

im zweiten Fall.

Offenbar gilt im ersten Fall fiir alle nichtnegativen messbaren H
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E,gH(X(“)):/m H(zM™) L, (0, 2")dxy ..., dz,
Rn

und im zweiten Fall fiir alle nichtnegativen Funktionen H
EyH(X™)= " H(™)L,(,2™).

(M) An

Beispiele 12.14
a) Essei X ~ N(u,0?). Dann gilt mit ¥ = (u,0*)T € Ry x R, =: ©
1 n

Ln(0;2) = =
( ) (2mo?)2
2\—1 1 - 2 % n:u2 -2 _(n)
(09) Qexp[—ﬁ Tp+ = l’k—ﬁ](Qﬂ') 2, 2™ e R,
k=1 =

b) Es sei X ~ Bin (m,p). Dann ist mit ¥ =p € (0,1) = ©
m ; —
EJe-or

Aussage 12.15 (Cramer-Rao-Ungleichung) FEs sei vorausgesetzt:

a) Die Likelihoodfunktion ¥ — L, (0, 2™) ist fir jedes ™) differenzierbar
beziiglich ¥, grad InL, (9, X ™) ist ein zentrierter zufilliger Vektor und

o, 09y OV,

alle seine zweiten Momente bez. Py sind endlich (9 € © C Ry).

(grad = grady = (
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b) Fiir jede recllwertige Borelmessbare Funktion h mit Eg|h(X™))? < oo
gilt 1m ersten Fall

gmd/Ln(ﬁ;x(”))h(az(”))dm(”) :/ grad Ly, (9, z™)h(z™)dz™

R, Ry
und vm zweiten Fall
grad Z L (9, 2 (2™ pg (™) = Z gradLy, (0, z™)h(z™).
z(n)cAn z(n)eAn

c) Die Matriz 1,(0), definiert durch

0
0Y;

InL, (9, X™) . %ann(ﬁ, X(”))>
J

(Ln(9))1<ij<k = Eﬁ(

1<i,j<k

ist invertierbar fiir jedes v € ©.

(Es gilt I,(9) = Eg(gradin L,(9, X™)grad”in L,(¥; X™)).)

Dann gilt fiir jede reellwertige Zufallsgrofe Y der FormY = h(X1, Xa, ..., X,,)

Ey(Y — EyY)? > (grad EyY) [1,(9)] ' (grad EgY).

Ist insbesondere Y eine erwartungstreue Schitzung fir g(¢), so gilt

Ey(Y — EgY)? > (grad g(0))"[L,(9)] " (grad g(¥))

und fir k =1 erhalten wir:

D3Y >

Definition 12.16 Die Matriz I,(9) heifit Fisher’sche Informationsmatriz.
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Sie ist nichtnegativ definit, da sie die Kovarianzmatrix des Vektors grad InL, (0, X ™)
ist.

Die Matrix I,,(¢) lasst sich durch I;(9) ausdriicken.
Es gilt ndmlich wegen

InLy, (9, X™) =" InL* (9, X;)

k=1

die Beziehung

O InLX (9, X) - ianx(ﬁ,Xl)) -

@ 99, IV
"9 0
= F ——InLX (9, X)) —InLX (9, X
Ig(kz1 G L0, X)X (0, k))

= n(L1(9))i;-

Beweis der Aussage 12.15: (Anstelle L,, schreiben wir hier auch kurz L.) Wir
beschréanken uns auf den ersten Fall. Der zweite wird vollig analog bewiesen.
Aus der Voraussetzung b) folgt fir A = 1, dass

/ grad L9, z™)dz™ =0
Rn

und damit haben wir

d L(9, X™
grad L(Y, )]_0

Ey [grad lnL(ﬁ,X("))} = Eﬁ[ L(9, X ()

Weiterhin folgt damit aus b), falls / h2(2™)dz™ < oo gilt,

RTL

grad Eyh(X™) = grad /L(ﬁ,x("))h(x(”))dx(”) =

Ry

Ey [grad InL(9, X™) . h(X(”))} =
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By [gmd InL(9, XY (h(X ™) — quh(X(")))] .

Es sei nun u € R*\ {0}. Dann gilt (< -,- > bezeichnet das Skalarprodukt):

< u, grad Egh(X™) >=

Ey[< u, grad InL(9, X™) > (W(X™) — Eyh(X™))].
Mittels der Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich

Ey(h(X™) — E,h(X))* >

< u, grad Eyh(X ™) >2
Ey[< u, grad InL(9) >?]

fir alle u € Ry \ {0}. Wir bestimmen den maximalen Wert der rechten Seite
dieser Ungleichung fiir u € Ry \ {0}.

Es sei ¥ € © fest gewéhlt und v so normiert, dass gilt

< u, grad Egh(X™) >=1.

Man beachte in der Schreibweise des Skalarproduktes < u,v >= u’v):

<, grad InL(9) >?= (v’ grad InL(¥9))* =

(u” grad InL(9)((grad L(9)) u).
Somit gilt

Ey < u, grad InL(9) >*= v’ I,(9)u.

Wir definieren:

v = grad Eyh(X™)
und haben folglich die quadratische Form

u® I,(9)u
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unter der Nebenbedingung < u, v >= 1 zu minimieren.

Mittels der Methode des Lagrange’schen Multiplikators folgt als notwendige
Bedingung

21,(0)u = Av.

Nach Voraussetzung c) ergeben sich < w,v >= 1 und v = 3! (J)v als
notwendige Bedingungen. Daraus folgt

l=<u,v>= %VT[_l(ﬁ)l/ und

n

/\2

ul' I, (0)u = ZVTI;1(19)I(19)I;1(19)1/ =
N o 1
ZV In (19)1/ = W

Somit ergibt sich fiir diese Wahl von «

Ey(h(X™) — Egh(X™)2 > (grad Egh(X™)TI71(9)(grad Egh(X™))).

O

Definition 12.17 Jede erwartungstreue Schitzung Gn(Xén)) fiir g(9), fir die
D(Qﬁ)én(X,sn)) gleich der unteren Schranke in der Cramer-Rao-Ungleichung ist,
heifit eine effiziente Schitzung fir g(v),9 € ©.

Effiziente Schétzungen sind offenbar beste erwartungstreue Schitzungen. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 12.18 (Effiziente Schitzung) Ist X eine Zufallsgréie mit B, (X =
1) =p,P(X =0) =1—-p=¢q,p € (0,1) unbekannt, und ist X™ eine
mathematische Stichprobe aus einer wie X verteilten Grundgesamtheit, so gilt

P P
Ln(ﬁ;x(")) =p B w2 = (g, ... ,xn) € {0,1}",
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und folglich ist

InL,( = mlnp+(n—Y w)in(l—p) =

Splnp + (n — s,)In(1 — p), mit s, = le

Daraus folgt

By(in LX) =~ = L), 10) = (1 =)

Setzen wir g(p) = p, so erhalten wir mit S, = >  X; fiir die erwartungstreue
=1
Schitzung p, (X ™) := 2= fiir den Parameter p die Streuung:

p2(my LD gy

n n

Also ist % eine effiziente Schétzung fiir p.

Die gleichfalls erwartungstreue Schétzung @n(X (M) = X fiir p zum Beispiel
hat dagegen eine wesentlich grofiere Streuung, namlich p(1 — p).

12.2.3 Konstruktion von Schitzungen

Wir haben bisher Eigenschaften von Schiatzungen angegeben und einige plau-
sible Schétzungen kennen gelernt. Im Folgenden gehen wir auf zwei Methoden
ein, Schiatzungen zu konstruieren, die Momentenmethode und die Maximum-
Likelihood-Methode. Keine dieser Methoden liefert universell beste Losungen.
Die mit ihrer Hilfe konstruierten Schéatzungen miissen individuell auf ihre Ei-
genschaften untersucht werden. Einige allgemeine Aussagen lassen sich jedoch
treffen.

1. Momentenmethode
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Es sei (2,2, (Py,9 € ©)) ein statistisches Modell und X eine reellwertige
ZufallsgroBe iiber (Q,20). Fiir ein k& > 1 gelte Ey| X|* < 00,9 € ©.
Wir setzen 1(9) := EyX!, 1<I1<k9¢€0O.

Dann ist, falls X™ = (X;,..., X,) eine mathematische Stichprobe aus
einer nach Py verteilten Grundgesamtheit bildet, fi;(X®)) := %ZX :
k=1

eine Schitzung fiir y;(¢). Das Prinzip besteht also darin, zur Schitzung
des [-ten Momentes y;(¥) der ZufallsgroBe X bez. der Verteilung Py das
[-te Moment der empirischen Verteilungsfunktion der mathematischen
Stichprobe X ™ zu verwenden.

Diese Methode ldsst sich auch zur Konstruktion von Schétzungen fiir
Groflen der Form

9(#1(19)7 s 7:“?”'1(79))

ausnhutzen, wobei g irgendeine stetige Funktion auf Ry ist. Man wéhlt in
diesem Fall

N

Ga(X™) = g(@(X™) . (X))

als Schétzung fir g(pi (), ..., n(9¥)). Dieses Vorgehen zur Konstrukti-
on von Schétzungen bezeichnet man als Momentenmethode.

Diese Methode der Gewinnung von Schétzungen bezieht ihre Rechtferti-
gung aus der Giiltigkeit des starken Gesetzes der groflen Zahlen. Es gilt
namlich Py — f.s.

lim fuy(X™) = lim 1Y X} =EyX' = (9),9 €0 (12.11)
k=1
und

lim g(jin (X)), ... i (X)) = g1 (D), ..., (D)), 0 € O, (12.11')

n—oo
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Man geht also bei groem Stichprobenumfang davon aus, dass ji;(X ™)
in der Nidhe von 14(1) liegt, wobei 9 der wahre Parameter ist.

Die Eigenschaft (12.11) bzw. (12.11") wird auch (starke) Konsistenz der
Schitzungen jiy(X ™), n > 1, baw. G,,(X™), n > 1, genannt.

Maximum-Likelihood-Methode

Es sei (Q,2, (Py, v € © C Ry)) ein statistisches Modell und X eine reell-
wertige Zufallsgrofe iiber (2,2(). Mit Fy werde die Verteilungsfunktion
von X bez. Py bezeichnet, ¥ € ©. Weiterhin sei X™ = (X, X5, ..., X,,)
eine mathematische Stichprobe aus einer nach Fy,v € O, verteilten
Grundgesamtheit und ™ = (xy,...,2,) eine Realisierung von X ™
(konkrete Stichprobe). Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass Fy
fir jedes ¥ € © eine Dichte fy besitzt (Fall 1) oder fiir jedes ¥ € ©
eine diskrete Verteilung mit den Einzelwahrscheinlichkeiten py(a;) =
Py(Xy = a;),j € J C N (Fall 2) darstellt. Die Menge A = {a;|j € J}
bildet im zweiten Fall die Menge der méglichen Werte von X.

Bei festem (™ ist durch die Funktionen

0 — Ln(0;2™) = [[ folwx) . 9 €6 (L Fall
k=1

bzw.

¥ — L,(9; ™) = Hpﬂ(xk),ﬁ €0 (2. Fall)

k=1

die Likelihoodfunktion L, (9, ™) der Familie (P;,9 € ©) gegeben.

Definition }2.19 Als Mazimum-Likelithood-Schitzwert bezeichnet man
jeden Wert 9, (™) mit

Ln(x ’ 1971(‘7: )) %lea’é( Ln(m ) 19)
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Man wéhlt den Parameter 9 € © also so, dass die beobachtete Stichpro-
be 2™ im Fall 1. Ort der maximalen Dichte von X ™ bzw. im Fall 2. der
Parameter ist, fiir den X die maximale Wahrscheinlichkeit besitzt.
Setzt man die mathematische Stichprobe X anstelle (™ ein, so erhélt
man eine Mazimum-Likelihood-Schétzung an(X (). Dabei handelt es sich
um eine Zufallsgrofle mit Werten in ©, deren Wert von der Stichprobe
X ™ abhingt.

Das Prinzip der Maximum-Likelihood-Methode ist ein sehr allgemeines.
Man koénnte es so formulieren:

Kann eine Erscheinung mehrere Ursachen haben, so nimmt man diejeni-
gen als die wahre Ursache an, fiir die die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
sie die Erscheinung nach sich zieht, am grofiten ist.

R.A. Fisher: ”Finde diejenigen Voraussetzungen, die das Beobachtete mit
grofler Wahrscheinlichkeit nach sich ziehen und fasse Zutrauen, dass die-
se Voraussetzungen die wirksamen sind.”

Anstelle L,, kann man auch [n L,, bez. ¥ maximieren. Das fiihrt haufig zu
rechnerischen Vorteilen, da In L, eine Summe, L, dagegen ein Produkt
von Funktionen von 1 ist.

In vielen Féllen ist die Likelihoodfunktion stetig differenzierbar bzw. 9
und das Maximum bez. ¢ liegt nicht auf dem Rand von ©. Dann sind
die Gleichungen

O L(x™9)=0, m=1,2,....k (12.12)

notwendige Bedingung fiir ¢ = U, (™) und licfern haufig bereits eine
Losung 9, (z™).
(Mazimum-Likelihood-Gleichungen)

Aquivalent zu (12.12) sind folgende hiufig besser zu behandelnde Glei-
chungen, die man ebenfalls als Maximum-Likelihood-Gleichungen be-
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zeichnet.
go—ln Ly(z™,9) =0, m =1,2,... k. (12.13)

Beispiele 12.20:

1) 9= (u,0>)T € Ry x (0,00), Fy = N(p,0?)

InLy(z™;9) = —2In(270%) — 55 Y (i — p)°
k=1

Aus den Maximum-Likelihood-Gleichungen (12.13) ergibt sich die ein-
deutige Losung

n

) o1 I T

Mn = % E Z;, 0721 - E ([EZ - ,Un>2 ’ 19n = (Iu“n70721)T'
k=1

2) Poissonverteilung:

n

L,(z \) = C -exp (ka “In\ —nA)
k=1

mit einer nicht von A abhéngenden Konstanten C.
LinL,(z™,\) =0
liefert j\n = %Z Tk
k=1
3) GleichméBige Verteilung auf [0, J]:

L, (0;2M) = 4= T] Lo (zr) = 3= 1,9 (max(zy, ..., z,)).
k=1

In diesem Fall ist L,, bez. ¥ nicht differenzierbar und wird maximal fiir
¥ = max(xy,...,T,).
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Folglich lautet die Maximum-Likelihood-Schétzung hier

~

?971 = maX(Xl,XQ, ce ,Xn)

Maximum-Likelihood-Schitzungen sind i. Allg. nicht erwartungstreu, aber (schwach)
konsistent, d. h., es gilt

~

Dn(X1, ... X)) — 0,0 € O.
Py

Auflerdem ist unter gewissen Regularitdtsbedingungen an die zugrundeliegen-
den Verteilungen Py (der Einfachheit halber sei © C R;)

a(n(Xy, .. X)) = 0) L>N<0, ﬁ) (12.14)

mit 1,(9) = By (10 X))2 _ / (J;é(é))fdx, falls Fy die Dichte fy hat

bzw. Eﬂ(%lﬂpﬁ(X))Q = Z (dp;gz))Z/pﬁ(x), falls Fy

x
Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung mit den Einzelwahrscheinlichkeiten

po(z),z € A9 € O ist.

Das bedeutet insbesondere, Maximum-Likelihood-Schitzungen sind asymp-

totisch effizient. Fiir grole n hat dann U, namlich annshernd die Varianz
(n11(9))~".

Maximum-Likelihood-Schétzungen sind héufig einfach auszurechnen, existie-
ren aber nicht immer bzw. sind eventuell nicht eindeutig bestimmt. Weitere
Details und Beweise findet man z.B. in Winkler (1983) und Dacunha-Castelle,
Band I, (1999).

Die Eigenschaft (12.14) kann man nutzen, sogenannte Vertrauensintervalle fiir
die Schétzungen von ¢ zu konstruieren. Es gilt wegen (12.14) ndmlich fiir

ae€(0,1)

Py (Vi I (0) (0 — ) < 7) ~ D(a)
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und somit

N

Py (én Y
1-2(1—=®(z)) =2P(x) — 1.
Das bedeutet,

mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o iberdeckt das Intervall

. _1 . 1
Ka,n = (ﬁn - \/Lﬁ q1-¢ ]1 2(19)’1971 + \/Lﬁ QI—%]I ’ (19>>
den unbekannten Parameter 9.

1
Hat man eine positive untere Schranke I, fiir 12 (¢),9 € ©, so iiberdeckt auch

Ko = (00— 25 a1y I 00+ Jrang 177)

den unbekannten wahren Parameter ¥/ mit mindestens der Py -Wahrscheinlichkeit
1—a.

12.3 Elemente der Testtheorie

Wir gehen in diesem Punkt auf einige Grundbegriffe der statistischen Test-
theorie ein und beschranken uns auf beispielhafte Ausfiihrungen.

Gegeben sei ein zufilliges Experiment (2,2, P) mit einer Zufallsgrofe X, die
nur zwei mogliche Werte annehmen kann:

PX=1)=p,P(X=0)=1—-p=:q, pe(0,1).
Die Wahrscheinlichkeit p sei unbekannt.
Beispiel 12.21: Zufilliges Werfen einer Miinze.

Erscheint im k-ten Wurf das Wappen, so wird X = 1 gesetzt, anderenfalls
X, =0.
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N[

Beim Miinzenwurf liegt die Vermutung p = 5 nahe. Man spricht von einer
Hypothese Hy : p = %, oder im Allgemeinen Hy : p = py fiir ein gegebenes py.

Zur Verfiigung stehe eine konkrete Stichprobe (™ vom Umfang n aus einer
wie X verteilten Grundgesamtheit:

v = (z1,29,...,1,) mit z, € {0,1},k=1,...,n.
Anhand der Stichprobe soll gepriift werden, ob die Hypothese Hy : p = po
zutrifft.

Grundidee: Wenn H,, richtig ist, so sollte die relative Haufigkeit des Auftretens
von Eins in 2™ auf Grund des Gesetzes der grofien Zahlen etwa gleich py sein.

Sollte diese relative Haufigkeit stark von py abweichen, so sind Zweifel an der
Richtigkeit der Hypothese angebracht, wir werden H, ablehnen.

12.3.1 Beispiel eines Alternativtests

”Tea tasting person” (siche Krengel (2002))

Eine Person behauptet, anhand des Geschmackes bei jeder mit Zitrone und
Zucker versehenen Tasse Tee in durchschnittlich 8 von 10 Féllen entscheiden
zu koénnen, ob zuerst die Zitrone oder zuerst der Zucker hinzu getan wurde.
Wir bezweifeln diese Fahigkeit und vertreten die Hypothese, dass die Person
ihre Aussage jedesmal rein zufillig trifft. Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit,
mit der die Person die richtige Entscheidung trifft, so lautet unsere Hypothese
H,:p= %, die der Person H; : p =0,8.

Um zu einer Entscheidung zu kommen welcher Hypothese Glauben zu schen-
ken ist, werden n = 20 Tassen verkostet. Ist die Entscheidung der Person bei
der k-ten Tasse richtig, so setzen wir x; = 1, sonst zp = 0. Im Ergebnis erhal-
ten wir eine konkrete Stichprobe 2™ = (21, z, ..., z,) aus Nullen und Einsen.

Als Entscheidungsgrofie berechnen wir die Anzahl s, = Z xy, der Erfolge der
k=1
Person beim n-maligen Priifen. Ist > wesentlich grofier als %, etwa in der Néhe

von 0, 8, wiirde man der Behauptung der Person Glauben schenken und unse-
re Hypothese Hy : p = % verwerfen. Ist dagegen = in der Néhe von % (oder

sogar kleiner), so wiirde man H, annehmen und die Behauptung der Person
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zuriickweisen.

Um diese Vorgehensweise prézisieren zu koénnen, gehen wir dazu iiber, die
Situation vorab zu betrachten, bevor die Verkostung stattfindet. Dann wird
das zukiinftige Ergebnis der Verkostung durch einen zufilligen Vektor X ™ =
(X1,...,X,) mit X = 1, falls die Person im k-ten Versuch recht hat, ande-
renfalls Xj, = 0, modelliert. Wir nehmen an, X bestehe aus unabhingigen
Zufallsgrofen X, mit PX+({1}) = p, P**({0}) =1 —p,k = 1,...n, und p sei
unbekannt. Das heifit, X ™ bildet eine mathematische Stichprobe aus einer wie
X verteilten Grundgesamtheit. Unsere Hypothese ist Hy : p = %, die der Per-
son Hy : p=0,8. Hy wird auch als Nullhypothese, Hy, als Alternativhypothese
bezeichnet.

Es sei zunéchst vermerkt, dass eine absolut sichere Entscheidung auf der Grund-
lage der Kenntnis von X nicht moglich ist, da jede der 2" Moglichkeiten fiir
X @ unter beiden Hypothesen mit positiver Wahrscheinlichkeit eintreten kann.
Allerdings ist unter H; eine groflere Anzahl richtiger Antworten wahrscheinli-
cher als unter H.

Entscheidungsvorschrift: Wenn die Anzahl S, = ZXk richtiger Antworten

k=1
grofler oder gleich einer noch festzulegenden Zahl nyg ist, so wird Hy abgelehnt

und H; angenommen. Ist S, kleiner als ng, so wird H; abgelehnt und H, an-
genomimen.

Die Zufallsgrofie S, heifit in diesem Zusammenhang die Testgriffe und K :=
{no,no + 1,...,n} der kritische Bereich: Die Zahl ng nennt man kritischen
Wert. Im Fall S,, € K wird Hy abgelehnt.

Es gibt bei dem geschilderten Vorgehen zwei mogliche Fehlerarten:

Fehler erster Art: Hy ist richtig und wird abgelehnt (d. h. in unserem Fall, H;
wird angenommen).

Fehler zweiter Art: Hy ist nicht richtig und wird nicht abgelehnt (in unserem
Fall: H; ist richtig und Hy wird angenommen).
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Die durch die Wahl des kritischen Bereiches, hier also durch den ”kritischen
Wert” ng, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten der Fehler erster und zweiter
Art beeinflussen. Je umfangreicher K (d.h. je kleiner ng) ist, umso grofier wird
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art und umso kleiner die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers zweiter Art.

In der Praxis legt man Wert darauf, dass die Wahrscheinlichkeit des Fehlers
erster Art kleiner oder gleich einer vor dem Test festzulegenden Irrtumswahr-
scheinlichkeit o ist. Fiir a wéhlt man {iblicherweise 0,05 oder, falls ein Fehler
erster Art gravierende Schidden verursachen kann, 0,01, eventuell sogar noch
kleiner. Haufig ist dadurch der kritische Bereich K und somit das Testverfahren
schon festgelegt. Der Fehler zweiter Art ist dann bereits bestimmt und kann u.
U. relativ grof sein. Es ist aber zunéchst einmal von Interesse, die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers erster Art kleiner oder gleich o zu haben. Gemeinhin wahlt
man dabei als Nullhypothese diejenige Hypothese, deren Ablehnung, obwohl
sie richtig ist, die schidlicheren Konsequenzen hat.

Angenommen Hj in unserem Test ist richtig. Dann betrigt die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlers erster Art

pi(ng) i= Pi(S, € K) = 27" Zn: (Z)

Je kleiner ng ist, umso grofer wird p;(ng).
Der kritische Wert ny wird nun so grofi gewahlt, dass pi(ng) < « gilt. Aller-
dings vergroflert sich mit ng auch der Fehler zweiter Art:

no—1
n
pa(no) == Pog(Sn ¢ K) = > (k> 0,8%0,2" ",

k=0
Man wird also ng unter Einhaltung von p;(ng) < « moglichst klein wéhlen:

no :=min{m € {1,2,...,n}: Z (Z)Z_" <a}.
k=m

Als Wahrscheinlichkeit 5 des Fehlers zweiter Art ergibt sich dann 3 = py(ny).
Die Zahl 1 — 3 bezeichnet man auch als Macht des Testes.

Zahlenbeispiel:
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DO =

n =20, pg =

m 14 15 16 17
P1(S, > m) | 0,0577 0,0476 0,0207 0,0059

Hy wird abgelehnt und H; angenommen (mit der Irrtumswahrscheinlichkeit
a= 0,05), falls mindestens bei ny = 15 Tassen richtig entschieden wird.

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art betrigt in diesem Fall Py g(.S,, <
15) = pa(no) = 0,196. Sie ist also wesentlich grofler als die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers erster Art.

Um die Wahrscheinlichkeiten der Fehler erster und zweiter Art in ihrer Abhéngig-
keit von a und n zu studieren, untersucht man die Giitefunktion des Testes:

n n -
)= B8,z = 3 ()= pe )

k=ng
Fiir jedes p € (0,1) ist der Wert g,,,(p) die Wahrscheinlichkeit, bei dem oben
konstruierten Test die Hypothese, Hy : p = % abzulehnen, falls die tatsachli-
che Wahrscheinlichkeit gleich p ist. Nach Konstruktion gilt in dem von uns

betrachteten Fall

gno(0) =0, gne(1) =1,
gno(%) = p1(no) < a,

Gn(0,9) =1 —pa(ng) =1— 0.

Liegt p zwischen % und 0, 8, so ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter
Art noch grofler als bei p = 0, 8. Wenn in unserem Fall die Person gesagt hétte,
sie rét durchschnittlich in sechs von zehn Féllen richtig, also Hy : p = 0,6,
so wire die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art recht grofl, ndmlich
Pos(S20 < 15) = 0,874. Wir wiirden also, falls H; richtig ist, trotzdem H,
mit hoher Wahrscheinlichkeit annehmen. In einem solchen Fall sagt man, falls

Sy ¢ K eintritt, nicht, dass H; falsch und H richtig ist, sondern etwas zuriick-
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haltender, dass auf Grund der Stichprobe gegen H, nichts einzuwenden ist.
Gegebenenfalls zieht man weitere Entscheidungskriterien heran. Insbesondere
wére das der Fall, wenn die Person nur behauptet, dass sie mit einer Wahr-
scheinlichkeit p, die grofer als % ist, die richtige Entscheidung trifft.

12.3.2 Signifikanztests

Wir betrachten erneut die Situation, dass eine Zufallsgrole X gegeben ist, de-
ren Verteilung PX unbekannt ist, von der man aber weif}, dass sie zu einer
Familie P~ = (P;*,9 € ©) mit © C Ry, gehort. Wir formulieren eine Hypo-
these Hy : ¥ = ¥y, d. h., wir unterstellen, dass der wahre Parameter ¢, ist,
mit anderen Worten, dass PX = P gilt. Diese Hypothese soll an Hand einer
Stichprobe 2™ = (21,29, ...,z,) aus einer nach PX verteilten Grundgesamt-
heit gepriift werden. Wie im vorigen Abschnitt bezeichnet man H, als Null-
hypothese. Allerdings formulieren wir jetzt keine Alternativhypothese. Haufig
ist ndmlich die Alternative zur Hypothese Hy nicht einmal genau festlegbar.
Solche Tests nennt man Signifikanztests.

Mitunter setzt man Signifikanztests auch dazu ein, allgemeinere Hypothesen zu
testen, zum Beispiel Hy : ¥ € © bei vorgegebenem 0y C ©. Mittels der Stich-
probe z(™ soll also entschieden werden, ob Hy abzulehnen ist. Dabei soll die
Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung, wenn H, richtig ist (Fehler erster
Art) nicht groBler als eine vorgegebene Zahl o € (0,1) sein. Die Zahl « heifit
Irrtumswahrscheinlichkeit, die Zahl 1 — o nennt man das Signifikanzniveau.
(Ein Fehler zweiter Art ist hier mangels Alternativhypothese nicht vorhan-
den.)

Dazu konstruieren wir wie folgt einen statistischen Test.

1. Wir wéhlen eine Stichprobenfunktion T, = T, (1, xs, ..., 2,), wobei T,
eine Borelmessbare Funktion sein mdoge, die wir hier iiberdies als reell-
wertig annehmen.

2. Wir wéhlen einen kritischen Bereich K, d. h. eine Borelmessbare Teil-
menge des Wertbereiches von T;,, so dass

Py(T, € K) <«
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erfiillt ist. (Hat 7), eine stetige Verteilung, wird man K so wihlen, dass
Py (T, € K) = a gilt.)

3. Sodann vereinbaren wir die Entscheidungsregel:
Die Hypothese Hy : 9 = 9 wird auf Grund der Stichprobe (™ abgelehnt,
falls T,,(z1, . .., x,) € K. Anderenfalls, also wenn T,,(x1, ..., z,) ¢ K gilt,
ist gegen Hy auf Grund der Stichprobe nichts einzuwenden.

Man sagt im Fall der Ablehnung, dass sie zum Signifikanzniveau 1 — « erfolge
und bezeichnet den so konstruierten Test als Signifikanztest der Hypothese Hy
zum Signifikanzniveau 1 — a.

In der Wahl des kritischen Bereiches K steckt noch eine gewisse Willkiir. Haufig
ist er durch die konkreten Rahmenbedingungen nahegelegt. Allgemein sollte
er so konstruiert werden, dass das Ereignis {7,, € K} unter H, eine derart
kleine Wahrscheinlichkeit hat (< «), dass man das Eintreten von {7, € K}
nicht als Zufall ansieht, sondern eher daran zweifelt, dass die Hypothese H
stimmt. Das wird umso mehr berechtigt sein, wenn das Ereignis {7}, € K} fiir
den Fall, dass Hy nicht stimmt, eine grole Wahrscheinlichkeit besitzt.

Beispiele 12.22:

1. Test des Mittelwertes einer N(u,o?)-verteilten Grundgesamtheit bei be-
kannter Strevung o?

Es sei X ~ N(i,0?) und X™ = (X1, Xy, ..., X,) eine mathematische
Stichprobe aus einer wie X verteilten Grundgesamtheit. Die Varianz o2
sei bekannt, o € (0,1) sei vorgegeben. Wir konstruieren einen Signifi-
kanztest der Hypothese Hy : pt = po zum Niveau 1 — a.

Als Testgrofle wahlen wir

Tn(X(n)) — (Xn—po)v/n

o Y
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n
wobei X, = %Z X} gesetzt wurde.
k=1

Offenbar besitzt T;, = T,,(X ™) eine N(0,1)-Verteilung, falls Hy richtig
ist. Stimmt Hy, so wird die ZufallsgréBe T,,(X ™) bei ihrer Realisierung
mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Wert in der Nahe von Null anneh-
men. Stimmt Hy nicht, ist also p # o, so hat T}, = Ee=vn | (u=wo)vn

eine NV (M, 1>—Verteilung. Ihre Realisierung wiirde stark von Null

abweichen (falls p sich stark von pg unterscheidet). Deshalb wihlen wir
den kritischen Bereich K in der Form

K = {t| |t| > zan}

und bestimmen z, , so, dass unter Hy gilt

P(|To(X™)| > 24) = .

Das ergibt wegen

P(|To(X™)| > z4n) = 2(1 — ®(2a,n))

die Beziehung

Zan = q1-¢

(g bezeichnet das p-Quantil der Standard Normalverteilungsfunktion ®).

Entscheidungsregel: Hy : p = po wird abgelehnt, falls fiir die konkrete
Stichprobe (™ = (21, 2, ..., 2,) gilt

T, (2™)] > q1-g, d. h., falls gilt:

g a
Q177

|Xn_ﬂ’0|> N
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Anderenfalls ist gegen H, auf Grund der Stichprobe x(™ nichts einzu-
wenden.

Bemerkung 12.23: Ist der Stichprobenumfang n grofl; so nimmt man

fiir o2, falls nicht anders verfiigbar, die Schitzung 6% = ﬁ (rp —

k=1
T,)% Das ist auf Grund des Gesetzes der groBen Zahlen gerechtfertigt,
da F62 = o2 gilt. Wie man im Fall kleiner Stichprobenumfiinge verfihrt,
wird im folgenden Beispiel erldutert.

Test des Mittelwertes einer N (u, 0?)-verteilten Grundgesamtheit bei un-
bekannter Streuung

Wir behandeln das gleiche Problem wie im vorangegangenen Beispiel,
nehmen aber an, o2 ist nicht bekannt und der Stichprobenumfang n ist
nicht allzu grof3, so dass man bezweifeln kann, dass

n

62 =5 ) (X — X,

k=1

bereits eine gute Niaherung fiir o2 ist. In diesem Fall verwendet man

T;Z(X(n)) — (XnA—uo) . \/ﬁ

On

als Testgrofie. Wir benétigen die Verteilung von 77 (X ™) unter der Null-
hypothese Hy, um den kritischen Bereich bestimmen zu kénnen.

Lemma 12.24: X,, und 6> sind unter Hy voneinander unabhingige Zufalls-

grofen. X, ist N(,uo, %) -verteilt und Z—Tz -(n—1) besitzt eine x2-Verteilung mit
n—1 Freiheitsgraden, d. h. eine Gammaverteilung I'(c, A) mit den Parametern

=" XN=1(Sieche auch Abschnitt 12.5.3)

Der Beweis soll in Ubung 12.4 gefithrt werden (siehe auch Krengel (2002), Kap.
I1, § 14). Als Verteilung von 77 ergibt sich damit die Verteilung mit der Dichte
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(%)
n—1\r) = D) =, TE€ Ry
Jo1(2) W(n—l)F("T_l)(’”——l—l)? ©

n—1

Diese Verteilung triagt die Bezeichnung t-Verteilung (oder Studentverteilung)
mit n — 1 Fretheitsgraden, die Werte ihrer Verteilungsfunktion F,,_; bzw. ihre
Quantile sind vertafelt und in vielen Biichern iiber Mathematische Statistik zu
finden, siche zum Beispiel Krengel (2002), Tabellen Seite 247.

Auch hier wahlen wir den kritischen Bereich K in der Form
K = {t] |t| > zan}

und bestimmen z,, derart, dass unter Hy gilt

P(IT(X™M)| > z4n) = o

Das ergibt

2(1 — Fr—1(2am)) = @, also

Ran = Zfn—l,l—%

wobei t,,_1,;—a das (1—%)-Quantil der ¢-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden ist.

12.3.3 Der y?-Test

Unter den Signifikanztests hat sich der sogenannte y2-Test als ein sehr flexibles
statistisches Werkzeug seinen festen Platz erobert.

Es sei X eine diskret verteilte Zufallsgrofie mit den endlich vielen moglichen
Werten a;, aus der Menge A = {ay : k € {1,2,...,r}} reeller Zahlen. Weiter-
hin sei {px : k € {1,2,...,7}} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A.
Anhand einer Stichprobe (™ aus einer nach P¥ verteilten Grundgesamtheit
soll die Hypothese Hy gepriift werden, dass X die Verteilung (ay,pr), k € K,
besitzt, d. h.
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Hoip(X:CLk):pk, 1§]€§7’

Zu diesem Zweck bildet man die Testgrofie

r 2
Nk — NPk
=) (e = i)

n
—1 Pk

wobei ny die Anzahl derjenigen x; aus der Stichprobe ™ = (z1,29,...,2,)
mit x; = a; bezeichne, 1 <k <r, 1 <j <n.

Die Grofe x? ist eine gewichtete Summe der quadratischen Abweichungen zwi-
schen den Anzahlen n, und ihren bei richtiger Hypothese Hy ”zu erwartenden”
Werte npy.

Um die wahrscheinlichkeitstheoretischen Eigenschaften dieser Testgrofie zu stu-
dieren, setzen wir in x? an Stelle von ny, die ZufallsgréBen Ny ein, die sich aus
der entsprechenden mathematischen Stichprobe X genauso berechnen, wie
die n, aus der konkreten Stichprobe z(™.

Satz 12.25: (R. A. Fisher) Die Wahrscheinlichkeiten pg, k =1,2,...,r, sei-
en gegeben. Dann konvergieren die Verteilungsfunktionen F,, der Zufallsgrofien
X2, falls die Hypothese Hy richtig ist, mit wachsendem Stichprobenumfang n
gegen eine Gammaverteilung I'(a, \) mit den Parametern

Y
lim Fn(l') = T«*l) /y 2367§dy, x>0
2 0
=0, r <0.

Die Verteilung F(T;—l, %) trigt einen eigenen Namen und heiit y2- Verteilung

mit r — 1 Freiheitsgraden (r > 1).
Den Beweis findet man z. B. in Krengel (2002), Kap. 11, § 14.

Seine Grundidee besteht in der Beobachtung, dass der Vektor (Ny, N, ..., N,.)
eine Multinominalverteilung mit den Parametern n, py, ps, . .., p. besitzt. Dann
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.,
ist (N7 — np1, ..., N, —np,) ein zentrierter zufilliger Vektor, mit Z N, =n,

k=1
also

r

> (N —npy) = 0. (12.15)

k=1

Die r-dimensionale Multinomialverteilung von (Ny, Na, ..., N,) konvergiert fiir
n — oo ebenso wie die Binomialverteilung im globalen Grenzwertsatz von
Moivre-Laplace gegen eine Normalverteilung, die wegen (12.15) auf einem
(r — 1)-dimensionalen Teilraum von R, konzentriert ist.

Die Zufallsgrofie

2 . (Nk - npk)2
— RS VA 12.16
X ; — ( )

ldsst sich damit durch Grenziibergang n — oo zuriickfithren auf die Quadrat-
summe von (r — 1) Standard normalverteilten Zufallsgroffen. Dann erhélt man
mit folgendem Lemma die Aussage des Satzes.

Lemma 12.26: Es seien Y1,Ys,...,Y,, (m > 1) voneinander unabhdingige
N(0, 1)-verteilte Zufallsgrifien. Dann besitzt

eine x2-Verteilung mit m Freiheitsgraden.

Beweis:

P(Y? < y) = ®(/y) — P(—/y) = 2®(,/y) — 1, woraus sich die Dichte fye
ergibt:

Also besitzt jedes Y2 eine T' (%, %)-Verteilung:
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Y2 Nr(é,g), k=1,2,....m,

und auf Grund der Unabhéngigkeit der Y7,...,Y,, folgt

5~ T(2.1).

Die Verteilungsfunktion der y?-Verteilungen ist nicht explizit berechenbar, sie
bzw. ihre Quantile sind vertafelt, und man findet sie, wie oben bereits erwahnt
zum Beispiel in Krengel (2002), Tabellen, Seite 249.

Fiir jede mit m Freiheitsgraden y?-verteilte ZufallsgroBe Y gilt
EY =m, D*Y = 2m, Modalwert (Y') = max(0,m — 2).

Die TestgroBe T,,(X ™) wird also mit hoher Wahrscheinlichkeit (hier: 1 — «/)
Werte annehmen, die in einem Intervall um den Modalwert liegen, z. B. in

2 2
(erl,%7 erl,lf%)'

Dabei bezeichnet x;_,, das p-Quantil der x*-Verteilung mit r — 1 Freiheits-
graden.

Eine erste Anwendung des y2-Test enthiilt das folgende Beispiel.

Beispiel 12.27 (x2*-Anpassungstest): Es seien F eine Verteilungsfunktion auf
R; und X eine reellwertige Zufallsgrofle iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2, P) mit

P(X <z)=Fx(x), x€ R;y.
Wir wollen die Hypothese
Hy:Fx =F

testen.

Zu diesem Zweck unterteilen wir Ry in r Intervalle (r > 2)
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L = (—o0,aq1], Iy = (ay,as),..., L,_1 = (ar_2,a,1], I, = (a,_1,00)
und setzen

pr = F(ay) — F(ag_1), k=1,...,r

mit ay = —oo, F(ap) =0, a, = +00, F(a,) = 1.

Ist Hy richtig, so gilt

P(Xely)=p,, k=1,2,...,r.

Wir verwenden die Testgrofie
- (nk - npk)2
k=1 k
und den kritischen Bereich

K= R1\(X,2~_17%>X72~_1,1_%)
(zweiseitiger Test) bzw.

K = (X%fl,lfmoo)
(einseitiger Test).

Der so konstruierte Signifikanztest heifit x2-Anpassungstest zum Signifikanzni-
veau 1 — a.

Wir illustrieren diesen Test durch zwei Beispiele:
Zufallszahlen aus [0,1)

Angenommen, 2™ = (1, s, ...,x,) ist eine n-elementige Folge reeller Zahlen
aus [0, 1). Wir wollen die Hypothese priifen, dass sie aus einer gleichméfig auf
[0,1) verteilten Grundgesamtheit stammen, und zwar zum Signifikanzniveau
0,95. Dazu nehmen wir an, die konkrete Stichprobe z(™ ist Realisierung einer
mathematischen Stichprobe X™ = (X, X, ..., X,,), jedes X} habe die Ver-
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teilungsfunktion F’ und formulieren die Hypothese

Hy: F =F,

mit Fy(z) = firx € [0,1],=0firz < 0,= 1 fir z > 1.
Es sei n = 100 und o = 0, 05.

Wir teilen [0,1) in 10 Klassen

I, = [’fl—;)l%) k=1,2,....10

ein. Dann gilt

pk:F(](l—%)—Fo(%) —0,1firk=1,2,...,10

und die Testgrofe x? ergibt sich zu

10

10 2
2 _ (Nk_lo) _ 2
Y —ZT—O’l'Z(Nk_lo)'

k=1 k=1

Der kritische Bereich K wird fiir einen zweiseitigen Test wie folgt festgelegt:
K = (0, X(2),025,9) U (X%,975,97 o0)

= (0;2,70) U (19,02, 00).
Bei dieser Konstruktion wird die Hypothese Hy abgelehnt, wenn die empirische
Verteilung Fioo zu weit von Fp entfernt ist (d. h., wenn die Testgrofe x? grof
ist), oder wenn Figo zu nahe an Fj liegt (wenn x? zu klein ist). Empfindet man
sehr kleine 2 nicht als Mangel, so kann man K auch in der Form
K = (X%—a,gﬁ o0) = (16,92; 00)

withlen (einseitiger Test).

Geburtenzahlen
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Im Landkreis Teltow-Flaming wurden 1996 insgesamt 360 Kinder geboren,
davon 175 Méadchen und 185 Jungen. Widerspricht diese Zahl der Hypothese,
dass das Geschlecht von Neugeborenen mit gleicher Wahrscheinlichkeit weib-
lich bzw. méannlich ist, zum Signifikanzniveau von 0, 957

Bezeichnen wir mit p die Wahrscheinlichkeit, dass ein Neugeborenes ein Junge
wird. Dann lautet die Hypothese

Hozp:%.

Die Testgrofle berechnet sich zu

o _ (185-180)2 | (175-180)2 _ 50 __
2= o~ T 1m0~ — 130 = 0,2778.

Da der kritische Bereich

K = (X%—a,b OO) = (3784; OO)

lautet, ist gegen Hy auf Grund der Stichprobe nichts einzuwenden.

In Deutschland wurde 1991 insgesamt 911 600 Kinder geboren, davon 442 400
Médchen und 468 000 Jungen.

Wendet man den gleichen Test wie eben auf

Hy:p= %

an, so ergibt sich

x? = 520,68 > 3, 84.

Die Uberschreitung des kritischen Wertes 3,84 durch die TestgroBe ist hochsi-
gnifikant, Hy wird auf Grund dieser Stichprobe abgelehnt.

Wir kehren noch einmal zuriick zum eingangs behandelten y2-Test einer dis-
kreten Verteilung P = (p, k= 1,...,r) auf A ={ay,as,...,a,.}.

In manchen Féllen ist die Verteilung P nicht vollig festgelegt, sondern héngt
noch von einem Parameter 1 ab:
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PeP=p),k=1,...,r9 € ©C R fiir ein [ > 1. Dadurch ist die Ver-
teilung noch nicht eindeutig bestimmt und wir kénnen den oben angegebenen
Satz von Fisher nicht anwenden. Es gibt vielmehr die folgende allgemeinere
Fassung.

Wir setzen voraus:

Satz 12.28: Die Ableitungen

Opr - _Op
d9;" 00,00,

k=1,2,....r;4,5€{1,2,...,1}
existieren und sind stetig bzgl. .

Die Matrix (g%’z)ki habe den Rang L.

Werden die unbekannten Parameter 91,0, ..., 9, mit Hilfe der Stichprobe =™
nach der Mazximum-Likelihood-Methode geschitzt, so konvergieren die Vertei-
lungsfunktionen F,, der Stichprobenfunktion x? aus Formel (12.16) gegen eine
x2-Verteilung mit r — | — 1 Freiheitsgraden.

Fiir einen Beweis siehe z. B. Dacunha-Castelle, Duflo, Vol. II (1986).
Beispiel 12.29:

Test auf Unabhdngigkeit in Kontingenztafeln

Gegeben seien zwei Zufallsgroffen X und Y, beide diskret verteilt mit r bzw.
s moglichen Werten und den (unbekannten) Wahrscheinlichkeiten der gemein-
samen Verteilung

pij=PX=x,Y=y;), i=12...,r;j=12...,s.

Es werde eine konkrete Stichprobe vom Umfang n realisiert:

n;; = Héaufigkeit des Auftretens des Paares (x;,y;).
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N1 2 s
N1z N2 Ny | N1-
Kontingenztafel
r Nyl Nyp2 Nps | Ny
n.q Nn.g N.g n

Hy : "Die Merkmale X und Y sind voneinander unabhéngig.”

Das bedeutet mit den Bezeichnungen p;. = Z Dijs P-j = Z Dij

Ho : pij = pi. - pj-

Durch diese Hypothese ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung (p;;) noch nicht
festgelegt. Die Groflen p;. und p; (1 < i < r,1 < j < s) miissen geschétzt
werden.

Die Maximum-Likelihood-Methode liefert p;. = ™= (siche unten).

Wegen Zpl-. = Zp.j = 1 sind dies (r — 1) + (s — 1) geschétzte Parameter.
J J

Testgrofle:
B — i - T s i Mg )2
X ; jzl n - Pij - ; ; N Nk

Diese Testgrofie besitzt fiir n — oo eine y2-Verteilung mit r-s —r—s+2—1 =
(r —1)(s — 1) Freiheitsgraden.

Mazximum-Likelihood-Schétzung der p;.,p.;:
Die Likelihoodfunktion ist unter der Hypothese H, gegeben durch

n [ Nij Nz r N;. s N.; .
L<197X( )) Hz 11_[] 1 Z_]J Hz T‘H] 1 Pi. J ! :Hizlpi- Hj:lp-j] mif

Nij=#{k <n:X,=u.Y, =y},

N;. Zm,%Zi%1SKMSMS
=1
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und 9 = (p1., .- Dr1, D1y - -y Pos—1)-
Dabei wird gesetzt

Pr.=1—py. —...—pr_1. und
ps=1—p1—...—ps1.

Fiir die Maximum-Likelihood-Gleichungen ergibt sich

el __ N, N,. o
L= e =0 (12.17)
1=1,...,7—1, also
Ni = Ne “mithin
Di.- Pr-
N =pi. - %,i =1,2,...,r.

Summation iiber 7 liefert

Daraus ergibt sich p;. = NT

Die Schétzungen p.; = % ergeben sich analog aus

2 InL=0,j=1,...,s—1.
P-j
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