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Stochastik 1

9. Zusatziibung

1) (Spezialfall des Satzes von Radon-Nikodym)
Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine integrierbare Zu-
fallsgroBe tiber (£2, 2, P) und J# eine endliche Teil-o-Algebra von 2. Man
zeige:

a) Es gibt ein n > 1 und eine Zerlegung (Hy, Ha, ..., H,) von € in
2A-meBbare Teilmengen, so dass

H = {UHZ-][ c {1,2,...,n}}
il
(I durchlauft alle Teilmengen von {1,...,n}.)

b) Man zeige: Es gibt eine #-mefbare Zufallsgrofie Y auf (2,2, P)
mit

/YdP:/XdP, Hex,
H

H

und konstruiere Y.

c) Die ZufallsgroBe Y nennt man bedingte Erwartung von X unter
der Hypthese 7. Konnen Sie diese Bezeichnung begriinden? (Be-
zeichung: Y = E(X|5))

Was ergibt sich fiir 2 = {(), Q}?

2) Zwei ZufallsgroBen X und Y mogen folgende Eigenschaften besitzen:

a) X und Y sind unabhingig und haben differenzierbare Dichten fx ()
und fy (y).



b) Die gemeinsame Dichte f(z,y) = fx(z)f,(y) héngt von (z,y) nur
durch 2% + 3? ab:

f(z,y) = g(x* + y?) fiir eine Funktion g (%)

zeigen Sie, dass dann X und Y beide normalverteilt mit Erwartungswert
Null und einer gleichen Streuung o? sind.

Hinweis: Differenzieren Sie (%) nach x und berechnen Sie 2£ ff}gs(l) Zeigen

Sie, dass dieser Ausdruck nicht von x abhéingt und lésen Sie die daraus
entstehende Differenzialgleichung. Nutzen Sie die Eigenschaft, dass fx
eine Dichte ist, um Konstanten zu bestimmen. Analog verfahren Sie mit

fy-




