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Stochastik I

Loésungsansétze zur 10. Zusatziibung

1) Es sei (X, : n > 1) eine Folge von unabhéngigen und zum Parameter 1 Cauchyver-
teilten Zufallsgroflen, d. h. X; besitzt die Dichte
fz)=1i-"15 reR.

T 1+z2°

a) Zeigen Sie, dass die Folge Y,, := %max{Xl, ..., X, },n € Ny, in Verteilung kon-
vergiert und bestimmen Sie die Grenzverteilung.

b) Was konnen Sie iiber die Verteilung von Z,, := % >oh_y Xk sagen?
Losung: a) Eine Cauchy-verteilte Zufallsgroie besitzt die Verteilungsfunktion
F(z) = [*_ f(u)du= 2L [* Ezdu= L(arctan(z) + ) . Weiter ist

oo 14u? i

P(Y, <z

1
P(—max{X1,..., X} <z) = Pmax{Xy,..., X,} < nzx)
n

1 n

= P(Xy1<nzx)-...- P(X, <nzx) = Flna)" = (—(arctan(nx) + g))
T

Wir untersuchen punktweise (fiir feste z) den Grenzwert dieser Funktion fiir n — oo.

Wegen arctanz = y <= z = tany < % = coty = tan(y — %) = arctan% =y — g

T

(fiir y,z > 0) gilt arctan(nz) = § — arctan - fiir > 0 und damit

P(Y, <z) = (l(arctan(na:) + g))n = (1 1 arctan (i))n

T ™ n
1 1.\"
= (1——+0(—)) — oo e~ 7 fiir 2 > 0.
™mE n
Weiter gilt arctan(nz) = —Z —arctan -= fiir # < 0 und damit P(Y;, < ) — o0 0 fiir

x < 0. Zusammengefasst konvergiert Y,, in Verteilung gegen Y mit Verteilungsfunktion
. e~ firz >0

Fy(z){ 0 firz<o0

b) Das arithmetische Mittel unabhéngiger Cauchy-verteilter ZufallsgroBen ist wieder

Cauchy-verteilt. Zum Beweis betrachten wir die charakteristischen Funktionen. Es gilt

ox, (u) = Be™X1 = e~I*l und
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2)

Es sei (X,Y)T ein normalverteilter zufilliger Vektor mit den Parametern
px =py =0,0%,0% >0und p € (—1,1).

Man bestimme alle Winkel a € (—5, %] als Funktion der Parameter ox, oy und p, so

dass die Zufallsgrofien U und V', definiert durch
U=Xcosa+Ysina, V =Xsina—Ycosa,

unkorreliert sind. Sind sie in diesem Fall auch unabhéngig?

Lésung: Nach Voraussetzung ist (X,Y)? normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
O'g( pO’X oy

pPOX0OYy O'Y

Ist C eine 2x2-Matrix und (U, V)T := C(X,Y)7, so ist (U, V)T normalverteilt mit

Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix CXC7T. Fiir die konkret gegebene Transfor-

mation berechnet man

Kovarianzmatrix > = <

Kov(U,V) =EUV = sinacosa(ck — 0%) + (sin® a — cos® a)pox oy

1
=3 sin(2a)(0% — 0%) — cos(2a)pox oy

Ist ox = oy und p =0, so sind U, V fiir alle betrachteten Winkel @ unkorreliert.

Ist ox = oy und p # 0, so folgt cos(2a) = 0 und damit o = 7 /4.

2pa'X oy
2

Ist ox # oy, so folgt tan(2a) = m bzw. a = 1 arctan
X X Y

2

Da die zweidimensionale Normalvertellung durch ihre ersten und zweiten Momente ein-
deutig bestimmt ist, folgt aus der Unkorreliertheit die Unabhéngigkeit. Unkorrelierte
normalverteilte Zufallsvariablen sind unabhéngig.

a) Es seien X,...X, unabhingige, .4#7(0,1)-verteilte Zufallsvariablen. Zeige, dass
X4, .+ X2 2, eine I'(%, 1)-verteilte Zufallsgroﬁe ist. Eine Gamma- Verteilung mit
diesen Parametern bezeichnet man auch als y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

b) Speziell fiir n = 2 ist also X7+ X3 exponentialverteilt zum Parameter % Beweise
die folgende Umkehrung dieser Aussage:
Sei U gleichverteilt auf [0, 27], und sei Z exponentialverteilt mit Parameter 1 und
unabhéngig von U. Dann sind

=vV2ZcosU und Y =+vV2ZsinU

unabhéngig und .47(0, 1)-verteilt sind.
Lésung: a) Vgl. Lemma 12.26. Wir untersuchen zuniichst die Verteilung von X7. Es ist
VE 2 VT _u?
Fxz(z) = P(X{ <o) = P(X; € [-V,V7]) = \/gf vz © /Qdu:\/%fo o™ Pdu
Ixz(x) = Fia(z) = \/217356_”5/2 . Dies ist die Dichte der I'(%
Fiir die Gamma-Verteilung gilt die Eigenschaft, dass die Summe zweier unabhéngiger

I(a, A) und T'(8, \) - verteilter Zufallsgrofen I'(ae 4+ 3, ) -verteilt ist. Demzufolge ist

X2+, +X2 T(%,1)-verteilt.

1,3) Verteilung.



b) Hintergrund dieser Aufgabe ist der Zusammenhang zwischen kartesischen und Po-
larkoordinaten. X, Y spielen die Rolle der kartesischen Koordinaten, U spielt die Rolle
des Winkels und R = v/2Z spielt die Rolle des Radius bei Polarkoordinaten.

Nach Voraussetzung gilt Z ~ EXP(1). Dann ist Q := 2Z ~ EXP(3). Als néchstes
bestimmen wir die Verteilung von R := /Q: .

Fr(r) = P(R<r)=P(Q <r)=PQ<r?) =[5 e 2du= [/ e~V 2udy .
Da Z und U unabhéngig sind, sind auch R und U unabhéngig und ihre gemeinsame
Dichte berechnet sich als

T 2
fruy(ryu) = fr(r) - fu(u) = 7¢ 2 r>0,u€ [0,27) .
Wegen X = RcosU und Y = RsinU erhalten wir X,Y aus R,U mit Hilfe der
Transformation h(r,u) = (rcosu,rsinu)?. Wir wollen die Dichtetransformationsfor-
mel anwenden und berechnen dazu die Umkehrabbildung ¢ von h und deren Funktio-
naldeterminante. Es ist

h(r,u) = (z,y)T <~ (r, u)T =g(z,y) = (Va2 + yQ,arctan%)T

auf der offenen Menge {z # 0}. Man berechnet det #;, = 1/+/22 4+ y? und erhélt die
gemeinsame Dichte

224y? (24,2 (2242
Joe) @) = fir (9w, y))| det | = 3gime D2 o = e (0012,
Dies ist die Dichte der zweidimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswert (0, O)T
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und Kovarianzmatrix ¥ = < ) , womit die Behauptung bewiesen ist.



