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Stochastik I

Losungsansétze zur 7. Zusatziibung

Ab welcher Zahl von Wiirfen zweier reguléirer Spielwiirfel ist es giinstig, auf mindestens

eine Doppelsechs zu wetten?

Losung: Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit beim n-maligen Wurf zweier Wiirfel

keine Doppelsechs zu werfen. Die Wahrscheinlichkeit beim einmaligen Wurf zweier

Wiirfel keine Doppelsechs zu werfen ist % Da die Wiirfe unabhéingig sind, ist die
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Wahrscheinlichkeit bei n Wiirfen keine Doppelsechs zu werfen (%)n Gesucht ist also

das kleinste n mit (22)" < 2 bzw nln (£) <Ini baw n>mn/In () ~ 24,6.
Die gesuchte Anzahl ist 25.

Um in der Spielshow ”Randotime”den Hauptpreis zu gewinnen, erhélt ein Kandidat
zwei Schachteln sowie 100 weifle und 100 schwarze Kugeln. Er darf die Kugeln nach
Belieben auf beide Schachteln verteilen, wobei nur keine Schachtel leer bleiben darf.
Danach w&hlt er ”blind” eine Schachtel aus und zieht daraus rein zuféllig eine Kugel.
Er erhélt den Hauptpreis, falls die gezogene Kugel weif} ist. Wie sollte der Kandidat die
Verteilung der Kugeln vornehmen, um die Gewinnwahrscheinlichkeiten zu maximieren,
und wie grof} ist diese dann?

Losung: Nehmen wir an, der Kandidat legt in Schachtel 1 insgesamt ¢ Kugeln, 0 <
¢ <100, (fir groBeres ¢ tauschen wir die Rolle der zwei Schachteln) von denen w,
0 < w < ¢, weil} sind. In Schachtel 2 liegen dann 200 — ¢ Kugeln, von denen 100 — w
weif} sind. Die Wahrscheinlichkeit, eine weile Kugel zu ziehen ergibt sich dann zu

1w n 1 100 —w (200 —2c)w + 100c

P=o T2 200-¢c T T 2e(200—¢)
Fiir festes ¢ ist dies genau fiir maximales w(c) = ¢ maximal. Es bleibt nach dem
Maximum von p = % + % . ;88:2 zu suchen, was bei kleinstmoglichem ¢ = 1 gefunden

wird.

Der Kandidat sollte also in eine Schachtel eine weifle Kugel legen und alle anderen

Kugeln in die andere Schachtel. Die Wahrscheinlichkeit, eine weile Kugel zu ziehen,
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istdannp:%—i—%-l—gg.

Eine Miinze mit P(Wappen)= p wird unbegrenzt oft geworfen. Es sei Ay, das Ereignis,
dass k£ mal hintereinander das Wappen erscheint, und zwar bei den Wiirfen mit den
Nummern 2%,2% +1,... 2kt — 1,

Man zeige, dass P(Ay trifft fiir unendlich viele k ein) = 1 gilt, falls p > % ist und
P(Ag trifft fiir unendlich viel k ein) = 0, falls p < 1.



Lésung:
Es bezeichne By, ; das Ereignis, dass bei allen Wiirfen mit den Nummern j—k+1,...,j
Wappen erscheint. Es gilt P(By ;) = p".

Es gibt 2 Wiirfe mit den Nummern 2%, 2% 4 1,.. . 2~FF1 1,

Nun arbeiten wir mit Abschétzungen von P(Aj) nach oben und nach unten. Sei
zunéchst p < %, 2p=a<1

ok+t1l_1
P(Ay) < P( |J Biy)<2F-pf =0
=2+
Damit folgt >°p | P(Ax) < > pe; @® = 1= < 0o und mit dem 1. Lemma von Borel-
Cantelli folgt

P(Aptrifft fiir unendlich viele & ein) = P( ﬂ U Ak) =0.
k>n

n=1

Sei nun p > % Hier wollen wir das 2. Lemma von Borel-Cantelli anwenden und schétzen
dazu Ay durch eine Menge unabhéngiger Ereignisse nach unten ab. Wir teilen die
Wurfoummern in nichtiiberlappende Gruppen zu je k Nummern: 254k, ..., 2F4i-k+
(k—1), fiiri =0,1,,...[2%/k] — 1. Die Ereignisse By oryipi(r—1), @ = 0,1,,...[2F/k] -1
sind voneinander unabhéngig, in Ay enthalten, jedoch nicht disjunkt.

(2 /K] -1
A, 2 U By ok piket(k—1)
=0
(27 /K] -1 2% /K] -1
P(Ax) = P( U Bk,Q’“—Hk—i—(k—l)) = 1*P( ﬂ Bk,2’f+i~k+(k—1))
=0 =0
Sl (=M s L K s e s U
———
Se=#t
> 1/(k+1) fiir hinreichend grofie k.
Damit folgt Y 7~  P(Ar) = oo, weiterhin sind die Ereignisse Aj voneinander un-

abhéngig und mit dem 2. Lemma von Borel-Cantelli folgt die Behauptung.



