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Stochastik I

Loésungsansitze zur 8. Zusatziibung

1) Esseien X7, Xo, ... unabhingige, identisch verteilte ZufallsgréBen, und zwar gleichméBig
verteilt auf [0, 1]. Weiterhin sei ¢ € (0, 1) fest gewdhlt. Wir definieren

N = min{k > 1| X}, > ¢},
Xy =X, auf {N =n}.

a) Man zeige P(N < o0) = 1.
b) Man bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von N und Xy .
¢) Sind N und Xy voneinander unabhingig?

Losung: a) Wir zeigen P(N = o) = 0:
P(N = o0) = P({Xx < ¢ ¥k}) = P(N Xk <) = [T, P(Xe < ¢) = [e = 0

b) Esist Xy () (w) = Xi(w), falls N(w) =k, d.h., falls Xp(w) > ¢, Xj(w) <cVj<k.
Wir bestimmen zuerst die gemeinsame Verteilung von N und Xy,
P(IN=k, Xy<z) = P(X;1<¢,..., X1 <c¢, Xg >c¢, X <2)
= P(X; <o)l P(Xy € (¢, 1))
0 firz<e
= M (x—c) firz € (c1]
(1—¢) firz>1

und leiten daraus die Verteilungen fiir N und Xy ab,

P(N=k) = PIN=k, Xy <o0) = " 1. (1-¢)

(geometrische Verteilung)

PXy<z) = [JP(N=k Xy<a) =)D F ' (z—0) = 1ic~(zfc)
k=1 k=1

fir z € [c,1] (gleichméBige Verteilung auf [c, 1])

¢) N und Xy sind voneinander unabhéngig, da ihre gemeinsame Verteilung die Pro-
duktverteilung der Randverteilungen ist.



2)

X und Y seien Standard-Normalverteilt und unabhéngig. Man berechne die Dichte

von Z = %
Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die Verteilung von (W, Z) mit W = X.

(Die Verteilung von Z heifit Cauchyverteilung.)

Losung: Auf der offenen Menge U := {(z,y) € R2 : x,y # 0} betrachten wir die
Funktion h mit h(z,y) = (z, ). Man iiberpriift die Voraussetzungen der Dichtetrans-
formationsformel, berechnet die Jacobimatrix _#,(z,y), die Umkehrfunktion g = h™!
und deren Jacobimatrix _#4(w, z):
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Mit der Dichtetransformationsformel erhalten wir fiir die Dichte f, z) auf U:

fowzy(w,2) = fixyy(g(w,2))-[det Z,(w,z)]|
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Auflerhalb U setzen wir diese Dichte Null. Als deren Randverteilung ergibt sich

<1 w? 1 |w] & w? 1
o) = [ gmean( =0+ ) gaw = =5 [ ean( = 0+ ) v
Y 22+1 1
w22 J exp( —u( 22 ))du m(z2 4+ 1)

X und Y seien unabhéngig und geometrisch verteilt mit dem Parameter p € (0, 1).
Man berechne
PX=iX+Y=n), 0<i<n,n>0.

Loésung:

. P(X=i,X+Y=n) _ P(X=i,Y=n—i) _ P(X=i)-P(Y=n—i
P(X =ilX+Y =n) = (P(X+Y:n) L = (P(X+Y:n) L= X P())(+1(/:n) )

P(X =i)=p(l—p)', PY =n—1i)=p(l—p)"
P(X+Y =n) =Y P(X=14)-P(Y =n—i) =3 p*(1-p)" = (n+1)p*(1—p)"
P(X=i,X+Y=n) pl-pt pl—-pnt 1

PX =il X+Y =n) = PX+Y=n)  (+p(1-p"  n+l




