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4.1 Es sei (Nt, t ≥ 0) ein Poissonprozeß mit dem Parameter λ > 0, (Tn, n ≥
1) die Folge seiner Sprungzeiten, T0 := 0. Mit

τn := Tn − Tn−1(n ≥ 1)

gilt also: (τn, n ≥ 1) ist eine Folge unabhängiger, identisch Exp(λ)-
verteilter Zufallsgrößen und

Nt =
∞∑

k=1

1{Tk≤t}, t ≥ 0.

Als kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum wählen wir Ω = RN , τn sei die
n-te Koordinatenabbildung und An := σ(τ1, τ2, . . . , τn),A :=

∨
n≥1

An.

Pλ sei diejenige Verteilung auf A, unter der (τn, n ≥ 1) die genannten
Eigenschaften besitzt.

a) Man zeige, dass für λ 6= λ′ die Maße Pλ und Pλ auf A zueinander
orthogonal sind.

b) Man beweise

Pλ|An ¿ P1|An , n ≥ 1 und
dPλ|An

dP1|An

= λn e(1−λ)Tn .

Man bestimme die Maximum-Likelihood-Schätzungen für Eλτ1 = 1
λ

und für EN1 = λ auf der Basis der Stichprobe (T1, T2, . . . , Tn). Sind
diese erwartungstreu? Variieren Sie die Schätzungen gegebenenfalls
so, dass sie erwartungstreu werden. Berechnen Sie deren Varianzen.



c) Es sei Ft := σ(Ns, s ≤ t), t ≥ 0. Man zeige Pλ|Ft ¿ P1|Ft und

dPλ|Ft

dP1|Ft

= λNt e(1−λ)t, t ≥ 0.

Man bestimme die Maximum-Likelihood-Schätzung für Eλτ1 = 1
λ

und EλN1 = λ auf der Basis der Stichprobe (Ns, s ≤ t). Untersu-
chen Sie beide Schätzungen auf Erwartungstreue und berechnen Sie
gegebenenfalls ihre Varianz.

4.2 n Maschinen starten zur gleichen Zeit. Sie fallen unabhängig voneinan-
der aus, ihre Ausfallzeiten Tk, k = 1, . . . , n, seien sämtlich exponential
verteilt mit dem Erwartungswert ϑ > 0. Um ϑ zu schätzen, werden
die ersten r Ausfälle beobachtet, sie geschehen zu den zufälligen Zei-
ten T(1), T(2) . . . T(r), wobei T(k) die Zeit des k-ten Ausfalls bezeichnet
k = 1, 2, . . . , r.
Berechnen Sie die Verteilung des Vektors (T(1), T(2)−T(1), . . . , T(r)−T(r−1))
und zeigen Sie, dass seine Komponenten unabhängig sind.
Geben Sie die Maximum-Likelihood-Schätzung ϑ̂r für ϑ an und zeigen
Sie, dass ϑ̂r erwartungstreu ist.

4.3 Es sei Ω = RN der Raum aller reellwertigen Folgen mit der Produkt-
Borel-σ-Algebra A = (BR)⊗N . Weiterhin seien die Produktmaße P =
⊗∞k=1Pk und Q = Q⊗N

1 auf (Ω,A) gegeben, wobei Q1 das Wahrschein-
lichkeitsmaß auf (R,BR) zur N(0, 1)-Verteilung sowie Pk das Wahr-
scheinlichkeitsmaß auf (R,BR) zur N(µk, 1)-Verteilung bezeichnet.

a) Zeigen Sie: Die Projektionen Xk : Ω → R, Xk((ωn)n≥1) := ωk de-
finieren eine Folge (Xk)k≥1 von Zufallsgrößen, die bezüglich P und
Q jeweils unabhängig ist.

b) Setzt man

An := σ(X1, . . . , Xn) = {{ω ∈ Ω|(X1(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ B}|B ∈ Bn},

so bildet (An)n≥1 eine Filtration. Beweisen Sie, dass gilt P|An ¿
Q|An.

c) Berechnen Sie die Likelihood-Funktion Ln = dP |An

dQ|Fn
.



d) Zeigen Sie: (Ln)n≥1 konvergiertQ-fast sicher gegen eine Zufallsgröße
L∞ und bestimmen Sie deren Verteilung bez. Q. Es gilt folgende
Dichotomie:

(1)
∞∑

k=1

µ2
k < ∞ : Ln

L1(Q)−−−−→n →∞ L∞, dP
dQ = L∞,

(2)
∞∑

k=1

µ2
k = ∞ : L∞ = 0 Q−f.s. L∞ = ∞ P −f.s., P⊥Q,

Die Aufgaben 4.1 und 4.3 sind schriftlich anzufertigen und in der Übung
am Mittwoch, dem 04. 06. 2008 abzugeben.


