Kapitel 4
Allgemeine Likelihoodtheorie

Es sei (Q, 97, Z, X) ein statistisches Modell mit dem Stichprobenraum (F, &). Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Stichprobe X unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl 1P, ist ge-
geben durch

P (B) :=Py(X € B), Bcé&.

Im Fall, daff man stochastische Prozesse studiert, ist der Stichprobenraum F in der Regel
ein Funktionenraum, z.B. der Raum (C([O, T]) aller stetigen Funktionen auf dem Beobach-
tungsintervall [0, 7.

In diesem allgemeinen Fall gibt es keine ausgezeichnete ,,gleichméflige Verteilung* wie das
Lebesguemall im IR", beziiglich der man Dichten f;*(z) bilden kann. Einen Ausweg bie-
tet das Theorem von Radon-Nikodym aus der Maftheorie, das in bestimmten Féllen die

Existenz von Funktionen sichert, die die Rolle von Dichten im klassischen Fall {ibernehmen.

4.1 Das Theorem von Radon-Nikodym

Wir beginnen mit einem fundamentalen Satz iiber die Darstellung eines Mafles p als Inte-

gral iiber eine Funktion f beziiglich eines anderen Mafles v, dem Satz von Radon-Nikodym.

Definition 4.1. Es seien p und v zwei o-finite Mafie auf einem meBbaren Raum (F,.%).
Man sagt, p sei absolutstetig beziiglich v, falls fiir jedes A € F mit v(A) = 0 auch pu(A) =0
gilt.

Symbolisch schreibt man dafiir p < v. Offenbar folgt aus p < v und v < X auch p < A
(Transitivitat). Gilt sowohl p < v als auch v < p, so heiflen p und v dquivalent, im

Zeichen: = v.
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28 KAPITEL 4. ALLGEMEINE LIKELIHOODTHEORIE

Beispiel 4.1. Es sei (F,.#) ein mefibarer Raum. Ist f eine .#-mefibare reellwertige, nicht-

negative Funktion auf F', so wird durch

= / flx)v(dx), AeZF
A
ein o-finites Mafl p auf .# definiert mit p < v.

Aussage 4.1 (Satz von Radon-Nikodym). Es seien p und v zwei o-finite Mafle auf
(F,.7). Ist p < v, d.h., folgt fir alle A € F mit v(A) = 0 auch u(A) = 0, so existiert
eine nichtnegative Funktion f auf F' mit folgenden Eigenschaften:

1. f ist F -mefbar,
= [, flx)v(dz) VAe Z.

Die Funktion f ist v-f.ii. eindeutig bestimmt, d.h., fir jede % -mefSbare Funktion g mit
Jofdv=[,gdv, VAe F, qitf=g v-fii.

Beweis:
Siehe Bauer, H. (1992) Maf- und Integrationstheorie, de Gruyter-Verlag, Kapitel 17. [

Die Funktion f aus dem Satz von Radon-Nikodym heit Radon-Nikodym-Ableitung von

d
1 nach v und wird mit d_,u bezeichnet. Damit kann man die Eigenschaft 2. in der Aussage
v

4.1 schreiben als:

M(A):/A%(a:) v(dr), Ae 7. (4.1)

Eigenschaften der Radon-Nikodym-Ableitung

Es gilt (z ist hier stets Element aus F)

d
Falls p < v, so gilt d—'u(:z;) >0 p-fi. (4.2)
v

) du B du dv .
Falls p < v und v < A, so haben wir ﬁ(x) = E(w) : ﬁ(x) M-t (4.3)

-1
Gilt v = pu, soist Z—:(:p) (Z'Ilj( )) p- und v-f.i. (4.4)
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Beweis:
du du
1.,u<{x:—(x):0}):/ —dv =0
dv {% =0} dv
dv
2.

d
Wegen v(A) = / d—i(m))\(d:c), A € .7, gilt fiir jede nichtnegative
A

dv

Funktion g : /g(m)u(dx):/Fg(x)ﬁ(x))\(dx).

F

(Man iiberlege sich die Gleichung fiir Indikatorfunktionen, fiir Linearkombinationen
von Indikatorfunktionen und approximiere die erwdhnten g durch monotone Folgen

solcher Linearkombinationen. Danach wende man den Satz iiber monotone Konver-

genz an.)

Speziell fiir g = %1,4 gilt: p(A) = /A%(at)y(dm) = /A %(:p)%(m)/\(dx)

Die Behauptung folgt auf Grund der \-fast sicheren Eindeutigkeit der Radon-Nikodym-

Ableitung.
dv d

3. folgt aus 2. mit A = p : Wy p- und v -f.i. g
dp  dv
Bemerkung:

Wir nennen die Vorgehensweise im Punkt 2. die ,, Approximationsmethode* und werden

sie spater noch mehrfach verwenden.

Zum Begriff ,, Absolutstetigkeit von Maflen und Funktionen*

Aussage 4.2. Es gilt folgende Aquivalenz fiir je zwei endliche Mafe p und v auf einem
mefbaren Raum (2, .27):

pu<Lv, dh v(A)=0= u(Ad)=0 VAec &
15t dquivalent mit
Ve>0:30>0:VA mit u(A) <d folgt n(A) <e.

Beweis:
Hinlanglichkeit der Bedingung: Gilt v(A) = 0, so ist v(A) < § fiir alle § > 0, also auch
p(A) < e fiir alle € > 0, somit gilt u(A) = 0.
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Notwendigkeit: Angenommen, die Bedingung gilt nicht. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine
Folge A,, € & mit v(A,) < 27" und p(A,) > e. Wir setzen A = limsup,,_,., A,. Dann gilt

v(A) = 0 (Borel-Cantelli). Andererseits ist pu(A4,) = / 14, dpund
Q

w(A) = / limsup 14, dp > lim sup/ 14, dp > ¢ (Fatousches Lemma)
Q0 n—oo n—00 (9]
Widerspruch zur Annahme. O

Definition 4.2. Eine Verteilungsfunktion F' auf IR heifit absolutstetig beziiglich dem Le-
besquemaf A auf IR, falls das von ihr erzeugte Wahrscheinlichkeitsmafl TP absolutstetig
beziiglich dem Lebesguemaf§ \ ist.

In diesem Fall gibt es auf Grund des Radon-Nikodym-Theorems eine Borelmefibare Funk-

tion f mit
Pr(A) = / fd\, A€ B, insbesondere gilt F(z)= / f(s)ds, xzelR.
A (—o0,z]

Nicht jede stetige Funktion F' ist absolutstetig (z.B. die Cantorsche Funktion).
Eine Verteilungsfunktion F' ist absolutstetig genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0

existiert, so daf fiir jede endliche Menge {[ax, Ok], K = 1,2, ..., m} paarweise disjunkter
Teilintervalle mit » ;" | (B — o) < § die Ungleichung > ", F(5k) — F(ou) < e gilt.

Ist F' absolutstetig, so ist F' Lebesgue-fast iiberall differenzierbar, und es gilt

% = flz)  A-fii,

d.h. die Ableitung von F' ist A -f.ii. gleich der Radon-Nikodym-Ableitung von IP nach A.

Auflerdem gilt somit fiir jede absolutstetige Verteilungsfunktion F

IF dF
F(z) = / ——ds, d.h. F hat eine Dichte f(s) =
(—o0,z]

ds ds’
Literatur: Natanson, I.P., Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen, Akademie-

Verlag Berlin, 1961

Beispiel 4.2. Es seien F' und G zwei absolutstetige Verteilungsfunktionen auf IR mit den
Dichten f bzw. g beziiglich dem Lebesguemafl A. Es bezeichnen Pr und P4 die durch F
bzw. G erzeugten Wahrscheinlichkeitsmafle auf 4, d.h. es gilt

Pr((a,b]) = F(b) — F(a) / f(s)ds und

Pe ((a,b]) = G(b) — Gla) = / o(s) ds

fiir alle a, b mit a < b. Dann haben wir die
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Aussage 4.3. a) IPp(B) =0 <= A({f > 0} N B) =0 (fiir alle Borelmengen B aus R).
Analoges gilt fiir Pg und g anstelle von IPr und f.

b) Pr <P <= {r R | f(z) >0} /\-éd‘ {z € R | g(z) > 0} im Sinne von
A{f >0} \{g>0}) =o0. (4.5)

c) In diesem Fall ist

dIPp
dPg

(x) = % fiir Pg -fast alle x € R.. (4.6)

Bewezs:

a) Es gilt

]PF(B):0<:>/Bf(s)ds:0<:> Bﬂ{f>0}f(s)ds:0<:>/\(Bﬂ{f>0}):0.

b) Es gelte IPp < IPg. Dann gilt IP¢({g = 0}) = 0 und folglich IPx({g = 0}) = 0, somit
haben wir mit a)

AM{g=0n{f>0}) =0, dh A{f>0}\{g>0}) =0

Gilt dagegen (4.5) und ist IP¢(B) = 0, so haben wir (siche a)) A(BN{g > 0}) = 0 und

somit wegen

(f>0}NB= ({f>0}m{g>0}ﬂB>U({f>0}ﬂ{g:0}ﬂB>
auch

AM{f>01nB) <A({g>0}nB)+A({f>0}\{g>0})=0.
Das bedeutet IPp(B) = 0.

¢) Weiterhin gilt (mit 3 := 0)

= = = f<s) S)as. (wegen -t
IPF<B>—/deA—/Bm{bo}fdA—/Bm{M} L) ds. (wegen £ > 0} € {g > 0} ML)

Bekanntlich gilt fiir alle nichtnegativen Borelmef3baren Funktionen h:

/IR h(z) Pe(dr) = / h(z)g(z) dz

R
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Folglich ist

_ ) o [ FE

Pr(s) = [ G el = [ S petds)
d]PF . (S) B

d.h. d]PG(s) o) Pi -f.s. bzw. A-f.ii. auf {g > 0}.

Beispiel 4.3. Es sei P eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf E = {e1, ea, ..., €, . ..

mit
P({ee}) =pe >0, > pe=1, &=gp(E).

Es sei weiterhin () ein o-finites Mafl auf &. Dann kann man die Absolutstetigkeit an Hand

der Einzelwahrscheinlichkeiten priifen:
Aussage 4.4. Es gilt
CL) IP<<Q<:>{€k :pk>0}§{ek : qk>0}

b) —(ek) Dr fir alle k mit g > 0.
Ak

Fur er mit g = 0 kann 2 (e},) beliebig gewdhlt werden.
aQ

Beweis:
Es gilt

P({er}) = _Qk, P(B) = B BCE.

Damit ist P < @  (Q(B) = 0 impliziert B = }) und es gilt

dP
d—Q(ek) =pr, k=>1
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4.2 Likelihood-Funktionen fiir dominierte statistische

Réaume
Es sei (2,97, Z) mit & = {IPy : J € O} ein statistischer Raum.

Definition 4.3. Gilt fiir ein o-finites Mafl p auf (€2,.27) die Bezichung Py < pu fiir alle
¥ € 0, so heift die Familie & durch das Maf$ y dominiert und p ein dominierendes Mafs
fiir 2.

Bemerkung:

Auf der reellen Achse IR oder im IR" ist hédufig das Lebesguemafl ein dominierendes
Maf fiir eine gegebene Familie &2 = {IPy : ¥ € ©} von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, z.B. fiir die Familie aller eindimensionalen Normalverteilungen A (u,0?) mit ¢ =
(n, 0T € R x(0,00) =: O. Jede Familie Py, ¥ € © diskreter Verteilungen auf einer
hochstens abzdahlbar unendlichen Menge {a1, as, ..., ay, ...} ist dominiert durch das soge-
nannte ,, Zahlmafl“, definiert durch u({a,,}) = 1.

Aussage 4.5. Ist i ein dominierendes Maf fiir &2, so gibt es ein zu p dquivalentes Wahr-

scheinlichkeitsmaf 1y, das &2 ebenfalls dominiert.

Bewezs:
Da p o-finit ist, gibt es namlich eine Zerlegung von €2 in mefbare Mengen 7, &k > 1, mit
w(Zy) € (0,00). Wir setzen

[e.9]

_ AﬂZk
MO(A):;Q k% Aecd.

U
Es sei (2, o7, &) ein statistisches Experiment, dominiert durch ein o-finites Mafl p. Fiir
jedes 1 € O definieren wir durch

dIPy

LW; o) = 0

eine Zufallsgroe auf (€2, o7). Sie ist

1. mefBbar beziiglich .7 und

2. es gilt IPy(A) = / L(V; o) (w)p(dw) fiir alle A € o7
A
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Definition 4.4. Als Funktion von 9 heifit ¢ — L(¥; «/)(w) die Likelihoodfunktion der
Familie &2 beziiglich p oder einfach von & beziiglich .

Beispiel 4.4. Im Fall der Familie der Normalverteilungen N (i, 0?), (1 € R, 0% > 0) auf
IR erhélt man fiir ¢ = (u, 02)T

LY B)(w) = L")z} welR

1
V2mo? P {_ 202

fiir das dominierende Lebesguemafl .

Beispiel 4.5. Ist  eine abzdhlbare Menge, Q@ = {w; : £ > 1} und {IPy : J € ©} ei-
ne durch die Einzelwahrscheinlichkeiten pg(¥) = Py ({wg}) definierte Wahrscheinlich-

keitsverteilung auf (€2, p(£2)), so ist wie bereits erwiahnt, das Zahlmafl p, definiert durch
p({wr}) =1, ein die Familie & = {IPy : ¥ € O} dominierendes Ma8. Es gilt

L @) ) = 20— o), k21

4.3 Stochastische Likelihoodfunktionen

Definition 4.5. Es sei (2, o7, &) ein statistischer Raum mit &2 = (IPy, ¢ € O) und es
sei S eine Teil-o-Algebra von of. Es gelte Py ’ L < p fiir ein o-finites Mafl o auf 2.

9 ‘ _» bezeichnet die Einschriinkung von IPy auf die Teil-o-Algebra 5" von </.)

Dann heifit
d1Py |
L(Y: = H
(0: #)(@) 1= = (@)

die stochastische Likelihoodfunktion von & beziglich p und €.
Ist 7 = &/, so handelt es sich um die in Abschnitt 4.2 definierte Likelihoodfunktion von
& beziiglich p.

Nach Definition ist ¥ — L(0; %) eine Funktion, deren Werte Zufallsgrofen iiber (2, <)

sind, mit folgenden zwei Eigenschaften:
1. Fiir jedes ¥ € © ist L(J; ) ist eine J¢-mefbare Zufallsgrofle,
2. [y LW ) du=1Py(H) VH e, V)eO

Die Eigenschaften 1. und 2. bestimmen L(¥; J#) eindeutig in dem Sinne, daf§ fiir je-
de #-meBbare Funktion L,(¥; ) auf 2 mit der Eigenschaft 2, L(v, -) = Li(9, -) p-
f.i., fir alle ¥ € © gilt.
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Aussage 4.6. Ist ' eine weitere o-Algebra mit #° C ' C of , und ist (IPy |t%ﬂ,, Y€ 0)
dominiert durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 1P auf 7', so ist (natiirlich) auch
Py |, , ¥ € ©) dominiert durch P, und es gilt

L(W; ) =Ep (L(W; H")|H). (4.7)
Beweis:

Nach Definition ist L(¢; ) eine s#-meBbare Funktion mit
/ LW; #)dlP =1Py(H), HeH VeO,
H
und da 7 C ' gilt, ist auch
Py(H) :/ L(9; #")dIP, He H#, Je€O.
H
Somit gilt
/ L ,%”)dIP:/ L: AP, He . dco.
H H
Daraus ergibt sich die Behauptung auf Grund der Definition der bedingten Erwartung. [
Folgerung 4.6 (Martingaleigenschaft der Likelihoodfunktion). Ist (4, n > 1)
eine wachsende Folge von Teil-o-Algebren von <f , d.h. gilt 764 C 765 C ... C J,;, C

A, (n > 1), soist fir jedes 9 € © die Folge (L(9; J2,), ;)
Martingal beziiglich TP.

n>1 €N nichtnegatives

Auf Grund des Martingalkonvergenzsatzes (siehe z.B. Shiryaev) folgt: Der Grenzwert
lim L,(w) =: Ly existiert IP-fast sicher und es gilt [Ep(Loo) < limy, oo Ep(Ly,) = 1.
(Fatou), Lo ist 6 :=\/,_, 76, meBbar. Hier wurde L,, = L(V; J,) gesetzt.

Frage: Sind die Wahrscheinlichkeitsmafle IP, “%,)

Dieser Frage werden wir spéater (im Abschnitt 4.7) nachgehen.

auch absolutstetig beziiglich IP | o !

4.4 Deterministische Likelihoodfunktionen

Im allgemeinen beobachtet man nicht den Ausgang w des zufilligen Experiments (9, o7, &)
als Ganzes, sondern nur Teile davon, z.B. Temperaturmessungen oder Aktienkurse, zu dis-

kreter Zeit (d.h. téglich, wochentlich, monatlich), im Gegensatz zu kontinuierlicher, also
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zeitstetiger Beobachtung.

Dieser Sachverhalt wird durch eine Stichprobe X (w) modelliert: man beobachtet X (w)
anstelle von w.

Folglich hat man nach der Ausfithrung des Experimentes auch nicht die volle Information,
welche der Ereignisse A € &7 eingetreten sind und welche nicht, sondern man weify es nur
von Ereignissen der Form {X € B} = X~!(B) mit B € &. Da man X beobachtet, kann
man entscheiden, ob der beobachtete Wert zu B gehort, d.h., ob {X € B} eingetreten ist.
Die relevante o-Algebra von Ereignissen ist &% := X1(&) C «.

Wir kénnen also auf der Grundlage unserer beobachteten Stichprobe X i.a. die Likelihood-
funktion L(¥; o/)(w) nicht bestimmen. Der Ausweg liegt in der Einfithrung der Like-
lihoodfunktion L(¥; @X). Da L(¥; &%) eine &/~ -mefibare Zufallsgrofe ist, mufl es fiir
jedes ¥ € © eine mefibare Funktion Uy von (EF, &) in (R, %) geben mit

LW; &%) (w) = Vy(X(w)), Py-Ls.

(Siehe z.B. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafltheorie)
Diese Funktion Wy(x) werden wir hier im Folgenden berechnen.

Vorbereitungen:

a) DIE VON X ERZEUGTE 0-ALGEBRA &/~
Es seien (€, /) und (E, &) meBbare Réume und X eine mefibare Abbildung von (§2, &)
in (E,&), es gelte also &% := X71(&) C .
Das Mengensystem .&/% = X~1(&) ist eine o-Algebra von Teilmengen von 2, und zwar
die kleinste o-Algebra J#, beziiglich der X (- &) -mefbar ist. Sie heifit die von X in
Q erzeugte o-Algebra und wird auch mit o(X) bezeichnet.
Die Elemente von &% sind genau die Urbilder X }(B) = {w € Q | X(w) € B}, B¢€

&, mit anderen Worten,
Ac d¥ < 3IBec&: A=X(B). (4.8)
b) DIE VON X ERZEUGTE FAMILIE £X

Es sei v ein o-finites Maf auf @/*. Dann ist durch v*(B) := v(A4) mit A := X }(B) €
/X ein o-finites MaBl vX auf & definiert.

Es seien nun (€,.e/, &, X) ein statistisches Modell mit dem Stichprobenraum (E, &)
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und v ein o-finites Mafl auf 7. Wir setzen e@’%x = (IPy !W,X : 9 € ) und
PX .= (IP¥ : ¥ € ©). Hierbei bezeichnet Q|MX fir jedes Mal @ auf o/ die Ein-
schrinkung von @ auf «7X.

Lemma 4.7. Genau dann dominiert v die Familie QZ‘%X, wenn vX die Familie 2%

%X
dominiert.
Beweis:
Es sei A € &% und B € & derart, dal A = X~(B) gilt. Angenommen, v|_, dominiert

P|,,x und es sei v¥(B) = 0.
Dann folgt

v(A) =v(XY(B)) =v¥(B) =0, folglich IPy(A) = 0 fiir alle ¥ € ©.

Somit gilt IP) (B) = 0, ¥ € ©. Also dominiert v die Familie 22X. Die Umkehrung zeigt

man analog. U

Nehmen wir an, dafl vX die Familie £2% dominiert, so haben wir insbesondere die Li-
kelihoodfunktion

dIPy
dvX
von P beziiglich vX. Sie ist nach Definition &-mefibar. Da die Elemente z € E als

konkrete Stichproben angesehen werden, die nichtzufillig sind, bezeichnen wir LX(¢J; )

LX(9; ) =

(), z€FE, 9€0O

als deterministische Likelihoodfunktion von 22X beziiglich vX. Setzt man in L* (9 ; x) an die
Stelle z die mathematische Stichprobe X ein, so erhilt man eine Zufallsgrofe LX (19 0 X (w)),
fiir die folgende Aussage gilt:

Aussage 4.7. Es qilt fiir jedes ¥ € ©
L(Y; &%) (w)=L*(V; X(w)), fir v- fast alle w. (4.9)

Beweis:
Nach Definition ist fiir jedes B € &

v¥(B) :==v (X' (B)), also /QlB (X (w))v(dw) = / 15(z)v™ (dx).

E

Damit gilt fiir alle &-mefbaren nichtnegativen Funktionen g (Beweis mit der Approxima-

tionsmethode aus Kapitel 4.1),

/QQ(X(CU))V(dw) Z/g(x)l/x(dx) (Substitutionsformel).

E
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Wir setzen g(x) := LX(J; x)15(x) und erhalten fiir jedes B € & die Gleichung

/xl(m L0, X (@))v(dw) = /BLXW; 2)v¥(dr) = PY(B) =Py (X~ (B)).

Da @X = {X~YB)|B € &} gilt, ist die Aussage 4.7 bewiesen. Dabei haben wir benutzt,
daB w — L*(¢¥; X(w)) «/~-meBbar ist. O

Folgerung 4.8. Ist Y eine Zufallsgrifie iber (0, o7) mit Werten in (F,.F), und ist Y =
U(X) fir eine mefbare Abbildung ¥ von (E,&) in (F,F), so gilt &Y C % (wegen
o =YUF) = XU (F)) C XUE) = ¥

Folglich gilt (siehe Aussage 4.6):

LW; &%) =Ep(L(W; &) | &), oder anders ausgedriickt,
LY(0;Y(w) =Ep(L¥W; X)|Y)(w) P-fs. (4.10)

Diese sehr allgemeinen Folgerungen aus dem Satz von Radon-Nikodym bilden den allge-
meinen Rahmen fiir die Likelihoodtheorie stochastischer Prozesse mit diskreter oder auch

mit stetiger Zeit.

4.5 Ausflug in die Welt der Stochastischen Prozesse

Unser statistisches Modell umfafit insbesondere auch Fille, bei denen die Stichprobe X aus
Trajektorien zeitstetiger stochastischer Prozesse besteht. Der Stichprobenraum FE' ist also
ein Funktionenraum. Die Wahl einer geeigneten o-Algebra & von Teilmengen von E erfolgt
in Analogie des Falles £ = IR". Wir erinnern uns daran, dafl 4" die kleinste o-Algebra ist,
die alle Rechtecke By x ... x B, mit B, € %, k =1,...,n, enthélt. Die Rechtecke werden
im Funktionenraum durch die sogenannten Zylindermengen ersetzt. Doch zunéchst einige

Vorbereitungen.

Es seien (Q, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X := (X (¢), t € [0,T]) ein reellwer-
tiger stochastischer ProzeB iiber (02, o7, IP). Fiir IP-fast alle w € Q seien die Trajektorien
t — X (t, w) von X an jeder Stelle ¢t € [0,T) rechtsstetig und fiir jedes ¢t € (0, 7] existiere
der Grenzwert von links und sei endlich. (Praktisch alle gegenwértig in Anwendungen und
in der Theorie vorkommenden stochastischen Prozesse haben diese Eigenschaft.)

Der Vektorraum E7 := D([0,T7]) aller reellwertigen Funktionen z = (z,, s < T') mit den
genannten Eigenschaften (cadlag = continues a droite, limites a gauche) ist metrisierbar
mit einer Metrik d zu einem vollstdndigen metrischen Raum (Er,d). Mit &7 bezeichnen

wir die o-Algebra der Borelmengen von (Er,d).
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Aussage 4.8. & ist identisch mit der kleinsten o-Algebra o(xs, s € [0,T)), beziiglich der
alle Abbildungen x — x5, x© € Ep, s € [0,T], Borelmefbar sind.

Beweis: (Siehe Billigsley, Convergence of Probability Measures)

Fiir die komplizierte und nicht unmittelbar zugéingliche o-Algebra & gibt es ein Erzeu-
gendensystem Z, das aus speziellen Teilmengen von Ep, den sogenannten Zylindermengen,
besteht.

Definition 4.9. Eine Teilmenge Z von E7r heifit eine Zylindermenge, falls es ein m > 1,
Zeitpunkte tg, t1,...,t, mit 0 =ty <t < ... <t, =T und ein B € ™! gibt, mit

Z:{x: ($5> eETl(mtoaxtm“'?xtm) € B}

Mitunter werden wir auch die Notation Z = Z; ,, .p verwenden; mit Z werde die

,,,,, tm

Menge aller Zylindermengen aus Fr bezeichnet.
Lemma 4.10. Z ist eine Semialgebra von Teilmengen aus Er.

Beweis: Ubungsaufgabe

Wegen der Aussage 4.8 gilt {zs € B} € & fur alle B € % und s € [0,7]. Daraus er-
gibt sich (ohne Beweis) Z C & und somit auch o(Z) C &r. (Mit o(Z) bezeichnen wir
die kleinste o-Algebra von Teilmengen von E7r, in der Z enthalten ist.) Mittels der obigen
Aussage 4.8 erhalten wir 0(2) = &r.

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung IP* von X auf & zu bestimmen, geniigt es, sie auf
Z anzugeben, da jede o-additive o-finite Mengenfunktion ) auf Z auf eindeutige Weise

von Z auf o(Z) fortgesetzt werden kann.
Fir Z € Z gilt offenbar

PX(Z):=P(X € 2) =P((X(to),..., X(tm)) € B),
wobel Z von der Gestalt

7 ={x = (2,)|(v4,...,7,,) € B} fiir ein B € ™!

sel.
Wir sehen also, daf die Verteilung IP* von X auf & eindeutig bestimmt ist durch die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aller moglichen endlichdimensionalen Vektoren (X (to), . .., X (tm))

mit {to,t1,...,tm} € [0,7], wobei 0.B.d.A. tg = 0 und ¢,, = T gesetzt werden und
0<t <...<t, gefordert werden kann.
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Definition 4.11. Fiir jede Auswahl .7, := {to,t1,...,tm} C [0,7] mit den eben angege-

benen Eigenschaften, ist durch
® 7 (B) :=P((X(t),...,X(tm)) € B), Be A"

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ® 7 auf ™! definiert, die zu .7, gehérende sogenannte

endlichdimensionale Verteilung von X.

Die endlichdimensionalen Verteilungen stochastischer Prozesse lassen sich in vielen Fallen

explizit bestimmen.
Beispiel 4.6. Poissonscher Prozess (N(t), t > 0) mit Intensitétsparameter ¢ > 0.

Definition 4.12. Ein stochastischer Prozess N = (N (t), t > O) auf einem Grundraum
(Q, .7, IP) heifit Poissonscher Prozess mit Intensititsparameter 9 > 0, falls gilt:

1. N(0)=0 IP-fs.,
2. fir 0 =1tg <ty <...<ty="Tsind (N(tx) — N(ts—1)), k = 1,2,...,m unabhéngig,
3. fiir 0 < s < tist N(t) — N(s) Poissonverteilt zum Parameter J(t — s),

4. Jede Funktion t — N(t,w) ist stiickweise konstant, ihre Sprungpunkte Ty, k > 1,

h&ufen sich nicht im Endlichen und es gilt
N(Ty) = N(T, +0) = N(T, — 0) + 1.

(Aus 1. - 3. folgt bereits, dafl es eine Version von N gibt, die die Eigenschaft 4.

besitzt.)
Essei0 =1ty <ty <ty <...<t,=7T.Dann ist CDnN;;f’t%"tn eine diskrete Verteilung auf

N" mit N ={0,1,2,...} und ihre Einzelwahrscheinlichkeiten sind

O ot (01012, in) ) = P (N (1) = i1, N () = i)

_ (ﬁt1>“ 67}\t1 (ﬁ(t2 - t1>>i2_il 67}\(t27t1) . (19(t'n - tn_1)>in_in—1 e*)\(tn*tn—l)
01! (19 — 17)! (I — ip—1)!
=9 "y ((iy, ..., ip)) (4.11)

mit

V((il, o 7?%)) _ H ((ty — tk_l))ik:—’ik—l |

(i — tg—1)!
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Beispiel 4.7. Wienerprozess (W (t), ¢t > 0) mit Drift g und Diffusion % > 0.

Definition 4.13. Ein stochastischer Prozess W = (W (¢), t > 0) auf einem Grundraum

(2, 7 ,1P) heifit Wienerprozess mit den Parametern p, o, wenn gilt:
1. W(0)=0 IpP-fs,
2. fir0=ty<t1 <...<t, ="Tsind (W(tk) — W(tk_l)), k=1,2,...,m unabhingig,
3. fiir 0 < s < tist W(t) — W(s) ~N(u(t —s), o*(t — s))-verteilt,

4. t — W(t,w) ist stetig fiir P-fast alle w € Q.
(Aus 1. - 3. folgt bereits, dal es eine Version von W gibt, die die Eigenschaft 4.
besitzt.)

p und o2 heifien Drift bzw. Diffusion von W.
Einen Wienerprozess W mit Drift 4 = 0 und Diffusion 6> = 1 nennen wir Standard-

Wienerprozess und bezeichnen ihn mit W?°.

Bemerkung: Ist W ein Standard-Wienerprozess, so bildet
W(t) = put+oW°(t), t>0

einen Wienerprozess mit Drift x4 und Diffusion o2.

Essei W = (W(t), t > 0) ein Wiener-Prozess mit dem Parameter ¢ = (u, 02) € IR x(0, 00) =:
©.Essei0=ty<t; <...<t, =T. Wir setzen

X :=W(ty),...,.W(ty)), E=R" &=3B".
Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte von X gilt

Aussage 4.9. X hat die Dichte beziiglich des Lebesguemajes

77777

S0’:591 tm ('T]-’ te 73:771) = H Spfk—tk_l(xk - 'Tk‘—l)7 (412)
k=1

(& — pt)

wobei @Y (x) == (27702t)_% exp{ BT

}, r€IR, t >0 gesetzt wurde.
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Beweis:
Essei Z .= (W(t1) — W(ty),...,W(ty) — W(ty,_1)) mit t, = 0. Z hat nach Definition des

Wiener-Prozesses die Dichte
m
9
fZ(zla 22y .- 7Zm) = H @tk—tk_l('zk‘)'
k=1

Es gilt weiter X = A - Z mit der Matrix A = (€;;)ij=1,.m,» €j = Lfiri > j, e; =
0 fiir ¢ < j. Folglichist fiir = (z1,...,Zm),  Pryo ot (T1, -0y Tm) = fz(A712) | det A7,

woraus sich wegen

i 1 fir =5
A7 = (fij)ij=1,.m: fij =13 —1 fiir i=j+1
0 sonst
die Behauptung ergibt. O

4.6 Likelihood am Beispiel des Wienerprozesses

Es seien (Q, .o, &) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©), © = R x(0,00), 0 =
(n,02)T € ©® und W = (W(t), t > 0) sei ein reellwertiger stochastischer Prozess auf
(Q, o), der fiir jedes ¥ = (u,0?)T € © beziiglich IPy ein Wienerprozess mit Drift p und

Diffusion o2 ist. Wir nehmen an, x4 und o2 seien unbekannt.

Ziel ist es, auf der Grundlage der Beobachtung X = (W(t), t € [0,7]) des Wiener-
prozesses bis zur Zeit T' < oo Schiitzungen fiir 4 und o2 vorzunehmen. Wir konzentrieren

uns hier auf die Likelihoodmethode.

Beginnen wir mit dem Fall diskreter Beobachtung, d.h., wir kennen W nur zu den Zeitpunk-
tent; <...<t, =T.Die Menge 7 sei die Menge dieser Zeitpunkte: 7 = {t1,ts,...,tm}.
Als Stichprobe liegt uns dann der Vektor X = (W (t1),...,W(t,)) vor.

Die Verteilung P von X ist eine Normalverteilung mit der Dichte beziiglich des Lebes-
guemaBes A, (vgl. (4.12))

- 2
1 (2 — xp1 — pulty — te 1))
)
Llyeoeyly) = exp 4 — 7
7 (21 ) kl;[l \/27ra2(tk —tr_1) { 2(t, — tp_1)02

(4.13)

x=(x1,...,2,) € R™.
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Da ¢Y eine streng positive Dichte fiir IPy ist, sind IP; und das LebesguemaB ), auf IR™

dquivalente Mafe, fiir jedes ¥ € ©.

Somit sind fiir je zwei 0,9y € © die Wahrscheinlichkeitsmafie P und ]Pl,%(0 dquivalent.
Daraus ergibt sich (siehe (4.3) und (4.4)) :
-1
dlPy 4Py dx  dPy [ dPy
dPy — dx 4Py dA dA ‘

Das bedeutet fiir die deterministische Likelihoodfunktion

dIP¥ 9
LX(ﬁ;x): ;’;():(’01970(@:
dIPﬁo 90«7(3:)
o?\ 7% | e (/) S L g
=5 02—y T (LB (5 -5 Ty
((78) exp{ 2(0 o )kl PR + i Ty | g

Da 9y beliebig aus © gewéhlt werden kann, setzen wir pg = 0.

Unter Beachtung von t,, = T folgt
2\ ~ % 1 m (x — T )2 1 12
X9, - (2 -2 ) k— Th—1 0 I
L7 (05 x) = (;) exp{—§(0’ — 9, )Z—+;xm—§§T
mit & = (x1,To, ..., Tpy).

Fiir die stochastische Likelihoodfunktion ergibt sich (siehe (4.9)):
dIPy

L(; o%)(w) = L*(¥; X(w)) = APy |y _
APy, |
o2\ "2 1, e (Wit) = W(tn)®  p 12
- (% e Pwry - BT
<U§> exp{ 2 (U % ); te — trp_1 + O'QW( ) 2 02
Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¥ = (i, 0%)7 ergibt sich aus den Maximum-Likelihood-
Gleichungen
%logL(ﬁ; ) (w)=0 und
2 1 LW; %) (w)=0
@0_2 g ) - Y
Wir erhalten 95 = (fi7,6%)7 mit
. W(T) -
fr =—77, unabhéngig von der konkreten Gestalt von .7, und

m 2
52 :iz (W) = W(te))” 1 W
7 m tr —th_1 m T
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Wir berechnen den Erwartungswert dieser Schéatzer und untersuchen ihre Streuung. Aus
der Definition des Prozesses (W (t), ¢ > 0) folgt sofort:

2T 2
Ey(ir) = p, D3jiy = Tr = %, (17 ist erwartungstreu)
R 1 T
B = (1) 4

62 ist ein verfilschter (biased) Schétzer fiir o mit dem Bias

2T 2
Ey(6%) —0® = b(9,T,7) = -=—7.
m
Es gilt
. - W (tp_1))” 1 W(T)?
D252 < 2D?2 E j (s 2D2 [ — . 4.14
907 S 19( 2 k_tkl T\ T (4.14)

(Zum Beweis beachte man (a + b)? < 2(a* + b?), a,b € R.)

UNTERSUCHUNG DES ASYMPTOTISCHEN VERHALTENS DES SCHATZERS 6% FUR

m — oo, 1" = const.

Es seien fiir jedes n > 1
T ={0=t{" <t <. <t™ =T} und
fi7,, 6% die eben konstruierten ML-Schétzer fiir (11, 0?).

Voraussetzung: Die Anzahl der Beobachtungszeitpunkte nimmt unbegrenzt zu:

lim,, oo M,, = 00.

Bemerkung: Erwartungswert und Streuung von /i, bleiben konstant bei wachsendem
n und hingen nicht von der expliziten Form von .7, ab. Der Schétzer i héngt nur vom
letzten Beobachtungswert W (7T') ab, seine Streuung l&8t sich durch héufigere Beobachtung

innerhalb des Zeitraumes [0, 7] nicht verkleinern.

Fiir (6%, ) gilt offenbar lim,, . Ey(6% ) = 02, d.h., 6% ist asymptotisch erwartungs-

treu.
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Aussage 4.10. Es gilt fiir jedes 9 = (u,0%) € ©

lim Dj6% =0 und insbesondere

n—oo

Py(] 6% — 0 |>€) == 0 fiir jedes ¢ > 0.

Falls >°°°

nel o < 00, s0 haben wir sogar

lim &Qyn (w) =02, Py -f.s. fiir jedes ¥ € O.

n—oo

Beweis:
Aus (4.14) erhalten wir

(n) ORNS
1 & (” (&) =W (tk—l)) 1 W(T)?
242 2
D262 < 2D? o ’;:1 D) +2D? (mn - ) (4.15)

Wir untersuchen beide Summanden auf der rechten Seite. Offenbar ist

1 T)? 1
D3 (— WAT) ) = D (W(T)?) — 0 fiir m,, — o0

m, T
Wir setzen

7 W(tin)) - W)
kT

Dann gilt nach Definition des Wienerschen Prozesses Z ~N ( (t(" - t(") ) : 02) und

die Zln ,ZQ(")7 ..., Z" sind voneinander unabhingig. Folglich haben wir
2
(n) (n)
1o [ & (W(t"’ )~ W(tk_1)> Lo R 2
2Dy ORI = 2D (2_(2"))
n k=1 k n k=1

Wir zeigen, dafl die rechte Seite dieser Gleichung fiir m,, — oo gegen Null konvergiert.
Lemma 4.14. Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable, X ~ N'(u, 0?), so gilt

D?°X? = B(X*) — (E(X?))® = 4024% + 20,
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Bewezs:

Fiir jede N (u, 0?)-verteilte ZufallsgroBe X haben wir

E<M> =3 und IE ((X — p)*) =0.

0-4
Damit erhalten wir IE (X?) = p® 4+ 3(0® + p*)p — 3p° = pi® + 30”1
und E(X?) = 4pIE(X?) — 6p2(p? + 02) + 4p* — p* 4+ 30* = p* + 602 + 30
Mit (IE(X?))* = (42 + 02)? = p* + o + 24202 gilt
D*X? = E(XY) - (B(X?))” = 4022 + 20*.

Wendet man Lemma 4.14 auf die Zufallsvariablen 7 ,in) an, so erhélt man mit
DA(Z{)? = 20" + 422 (1)) — 1)) = 207 (0 + 202 (1" — 1))
fiir den ersten Summanden in (4.15):

2
1 k k-1 2 n n
—Dj §< ) == (§ 02+2u2(t()—t())> =

(m) _ () 2 ko -l
n k=1 tk _tk—l M

k=1
20% 4420 K
. 1%

My, m2

fiir eine Konstante K > 0.

n—oo

Folglich gilt D36% — 0. Somit haben wir mittels (4.16)

]P§(| 07 —o?|> e) (\ 2% ]Eﬂ(a'?g )+ ]Eﬁ(6?7n) —o?|> 6)

n

(\ 6% —IEy(6%) | + | Eﬁ(@z%) —o?|> e)

4K
<Py(] 6% —IEg(6% ) |> <) <
> (\ Og, — 19(0%) | 2) = el

E. (62 ) — o2 27 _ 52
| By(0%) — 0| _ [T —c?| e o
My, My, 2
Mit Hilfe der T'schebyschevschen Ungleichung ergibt sich die Behauptung. Ist nun >

falls n so grof} ist, daf

<

n>1 m,

00, so folgt fiir jedes € > 0

Py (limsup A5) = 0 mit A, = {w :]6% (w) —0?|>€}.  (Borel-Cantelli-Lemma)

n—oo

Das bedeutet 65, — 0>  Py-f.s. fiir jedes O € ©. O
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Folgerungen:

a) Bei unbegrenztem Wachstum der Zahl m,, der Beobachtungspunkte liit sich 0% aus
IP,- fast jeder Trajektorie (W (), t € [0,T]) beliebig genau bestimmen (¢ = (u, 02)%).
Das gilt fiir jedes T' > 0 (!).

b) Gilt 02 = a2, so ist

L¥(u; X) = exp {%W(T) - M—2T}

o2
fiir jede Stichprobe X = (W (t1),... ,W(tm))T mit ¢, =71

Es gilt also

o2

2
Py(A) = / exp {%W(T) - ”—T} APy, mit ¥ = (1,027, 9y = (0,0%)7 (4.17)
A

fiir jedes Ereignis A der Form A = {w : (W(ty),...,W(tn)) € B}, B € $" mitt,, =
T, d.h. (4.17) ist giiltig fiir jede Zylindermenge Z = Z;, ;. .pmit 0 <t; < ... <t, =T,
und somit fiir jedes A aus Z(C([0,T7)).

Damit haben wir fiir die Familie

.....

Py = (]13,9,19 = (u, )T, p € ]R)

bei fixiertem o > 0 erhalten, daB alle P} := 1Py
und daf die Likelihoodfunktion

B(C(0.T]) zueinander dquivalent sind,

T
D0 ) = o fie 0 = (o)), 0o = (0,0

Yo

die Form

2

L(V; o) = exp {%W(T) - M—ZT}
o o
besitzt. Hierbei haben wir die Notation

P} .= Py mit o = o (W(s), s € [0,T])

‘JZ{T’

verwendet.



