Kapitel 7
Exponentialfamilien

Exponentialfamilien sind dominierte statistische Rdume, deren Likelihoodfunktion eine be-
sonders einfache Struktur besitzt, ihr Logarithmus ist von affiner Gestalt. Neben der daraus
resultierenden sehr guten analytischen Handhabbarkeit zeichnen sie sich durch zahlreiche
statistische Eigenschaften aus. Hinzu kommt, dafl viele der géngigen klassischen statisti-
schen Rédume Exponentialfamilien bilden.

In diesem Kapitel untersuchen wir Exponentialfamilien von Verteilungen und von Lévy-
Prozessen. Ausfiihrliche und tiefer gehende Ergebnisse findet man in Kiichler, Sgrensen,
(1997).

7.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Es sei p ein o-finites MaB auf (IR*, %*). Wir definieren
I:= {u c RF : / exp (< u,x >) p(dr) < oo}
Rk

und setzen voraus, dafl I einen nichtleeren offenen Kern enthilt: 7# (. Fiir jedes u € I

definieren wir ein WahrscheinlichkeitsmaB IP® auf %* durch
P (A) = /Aexp{< u,x > —p(u) u(de), Ae B*
mit
Y(u) = ln/]Rk exp{< U, x >}u(daz), ué€l.
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72 KAPITEL 7. EXPONENTIALFAMILIEN

Definition 7.1. Fiir jede Teilmenge J von [ mit mehr als einem Element nennt man
(]P(“), u € J) eine Exponentialfamilie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf R*, erzeugt von

1. Der Parameter u heifit kanonischer Parameter der Exponentialfamilie.

Exponentialfamilien bilden statistische Réume und jedes IP™) aus 2 = (IP™), u € I) mit

ug € I ist ein dominierendes privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmaf fiir &2.

Beispiel 7.1.

1 22 u? u?
pw=N(0,1), d \/ﬁexp{ 5 + ux 5 } dx = exp {U$ 5 } du,

2

Y(u) = %, uwel=IR. PY ist eine Normalverteilung mit dem Erwartungswert u.

Beispiel 7.2.
Ak

p({k}) = 0 e PO ({k}) = exp {uk — ()} p({k}), ue I =R,

mit (u) = o(e“ —1). TP™ ist eine Poissonverteilung mit dem Parameter Age®.
Beispiel 7.3.

1
1=T(co,No), o, Xo>0, dh. p(de)= ="'\ 1o (r)dr, z€R.

I'(ap)
1
PW(dr) = ao—1y a0 ,—(No—u)z ,~p(u) | o d
(dx) F(ao)x ole e (0,00) () dx
A
mit (u) = apln ()\ 0 u) und u € I = (=00, Ag).
0 —

P™ ist eine T'(ap, Ao — u)-Verteilung,

Ist v eine Abbildung von © C IR™ in I, so nennt man auch (IPg =P Y ¢ @) eine

Exponentialfamilie (sofern v(©) mehrelementig ist).

Die folgende Aussage ist eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der Aussagen, die wir

in der ersten Ubung kennengelernt haben.

Aussage 7.1. Die Menge I ist konvex. Wenn u E} gilt, so ist ¥(-) in u unendlich oft
differenzierbar, und es gilt fir alle i; >0, 7 =1,2,...k:

/ | 2l ok - x;f | e<"* pu(dr) < oo

al1+ Ak l
a 11 . ou zk p{¢ } /lelxgz k e <wT> (dl’)
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Fiir einen Beweis siehe Dacunha-Castelle, Duflo, Band 1.

Es seien H = (Hy, Hs, ..., H;) eine RF-wertige Zufallsgrofie iiber (£2,.%7) und v ein o-
finites Maf3 auf (€2, o7).
Dann ist durch

POA) = [ exp{< . Hw) > v} v(d)
mit

V() = ln/QeXp{< w Hw) >} v(dw), uel
und

[ {ve]Rk : /Qexp{<u,H(w) SV (dw) <oo}

auf (€2, .o7) eine Familie #y von Wahrscheinlichkeitsmafien P™, u e I gegeben, die wir
die von H und v erzeugte Exponentialfamilie nennen. Die Zufallsgrofle H heifit kanonische
Zufallsgrifie fir Py.

Die Anwendung der vorangegangenen Aussage auf v := v o H~! liefert:

Aussage 7.2. 1. [ ist konvex und () ist im Inneren von I unendlich oft differenzier-

bar,

2. Wenn u e;, so sind alle Momente / HI'H? ... - H}F exp{< u, H > —¢(u) } p( dw)
Q
endlich, und es gilt

grad ¥ (u) - exp {¢(u)} = /Hexp {<u,H>}dp, also BYW(H)=grady(u),

o o2
3. Firu €] haben wir Kov(H;, H;) = (a%gu)(u)
Aussage 7.3. Die Stichprobenfunktion H ist eine minimal suffiziente Statistik fiir Py
beziiglich <7 .

Bewezs:
Wir erinnern zunéchst an die Bezeichnung .4, := o (L(?; -) | ¥ € ©). Es gilt 4, C o(H),
da e<“H> begziiglich o(H) meBbar fiir alle u € IR ist.
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Andererseits, ist v €] und v irgend ein Element von IRF, so gilt

<U7H>: hm eXp{<u+’Uh7H>}eXp{< u?-H >}

= hexp{<u, H >}
Also ist fiir jedes v € IR¥ die ZufallsgroBe < v, H > beziiglich .#, mefbar, und somit auch
H selbst, d.h., es gilt o(H) C 4. O

(Q, o7, &) bilde eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Zufallsgroie H.

Das zufillige Experiment werde n-mal mit demselben wahren Parameter ¢ € © unabhéngig
voneinander durchgefiihrt. (Qy, 9%, IPy) sei der Wahrscheinlichkeitsraum fiir das k-te Ex-
periment, wy sei das Ergebnis des k-ten Experiments, A, Ereignisse, die mit dem k-ten
Experiment zusammenhéngen. Dann wird das Gesamtexperiment, das aus den n Einzel-

experimenten besteht, beschrieben durch:
Q= HQj, o = ®%, PO = (]P?” VNS @)
i=1 J=1
mit
P =Py - @Py, w=(w1,...,w,) € Q.

Fiir die diesem Gesamtexperiment entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

]P19®"'®]P19(A1X...><An):

- ﬁ]Pﬁ(Aj) = f[/A exp{< v(9), H(wj) > —w(ﬁ)} dp(w;)

— /---/exp {< 7(19),21{(@]-) > —mp(ﬁ)} dp®™ (w).

A1 X...XAp J=1
IPe"(A) = /Aexp {< (1), ZH(W]‘) > —nw(ﬁ)} dp®"(w), Aed.

Folgerung 7.2. Ist X = X = (X1, ..., X,,) eine mathematische Stichprobe und bildet (IP;*)
eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Variablen H(z), so ist H(X;) + ...+ H(X,,)
eine minimal suffiziente Statistik fiir 2.

Beweis:

Es gilt

L¥(0;2) = [Jeso{ < 2(0). o) > —00)} = 2@, (L00; w) = L¥(0: X(0))
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d.h., Z?:l H(Xj;) ist die kanonische Zufallsgréfie der Produkt-Exponentialfamilie
(P, ¥ € O). O

7.2 Lévy-Prozesse

Es seien (€2, .47, 1IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X (¢) ¢ > 0) ein Lévy-Prozess {iber
(Q, o7, IP). Darunter verstehen wir einen stochastisch stetigen reellwertigen zufilligen Pro-
zess mit unabhéngigen stationédren Zuwéchsen, der IP-fast sicher bei Null startet und dessen
Trajektorien die cadlag-Figenschaft haben. Beispiele sind der Wienersche, der Poissonsche,

der Gamma-, und jeder zusammengesetzte Poissonsche Prozess.
Fiir jedes t > 0 sei F; die Verteilungsfunktion von X (t) beziiglich IP:
Fi(x)=TP(X(t) <z), €, t>0.
Lemma 7.3.
Ist Ep (exp {uX(t)}> < oo firem uelR undeint >0,
so gilt [Ep <exp {uX(s)}) < oo fir alle s > 0.

Beweis:

Es sei zunéchst s € (0,¢). Damit ist X (¢) nach Voraussetzung die Summe der zwei un-
abhéngigen Zufallsgrofien X (s) und X (t) — X (s), die die Verteilungsfunktionen Fy bzw.
F,_s besitzen. Folglich gilt

F,=F,xF,_,. (a)

Diese Gleichung schreiben wir in der Form

R

R = [ =) = [ ([ tcmaa@F(d) i) =

/ 1wz +y)Fs(do) @ Fi_s(dy), ze€R.
RQ

(Wir haben die Folgerung von Tonelli-Hobson zum Satz von Fubini benutzt.)
Daraus ergibt sich mit der iiblichen Approximationsmethode fiir alle nichtnegativen mef-

baren Funktionen f auf IR die Gleichung

/ F(2)Fi(dz) = / £+ y)Fu( de) ® Foo(dy), (b)
R R2
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wobei beide Seiten gleichzeitig endlich oder beide unendlich sind. Setzt man f(z) =

exp{uz}, so ist nach Voraussetzung
/ exp{uz}F;(dz) < oo
R
und aus (b) und dem Satz von Fubini folgt

/}R expluz} F,(dz) < oo.

Ist dagegen s > t, so wahlt man m > 1 derart, dafl mt > s gilt. Nun ergibt sich mit

analogen Mitteln und aus der genannten Folgerung des Satzes von Fubini

(/ euth(dx)) :/ eu(.’v1+...+wm)HF’t(dxj):/ el? mt(dz) < 0.
R R : R

j=1

Daraus folgt, wie bereits gezeigt,

/ e** Fy(dr) < oo.
R

Das Lemma erlaubt folgende

Definition 7.4. Das Intervall I werde definiert durch
I= {u €eR : / exp{uX(t)}dIP —/ exp{ux} Fy(dz) < oo}.
R R

Dabei ist t > 0 beliebig gewéhlt, I ist unabhéngig von ¢. Es sei w € I. Dann ist die Funktion
i (u), definiert durch

U (u) = ln/ﬂ{exp{ux}Ft(dx), t>0
endlich. Aulerdem gilt
Yora(w) = In /}R exp{uz} Fupe(dz) = In /]R exp {u(z + 1)} Fu( dz) ® Fy( dy) =
In (/}R exp{uz}Fy(dzx) - /ﬂ)ﬁxp{uy}ﬂ(dy)) = s(u) + Y(u), s,t>0.

Wegen der stochastischen Stetigkeit von X (-) ist auch ¢ — 9, (u) stetig, und es folgt

U (u) = tp(u), wir setzen ¥(u) := 1y (u).
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Lemma 7.5. Fir jedes u € I ist der Prozess (Mt(u), t >0), definiert durch

M™ = exp{uX(t) — ty(u)}, t>0
ein Martingal beziiglich der Filtration (<X, t > 0) mit &~ = o(X(s), s <t), t>0.

Bewezs:
Es gilt

I (Mt(ji)s | "’Q{SX> = E<6XP{U(Xt+s - X))+ qu}|£fSX) e () ()

= exp{uX, — s¢(u)} IE(exp{u(Xt+s — X,) — tip(u) } ‘%X>

S

Wir definieren durch

P (A) ::/AMt(“)dIP, Ae X

ein WahrscheinlichkeitsmaB IP{*) auf 7. Die Familie (]Piu), t > 0) ist vertréglich in dem
Sinne, daf gilt:

Ist Ac X und s <t, soist A€ X mit P™(4) =PM(A).

Das ergibt sich aus der Martingaleigenschaft von (Mt(u)):
PM(A) = / M@ 4P = / MM d1P =P (A).
A A

Somit ist eine Mengenfunktion IP®) auf Ui definiert:
P™(A) =P (A), falls Ac X

Sie ist o-additiv und somit eindeutig erweiterbar zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P™ auf

% =\ 7" =c(X(t), t >0).

t>0

Die eindeutige Fortsetzung von IP™ auf 7% werde ebenfalls mit IP™) bezeichnet.
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Aussage 7.4. Die Wahrscheinlichkeitsmafe ]P(“), u € I, sind lokal absolutstetig, d.h.
]Pﬁ“) L<P,:=P |WX’ vVt > 0, und es gilt nach Definition
dIP"
d 1P,
Die Familie (IP™, u e I) heiit die zu IP und (X (t), t > 0) gehirende Exponentialfamilie
(von Wahrscheinlichkeitsmafen auf o/ ).
Aussage 7.5. Fiir jedes u € I ist (X(t), t > 0) beziiglich P™) ein Lévy-Prozess. Gilt u 6;,

so haben wir

E™(X(t) =¢'(u) -, Var™ (X (t)) = 4" (u) - .

= exp{uX(t) —¢Y(u)t}, t>0,uel.

Beweis:
Sind X und Y zwei n-dimensionale zuféllige Vektoren iiber (€2, 7, IP) und ist A eine n x n-
Matrix mit X = A - Y, so gilt offenbar

E(f(X)) =E(f(A-Y)), also

- fla)P¥(dz) = | f(Ay)P"(dy).

R”l
Ist nun X = (X4, X4y, ..., Xy,) und YV = (X4, Xy, — X4y, ..., X4, — X4, ), so haben wir

mit

100 -« 0
110 -« 0
A= (: IR :)
iiiid
fiir jede beschrinkte mefibare Funktion f
B (f(X)) = EY (f(4-Y)).
also
[ esp{uxte) ~ tw@} ) aP = [ epfux(t,) -t }ra-v)ar
Q Q
und somit wegen
th == th + (Xt2 - th) + o + (th - th71)

/ eumn—tnw(u)f(xl, Ty, ..., x,) IPX(dxy, ..., dz,)

" ®
= f<y17 Y1 + Y2,.--,41 + Y2 + ot yn)eu(y1+y2+'"+yn)—¢(u)tn H Ftk—tkfl(dyk)
R™ k=1

n

® u
= - Twu +y2, oy + -+ ) H Ft(kztk,1<dyk)
k=1
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mit
Ft(“)( dz) = exp{uz — t¥(u) } Fy(dz).

Da f beliebig ist, folgt daraus, da$ fiir jedes u € I der Prozess (X(t), t > 0) beziiglich
P™ unabhingige und stationire Zuwichse besitzt. Das bedeutet, die eindimensionalen

Verteilungen (Ft(u) luel ) bilden selbst wieder Exponentialfamilien. O

Folgerung 7.6. X, ist eine minimal suffiziente Statistik fiir &2 = (IP™, v € I) hinsichtlich

X,
/X . AuBerdem bildet Tt eine erwartungstreue Schétzung fiir ¢'(u). Fir ihre Streuung
gilt

t t

(X)L 20

7.3 Vollstindige Statistiken

Es seien (€2,.27, &) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©) und T eine Statistik
tiber (€2, &) mit Werten in einem meBbaren Raum (E, &).

Definition 7.7. Die Statistik T heifit wvollstindig (b-vollstindig), falls jede reellwertige
BorelmeBbare Funktion ® auf (E, &), die IP)-integrierbar ist (bzw. die beschrinkt ist),
und fiir die gilt

[Ey (®(T)) =0, furalle ve€0©,
notwendig Null ist (IP} -f.s., fiir alle ¥ € ©).

Aussage 7.6. Es sei U ein erwartungstreuer Schitzer fiir v(9) mit T6y(U?) < oo, ¥ € O.
Weiterhin sei T eine wvollstandige und suffiziente Statistik fiir © beziiglich <. Dann ist

IE(U | T) ein erwartungstreuer Schitzer fir v(9) mit kleinerer Varianz:
Var(IE(U | T)) < Var(U). (7.1)

IE(U | T) ist eine Funktion von T und zwar die einzige Funktion h(T), die einen erwar-
tungstreuen Schdatzer fir v(9) darstellt. Folglich ist IE (U | T') der Schitzer mit minimaler
Varianz unter allen erwartungstreuen Schétzern fir ~v(9): ein MVUE, minimum variance

unbiased estimator.
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Beweis: Die Ungleichung (7.1) ist eine Eigenschaft bedingter Erwartungen. Ist S ein er-
wartungstreuer Schéitzer fir () und ist S eine Funktion von T, d.h. gilt S = A(T), so

haben wir
IEﬁ(h(T)) = ]Eg(]E(U | T)) fir alle ¥ € ©.

Aus der Vollstandigkeit von 7" folgt h(T) = IE(U | T). O

Beispiel 7.4. Ist & eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Zufallsgrofie H, so ist
H minimal suffizient und vollsténdig.

Beweis:

Es gilt

0=y (F(1) = [ Flayexp{ < au > —ptu) bl () =
eXp{—w(u)}/ f(z)exp{< z,u >}p"(dz).
R

Das bedeutet, die Laplace-Transformierten von f, und f_ sind gleich auf ©. Daraus ergibt
sich fy = f_ =0 pf-fast iiberall und somit f(H) = 0 IPy-fast sicher fiir alle ¥ € ©.
(Wir haben hier benutzt, dafi v(©) in I ein nichtleeres Inneres besitzt.) U

Beispiel 7.5. Es seien (2,47, %) ein dominiertes statistisches Modell, T" eine Statistik
tiber (Q2,.97). Ist T suffizient und b-vollsténdig, so ist 7" minimal suffizient.

Beweis:

Die o-Algebra o(T), vervollstandigt beziiglich IP (IP ist ein privilegiertes dominierendes
Ma$B), enthélt die minimal suffiziente o-Algebra .#,. Umgekehrt:

Ist C €o(T), soist Ey(Ic—1E(1c | 4)) =0 firalled € ©.

Damit gilt 1c = IE(1¢ | #,) IPy-fast sicher fiir alle ¥ € © wegen der Vollstéandigkeit
von T'. Somit hat 1¢ eine IP-Version, die .#;-mefbar ist, d.h. C € .#F. O

Aus der Minimalsuffizienz folgt nicht die b-Vollstéindigkeit (siche 6. Ubung).
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7.4 Die Cramer-Rao-Ungleichung und Exponentialfa-
milien

Es sei (Q, .97, P) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©), © C IR* und einem
dominierenden o-finiten Mafl . Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf§ u ein Wahrschein-

lichkeitsmaf} ist und bezeichnen es deshalb der Gewohnheit gem&afl mit IP:  p = IP.
Die Likelihoodfunktion L(J; w) (¥ € ©,w € Q) ist definiert durch

L(Y; w):= d}gﬁ.

Wegen IPy(L(J; -) > 0) = 1 ist fiir jedes ¥ € ©

(W) :=InLW; )

eine IPy-fast sicher definierte Zufallsgrofe iiber (£2, 7).

Voraussetzung: Die Funktion ¢ — L(¥; w) sei differenzierbar fiir IP-fast alle w € Q

und es gelte
Ey (|| grady (9 ; )||*) < oo, fiir alle € ©. (|| - || ist die Euklidische Norm in IR")
Definition 7.8. Die Matrix I(¢}), definiert durch
1(9) 1= By (grad, (9 ; -) grad] (0 ; -))
heiit Fisher-Informationsmatriz (des statistischen Modells (£2, &7, &2)).
Aussage 7.7 (Cramer-Rao-Ungleichung). FEs gelte
a) Fir IPy-fast alle w sei ¥ — L(0 ; w) stetig differenzierbar beziiglich ¥,
b) Iy (|| grad, 1(9; )[|?) < o0, U €O
c) Fir jede Zufallsgrofie Y mit Ty (Yz) < 00 gelte

grady IEy(L(0; -)Y) = Ey((grady L(¥; -)Y), J €O

d) I1(9) sei regulir, v € ©.

Dann gilt fir jedes 9 € © und fiir jede Zufallsgrofie Y mit ]E§(|Y|) < oo die Ungleichung

T

Ey (Y —Ey (Y))?) > (grady By (V) I7(0)(grady Ey (V).
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Spezialisierungen:

Wenn Y eine erwartungstreue Schitzung fiir v(19) ist, so gilt:
DJY > (grad,y ()" I™1(9) (grad, y (),
und ist © eindimensional, © C IR, so haben wir

(1(9)"

DY 2 10y

Beweis der Cramer-Rao-Ungleichung:

1. Schritt: Aus c) folgt
E(grady L(?; -)) =0, d.h. Ey(gradgIn L(d; -)) =0 (Wegen IE(L(¥; -)) =1)
Es gilt folglich:
grad, I, (Y) = grad, E(L(9; -)Y) = B((grad, L(0: ) Y) =

]Eg((gradﬂ In L0 ; -))Y) — ]Eﬂ((gradﬂ L ; ) (Y — ]Eﬂ(Y))) (7.2)

2. Schritt: Fiir alle u € R” gilt mit < u,v >= Zle upvy = ulv
(7.2)
< u,grad, Ey(Y) > 2 I, (< u, (grady I L(9; ) > (¥ — Eﬁ(y)))
und somit wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

< u,grady Ey(Y) >? < IE@((< u, (gradyIn L(0 ; -)) >)2>-]E19<(Y — ]Eﬁ(Y))2>.

Das heifit,

Vu e R¥, V9 € ©.

— 2 < u, grady By (V) >
B (Y = Bo)) 2 o R TS

(7.3)
Wir fixieren ¥ € © und wihlen u € R* so, daB
<wu,grady Ey(Y) >=1 (7.4)

erfiillt ist. Die rechte Seite von (7.3) lautet dann

1
uTI(9)u
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3. Schritt: Bestimmung des Maximums der rechten Seite von (7.3) unter der Nebenbe-
dingung (7.4).
u"I(9)u — A< u, grady Ey(Y) > —1)  soll minimiert werden.
Wir erhalten als notwendige Bedingung
grady . u'I(¥) — M(grady ]Eg(Y))T =0 und

o< u, grady Ey(Y) >= 1.

Auflésung nach u und \: Erste Gleichung nach u” auflésen und in die zweite einsetzen

liefert:
1= u” grady Ey(Y) = A(grady Ey(Y)) " I7(9) (grady Ey(Y)).

Also:
1

I-1(0) (grady Ey(Y))

A:

Y

T

(gradﬁ ]Eﬂ(Y)>

u’ = Agrad, IEg(Y)I(9).

Damit folgt
1 1

VI \2(grad, Ey(Y)) I-1(0) (grady Eg(Y))

Bemerkung 7.9. Die Fishersche Informationsmatrix ist definiert durch
I(V) = Ey (gradﬁ InL(0; -) grad? In L(9 ; ))

Unter der Bedingung, dafi 9 — L(¥; -) zweimal differenzierbar ist und die Vertauschungs-

gleichung

2 2
E(%&%L(ﬁ; )) = %%IE@W; )) =0

gilt (IE ist der Erwartungswert beziiglich des dominierenden privilegierten Mafles, L(¥; -) =

4l9), haben wir wegen
0? 0? 1
99,00, L9 ) = (aﬁiaﬁjL(ﬁ’ ')>L<19; 3
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und

2 2
Eﬁ(L(ﬁl; .)aﬁ?aﬁjL(ﬁ; ')> - E(%@@Lw; ')> =0

die Beziehung

19) = — Eﬂ(%;}j In L(® ; -)).

Beispiel 7.6. & bilde eine Exponentialfamilie. Dann ist

dIPy )
P = exp{< 9, H > —w(ﬁ)}, Y € O, O sei offen,
0 : i}
1(9) = grady (grad, ¢ (¥)) = <019~819¢(?9)> sei regulir.
OV

Weiterhin sei

[(W):=InL(W; ) =<9,H>—¢(¥) und es gilt
grady [(¥) = H — grad, ¢ (19).

Es folgt
Ey(H) = grady¥(d), da IEy(gradyl(¥)) = 0 ist.
Als Zufallsgrofe Y nehmen wir < u, H > fiir ein u € IR”. Es ergibt sich

Ey(Y) =< u,grady¢(u) > und
grady IEy(Y) =< u, I (V) > .

Folglich gilt:
DY = B, << H — grad, v (9),u >2>
_E, <uT(H — grady ¢(v)) (H — grad, wm)%)
=u"I(9)u.
Somit ist:
D2Y = v I(0)u = v T(9) I (9)I(9)u

= (irad, By (v)) W) (grad, By (1)),

Also wird im Fall der Exponentialfamilie die untere Schranke in der Cramer-Rao-Ungleichung

erreicht.
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In der Ungleichung von Cramer-Rao muf} es keine erwartungstreue Schétzung fir (1)

geben, deren Streuung die untere Schranke erreicht.

Beispiel 7.7. Es sei X eine zum Parameter A > 0 Poissonverteilte Zufallsgroflie. X ist eine
suffiziente und vollsténdige Statistik fiir A, da L(\; 2) = e . Es sei T(X) := 1{01(X),
dann gilt IEy(T) = e~*. D.h., T ist eine erwartungstreue Schitzung mit minimaler Varianz
fiir g(\) = e™*. Es gilt

2
DT = TE, (1{0}()() _ e_’\) e m 2P pe D = oM (1 — e ),

Andererseits ist

1
I(\) = ]E,\<(% InL(\; ))2) =1 auBerdem, mit ¢'(\) = —e* gilt
2
(') _ 2 o - - 2 _ A
ey =XNe < e M(1—e), wegen 1+ A\ <e

Beispiel 7.8. Es seien X = (X7,...,X,,) eine klassische mathematische Stichprobe unter
Py, ¥ € O, Qg := P, und %(m) =: fy(x). Es gilt:
5 d
L w) =[] 520 =[] folxi),

k=1 k=1
(0 w) =Y In fy(Xp),
k=1

; fo(Xy)
1(9) = Ey(grady 19 ; w) grad, (95 w)")
= 35 (e, I fo060) srad, 1 o (X))

k=1 =1

grady (¥ ; w) = > grad; In fy(X;) =
k=1

[ﬁir k # [ sind X} und X; unabhéngig, also gilt

grady fo(Xp)
fo(Xk)

= gradﬁ]E(%(Xﬁ) =grady 1l = O.}

= > Ty ((grad, In fo(X1)) (grady In fy(Xi) ")

kzl A g
=: 1,(9)

IEy (gradﬂ In fg(Xk)) = IE@( ) =[Ep (gl"adﬁ %(Xk)>

=n- ().



