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Kapitel 1
Einleitung

Zum Begriff des Wortes ,,Statistik*®

Umgangssprachlich versteht man unter einer Statistik eine Zusammenstellung von Zah-
len iiber eine Bevolkerungsgruppe, 6konomische Téatigkeiten, Naturvorgédnge, Krankhei-
ten, Umwelteinfliisse und vieles andere mehr, vergleiche z. B. Statistisches Jahrbuch oder
www.statistik-berlin.de. Beispiele sind Umsatzentwicklung eines Konzerns, Sterbetafeln,
Wetterabldufe, Ausbreitung von AIDS, Wasserstandshohe der Elbe usw.

Viele Statistiken beschreiben in gewisser Weise den Zustand des Staates. Fiir eine sol-
che Beschreibung wurden sie im Mittelalter, seit etwa Mitte des 18 Jahrhunderts wohl
auch zuerst benutzt. Daher kommt auch ihr Name: das Wort ,Statistique® entstammt
dem Franzosischen und bedeutet Staatswissenschaft, dabei handelt es sich um ein Kunst-

wort, abgeleitet aus dem lateinischen ,,Status“, Zustand.

Statistiken zu erstellen kostet Arbeitszeit, ihre Aufbewahrung, Auswertung und Aktua-
lisierung ebenfalls. Heute ist dank der Mikroelektronik die Erstellung, Speicherung und
Auswertung extrem erleichtert und somit werden massenhaft Statistiken zu allen mogli-
chen Prozessen erstellt und verarbeitet (Finanzdaten, Scannerdaten an Kassen usw).
Immer wieder stellen sich dabei die Fragen:

a) Wie soll man Daten gewinnen?

b) Wie soll man Daten beschreiben, d. h. darstellen?

¢) Welche Schliisse kann man aus Daten ziehen?
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Einen Beitrag zur Frage c) leistet die Mathematik mit ihrem Teilgebiet ,Mathematische
Statistik“. Auch zu a) lassen sich mathematische Methoden einsetzen (statistische Ver-
suchsplanung). b) ist das Gebiet der sogenannten ,empirischen Statistik“, die durch die

Moglichkeit der Darstellung auf Computern einen enormen Aufschwung erhalten hat.
Grundprinzip der mathematischen Statistik:

Die Daten z, x = (x1,2Z2,...,2,), 2= (2, t € T) mit T ={1,2,..., N} oder T = [0, Tp]
werden als Realisierung z einer Zufallsgrofie X, eines zufélligen Vektors oder eines stocha-
stischen Prozesses aufgefasst, die im Rahmen eines zufilligen Experimentes (stochastisches
Modell) (€2, &7, IP) entstanden ist.

Meist ist IP nicht bekannt, man weiff aber, zum Beispiel aus prinzipiellen Uberlegungen
oder aus dem Charakter des zufalligen Experiments, daf3 IP zu einer Familie &2 von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf (€2, o) gehort.

Die Frage c¢) kann man dann so formulieren: Aus den Daten x schliefe man auf IP bzw. auf

Funktionale oder Eigenschaften von IP.

In dieser Vorlesung werden wir einen Einblick in mathematische Methoden der Statistik
stochastischer Prozesse vermitteln. Wir gehen vom Fall der klassischen Statistik aus, bei
dem im allgemeinen unabhéngige und identisch verteilte zufallsbehaftete Beobachtungen
vorliegen und zeigen anhand einiger Klassen stochastischer Prozesse, welche statistischen
Methoden auf Grund ihrer speziellen Struktur moglich sind, bzw. welche Eigenschaften sie

besitzen.
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Kapitel 2

Statistische Experimente, statistische
Modelle

2.1 Definitionen

In diesem Kapitel fithren wir einige Begriffe ein, und zwar in einer solchen Allgemeinheit,

daf} sie auch fiir stochastische Prozesse einsetzbar sind.

Definition 2.1. Es seinen (£, 47) ein meBbarer Raum und & eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf (€2, 7). Dann nennen wir (2, .o/, &) ein statistisches Modell.
Weiterhin sei X eine Zufallsgrofle auf (€2, «7) mit Werten in einem mefibaren Raum (E, &).
Dann heifit (2, o7, &, X) ein statistisches Experiment und X wird als eine mathematische
Stichprobe bezeichnet.

Interpretation: Ein zufilliges Experiment wird gemi$ (£2, o7, IP) mit einem bestimmten
IP € &, das aber unbekannt ist, ausgefiihrt (,,wahres IP“). Dabei wird die Zufallsgroie X
beobachtet, ihre Realisierungen x gehéren zu E. x heifit konkrete Stichprobe, (E, &) nennt

man Stichprobenraum.

Durch IP*(B) = IP(X € B), B € &, ist ein WahrscheinlichkeitsmaB IP* auf & definiert,
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter IP (Stichprobenverteilung).

Wir setzen 2% .= {IP* : P € 22}.

(E,&,2%) ist ebenfalls ein statistisches Modell.

Definition 2.2. 22X heifit die zum statistischen Experiment (Q, .o/, P, X) gehérende

Familie von Stichprobenverteilungen
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In dem genannten Experiment wird nur x beobachtet, (2,27, %) und X sind Hilfskon-
struktionen. 22X ist eine bekannte Familie, unter welcher wahren Verteilung IPX € &2 die
Stichprobe realisiert wurde, ist unbekannt.

Ziel ist es, aus der Kenntnis von x Schliisse auf das ,,wahre“ IPX zu ziehen und die Giite
dieser Riickschliisse zu bewerten. Hiufig indiziert man & der besseren Handhabung wegen,
das heifit, man setzt & = (IPy, ¥ € ©) und entsprechend Z* = (P, ¥ € ©). © heifit

Parametermenge oder Parameterraum.

Gilt © C IR fiir ein k£ > 1, so nennt man (Q, o, P, X) ein parametrisches statistisches
Modell (k-parametrisches Modell). Lafit sich © dagegen nicht durch endlich viele Parame-
ter beschreiben, so spricht man von einem nichtparametrischen Modell.

Im Fall £ = IR",& = A" ist X ein zufilliger Vektor, x eine seiner Realisierungen. Wie
bereits erwihnt, bezeichnet man in diesem Fall X als eine (mathematische) Stichprobe und

x im Unterschied dazu als eine konkrete Stichprobe.

Im Fall, dal E ein Funktionenraum ist, bildet X = (X;, ¢ € T) einen stochastischen
Prozess und x eine Realisierung desselben. In diesem Fall ist der Begriff ,,Stichprobe®
weniger gebrauchlich. Man spricht von Trajektorien oder Pfaden. Wir werden in dieser
Vorlesung in jedem der genannten Fille X bzw. x als mathematische bzw. konkrete Stich-

probe bezeichnen.

2.2 Klassische Statistische Experimente

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen 1Py, ¥ € ©, der Stichprobe X bilden eine Ausgangs-
basis der mathematischen Statistik.

Auf ihrer Grundlage werden Schétzer fiir das unbekannte ¥ oder Tests fiir Hypothesen
iiber ¥ konstruiert und untersucht. Fiir ihre Beschreibung bedient man sich der sogenann-

ten Likelihoodfunktion, die wir vorerst in zwei Beispielen definieren.

Es sei (C, €) ein mefibarer Raum. Wir setzen E = C", & = €®°" und X = (X1, Xs, ..., X,),
wobei X, : (Q,9) — (C, %) fiir jedes k = 1,...,n eine ZufallsgroBe ist.
Es sei weiterhin & eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (2, o), & = {IPy, J €

©}. Unter folgenden Voraussetzungen

Voraussetzung 1 Fiir jedes I[Py € & sind die Zufallsgrofien X1, ..., X,, identisch verteilt,
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das heif}t,

IP@(XkEB):ng(XleB), Be?¥, k=1,...,n.

Voraussetzung 2 Fiir jedes Py € & sind die X,..., X, unter [Py in ihrer Gesamtheit
unabhéngig, d.h.

Py(X € By x ... x B,) = [[IPs(X; € By).

=1
gilt dann
PY(By x ... x B,) = [[Po(X1 € B) = [[P)*(B)) (2.1)
=1 1=1

Durch IPy ist ein Wahrscheinlichkeitsma8l auf €'*" definiert, das wir ebenfalls mit Py

bezeichnen.

Beispiel 2.1 (diskreter Fall). Es seien C' = {¢1,¢9,...}, € = Z(C) die Potenzmenge
von C, E = C" und & = €®". X; nehme nur Werte aus C' an, d.h. X; habe eine diskrete

Verteilung mit
Py = o) = ), ) >0, k=12 S p)=1
k=1
Dann hat auch X = (X1, Xs, ..., X,,) eine diskrete Verteilung und es gilt:
IPfg(( (Ciyy-vohciy)) = ﬁpﬂ(cik) =Py(Xi=ci,.... Xpn=0¢;,) = L,(2,9), x=(ciy,---,¢,)
k=1

Diese Funktion L,, heifit Likelihoodfunktion des statistischen Experiments (€2, o7, Z, X).
Beispiel 2.2 (stetiger Fall). Es seien C = R, E = R" und & = #(IR"). X, besitze
eine Dichte fy(x), d.h. es gelte
P (D) = / fo(s)ds, D€A.
D

Dann besitzt auch X = (Xi,...,X,,) eine Dichte f;X(z1,...,x,) = [, fo(z;) und es gilt

P (B x ...xBn):/ folzy) - ...« folzn)dry ... dx,.
B

By

In diesem Fall bezeichnet man L, (z; ) := [[,_, fo(xx) als Likelihoodfunktion des statisti-
schen Experiments (2, .o/, &, X).
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Interpretation: Die Stichprobe X = (X1, ..., X,,) modelliert n voneinander unabhéingi-
ge, unter gleichartigen Bedingungen ausgefiihrte zuféillige Experimente, bei denen jeweils
X1, X5, ..., X, beobachtet wird. Wir definieren @)y := ]Pf;l.

Man sagt, X sei eine mathematische Stichprobe aus einer nach QQy verteilten Grundgesamt-
heit.

Jede ihrer Realisierungen x nennt man eine konkrete Stichprobe aus einer nach Qg verteil-
ten Grundgesamtheit.

Bezeichnung: Klassisches statistisches Experiment.

Wir kehren zuriick zu allgemeinen statistischen Experimenten.

Definition 2.3. Es seien ({2, o7, &, X) ein statistisches Experiment mit dem Stichproben-
raum (F, &) und H eine mefibare Abbildung von (F, &) in einen mefbaren Raum (F, .%).
H heifit eine Stichprobenfunktion. Insbesondere ist (2, .o/, &, H o X)) ein statistisches Ex-
periment mit dem Stichprobenraum (F,.%).

Im allgemeinen geht bei dieser Abbildung H Information verloren (Datenreduktion), an-

dererseits kann H (z) einfacher und tibersichtlicher sein als z.

Setzt man in H die Zufallsgrofie X ein, d.h. H(X) = H((Xl, o ,Xn)), so erhélt man
eine neue Zufallsgrofe, sie hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung IPY (B) = Py(H(X) €
B), B € .7. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wird unter anderem zum Studium der
Eigenschaften der Stichprobe z in ihrem Verhiltnis zum wahren Parameter 9 herange-
zogen. Die Berechnung der Verteilungen von Stichprobenfunktionen H(X) gehort zu den

wesentlichen Aufgaben der mathematischen Statistik.
Anstelle von Stichprobenfunktion verwendet man auch einfach die Bezeichnung Statistik.

Wir nehmen an, daf§ & die Form & = {IPy, ¥ € O} mit irgendeiner Parametermenge ©
hat. Eine Grundaufgabe der Statistik ist es, von der Beobachtung = auf den Parameter
¥ bzw. eine Funktion ~(¢) zu schliefen. Haufig moéchte man 9 bzw. () mit moglichst

grofler Genauigkeit bestimmen, man sagt ,,schiatzen®.

Definition 2.4. Es seien 7 eine Abbildung von © in eine Menge I', @ eine o-Algebra von
Teilmengen von I" und g eine meBbare Abbildung von (F, &) in (T, o).
Dann heifit g eine Schdtzfunktion, g(X) ein Schitzer und g(z) ein Schatzwert fiir v(19).

Jeder Schétzer ist also auch eine Stichprobenfunktion.
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2.3 Ein Beispiel aus der klassischen Mathematischen
Statistik

Es sei X eine reellwertige Zufallsgrofle mit unbekannter Verteilungsfunktion F'. Zu schitzen

sei der Erwartungswert

E(Xoy) = / rdF(z) = mp.
R
Da man iiber F' keine Vorinformation hat, setzt man
© = {F : F Verteilungsfunktion auf (IR, %) mit |mp| < oo}

Die Problemstellung legt nahe «(F') = mp zu setzen.

Vorausgesetzt werde ferner, dafl eine m-elementige Stichprobe x = (xy,29,...,x,) vor-
liegt, die aus n voneinander unabhéngigen unter gleichartigen Bedingungen durchgefiihr-
ten Versuchen gewonnen wurden. Dabei wird beim k-ten Versuch, kK = 1,..., n registriert,
welchen Wert die Zufallsgrofie Xy annimmt. Intuitiv verwenden wir als Schitzwert g(z) fiir
Y(F) = mp den Wert

1 n
g(x) ==, = Eka
k=1

Die eben getroffenen Voraussetzungen legen es nahe, eine mathematische Stichprobe X =
(X1, Xa, ..., X,) zu betrachten, die aus n voneinander unabhéngigen und identisch wie X
verteilten Zufallsgroffen besteht.

Als Schétzer fiir mpg ergibt sich
— ] —
X)=X,=- Xy
9(X) 0 ; k

Zur Illustration typischer Aussagen der Mathematischen Statistik stellen wir eine Reihe

von Eigenschaften dieses Schéitzers zusammen.

Aussage: Es gelten folgende Eigenschaften
a) Er(X,)=mp, man sagt, X, ist ein erwartungstreuer Schitzer

b) D} X, = Ep((Xn —mp)?) = D%ZXO, falls 02 := D%X, < oc.

Insbesondere gilt

2
IPF(|7n—mF|Za)§U—F a>0  n>1

na?
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(Schwaches Gesetz der groBen Zahlen). Man sagt, da8 der Schitzer X, konsistent ist.
¢) lim, .o X,, = mp IPp-fast sicher (Starkes Gesetz der groBen Zahlen)
d) Angenommen,
Ir:={tcR : Ep(e") < 0}

ist eine Umgebung von 0. hp sei die Cramertransformierte von F (sieh Ubungen), € sei

irgendeine positive Zahl. Dann ist
Pp(X, > mp+e) < exp{—nhp(mp+e)} und Pp(X, < mp—e) < exp{—nhr(mp—e)},

das bedeutet insbesondere, da8 Pp( | X, — mp| > €) exponentiell schnell gegen 0 kon-

vergiert.

e) Der Zentrale Grenzwertsatz besagt, daf

Pr(|X, —mp| > €) = Pp(|X, — mF|\/7ﬁ > e@) ~ 2(1 - @(ea%ﬂ)).

g

Beide Methoden d) und e) fithren zur Abschétzung der Genauigkeit der Approximation

von mp durch X,,.

Die erste Methode liefert:

Die Wahrscheinlichkeit, dal man sich irrt, wenn man sagt, mp befinde sich
in (—o0, X,,+¢) und in (X,, —¢, co) konvergiert mit wachsendem n exponentiell

schnell gegen Null.
Die zweite Methode liefert:

Es wird ein a € (0,1) fixiert und man erhélt fiir grofe n Vertrauens-

Intervalle

OF

~ ~ OF ~ OF ~ OF
- 7Xn = fai|> |:Xn__ —a )a [Xn__ fgaXn = 73)
(oo %ot T vt Rl s

des Niveaus 1 — «, von denen man sagen kann, dafl myr mit einer Irrtumswahr-

scheinlichkeit nahe bei v in denen liegt.
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2.4 Empirische Schatzer

Klassischer Fall:

Es sei (2, o7, &, X) ein statistisches Experiment mit dem Stichprobenraum £ = R", & =
#" und X = (X1, Xo,...,X,) bestehe aus reellwertigen, unabhingigen und identisch
verteilten Zufallsgroflen X, & = 1,...,n mit Verteilungsfunktion F. Die Familie & sei
parametrisiert: & = (IPy, ¥ € ©), © C IRF.

Empirische Verteilungsfunktion

Es seien
. 1 <
F"(x):ﬁzl{XnSm}’ ml(F):/IRxldF(x), leN
k=1

Diese Verteilungsfunktion F),( -) gehort zur gleichmiBigen Verteilung auf (X, Xo, ..., X,).
Sie hat my(F),) = L5 0., X} als -tes Moment.

Aussage 2.1 (Hauptsatz der mathematischen Statistik). Es sei (X,, n > 1) eine
Folge unabhingiger, identisch nach F wverteilter Zufallsgrofen mit Werten in IR".

Dann konvergiert die Folge (Fn( -,w)) schwach gegen F(-) (d.h. E(f) — F(f),Vf €
Cy). Ist k =1, so erfolgt die Konvergenz IP-f.s. gleichmdfig, d.h.

sup | F,(z,w) — F(z) |— 0 fir P -f.a. w € Q.
z€R

Bewezs:

s. Dacunha-Castelle, Duflo I, 4.4 O

Eine Konstruktionsmethode fiir Schitzer: Empirische Schétzer

Ist y(F) die zu schiitzende GréBe, so verwendet man ~(F),) als Schiitzer (sofern y auf den

Treppenfunktionen definiert ist, bzw. Sinn macht).

a) MOMENTENMETHODE
Zu schitzen sind der Erwartungswert p = my(F) = [ o dF(z) und die Streuung
0% = my(F) — (my(F))>.
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Wir wenden die Abbildungen F' — my(F) und F — ¢% auf F, an und erhalten die

,, Momentenschéatzer®

R 1 & _
= my(F) = =S X, = X, tungst
o=mq(F,) " kz:; k (erwartungstreu)

3

1« 1 2 1 o2
s2 4 2 (L — _
0t =— > X (- > Xi) =D (X - X))
k=1 k=1 k=1
Allgemeiner: Man berechne die Momente m;(Fy) = IEy(X!), ersetze my(Fy) durch

my(F,) und lése die Gleichungen nach ¢ (bzw. nach (¢)) auf. Im Ergebnis erhélt

man einen Schitzer J,, bzw. A fir ¥ bzw. (1), einen sogenannten Momentenschéitzer.

Beispiel 2.3. Es sei F), die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Para-
meter A > 0.
In diesem Fall gilt:

/1

[o¢] 1 _
my(F) = /\/ re ™ dy = % Xy = (X)’ wobei y(F))
0

1
=5

X, ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir v(\) = . Ein mdglicher Schétzer fiir A wire

1
zum Beispiel < Es wird sich aber herausstellen, dafl dieser Schétzer nicht erwartungs-
treu ist. !

Wir kehren zur Schiitzung von 0% zuriick:

1 « _
6% = - E (Xk — Xk)2 ist die Momentenschétzung fiir 0'12:.
k=1

Es gilt:
Ep(67) = EEF ((Z)Qf) - ”XZ)
k=1

1 n

= —) EpX} - EpX,
k=1
_ 1 2 2 o 2
= 0 ((oF + i) n) -
2

= OptpE— i
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Also ist 6% nicht erwartungstreu, man unterschiitzt o% regelmifig. Aber

n

. 1 o \2
a%:n_lkz:;(xk—xn)

1
n—1

S2 =

ist eine erwartungstreue Schitzung fiir o#.

Fiir das Beispiel 2.3 gilt dann:

L 1 .
S? ist eine erwartungstreue Schitzung fiir ’vh \/S2 ist eine Schétzung fiir %

Beispiel 2.4. Es sei X = (X, Xs,...,X,) eine klassische mathematische Stichprobe

aus einer Grundgesamtheit, die eine gemischte Poissonverteilung besitzt:

Ak A&
Py(X,=k) =a- k—}e—h + (1 —a) k—?e_’\Q, k>0

mit ¢ = (a,A\1,\2), a € (0,1),A1,A2 > 0. Die entsprechende Verteilungsfunktion
werde mit Fjy bezeichnet.

Fiir die momenterzeugende Funktion

po(s) == Ey(s™) = ZIPg(Xl = k)s" = aeMC) 4 (1 —a)e Y 50,1
k>0

gilt:
Tl(Fg) = (,029(1) = ]Elg X1 = a)\1 + (1 — CL))\Q

To(Fy) :==y(1) = By X (X — 1) = aAi + (1 —a))\3
Ts(Fy) =@ (1) =By X(X — 1)(X —2) = aX? + (1 — a) A3

Wir definieren die entsprechenden empirischen Momente
T(F)—lzn:X T(F)—lzn:X(X 1)
1\L'n _TL < k> 2\4'n) — n £ k k )

Ty(F) = 3 X(Xi — (X —2).

k=1

Ist © = (x1,29,...,7,) eine konkrete Stichprobe aus der nach Fy verteilten Grundge-

samtheit, so erhilt man folgende Gleichungen, aus denen sich die empirischen Schétzer
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a, \i, Ao fiir o = (a, A1, A2) berechnen lassen:

~

A4 . A 1
id +(1—a)dy = Tl(Fn):EZxk
k=1

>

. . 1
X+ (1—a) A2 = Ty n):EZxk(ajk—l)
k=1

. . . 1 —
N+ (L—a) Ay = T3(F,) =— — 1) (g — 2).
aAy + (1= a) Ay 5(Fn) n;wk(ﬂ:k )(@r —2)
b) SCHATZUNG DER SCHRANKEN DES TRAGERS VON F'

m =sup{a € R : F(a) = 0}, M =inf{fae R : F(a) =1}
m, =min{ Xy, k=1,...,n}, Mn:maX{Xk,kzl,...,n}

2.5 Eigenschaften von Schitzern

Es sei (2, .o/, &, X) ein statistisches Experiment mit dem Stichprobenraum (FE, &) und es
sei Z = (IPy, ¥ € ©). Weiterhin sei v wie oben eine mefibare Funktion von © in I" und
g(X) ein Schétzer fiir v(0).

Der Einfachheit halber nehmen wir an, I' C IR. Zur Beurteilung der Giite des Schétzers
g(X) definieren wir die Risikofunktion

2

R(g, 9) :=IEy (9(X) —~(¥))” d€©

R(g, V) ist also die mittlere quadratische Abweichung des Schétzers g(X) von dem zu
schiatzenden Wert g(1), wenn Py die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.
Man wiahle die Schiatzfunktion g(+) so, dal R(g, ¥) moglichst minimal wird.

Unter der Voraussetzung, dafi R(g, V) < co, V1 € O definiere:

Definition 2.5. Ein Schéitzer h(X) fiir die Funktion (1) heifit besser als g(X), falls gilt:

R(h, ¥) < R(g, 9) fur alle ¥ € © und R(h, ¥) < R(g, ¥) fiir mindestens ein 9 € ©.

Wenn es zu einem gegebenen Schétzer g(X) fiir (J) einen besseren Schitzer h(X) fiir
v(¥) gibt, so nennt man g(X) nicht zuldssig (als Schétzer fir v(9)).
9(X) heiBt zuldssiger Schitzer fiir (1), falls es keinen besseren Schétzer fiir v(¢) gibt.
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Es ist verniinftig, sich auf zuléssige Schétzer zu beschrinken.
Definition 2.6. Ein Schétzer ¢*(X) fiir y(¢) heifit optimal, falls

R(g*, V) = inf R(g,9) fiir alle ¥ € O,
7
wobei das Infimum iiber alle (zuldssigen) Schétzer g(X) fiir y(¢) gebildet wird.

Im allgemeinen gibt es keinen optimalen Schdtzer fiir ~(1)!

Begriindung: Fiir jedes fest gewéhlte ¥y € © ist inf, R(g,9¥) = 0, da der Schétzer
g(X) = v(Y) unter allen konkurrierenden Schitzern vorkommt.
Dieser Schétzer ist sehr gut, wenn 9 = 1y der wahre Parameter ist, aber fiir andere 9

allerdings nicht.

Wir verfolgen unser Ziel, eine verniinftige Schéitzfunktion g zu finden, die das mittlere
quadratische Risiko moglichst klein hilt, durch folgende Uberlegungen:
Es gilt

Rig. 0) = By (9(X) ~ ) (9(X))) +1Ey (B (4(X)) — ()
=: D? g(X) +bg ~(0), v e O (2.2)

Risikofunktion = zufallsbedingte Streuung + Verzerrung?.

Die GroBe b, (V) heiit Verzerrung oder Bias des Schitzers g(X) beziiglich ~(19).

Wenn man das Risiko R(+) fiir alle ¥ € © minimieren will, ist es also verniinftig, unter den
erwartungstreuen (unverzerrten) Schéitzern, d.h. Schiitzern mit Ey (9(X)) = 7(v), 9 € ©
zu suchen.

Wir beschrénken uns deshalb darauf, unverzerrte Schétzer mit moglichst kleiner Streuung

zu suchen.

Angenommen H (X)) ist eine Stichprobenfunktion und g(X) ist ein Schétzer fiir v(¢). Eine
dhnliche Rechnung wie in (2.2) fithrt auf

Rig. 9) = By (9(X) ~ By (o(X) | H(X))) + 1y (By (9(X) | HX)) — ()

Definition 2.7. Die Stichprobenfunktion H(X) heifit eine suffiziente oder erschipfende
Statistik, falls die Wahrscheinlichkeitsverteilung P (- | H(X)) nicht von ¢ abhéngt.
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Wir kommen auf diesen Begriff spéter ausfiihrlich zuriick.

Ist H(X) eine suffiziente Statistik, so ist g1(X) := IEy (¢(X) | H(X)) ein neuer Schétzer
fiir v(¢) mit kleinerem Risiko (g1(X) héngt nicht von ¢ ab):

R(g1, 9) = Ey (9:1(X) —7(9))* < R(g, V), ¥ €.

Da ¢1(X) eine Funktion von H(X) ist, geniigt es also, als Schétzer fiir v(¢) lediglich

Funktionen suffizienter Statistiken in Betracht zu ziehen.

Beispiel einer suffizienten Statistik

Ein zufélliger Versuch moge nur die Ausgénge 0 und 1 besitzen, wobei 1 mit der unbe-
kannten Wahrscheinlichkeit ¥ € (0, 1) =: © als Ergebnis auftritt. Zur Schitzung von o
verschafft man sich eine Stichprobe (i1, s, .. .,%,) aus n unabhéngig und unter gleicharti-
gen Bedingungen durchgefiihrten Versuchen.

Zur mathematischen Modellierung dieses Sachverhalts fithren wir ein:

Q={w={(i1,i2,...,0n) : i €{0,1}, k=1,2,....n}, & =p(Q),
X = (X1, Xy,..., X,) mit Xp(w) =i, k=1,...,n fir w=(i1,is,...,i) € Q,

Sp=Y X und Py({w}) = =iz (1 - 9)"Zh= we Q.

k=1

Beziiglich jedem Py sind X, X5, ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsgrofien
mit ]Pﬁ(Xk :Z) :191(1—19)1_2, 1€ {0,1}

Aussage 2.2. S, = ;| Xy ist eine suffiziente Statistik.
Beweis:
Es gilt:
—, falls w = (i1,la,...,3,) mit >} ;i =m
Py ({w} | S =m) =1{ (1)
0, fallsw = (i1,42,...,%,) mit Y ,_ i #m

0J

Zur Schétzung von 9 beschrianken wir uns also auf Funktionen der Form ¢(.S,,).

Soll ¢(.S,,) erwartungstreu sein, so erhalten wir aus der Forderung

Eﬁ g(Sn) = 79, v € [07 1]
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die Gleichungen

> g(m) (”)ﬁmu —9) =19, 9el01],
m
m=0

woraus sich durch Koeffizientenvergleich

P m:0,1,...,n, dh’l?n:_

n

m N Sh
g(m) = n

ergibt. Wir werden spater zeigen, dafl diese Schiatzung die minimale Streuung unter allen
erwartungstreuen Schitzungen fiir ¥ hat.
Es gilt:

n

Py ({w}) = Y P ({w} | Sp = m) Py(S, = m)

m=0

Die Abhéngigkeit des Mafles IPy von ¥ auf o7 wird also allein durch die Abhéngigkeit von

]Pg" von ¢ vermittelt.
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Kapitel 3
Likelihoodschatzer im klassischen Fall

Es sei (2, o7, &, X) ein statistisches Experiment mit dem Stichprobenraum E = R", & =
P und X = (X1, Xo,...,X,) bestehe aus reellwertigen, beziiglich jedem IP € & un-
abhéngigen und identisch verteilten Zufallsgroflen X;, k& = 1,...,n. Die Familie & sei
parametrisiert:

P = (Py, ¥ € ©), © CR*, und

Fy(z) :=Py(X; <x), x € R, J € © bezeichne die Verteilungsfunktion von X; beziiglich
IPy.

Dann hat X die Verteilungsfunktion

Ff(zy,...,2,) = H Fy(zm) =Py(X € (—o0,21] X ... X (—00,,)).
m=1
Besitzt Fy eine Dichte fy, so hat X die Dichte
£l @, ) = T folam).
m=1

Das bedeutet IPy(X € B) = [, f;¥ dx fiir alle Borelmengen B € A.
Ist X diskret verteilt mit IPy(X; = a,,) = pm(9), so ist auch X diskret verteilt und es gilt

IPﬁ(X - (aml,...,amn)> - ﬁpmr(ﬁ)

In beiden Fallen nennt man (bei festgehaltener Stichprobe x = (xy,...,2,) bzw. z =

(@mys s am,) )
Lo(W;a1,... x0) = [ fo(zm) bzw. =[] pm (¥), 9 €0,
m=1 r=1
die Likelihood-Funktion des statistischen Experiments.

19
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Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer)
Es sei « eine (konkrete) Stichprobe aus £ = R", = € supp(X).

Definition 3.1. Jeder Wert 19(95) aus O, der die Likelihoodfunktion L, (- ; ) bei gegebenem
x maximiert, heifft ein Maximum-Likelihood-Schdtzwert fiir ¥ auf der Basis der Stichprobe
x:

Up(x) := arg max L,(0;x) = arg max log L, (V; x)
Offenbar ist 19”( -) eine Stichprobenfunktion. Setzt man die mathematische Stichprobe X

ein, so erhélt man einen sogenannten Mazimum-Likelihood-Schditzer (kurz: ML-Schétzer)
U (X).

R.A. Fisher: Maximum-Likelihood-Prinzip
,Finde diejenigen Voraussetzungen, die das Beobachtete mit grofler Wahr-
scheinlichkeit nach sich ziehen und fasse Zutrauen, dafl diese Voraussetzungen

die wirksamen sind.“

Bemerkung: Maximum—Likelihood-Schéitzer sind haufig einfach auszurechnen, haben
vielfach gute Eigenschaften, existieren aber nicht immer oder sind nicht eindeutig. ML-
Prinzip ist ein sehr allgemeines Prinzip, kann auch bei stochastischen Prozessen angewendet

werden.

Maximum-Likelihood-Gleichungen

Unter der Voraussetzung, da8 L, (¢ x1,...,x,) fiir jedes (z1,...,x,) € supp(X) beziiglich

9 differenzierbar ist, sind

a%Ln(ﬁ‘n; T1yeey ) =0 r=12...k (,ML-Gleichungen“) (3.1)

notwendige Bedingungen fiir 1§n, ein ML-Schétzer zu sein, sofern das Maximum von L,, im
Inneren von © angenommen wird.
Anstelle L,, fithrt man

In(O5 x1,...,2,) =log L, (V5 x1,...,2,) ein. (,, Loglikelihoodfunktion*)

Aquivalent zu (3.1) ist

o .
a—mln(ﬁn,xl,,xn)zo 7’21,2,,]6 (32)



21

Die Funktion

in(ﬁ;xl,...,xn): (83 (05 e, 1), r:1,2,...,k>, ¥ €O

nennt man Scorefunktion des statistischen Experiments (€2, ./, &2, X).
Es gilt

(05 z1,...,x,) = gradl (¥; x1,...,2,) und
19 Ty,

]Eﬂ(z'nw; Xl,...,Xn)> - / /
= grad/u-/Lndxl...dl’n
Rn
0

o) dxy ... dxy,

(Hier haben wir vorausgesetzt, daf3 Differentiation nach 9 und Integration beziiglich x ver-
tauschbar sind.)

Bemerkung:

(05 X1, X,) =Y log fo(X,)
m=1

ist eine Summe unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsgrofien.
L(W: Xi,...,X,) =grady 1,(0; X1,...,X,)

ist eine zentrierte Summe unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvektoren.
Fiir jedes feste ¥ sind L,(V; Xi,...,X,) , L((¥; Xi,...,X,) und in(ﬁ; X1, Xy)

Stichprobenfunktionen.

Definition 3.2. Ist £ = {x € R | fy(z) >0} (bzw. £ = {a € R | Py(X =a) >0} )

unabhéngig von 9, so nennt man fiir ¥, & € © und x € E den Quotienten

Ln(a; x)

m den Likelihoodquotienten.

Ist log bezughch Fy integrierbar, so gilt

1 Lo(a; Xq,...,X,) Py—ts. / fa
b [1 ] de = —K(Fy, F,
n 8T Xa, o, Xn) o8, [0 (Fo. Fo)

K(Fy, F,) heifit Kullback-Information von Fy beziglich F,.
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Lemma 3.3. Es gilt:

K<F197Fa)20
K(Fg,Fa):0<:>F§:Fa

Im Full, daf$ X1 eine diskrete Verteilung besitzt, gilt

pm(O‘>
K(Fz% Fa) = _;[bg pm(ﬁ)}pm(Q%

Beweis: (nur fiir den Dichtefall)
Die Funktion h(x) =zlogx+1—x ist fiir x > 0 und x # 1 positiv und nur fir z = 1
gleich Null. Folglich gilt:

Ja o Ja Jfa
Jap, —+1——) dr >0
[ (G 1-7)h
und K (Fy, F,) = 0 impliziert f, = fy.

Also gilt fiir a # 9 die Beziehung —K (Fy, F,) < 0 und somit

Ly(a; Xy,..., X)) py—ts.
L,(V; Xq,...,X,)

log —oo fiirn — oo,

mit anderen Worten, fiir a # ¢ gilt

Lo(a; Xq,...,X,) Py—tfs.
L,(0; X1,...,X,)

0 firn — oo.

Andererseits ist offensichtlich der Quotient fiir a = ¥ gleich Eins. g

Lemma 3.3 ist noch einmal ein Argument fiir die Verniinftigkeit des Maximum-Likelihood-
Schétzers: L, (a; Xy, ..., X,) wird fiir o fernab von ¢ vergleichsweise zu L, (9; X1, ..., X,)
klein sein (mit wachsendem n konvergiert der Quotient ja gegen Null), fiir o in der Néhe
von ¢ auf Grund der Stetigkeit von & — L, (a; Xy, ..., X,) nahe Eins. Verwendet man

U (X1, Xo, ..., X,,) als Schitzer fiir ¥, so wird man also erwarten konnen, dafl dieser

Schétzer in der Nahe von ¥ liegt.

Eigenschaften der Maximum-Likelihood-Schitzer:

Wir geben hier zwei wichtige Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schétzern fiir den
Fall von Stichproben an, die aus unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgroflen bestehen.

Fiir die keineswegs einfachen Beweise sei auf die Literatur verwiesen.
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a) KONSISTENZ:

Im allgemeinen ist der Maximum-Likelihood-Schétzer nicht erwartungstreu, das heifit,
es gilt i.a. nicht IEy (ﬁn(Xl, Xo, ... ,Xn)) = 4. Die folgende Eigenschaft der Konsistenz
besagt aber, dal man fiir grofle Stichprobenumfénge den Schétzer ¥, mit grofler Wahr-
scheinlichkeit in der N#he von ¢ finden wird. (Wir beschridnken uns mit der Formulierung
auf den Fall, daB IP)* eine Dichte fy(z) hat.)

e sci O eine kompakte Teilmenge von R"

es gelte {x € R : f,(z) > 0} unabhéngig von a € O

wenn « # v, so F,, # Fy (Identifizierbarkeit des Modells bei ¥ )

fur alle z € IR sei @« — f,(z) stetig

es existiere eine IPy-integrierbare Zufallsgrofie H mit
sup | log f(a, X1)| < H(w) IPy-fs.

Aussage 3.1. Unter den genannten Bedingungen ist jeder Maximum-Likelihood Schdtzer

Y,, konsistent im Sinne von

Py ([0 —D]>€) —0 VYe>0 V€O

Beweis:

s. Dacunha-Castelle, Duflo II, S. 126 f.

ASYMPTOTISCHE NORMALITAT:

Wir stellen weiter einige Voraussetzungen an unser statistisches Modell.

Definition 3.4. Es sei (2,47, 2, X) ein statistisches Modell mit &2 = (IPy, 0¥ €
0), © C IR* und es sei ¥ € O.

Dann heifit (2, .o/, 2, X) requlir bei ¥, falls © eine Umgebung von ¢ ist, und falls
L,(-; X(w)) wie folgt gewéhlt werden kann:

H1) In einer Umgebung V' von 9 mit V' C O ist die Funktion « — L, (a ; x) fiir jedes

xr zweimal stetig differenzierbar.

H2) grad log L, (J; X(-)) ist ein zentrierter Zufallsvektor mit endlichen zweiten Mo-

menten beziiglich IPy.
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AuBerdem gilt

sy (a?sz

log L X) -~ log L, (9 X))
J

82
=IEy|=———1logL,(¥; X
=: [7(1"’]')(19)
Die k x k -Matrix I,(9) := (I{(9)),._,
¥ auf der Basis von X = (X1, Xo, ..., X,).

H3) [,(9) ist invertierbar.

. heiBt Fisher-Informationsmatriz fir

Wir kehren zum ML-Schétzer zuriick, betrachten aber nur den Fall, dal X; unter jedem
IPy eine Dichte fy besitzt.

(95 X) =log L,(V; X) = ilogfﬁ(Xm)
m=1

Wir setzen
. 0 " a?gfﬁ(Xm>
Yii= ] (9) = LA und
"= gm0 — fo(Xm)
Yo = (Y,))iz1, 5 = grad [,,(v)

Die Vektoren
%f 19(Xm)
< fo(Xm) >i:1 ..... k
bilden fiir m > 1 beziiglich IPy unabhéngige, identisch verteilte zentrierte Zufallsvektoren
mit der Kovarianzmatrix I; () (Beachte H3).
Nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir zuféillige Vektoren gilt:
1
NG
(Dacunha-Castelle, Duflo I, Seite 225).

Y, () 2 A0, 1(9))

Diese Eigenschaft fithrt nach einer Reihe weiterer Rechnungen auf die folgende

Aussage 3.2. Fs sei (0, o7, 7, X) ein an der Stelle ¥ € © requlires statistisches Modell.
Die Verteilung TP habe beziiglich eines dominierenden Mafes p die Dichte fg(x),

x € E, ¥ € O©. Es sei weiterhin (X1, Xs, ..., X,,) eine klassische mathematische Stichprobe
aus einer nach IPf;l verteilten Grundgesamtheit (d.h., X1, Xs, ..., X, seien unabhdingige,

tdentisch nach ]Pg(1 verteilte Zufallsvariablen). Weiterhin gelte
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H4) Es existiert eine Umgebung V von 9, V C O, und eine IPffl—z'ntegrierbare Funktion
H auf R* mit

0 0
— <H =1
90, 07, og folx)| < H(z) de€V, 4,j=1,....n

Bezeichnet ’lg‘n(Xl,Xz, ... X,) einen Mazimum-Likelihood-Schdtzer fir ¥, so gelte
B, 22 9 (Konsistenz).
Dann haben wir:

d(Py

Vi, —9) 25 A0, 171(9)) und
[(9)/r(d, — ) — % erad I, (1) 2 0.

Zum Beweis dieser Aussage sei ebenfalls auf Dacunha-Castelle, Duflo II, S. 127, verwiesen.

Beispiele 3.1. a) Normalverteilung
Es seien X7,..., X, unabhingige, identisch A (u, 0?)-verteilte Zufallsvariablen. Es sei
¥ = (u,0%)" € R x(0,00) =: ©
Folglich erhalten wir

1 2 1(z—p)®

log fo(x) = —5108?(2”0 ) — R
T —p

_ o?

grad log fo(z) = 1 . (@ —p)? |
202 204
s
(X1, X X)) = m=
KXo Xl =1 " & (X 2
202 2 — ot

[, = 0 licfert also die Losung 0, (X1, ..., X,) = (fin, 02)7, wobei
1 _
(X Xg X)) =-S5 X, = X,
fin (X1, Xy )= >
62(X1, Xa, ..., X,) =

Dieses Modell ist reguldr im oben genannten Sinne.
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b) Verschobene Exponentialverteilung

Es seien X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte

fo(x) = 1g ooy (@) Aexp{=A(z = §)}, = €R.

Es sei ¥ = (£, )T € R x(0,00) =: ©
(Skizzieren Sie die Dichte!)
Die Dichte fy(x) ist bei festem x nicht beziiglich ¢ differenzierbar. Bei festem z ist fy(x)

fﬁrézxund/\:x%

z maximal. Folglich erhalten wir

m=1

und somit @R(Xl, o Xy,) = arg max = L,(V; Xq,...,X,)
S

min {X1,..., X, }
_ -1,
(Xn —min{Xl,...,Xn}>

also

. _ -1
& =min{Xy,..., X} und )\n:<Xn—min{X1,...,Xn}> .

Der Schiitzer 9, ist in diesem Fall konsistent aber nicht asymptotisch normalverteilt.

Die Regularitéitsvoraussetzung H2) ist verletzt.

Ein einfacher Fall stochastischer Prozesse

1 AUTOREGRESSIVES SCHEMA ERSTER ORDNUNG:
Es sei (e,, n > 1) eine Folge reellwertiger, unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofien,

Xo = x¢ und zg, a seien reelle Zahlen. Wir definieren
X, =aX, 1+ ¢€,, n > 1.

Die Folge (X,, n > 1) hei3t autoregressive Folge erster Ordnung oder AR(1)-Folge.
€1 habe die Dichte f, die iiberall auf IR positiv sei.
Dann besitzt auch die Stichprobe X := (X3, X5..., X,,) eine Dichte

[y, o, ) = H f(@m — axpm_1) = Ly(a; 21,29, .., xp)
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und es gilt

ln(Oé, L1, Lo, ... 7an> = Z log f('xm _ 0637m71), ln — _ Z wmflf(xm - OC.Z’m—l).
m=1 m —

Die ML-Gleichung lautet:

Z m lf _a XnXm—l) _ O

m—l)

Im Spezialfall ¢, ~ N(0,1) gilt
n 2 n
o)
In(a; X1, Xo,..., X)) =« E X, X, 1 — ?E : X2
_1 =0 setzt,

und indem man Z X X1 — @ Z

bekommt man einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir «:

o Z:’l:l Xme_l
D DD A

Oy — 0 = > met X1 (X — aXi1) — 2=t Xm—lem,
Zm:l X72n—1 Zm:l X2 —

Man beachte, dafl

(Z Xm_16m> ein Martingal ist und <Z anﬂ) seine bedingte Varianz darstellt:
f— n>1 n>1

m=1
VaT@n (Z Xm—lem) = ]Eﬂ ((Z )(m—lem)2 pn—l) = Z X2 _
m=1 m=1 m=1

(pn =o0(X1, Xo, ..., Xp) =0(er, €9, .. ,€6,), n> 1)

Fiir die Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften von (&, n > 1) fir n — oo

bietet sich also die Martingaltheorie an.
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Kapitel 4
Allgemeine Likelihoodtheorie

Es sei (Q, 97, Z, X) ein statistisches Modell mit dem Stichprobenraum (F, &). Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Stichprobe X unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl 1P, ist ge-
geben durch

Py (B) :=Py(X € B), Bcé&.

Im Fall, daff man stochastische Prozesse studiert, ist der Stichprobenraum F in der Regel
ein Funktionenraum, z.B. der Raum (C([O, T]) aller stetigen Funktionen auf dem Beobach-
tungsintervall [0, 7.

In diesem allgemeinen Fall gibt es keine ausgezeichnete ,,gleichméflige Verteilung* wie das
Lebesguemal im IR", beziiglich der man Dichten f;*(z) bilden kann. Einen Ausweg bie-
tet das Theorem von Radon-Nikodym aus der Maftheorie, das in bestimmten Féllen die

Existenz von Funktionen sichert, die die Rolle von Dichten im klassischen Fall {ibernehmen.

4.1 Das Theorem von Radon-Nikodym

Wir beginnen mit einem fundamentalen Satz iiber die Darstellung eines Mafles p als Inte-

gral iiber eine Funktion f beziiglich eines anderen Mafles v, dem Satz von Radon-Nikodym.

Definition 4.1. Es seien p und v zwei o-finite Mafie auf einem meBbaren Raum (F,.%).
Man sagt, p sei absolutstetig beziiglich v, falls fiir jedes A € F mit v(A) = 0 auch pu(A) =0
gilt.

Symbolisch schreibt man dafiir p < v. Offenbar folgt aus p < v und v < A auch g < A
(Transitivitat). Gilt sowohl p < v als auch v < p, so heiflen p und v dquivalent, im

Zeichen: = v.

29
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Beispiel 4.1. Es sei (F,.#) ein mefibarer Raum. Ist f eine .#-mefibare reellwertige, nicht-

negative Funktion auf F', so wird durch

= / flx)v(dx), AeZF
A
ein o-finites Maf3 p auf .# definiert mit p < v.

Aussage 4.1 (Satz von Radon-Nikodym). Es seien p und v zwei o-finite Mafle auf
(F,.7). Ist p < v, d.h., folgt fiir alle A € F mit v(A) = 0 auch u(A) = 0, so existiert
eine nichtnegative Funktion f auf F' mit folgenden Eigenschaften:

1. f ist F -mefbar,
= [, flx)v(dz) VAe Z.

Die Funktion f ist v-f.ii. eindeutig bestimmt, d.h., fir jede #-mefbare Funktion g mit
Jofdv=[,gdv, VAe F, qitf=g v-fi.

Beweis:
Siehe Bauer, H. (1992) Maf- und Integrationstheorie, de Gruyter-Verlag, Kapitel 17. [

Die Funktion f aus dem Satz von Radon-Nikodym heit Radon-Nikodym-Ableitung von

d
1 nach v und wird mit d_,u bezeichnet. Damit kann man die Eigenschaft 2. in der Aussage
v

4.1 schreiben als:

M(A):/A%(a:) v(dr), Ae 7. (4.1)

Eigenschaften der Radon-Nikodym-Ableitung

Es gilt (z ist hier stets Element aus F)

d
Falls p < v, so gilt d—'u(:z;) >0 p-fi. (4.2)
v

) du B du dv .
Falls p < v und v < A, so haben wir ﬁ(x) = E(w) : ﬁ(x) M-t (4.3)

-1
Gilt v = pu, so ist Z—:(:p) (Z'Ilj( )) p- und v-f.i. (4.4)
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Beweis:
du du
1.,u<{x:—(x):0}):/ —dv =0
dv {% =0} dv
dv
2.

d
Wegen v(A) = / d—i(m))\(d:c), A € .7, gilt fiir jede nichtnegative
A

dv

Funktion g : /g(m)u(dx):/Fg(x)ﬁ(x))\(dx).

F

(Man iiberlege sich die Gleichung fiir Indikatorfunktionen, fiir Linearkombinationen
von Indikatorfunktionen und approximiere die erwdhnten g durch monotone Folgen

solcher Linearkombinationen. Danach wende man den Satz iiber monotone Konver-

genz an.)

Speziell fiir g = %1,4 gilt: p(A) = /A%(at)y(dm) = /A %(:p)%(m)/\(dx)

Die Behauptung folgt auf Grund der \-fast sicheren Eindeutigkeit der Radon-Nikodym-

Ableitung.
dv d

3. folgt aus 2. mit A = p : Wy p- und v -f.i. g
dp  dv
Bemerkung:

Wir nennen die Vorgehensweise im Punkt 2. die ,, Approximationsmethode* und werden

sie spater noch mehrfach verwenden.

Zum Begriff ,, Absolutstetigkeit von Maflen und Funktionen*

Aussage 4.2. Es gilt folgende Aquivalenz fiir je zwei endliche Mafe p und v auf einem
mefbaren Raum (2, .o7):

pu<Lv, dh v(A)=0= u(A)=0 VAec &
15t dquivalent mit
Ve>0:30>0:VA mit u(A) <d folgt n(A) <e.

Bewezs:
Hinlénglichkeit der Bedingung: Gilt v(A) = 0, so ist v(A) < § fiir alle § > 0, also auch
p(A) < e fiir alle e > 0, somit gilt (A) = 0.
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Notwendigkeit: Angenommen, die Bedingung gilt nicht. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine
Folge A,, € & mit v(A,) < 27" und p(A,) > e. Wir setzen A = limsup,,_,., A,. Dann gilt

v(A) = 0 (Borel-Cantelli). Andererseits ist pu(A4,) = / 14, dpund
Q

w(A) = / limsup 14, dp > lim sup/ 14, dp > ¢ (Fatousches Lemma)
QO n—oo n—00 Q
Widerspruch zur Annahme. O

Definition 4.2. Eine Verteilungsfunktion F' auf IR heifit absolutstetig beziiglich dem Le-
besquemaf A auf IR, falls das von ihr erzeugte Wahrscheinlichkeitsmafl TP absolutstetig
beziiglich dem Lebesguemaf§ \ ist.

In diesem Fall gibt es auf Grund des Radon-Nikodym-Theorems eine Borelmefibare Funk-

tion f mit
Pr(A) = / fd\, A€ B, insbesondere gilt F(z)= / f(s)ds, xzelR.
A (—o0,z]

Nicht jede stetige Funktion F' ist absolutstetig (z.B. die Cantorsche Funktion).
Eine Verteilungsfunktion F' ist absolutstetig genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0

existiert, so daf fiir jede endliche Menge {[ax, Ok], K = 1,2, ..., m} paarweise disjunkter
Teilintervalle mit » ;" | (8 — o) < § die Ungleichung > ", F(5k) — F(ou) < € gilt.

Ist F' absolutstetig, so ist F' Lebesgue-fast iiberall differenzierbar, und es gilt

% = flz)  A-fii,

d.h. die Ableitung von F ist A -f.ii. gleich der Radon-Nikodym-Ableitung von P nach A.

Auflerdem gilt somit fiir jede absolutstetige Verteilungsfunktion F

IF dF
F(z) = / ——ds, d.h. F hat eine Dichte f(s) =
(—o0,z]

ds ds’
Literatur: Natanson, I.P., Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen, Akademie-

Verlag Berlin, 1961

Beispiel 4.2. Es seien F' und G zwei absolutstetige Verteilungsfunktionen auf IR mit den
Dichten f bzw. g beziiglich dem Lebesguemafl A. Es bezeichnen [Pr und P4 die durch F
bzw. G erzeugten Wahrscheinlichkeitsmafle auf 4, d.h. es gilt

Pr((a,b]) = F(b) — F(a) / f(s)ds und

Pe ((a,b]) = G(b) — Gla) = / o(s) ds

fiir alle a,b mit a < b. Dann haben wir die
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Aussage 4.3. a) IPp(B) =0 <= A({f > 0} N B) =0 (fiir alle Borelmengen B aus R).
Analoges gilt fiir Pg und g anstelle von IPr und f.

b) Pr <P <= {r R | f(z) >0} /\-éd‘ {z € R | g(x) > 0} im Sinne von
A{f >0} \{g>0}) =o0. (4.5)

c) In diesem Fall ist

dIPp
dPg

(x) = % fiir Pg -fast alle x € R.. (4.6)

Bewezs:

a) Es gilt
]PF(B):0<:>/f(s)ds:0<:> f(s)ds =0 <= X(BN{f>0}) =0.

Bn{f>0}

b) Es gelte IPp < IPg. Dann gilt IP¢({g = 0}) = 0 und folglich IPx({g = 0}) = 0, somit
haben wir mit a)

AM{g=0n{f>0}) =0, dh A({f>0}\{g>0}) =0

Gilt dagegen (4.5) und ist IP¢(B) = 0, so haben wir (siche a)) A(BN{g > 0}) = 0 und

somit wegen

(f>0}NB= ({f>0}m{g>0}ﬂB>U({f>0}ﬂ{g:0}ﬂB>
auch

AM{f>01nB) <A({g>0}nB)+A({f>0}\{g>0})=0.
Das bedeutet IPp(B) = 0.

¢) Weiterhin gilt (mit 3 := 0)

= = = f<s) S)as. (wegen -t
IPF<B>—/deA—/Bm{bo}fdA—/Bm{M} Ly ds. (wegen £ > 0} € {g > 0} ML)

Bekanntlich gilt fiir alle nichtnegativen Borelmef3baren Funktionen h:

/IR h(z) Pe(dr) = / h(z)g(z) dz

R
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Folglich ist

_ ) oy [ FE

Pr(s) = [ G el = [ S petds)
d]PF . (S) B

d.h. d]PG(s) o) Pi -f.s. bzw. A-f.ii. auf {g > 0}.

Beispiel 4.3. Es sei P eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf E = {e1, ea, ..., €, . ..

mit
P({ee}) =pe >0, > pe=1, &=gp(E).

Es sei weiterhin () ein o-finites Mafl auf &. Dann kann man die Absolutstetigkeit an Hand

der Einzelwahrscheinlichkeiten priifen:
Aussage 4.4. Es gilt
CL) IP<<Q<:>{6k :pk>0}§{ek : qk>0}

b) —(ek) Dr fir alle k mit g > 0.
Ak

Fur er mit g = 0 kann 2 (e},) beliebig gewdhlt werden.
aQ

Beweis:
Es gilt

P({e}) = _Qk, P(B) = B BCE.

Damit ist P < @  (Q(B) = 0 impliziert B = }) und es gilt

dIP
d—Q(ek) =pr, k=>1
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4.2 Likelihood-Funktionen fiir dominierte statistische

Réaume
Es sei (2,97, Z) mit & = {IPy : J € O} ein statistischer Raum.

Definition 4.3. Gilt fiir ein o-finites Mafl p auf (€2, .27) die Bezichung Py < pu fiir alle
¥ € 0, so heift die Familie & durch das Maf$ p dominiert und p ein dominierendes Mafs
fiir 2.

Bemerkung:

Auf der reellen Achse IR oder im IR" ist hdufig das Lebesguemafl ein dominierendes
Maf fiir eine gegebene Familie &2 = {IPy : ¥ € ©} von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, z.B. fiir die Familie aller eindimensionalen Normalverteilungen N (u, %) mit ¢ =
(1, 02)T € R x(0,00) =: O. Jede Familie Py, ¢ € © diskreter Verteilungen auf einer
hochstens abzdahlbar unendlichen Menge {a1, as, ..., ay, ...} ist dominiert durch das soge-
nannte ,, Zahlmafl“, definiert durch u({a,,}) = 1.

Aussage 4.5. Ist i ein dominierendes Maf fiir &2, so gibt es ein zu p dquivalentes Wahr-

scheinlichkeitsmaf 1y, das &2 ebenfalls dominiert.

Bewezs:
Da p o-finit ist, gibt es namlich eine Zerlegung von €2 in mefbare Mengen 7, k > 1, mit
w(Zy) € (0,00). Wir setzen

[e.9]

_ AﬂZk
MO(A):;Q k% Aecd.

U
Es sei (§2, o7, &) ein statistisches Experiment, dominiert durch ein o-finites Mafl p. Fiir
jedes 1 € O definieren wir durch

dIPy

LW; o) = 0

eine Zufallsgroe auf (€2, o). Sie ist

1. mefBbar beziiglich .7 und

2. es gilt IPy(A) = / L(V; o) (w)p(dw) fiir alle A € o7
A
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Definition 4.4. Als Funktion von 9 heifit ¥ — L(¥; o/)(w) die Likelihoodfunktion der
Familie &2 beziiglich p oder einfach von & beziiglich pu.

Beispiel 4.4. Im Fall der Familie der Normalverteilungen N (i, 0?), (1 € R, 0% > 0) auf
IR erhélt man fiir ¢ = (u, 02)T

LY B)(w) = L")z} welR

1
V2mo? P {_ 202

fiir das dominierende Lebesguemafl .

Beispiel 4.5. Ist  eine abzdhlbare Menge, Q@ = {w; : £ > 1} und {IPy : J € ©} ei-
ne durch die Einzelwahrscheinlichkeiten pg() = Py ({ws}) definierte Wahrscheinlich-

keitsverteilung auf (€2, p(£2)), so ist wie bereits erwiahnt, das Zihlmafl p, definiert durch
p({wr}) =1, ein die Familie & = {IPy : ¥ € O} dominierendes Ma8. Es gilt

L @) ) = 20— o), k21

4.3 Stochastische Likelihoodfunktionen

Definition 4.5. Es sei (2, o7, &) ein statistischer Raum mit &2 = (IPy, ¢ € O) und es
sei S eine Teil-o-Algebra von of. Es gelte Py ’ L < p fiir ein o-finites Mafl o auf 2.

9 ‘ _» bezeichnet die Einschréinkung von IPy auf die Teil-o-Algebra 5 von &/.)

Dann heifit
d1Py |
L(Y: = H
(0: #)(@) 1= = (@)

die stochastische Likelihoodfunktion von & beziglich p und €.
Ist 7 = &/, so handelt es sich um die in Abschnitt 4.2 definierte Likelihoodfunktion von
& beziiglich p.

Nach Definition ist ¥ — L(9; %) eine Funktion, deren Werte Zufallsgrofen iiber (2, <)

sind, mit folgenden zwei Eigenschaften:
1. Fir jedes ¥ € © ist L(J; ) ist eine J-mefbare Zufallsgrofle,
2. [y L0 )du=1Py(H) VH e A, V)ecO

Die Eigenschaften 1. und 2. bestimmen L(¥; J#) eindeutig in dem Sinne, daf§ fiir je-
de #-meBbare Funktion L,(¥; ) auf 2 mit der Eigenschaft 2, L(v, -) = Li(9, -) p-
f.i., fir alle ¥ € © gilt.
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Aussage 4.6. Ist ' eine weitere o-Algebra mit # C ' C o, und ist (IPy |t%ﬂ,, Y€ 0)
dominiert durch ein Wahrscheinlichkeitsmafs 1P auf F', so ist (natiirlich) auch
Py |, , ¥ € ©) dominiert durch P, und es gilt

L(W; ) =Ep (L(W; H")|H). (4.7)
Beweis:

Nach Definition ist L(¢; ) eine s#-meBbare Funktion mit
/HL(ﬁ; H)dIP =Py(H), HeHN, veO,

und da 7 C ' gilt, ist auch
Py (H) /HL(ﬁ; A dP, He s, dee.

Somit gilt
/HLw; )P = /HL(ﬁ; )P, He #,9co.

Daraus ergibt sich die Behauptung auf Grund der Definition der bedingten Erwartung. [

Folgerung 4.6 (Martingaleigenschaft der Likelihoodfunktion). Ist (7, n > 1) eine wach-
sende Folge von Teil-o-Algebren von 7, d.h. gilt 74 C 6 C ... C 7, C o/, (n>1),
so ist fiir jedes ¥ € © die Folge (L(z?; ), ‘%L)nx ein nichtnegatives Martingal beziiglich
P. )

Auf Grund des Martingalkonvergenzsatzes (siehe z.B. Shiryaev) folgt: Der Grenzwert
lim L,(w) =: Lo, existiert IP-fast sicher und es gilt IEp (L) < lim,_ Ep(L,) = 1.

n—oo

(Fatou), Lo ist 6 := /.~ 7, meBbar. Hier wurde L,, = L(J; J,) gesetzt.

Frage: Sind die Wahrscheinlichkeitsmafle Py ‘ ”

Dieser Frage werden wir spiter (im Abschnitt 4.7) nachgehen.

auch absolutstetig beziiglich IP | !

4.4 Deterministische Likelihoodfunktionen

Im allgemeinen beobachtet man nicht den Ausgang w des zufilligen Experiments (9, o7, &)
als Ganzes, sondern nur Teile davon, z.B. Temperaturmessungen oder Aktienkurse, zu dis-

kreter Zeit (d.h. téglich, wochentlich, monatlich), im Gegensatz zu kontinuierlicher, also
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zeitstetiger Beobachtung.

Dieser Sachverhalt wird durch eine Stichprobe X (w) modelliert: man beobachtet X (w)
anstelle von w.

Folglich hat man nach der Ausfithrung des Experimentes auch nicht die volle Information,
welche der Ereignisse A € &7 eingetreten sind und welche nicht, sondern man weify es nur
von Ereignissen der Form {X € B} = X~!(B) mit B € &. Da man X beobachtet, kann
man entscheiden, ob der beobachtete Wert zu B gehort, d.h., ob {X € B} eingetreten ist.
Die relevante o-Algebra von Ereignissen ist &% := X1(&) C «.

Wir kénnen also auf der Grundlage unserer beobachteten Stichprobe X i.a. die Likelihood-
funktion L(¥; o/)(w) nicht bestimmen. Der Ausweg liegt in der Einfithrung der Like-
lihoodfunktion L(¥; @X). Da L(¥; &%) eine &/~ -mefibare Zufallsgrofe ist, mufl es fiir
jedes ¥ € © eine mefibare Funktion WUy von (E, &) in (R, %) geben mit

LW; %) (w) = Vy(X(w)), Py-Ls.

(Siehe z.B. Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafltheorie)
Diese Funktion Wy(x) werden wir hier im Folgenden berechnen.

Vorbereitungen:

a) DIE VON X ERZEUGTE 0-ALGEBRA &/~
Es seien (€2, o7) und (E, &) meBbare Réume und X eine mefibare Abbildung von (§2, &)
in (E,&), es gelte also &% := X71(&) C .
Das Mengensystem .&/% = X~1(&) ist eine o-Algebra von Teilmengen von 2, und zwar
die kleinste o-Algebra ¢, beziiglich der X (- &) -mefbar ist. Sie heifit die von X in
Q erzeugte o-Algebra und wird auch mit o(X) bezeichnet.
Die Elemente von &% sind genau die Urbilder X }(B) = {w € Q | X(w) € B}, Be€

&, mit anderen Worten,
Acgd¥ < 3IBec&: A=X(B). (4.8)
b) DIE VON X ERZEUGTE FAMILIE £X

Es sei v ein o-finites Maf auf @/*. Dann ist durch v*(B) := v(A) mit A := X }(B) €
/X ein o-finites MaBl vX auf & definiert.

Es seien nun (€,.e/, &, X) ein statistisches Modell mit dem Stichprobenraum (E, &)



4.4. DETERMINISTISCHE LIKELIHOODFUNKTIONEN 39

und v ein o-finites Mafl auf .o7. Wir setzen e@’%x = (IPy !W,X : ¥ € ©) und
PX .= (IP¥ : ¥ € ©). Hierbei bezeichnet Q|MX fir jedes Mal @ auf o/ die Ein-

schrinkung von ) auf «7X.

Lemma 4.7. Genau dann dominiert v die Familie QZ‘%X, wenn vX die Familie 2%

%X
dominiert.
Beweis:
Es sei A € &% und B € & derart, da A = X~(B) gilt. Angenommen, v|_, dominiert

P|,,x und es sei v¥(B) = 0.
Dann folgt

v(A) =v(XY(B)) = v¥(B) =0, folglich IPy(A) = 0 fiir alle ¥ € ©.

Somit gilt IP) (B) = 0, ¥ € ©. Also dominiert v die Familie 22X. Die Umkehrung zeigt

man analog. U

Nehmen wir an, dafl vX die Familie £2% dominiert, so haben wir insbesondere die Li-
kelihoodfunktion

dIPy
dvX
von X beziiglich vX. Sie ist nach Definition &-mefibar. Da die Elemente z € E als

konkrete Stichproben angesehen werden, die nichtzufillig sind, bezeichnen wir LX (¢ ; )

LX(9; ) =

(), z€FE, 9€0O

als deterministische Likelihoodfunktion von 22X beziiglich v . Setzt man in L* (9 ; x) an die
Stelle = die mathematische Stichprobe X ein, so erhilt man eine Zufallsgrofe LX (19 ;0 X (w)),
fiir die folgende Aussage gilt:

Aussage 4.7. Es qilt fiir jedes ¢ € ©
L(Y; &%) (w)=L"(¥; X(w)), fir v- fast alle w. (4.9)

Beweis:
Nach Definition ist fiir jedes B € &

v¥(B) :==v (X' (B)), also /QlB (X (w))v(dw) = / 15(z)v™ (dx).

E

Damit gilt fiir alle &-mefbaren nichtnegativen Funktionen g (Beweis mit der Approxima-

tionsmethode aus Kapitel 4.1),

/QQ(X(CU))V(dw) Z/g(x)l/x(dx) (Substitutionsformel).

E
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Wir setzen g(x) := LX(J; x)15(x) und erhalten fiir jedes B € & die Gleichung

/X_1(3> L0, X (@))v(dw) = /BLX@?; z)v* (dr) = Py (B) =Py (X' (B)).

Da &% = {X~Y(B)| B € &} gilt, ist die Aussage 4.7 bewiesen. Dabei haben wir benutzt,
daB w — L*(¢¥; X(w)) &/~ -meBbar ist. O
Folgerung 4.8. Ist Y eine ZufallsgroBe iiber (£2,.47) mit Werten in (F,.#), und ist ¥ =
VU (X) fiir eine meBbare Abbildung ¥ von (E,&) in (F,.%), so gilt &Y C &% (wegen
o7 =Y (F) = X (U(F)) € XUE) = %)

Folglich gilt (siche Aussage 4.6):

L(W; &%) =Ep(L(W; &) | &), oder anders ausgedriickt,
LY(0;Y(w)=Ep(L¥W; X)|Y)(w) P-fs. (4.10)

Diese sehr allgemeinen Folgerungen aus dem Satz von Radon-Nikodym bilden den allge-
meinen Rahmen fiir die Likelihoodtheorie stochastischer Prozesse mit diskreter oder auch

mit stetiger Zeit.

4.5 Ausflug in die Welt der Stochastischen Prozesse

Unser statistisches Modell umfaft insbesondere auch Fille, bei denen die Stichprobe X aus
Trajektorien zeitstetiger stochastischer Prozesse besteht. Der Stichprobenraum FE' ist also
ein Funktionenraum. Die Wahl einer geeigneten o-Algebra & von Teilmengen von F erfolgt
in Analogie des Falles £ = IR". Wir erinnern uns daran, dafl 4" die kleinste o-Algebra ist,
die alle Rechtecke By x ... x B, mit B, € %, k =1,...,n, enthélt. Die Rechtecke werden
im Funktionenraum durch die sogenannten Zylindermengen ersetzt. Doch zunéchst einige

Vorbereitungen.

Es seien (Q, ., 1P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X := (X (¢), t € [0,T7]) ein reellwer-
tiger stochastischer ProzeB iiber (0, o7, IP). Fiir IP-fast alle w € Q seien die Trajektorien
t — X (t, w) von X an jeder Stelle ¢t € [0, T) rechtsstetig und fiir jedes ¢t € (0, 7] existiere
der Grenzwert von links und sei endlich. (Praktisch alle gegenwértig in Anwendungen und
in der Theorie vorkommenden stochastischen Prozesse haben diese Eigenschaft.)

Der Vektorraum E7 := D([0,T7) aller reellwertigen Funktionen z = (z,, s < T) mit den
genannten Eigenschaften (cadlag = continues a droite, limites a gauche) ist metrisierbar
mit einer Metrik d zu einem vollstdndigen metrischen Raum (Er,d). Mit &7 bezeichnen

wir die o-Algebra der Borelmengen von (Er,d).
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Aussage 4.8. & ist identisch mit der kleinsten o-Algebra o(xs, s € [0,T)), beziiglich der
alle Abbildungen x — x5, x© € Ep, s € [0,T], Borelmefbar sind.

Beweis: (Siehe Billigsley, Convergence of Probability Measures)

Fiir die komplizierte und nicht unmittelbar zugéingliche o-Algebra & gibt es ein Erzeu-
gendensystem Z, das aus speziellen Teilmengen von Ep, den sogenannten Zylindermengen,
besteht.

Definition 4.9. Eine Teilmenge Z von E7r heifit eine Zylindermenge, falls es ein m > 1,
Zeitpunkte tg, t1,...,t, mit 0 =ty <t < ... <t, =T und ein B € ™! gibt, mit

Z:{x: ($5> eETl(mtoaxtm“'?xtm) € B}

Mitunter werden wir auch die Notation Z = Z; 4, .p verwenden; mit Z werde die

,,,,, tm

Menge aller Zylindermengen aus Fr bezeichnet.
Lemma 4.10. Z ist eine Semialgebra von Teilmengen aus Er.

Beweis: Ubungsaufgabe

Wegen der Aussage 4.8 gilt {zs € B} € & fur alle B € % und s € [0,7T]. Daraus er-
gibt sich (ohne Beweis) Z C & und somit auch o(Z) C &r. (Mit o(Z) bezeichnen wir
die kleinste o-Algebra von Teilmengen von E7r, in der Z enthalten ist.) Mittels der obigen
Aussage 4.8 erhalten wir 0(2) = &r.

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung IP* von X auf & zu bestimmen, geniigt es, sie auf
Z anzugeben, da jede o-additive o-finite Mengenfunktion ) auf Z auf eindeutige Weise

von Z auf o(Z) fortgesetzt werden kann.
Fir Z € Z gilt offenbar

PX(Z):=P(X € 2) =P((X(to),..., X(tm)) € B),
wobel Z von der Gestalt

7 ={x = (x,)|(v4,...,7,,) € B} fiir ein B € ™!

sel.
Wir sehen also, daf die Verteilung IP* von X auf & eindeutig bestimmt ist durch die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aller moglichen endlichdimensionalen Vektoren (X (to), ..., X (tm))

mit {to,t1,...,tm} € [0,7], wobei 0.B.d.A. tg = 0 und ¢,, = T gesetzt werden und
0<t <...<t, gefordert werden kann.
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Definition 4.11. Fiir jede Auswahl .7, := {to,t1,...,tm} C [0,7] mit den eben angege-

benen Eigenschaften, ist durch
® (B) :=P((X(ty),...,X(tm)) € B), Be A"

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ® 7 auf ™! definiert, die zu .7, gehérende sogenannte

endlichdimensionale Verteilung von X.

Die endlichdimensionalen Verteilungen stochastischer Prozesse lassen sich in vielen Fallen

explizit bestimmen.
Beispiel 4.6. Poissonscher Prozess (N(t), t > 0) mit Intensitétsparameter ¢ > 0.

Definition 4.12. Ein stochastischer Prozess N = (N (t), t > O) auf einem Grundraum
(Q, .7, IP) heifit Poissonscher Prozess mit Intensititsparameter 9 > 0, falls gilt:

1. N(0)=0 IP-fs.,
2. fiir 0=ty <ty <...<ty="Tsind (N(tx) — N(ts-1)), k = 1,2,..., m unabhéngig,
3. fiir 0 < s < tist N(t) — N(s) Poissonverteilt zum Parameter J(t — s),

4. Jede Funktion t — N(t,w) ist stiickweise konstant, ihre Sprungpunkte Ty, k > 1,

héufen sich nicht im Endlichen und es gilt
N(Ty) = N(T, +0) = N(T, — 0) + 1.

(Aus 1. - 3. folgt bereits, dafi es eine Version von N gibt, die die Eigenschaft 4.

besitzt. )
Essei0 =1ty <ty <ty <...<t,=7T.Dann ist CDnN;;f’t%"tn eine diskrete Verteilung auf

N" mit N ={0,1,2,...} und ihre Einzelwahrscheinlichkeiten sind

O ot (01012, in) ) = P (N (0) = i1, N () = i)

_ (ﬁt1>“ 67}\t1 (ﬁ(t2 - t1>>i2_il 67}\(t27t1) . (19(tn - tn_1)>in_in—1 e*)\(tn*tn—l)
07! (19 — 17)! (I — in—1)!
=9 "y ((iy, ..., ip)) (4.11)

mit

V((il, o 7?%)) _ H ((ty — tk_l))ik:—’ik—l |

(i — tg—1)!
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Beispiel 4.7. Wienerprozess (W (t), ¢t > 0) mit Drift g und Diffusion % > 0.

Definition 4.13. Ein stochastischer Prozess W = (W (t), t > 0) auf einem Grundraum

(2, Z,1P) heifit Wienerprozess mit den Parametern p, o, wenn gilt:
1. W(0)=0 IpP-fs,
2. fir0=ty<t1 <...<t, ="Tsind (W(tk) — W(tk_l)), k=1,2,...,m unabhéingig,
3. fiir 0 < s <tist W(t) — W(s) ~N(u(t —s), c*(t — s))-verteilt,

4. t — W(t,w) ist stetig fiir [P-fast alle w € Q.
(Aus 1. - 3. folgt bereits, dal es eine Version von W gibt, die die Eigenschaft 4.
besitzt.)

p und o2 heifien Drift bzw. Diffusion von W.
Einen Wienerprozess W mit Drift 4 = 0 und Diffusion ¢? = 1 nennen wir Standard-

Wienerprozess und bezeichnen ihn mit W?°.

Bemerkung: Ist W° ein Standard-Wienerprozess, so bildet
W(t) = put+oW°(t), t>0

einen Wienerprozess mit Drift x4 und Diffusion o?.

Essei W = (W(t), t > 0) ein Wiener-Prozess mit dem Parameter ¢ = (u, 02) € IR x(0, 00) =:
©.Essei0=ty <ty <...<t, =T. Wir setzen

X :=W(ty),...,.W(ty)), E=R" &=3AB".
Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte von X gilt

Aussage 4.9. X hat die Dichte beziiglich des Lebesguemajes

77777

S0’:591 tm ('T]-’ e 73:771) - H Spfk—tk_l(xk - 'Tk‘—l)7 (412)
k=1

(& — pt)

wobei @Y (x) = (27702t)_% exp{ BT

}, r€R, t >0 gesetzt wurde.
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Beweis:
Essei Z .= (W(t1) — W(ty),...,W(ty) — W(ty,_1)) mit t, = 0. Z hat nach Definition des

Wiener-Prozesses die Dichte
m
9
fZ(zla 22y .- 7Zm) = H @tk—tk_l('zk‘)'
k=1

Es gilt weiter X = A - Z mit der Matrix A = (€;;)ij=1,.m,» €j = Lfiri > j, e; =
0 fiir ¢ < j. Folglichist fiir = (21, ..., Zm),  Pry. ot (T1, -y Tm) = fz(A712) | det A7,

woraus sich wegen

i 1 fir =5
A7 = (fij)ij=1,.m: fij =13 =1 fiir i=j+1
0 sonst
die Behauptung ergibt. O

4.6 Likelihood am Beispiel des Wienerprozesses

Es seien (Q, .o, &) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©), © = R x(0,00), 0 =
(u,02)T € ® und W = (W(t), t > 0) sei ein reellwertiger stochastischer Prozess auf
(Q, o), der fiir jedes ¥ = (u,0?)T € © beziiglich IPy ein Wienerprozess mit Drift p und

Diffusion o2 ist. Wir nehmen an, x4 und o2 seien unbekannt.

Ziel ist es, auf der Grundlage der Beobachtung X = (W(t), ¢t € [0,7]) des Wiener-
prozesses bis zur Zeit T' < oo Schiitzungen fiir 4 und o2 vorzunehmen. Wir konzentrieren

uns hier auf die Likelihoodmethode.

Beginnen wir mit dem Fall diskreter Beobachtung, d.h., wir kennen W nur zu den Zeitpunk-
tent; <...<t, =T.Die Menge 7 sei die Menge dieser Zeitpunkte: 7 = {t1,ts,...,t,}.
Als Stichprobe liegt uns dann der Vektor X = (W (t1),...,W(t,)) vor.

Die Verteilung IP;; von X ist eine Normalverteilung mit der Dichte beziiglich des Lebes-
guemaBes A, (vgl. (4.12))

- 2
1 (2 — xp1 — pulty — te 1))
)
Llyeoeyly) = exp 4 — 7
7 (21 ) kl;[l \/27ra2(tk —tr_1) { 2(t, — tp_1)02

(4.13)

x=(x1,...,2,) € R™.
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Da ¢Y eine streng positive Dichte fiir IPy ist, sind IP; und das Lebesguema8 )\, auf IR™

dquivalente Mafe, fiir jedes ¥ € ©.

Somit sind fiir je zwei 0,9, € © die Wahrscheinlichkeitsmafie P und ]Pl,%(O dquivalent.
Daraus ergibt sich (siehe (4.3) und (4.4)) :
-1
dlPy 4Py dx  dPy [ dPy
dPy — dx 4Py dA dA ‘

Das bedeutet fiir die deterministische Likelihoodfunktion

dIP¥ 9
LX(ﬁ;x): ;’;():(’01970(@:
dIPﬁo 90«7(3:)
o*\ 7% | e G s ) S L g
=5 (02— T (LB e (5 -5 Ty
((78) exp{ 2(0 o )kl PR + i Ty | g

Da 9y beliebig aus © gewéhlt werden kann, setzen wir pg = 0.

Unter Beachtung von t,, = T folgt
2\ ~ % 1 m (x — T )2 1 12
X9 - (2 -2 ) k— Th—1 0 I
L7 (05 x) = (;) exp{—§(0’ — 9, )Z—+;xm—§§T
mit & = (1, Tg, ..., Tpy).

Fiir die stochastische Likelihoodfunktion ergibt sich (siehe (4.9)):
dIPy

L@; o%)(w) = L*(¥; X(w)) = APyl _
APy, |
o2\ "2 1, e (Wit) = W(tn)® u 12
. —~ (02— 05 Pwr) - LT
<U§> exp{ 2 (U % ); te — trp_1 + O'QW( ) 2 02
Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¥ = (i, 0%)7 ergibt sich aus den Maximum-Likelihood-
Gleichungen
%logL(ﬁ; ) (w)=0 und
2 1 LW; %) (w)=0
@0_2 g ) - Y
Wir erhalten 95 = (fi7,6%)7 mit
. W(T) I
fr=—F7, unabhéngig von der konkreten Gestalt von .7, und

m 2
52 :iz (W) =W(te))” 1 W
7 m tr — th_1 m T
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Wir berechnen den Erwartungswert dieser Schéitzer und untersuchen ihre Streuung. Aus
der Definition des Prozesses (W (t), ¢ > 0) folgt sofort:

2T 2
Ey(ir) = p, D3fiy = Tr = %, ({17 ist erwartungstreu)
R 1 T
e

62 ist ein verfilschter (biased) Schétzer fiir o mit dem Bias

2T 2
Ey(6%) —0® = b(9,T,7) = -=—7.
m
Es gilt
. - W (tp_1))” 1 W(T)?
D252 < 2D?2 E j (s 2D2 [ — . 4.14
90 S 19( 2 k_tkl T\ T (4.14)

(Zum Beweis beachte man (a + b)? < 2(a* + b?), a,b € R.)

UNTERSUCHUNG DES ASYMPTOTISCHEN VERHALTENS DES SCHATZERS 6% FUR

m — oo, 1" = const.

Es seien fiir jedes n > 1
T ={0=t{" <t <. <t™ =T} und
fi7,, 6% die eben konstruierten ML-Schétzer fiir (11, 0?).

Voraussetzung: Die Anzahl der Beobachtungszeitpunkte nimmt unbegrenzt zu:

lim,, oo M,, = 00.

Bemerkung: Erwartungswert und Streuung von fiz, bleiben konstant bei wachsendem
n und hingen nicht von der expliziten Form von .7, ab. Der Schétzer i héngt nur vom
letzten Beobachtungswert W (7T') ab, seine Streuung l&8t sich durch héufigere Beobachtung

innerhalb des Zeitraumes [0, 7] nicht verkleinern.

Fiir Ey(6%, ) gilt offenbar lim,, . Ey(6% ) = 0?, d.h., 6% ist asymptotisch erwartungs-

treu.
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Aussage 4.10. Es gilt fiir jedes 9 = (u,0%)" € ©

lim Dj6% =0 und insbesondere

n—oo

Py(] 6% — 0 |>€) == 0 fiir jedes ¢ > 0.

Falls >°°°

nel o < 00, s0 haben wir sogar

lim &Qyn (w) =02, Py -f.s. fiir jedes ¥ € ©.

n—oo

Beweis:
Aus (4.14) erhalten wir

(n) DR
1 & (” (&) =W (tk—l)) 1 W(T)?
242 2
D262 < 2D? o ’;:1 D) +2D? (mn - ) (4.15)

Wir untersuchen beide Summanden auf der rechten Seite. Offenbar ist

1 T)? 1
D3 (— WAT) ) = Dj (W(T)?) — 0 fiir m,, — o0

m, T
Wir setzen

7 W(tin)) - W)
kT

Dann gilt nach Definition des Wienerschen Prozesses Z ~N ( (t(n — t(n) ) , 02) und

die Zln ,ZQ(")7 ..., Z" sind voneinander unabhingig. Folglich haben wir
2
(n) (n)
1o [ & (W(t"’ )~ W(tk_1)> Lo xn 2
2Dy Hm) ) = 2D (X_(&"))
n k=1 k n k=1

Wir zeigen, dafl die rechte Seite dieser Gleichung fiir m,, — oo gegen Null konvergiert.
Lemma 4.14. Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable, X ~ N'(u, 0?), so gilt

D?X? = B(X*) — (E(X?))® = 4024% + 20,
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Bewezs:

Fiir jede N (u, 0?)-verteilte ZufallsgroBe X haben wir

E<M> =3 und [E ((X — p)*) =0.

0-4
Damit erhalten wir IE (X?) = p® 4 3(0® + p*)p — 3p° = pi° + 30”1
und E(X?) = 4pIE(X?) — 6p2(p? + 02) + 4p* — p* 4 30* = p* + 6021 + 30
Mit (IE(X?))* = (42 + 02)? = p* + o + 24207 gilt
D*X? = E(XY) - (B(X?))” = 4022 + 20*.

Wendet man Lemma 4.14 auf die Zufallsvariablen 7 ,in) an, so erhélt man mit
DA(Z)? = 20" + 422 (1)) — 17)) = 20 (0 + 221" — 1))
fiir den ersten Summanden in (4.15):

2
1 k k-1 2 n n
—Dj §< ) == (§ 02+2u2(t()—t())> =

(m) _ () 2 ko -l
n k=1 tk _tk—l M

k=1
20% 4420 K
. o

My, m2

fiir eine Konstante K > 0.

n—oo

Folglich gilt D36% — 0. Somit haben wir mittels (4.16)

]P§(| 07 —o?|> e) (\ 2% ]Eﬂ(a'?g )+ ]Eﬁ(6?7n) —o?|> 6)

n

(\ 6% —IEy(6%) | + | Eﬁ(@z%) —o?|> e)

4K
<Py(| 6% —IEg(6% ) |> <) <
> (\ 0g, — 19(0%) | 2) = el

E. (62 ) — o2 27 _ 52
| By(0%) — 0| _ [T —c?| e o
My, My, 2
Mit Hilfe der T'schebyschevschen Ungleichung ergibt sich die Behauptung. Ist nun >

falls n so grof} ist, daf

<

n>1 m,

00, so folgt fiir jedes € > 0

Py (limsup A5) = 0 mit A, = {w :]6% (w) —0?|>€}.  (Borel-Cantelli-Lemma)

n—oo

Das bedeutet 65, — 0>  Py-f.s. fiir jedes O € ©. O
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Folgerungen:

a) Bei unbegrenztem Wachstum der Zahl m,, der Beobachtungspunkte lit sich 0% aus
IPy- fast jeder Trajektorie (W (), t € [0,T]) beliebig genau bestimmen (¢ = (u, 02)%).
Das gilt fiir jedes "> 0 (!).

b) Gilt 02 = a2, so ist

L¥(u; X) = exp {%W(T) - M—2T}

o2
fiir jede Stichprobe X = (W (t1),... ,W(tm))T mit ¢, =7

Es gilt also

o2

2
Py(A) = / exp {%W(T) - ”—T} APy, mit ¥ = (1,027, 9y = (0,0%)7 (4.17)
A

fiir jedes Ereignis A der Form A = {w : (W(ty),...,W(tn)) € B}, B € $™" mitt,, =
T, d.h. (a) ist giiltig fiir jede Zylindermenge Z = Z;, ;. .pmit 0 <t; < ... <t, =T,
und somit fiir jedes A aus Z(C([0,T7)).

Damit haben wir fiir die Familie

.....

Py = (]13,9,19 = (u, o), p e ]R)

bei fixiertem o2 > 0 erhalten, daB alle P} := 1Py
und daf die Likelihoodfunktion

B(C(0.1]) zueinander &dquivalent sind,

T
D0 ) = o e 0 = (o)), 0o = (0,0

Yo

die Form

2

L(V; 1) = exp {%W(T) - M—ZT}
o o
besitzt. Hierbei haben wir die Notation

P} .= Py mit o = o(W(s), s € [0,T))

‘JZ{T’

verwendet.
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Kapitel 5

Asymptotik von
Likelihoodfunktionen: allgemeiner
Fall

Im vorangegangenen Kapitel haben wir im Fall des Wienerschen Prozesses gesehen, dafl bei
unbegrenzter Erhohung der Beobachtungszahl die Likelihoodfunktion konvergiert, wobei
als Grenzwerte Null und Unendlich auftreten kénnen. Wir werden in diesem Kapitel zeigen,

daf} dies in sehr viel allgemeineren Féllen ebenfalls gilt.

5.1 Definitionen, Martingaleigenschaften

Die folgenden Bezeichnungen und Voraussetzungen gelten fiir alle Abschnitte dieses Kapi-
tels.

Es seien P und () zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (§2,.47) und (<4,),>; eine Filtra-
tion von o-Algebren in o7, d.h., es gelte o7, C o,,1 C o, n > 1. Weiterhin sei
A =\ o1 D = 0 (Ups1 @) (Wie wir bereits wissen, ist |J, ., 4, eine Algebra von
Teﬂmenge_n von (2, aber ;.a. keine o-Algebra.) Mit P, bzw. Q, Bezeichnen wir die Ein-

schrankungen von P bzw. Q) auf ,.

Um die Beziehung zu stochastischen Prozessen (hier mit diskreter Zeit) herzustellen, stel-
len wir uns vor, daf§ auf (€, o) ZufallsgroBen (X,, n > 1) gegeben sind, und dafl <7, =
o (X1, Xa, ..., X,) gilt.

51
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Definition 5.1. () heifit lokal absolutstetig beziiglich P, falls Q),, < P, fiir alle n > 1 gilt.

dQ, )
Es sei Q lokal absolutstetig beziiglich P und es sei L,, := i, n > 1. Die Folge (L,,n > 1)

dpP,
heifit der Likelihoodprozess von Q) beziiglich P.

Lemma 5.2. (L,, ,, n > 1) ist ein nichtnegatives Martingal beziglich P und
1
(L#, 9, n > 1) ist ein gleichgradig integrierbares nichtnegatives Supermartingal beziiglich

P.

Beweis:
L,, und Lé sind nach Definition (vgl. Radon-Nikodym-Theorem) 47,-meBbar. Aulerdem
gilt fiir jedes A € <7,

/ L,dP=Q(A) = / L1 dP. (wegen o7, C 1)
A A

1
Das ist die Martingaleigenschaft fiir (L, o7,). Daf§ L2 ein Supermartingal ist, folgt mittels

der Jensenschen Ungleichung und der Tatsache, dafl * — —x%, (x > 0) konvex ist:

1 1 1
0<IEp(Lyyy | @) < (Ep (Lpsr | )2 = Li.
O
Es gilt
dQn : L
L, >0und Ep(L,) = 7P dP =1, sowie IEp(L3) <IEp(L,) = 1. (5.1)
Q n

(Schwarzsche Ungleichung)

Aus dem Martingalkonvergenzsatz folgt, dal (L, ) P-fast sicher gegen eine nichtnegative
ZufallsgroBle Lo, konvergiert, fiir die, wegen [Ep(L,,) = 1 und wegen des Fatouschen Lem-
mas, [Ep(Ls) < 1 gilt. Insbesondere ist P(Ly, < 00) = 1.

1
Fiir die Folge p,, := IEp(L?) erhalten wir
0<prnp1<pn=1, n=>1

Folglich existiert der Grenzwert p := lim p,.

n—oo

1
Die gleichgradige Integrierbarkeit von (L2 ) ergibt sich aus

1 1 1 E 1
/ ., LidP < P(L% > c¢)-IEp(L,) = P(L: >c) < =— firallec>0,n>1.
{LZ >c}
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Somit gilt also auch

lim [Ep ( L — L% ) = 0 und insbesondere
p=lim Ep(L}) = Ep(LX) (5.2)

5.2 Konvergenz des Likelihoodprozesses

Wir kommen nun zum zentralen Punkt dieses Kapitels, dem folgenden Theorem:

Aussage 5.1. Es seien P und Q) zwei WahrscheinlichkeitsmafSe auf (Q, o7, (<,)), so dafs
Q@ lokal absolutstetig beziiglich P ist. Dann gelten folgende Aussagen:

a) (L) konvergiert (P + Q)-fast tberall gegen eine Zufallsgrifie Lo, mit 0 < Lo, < 00,
und es gilt:

Q(A) = /ALOO AP+ Q (AN {L. = o0}) (5.3)

Insbesondere konvergiert (L,) sowohl P- als auch Q-fast sicher gegen L.

b) Jede der folgenden Bedingungen ist notwendig und hinreichend dafir, daf$ ¢ absolut-
stetig beziiglich P (auf o =\/ 5, o, ) ist:

In diesem Fall ist
Q(A)z/LoodP, Aeo
A

und L,, konvergiert im Li(P)-Sinne gegen Lo,. (Insbesondere ist (L,,) beziiglich P gleich-

gradig integrierbar.)

c) Jede der folgenden Bedingungen ist notwendig und hinreichend dafir, daf$ Q@ und P auf

Ao singuldr zueinander sind:

i) Ep(Loo) = 0.
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In diesem Fall qult

lim L, = Lo =0 @Q-fs.,

n—oo

lim L, =L,,=0 P-fs.

n—oo
Bemerkungen:

1. Zwei Wahrscheinlichkeitsmafle IP; und P, heiflen singuldr zueinander, wenn es ein

2. (5.3) liefert die Zerlegung von @ in einen beziiglich P absolutstetigen und einen
beziiglich P singuldren Anteil, man nennt sie die , Lebesguesche Zerlegung“ von @)
beziiglich P.

Beweus:
Zu a)
1. Schritt: Einfithrung des Martingals (U, 7,):

1 1
Wir definieren R,, := §(Pn + @) und R = §(P + Q).
Offenbar gilt

Q.< R, P, <R, Q<R P<R.

Weiterhin definieren wir fiir jedes n > 1

dQn
U= 25

Dann ist (U,, %,) ein nichtnegatives Martingal beziiglich R mit
0<U, <2 R-fast sicher. (5.4)

Die Martingaleigenschaft von (U, 4%,) beweist man wie im Abschnitt 5.1. Die Ungleichun-

gen (5.4) erhédlt man aus

/ Us dRy = Qu(A) < On(A) + Py(A) = / 2dR,, A€,
A A

Somit existiert der Grenzwert Uy, = lim,,_,, U,, fast sicher beziiglich R, U, ist &/-mefibar,

und es gilt (Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz)

lim Ep (|U, — Us|) = 0. (5.5)
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2. Schritt: Identifikation von Us.
Fiir jedes A € U, 4, gilt

n—od n—oo

Q(A) = lim Qu(A) = lim [ U,dR = / Us dR,
A A

daraus folgt (! Fortsetzungssatz fiir o-additive Mengenfunktionen von einer Algebra auf

die von ihr erzeugte o-Algebra)

Q <R und Z—g(w) = U (w) R-fast sicher.

(Es sei daran erinnert, da§ @) und R Wahrscheinlichkeitsmafle auf <7, sind.)
Analog ergibt sich mit

dby, =2—-U, und V. := limV,

Vi = iR, Jim

die Beziehung

dP :
Vi = i 2 — Uy R-fast sicher.

Als Folgerung aus (5.4) erhalten wir fiir alle A € o/

/UmdP:/UmﬁdR:/(z—Uoo)dQ, Aed. (5.6)
A A dR A

Weiterhin haben wir

P(Uoo:2):/{U JRCRUSELEY (5.7)
und
QU = 0) = / U..dR = 0. (5.8)
{Un=0}

Lemma 5.3. FEs gilt Q < P (auf &7 ) genau dann, wenn Q(Uyx = 2) = 0. In diesem Fall
151

Q(A):/Az% iP. Ac . (5.9)
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Beweis des Lemmas:

»="-Richtung: Da P(Us =2) =0, folgt aus Q) < P auch Q(Uy =2) =0.
»<=“-Richtung: Gilt Q(U, = 2) = 0, so haben wir fiir alle A € &

2 — Uy Us
Q(A) = / Uw dR = U - dR =
AN{Uso <2} AN{Uso <2} 2-Ux AN{Un<2} 2 — U

Wegen (5.7) folgt daraus die Formel (5.9). Ist nun P(A) = 0, so ist wegen (5.9) auch
Q(A) = 0. Also gilt Q < P. O
3. Schritt: Die Zerlegung der Verteilung )

Wir definieren fir alle w € Q und alle n mit 1 <n <

dP.

Un () falls U, (w) < 2,
= 2.

Aale) 1= T
00, falls U, (w)

Offenbar gilt

{w: Ap(w) =00} ={w : Ux(w) =2}. (5.10)

Wegen lim U, (w) = Us(w) R-fast sicher,

n—oo

folgt lim A, (w) = A (w) R-fast sicher.

n—oo

Daraus, aus (5.7), sowie (5.10) ergibt sich P(As = c0) = 0.
Aus (5.6) und (5.7) ergibt sich fiir jedes A € &7

dP
/UoodP:/1{UOO<2}UOOdP:/1{UOO<2}UOO—dR:
A A A dR

/ L ey Une (2 — Un) dR = / Loy (2 — Ui Q.
A A

Daraus folgt fiir jedes A € &/ und jede nichtnegative @/-mefibare Zufallsgréflie Z mittels

der Approximationsmethode

A A

und insbesondere fiir Z = 1{y._ <0)(2 — Us) " folgt aus (5.9)

Us
/A S 1{Uoo<2} dP = Q(A M {UOO < 2})
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Mittels (5.7) ergibt sich fiir alle A € &
QAN{UL <2}) = / A dP und damit
A

Q(A) = QAN {A = 00}) + /AAOO dP, Ac o, (5.11)

wobei (siehe oben) Q(Asx =0) =0 und P(A = o0) = 0 gelten.

4. Schritt: Identifikation von A,,, n < oo
Wegen

P,
dR,

2-U,, gt P,(A)= /(2 —U,)dR,
A

und somit P, (U, =2) =0.
Damit ist
dP,
/ U,dP, = / U,dP, = / U,—dR, = / (2 —U,)dQ,.
A AN{U, <2} AN{U, <2} dR,, AN{U, <2}

Mit der gleichen Methode wie im Lemma des 2. Schrittes folgt nun

Un
| 5o an = Qua), A

Das bedeutet aber

L, = 2_U(”]n P, -fs., und wegen ), < P, auch R, -f.s., also auch R-f.s. Insbesondere ist

L, <o R-fs.
Wegen lim U, = U, R-fs., ergibt sich

n—oo

lim U, = A, R-fs. und damit lim L, =: Lo, R-f.s.und L, = A, R-fs.

n—oo n—oo

Unter Beriicksichtigung von (5.11) ist damit Teil a) bewiesen.
Zu b)

Ist Q < P, so gilt wegen P(Ly = 00) = 0 auch Q(Ly = 00) = 0 und

1=Q(Q) = /QLOO dP = Ep(L.).

Ist umgekehrt Q(Ly = o0) = 0, so folgt aus a), daB @ < P gilt und 1 = [Ep(Ly) erfiillt
1st.

Im Fall Ep(Ly) =1 mul Q(Le = 00) = 0 gelten.

Zu c)
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Aus QLo = o0) = 1 folgt IEp(Ls) = 0, also P(Ly = 0) = 1, somit sind P und @
singulér.

Umgekehrt, sind P und @ singulér, gibt es also ein Ay € & mit P(A4g) = 1, Q(2\ A4g) =1,
SO ist

1=\ A0 - |

LOOdPJrQ({LOO - oo}mQ\A0> =0+ Q(Lo = 00).
0\ Ao

O

=

)

Folgerung 5.4. Unter den Voraussetzungen der Aussage 5.1 gilt mit p = lim,, .o, Ep(L,
(siche Abschnitt 5.1):
Falls p = 0, so sind P und @ auf ./ zueinander singulér.

Beweis:

1
Es gilt p = I[Ep(L&), folglich ist Lo, = 0 P-fast sicher, und die Behauptung folgt aus Teil
c) der Aussage. O

5.3 Eine Anwendung

Es seien P und @ zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, /) und es sei (X,,, n > 1) eine
Folge reellwertiger Zufallsgroien tiber (€2, .o7), die beziiglich P und beziiglich ) voneinander

unabhéngig seien. Fiir die Verteilungen jeder der X, gelte
QY « PX» dh. P(X, € B)=0 impliziert Q(X, € B)=0, Bec 2.

Wir setzen

QX
fulz) = ngn (x), xzelR.

Mit @7, werde die von X7, Xo, ..., X, erzeugte Teil-o-Algebra von o/ bezeichnet, und ohne

Beschrankung der Allgemeinheit gelte o7 = o7, = \/n21 ,. Mit der Terminologie von
Abschnitt 5.1 gilt, dafl @ beziiglich P lokal absolutstetig ist. Auf Grund der Unabhéngigkeit
der X,,, n > 1 unter P und @ gilt

_ Q.

Ln(w) = (@) = LT A (X (@)

Wir definieren

o =T[E (52 (x0).
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Aussage 5.2 (Null-Eins-Gesetz von Kakutani). Q ist auf 7, entweder absolutstetig
oder singuldr zu P, je nachdem, ob p > 0 oder p =0 gilt.

Beweis:
1
Ist p > 0, so bildet (L3, n > 1) eine Cauchyfolge in Lo(P). Das ergibt sich aus

1 19 1o
Ep|Li — L2|" =2 -2, (Lg .L,%n>
und (falls n < m, wir nutzen die Unabhéngigkeit der (X, k£ > 1))

w1 24) < it o ( TT st o) = 1T o (3 ) - 22

k=n+1

mit der Notation p, = B (L7 ) = [Tj_y Br (/7 (X)),

Wegen p > 0 ist lim Pm 1.

m,n—0o0 Op
1 1
Da (L,) P-fast sicher gegen L, konvergiert, muf folglich (L?) im Lo(P)-Sinne gegen L&

konvergieren. Das bedeutet
lim [Ep | L, — Ly |= 0,

und somit gilt wegen [Ep(L,) = 1 auch I[Ep(Ly) = 1. Nun wenden wir die Aussage 5.1 an
und erhalten @) < P mit

dQ >
2@ =LA ().

Ist p = 0, so ergibt sich die Singularitdt von P und @) aus der Folgerung 5.4. U
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Kapitel 6

Suffiziente Statistiken

In diesem Kapitel untersuchen wir einen weiteren statistischen Begriff, der eng mit Like-
lihoodfunktionen zusammenhéngt und mit der Frage nach eventuell méglicher Datenreduk-
tion zu tun hat. Wir gehen der Frage nach, in welchen Féllen man an Stelle der gesamten
Stichprobe X lediglich Stichprobenfunktionen H(X') zu verwenden braucht, ohne Informa-

tionen iiber den zugrunde liegenden Parameter ¢ zu verlieren.

6.1 Vorbetrachtungen

Es sei (2, o7, &, X) ein statistisches Modell mit &2 = (IPy, ¥ € ©) und X als Stichprobe
mit Werten in einem mefibaren Raum (E, &). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung IP;) von X
auf (E, &) hangt von 9 ab. Hat man eine konkrete Stichprobe z, also eine Realisierung von
X erhalten, so kann man i.a. daraus Schliisse iiber die dem Experiment zugrunde liegende

Wahrscheinlichkeitsverteilung 1Py, also den wahren Parameter 9 € © ziehen.

Beispiel 6.1. Es sei X = (X3, Xy, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer auf
[¥,9 + 1] gleichméBig verteilten Grundgesamtheit, ¥ € IR sei unbekannt. Hat man eine
Realisierung x = (z1,...,x,) von X erhalten, so kann man schlieBen, daf

(max ) —1 <9< min x4

k=1,...,n k=1,...,n

gilt. Man erhalt also aus x Informationen iiber 9.

Beispiel 6.2. Ist X = (X;, Xs,...,X,,) eine mathematische Stichprobe aus einer expo-

nentiell mit dem Parameter A\ verteilten Grundgesamtheit, so kann man erwarten, dafl
1 n
X, == X
n n ; k

61
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1
in der Nédhe von [E)(X;) = X liegt (Gesetz der groBen Zahlen).

Beispiel 6.3. Aus der Beobachtung einer Trajektorie X = (W (s), s € [0, T]) des Wiener-
schen Prozesses mit den Parametern p und o2 auf dem Intervall [0, 7] (T > 0) 1i8t sich o2

exakt berechnen (siehe Kapitel 4).

In jedem der genannten Fille enthélt also die Stichprobe X Informationen iiber den wah-

ren Parameter ©.

Wir kehren zum eingangs formulierten allgemeinen Fall zuriick.

Ist H(-) eine Stichprobenfunktion auf (E,&) (d.h. eine Statistik) mit Werten in (F,.%),
so hingt auch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung P4 auf (F,.%) im allgemeinen von 9 ab.
Wir haben das im Beispiel 6.2 mit H(X) = X,, gesehen.

Es entsteht die Frage, ob in H(X) noch genau soviel Information iiber 9 enthalten ist,
wie in der Stichprobe X selbst. Ist dies der Fall, so nennt man H(X) eine suffiziente (oder
auch erschopfende) Statistik fiir ¥ € © bzw. fir & = (Py, ¥ € ©). Wir gehen darauf im

Folgenden néher ein.

6.2 Suffiziente Statistiken und suffiziente o-Algebren

Wir verwenden die Bezeichnungen des Abschnitts 6.1. Ausgangspunkt der folgenden Uber-

legungen ist die Formel
IP§(B):/]P§<(B|H=h)IP§(dh), Beé&, (6.1)
F

die man als Verallgemeinerung der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ansehen kann.

Die Abhiingigkeit der Verteilung IP; von ¢ wird also aufgespaltet in die Abhiingigkeit von
¥ der Verteilung IP4 der Statistik H und die Abhéingigkeit von ¢ der bedingten Verteilung
Py (- | H = h) von X unter H = h. Beschrinkt man sich bei der Datenerhebung auf die
Statistik H(X) anstelle X, so geht also ein Teil der Abhéngigkeit (und damit ein Teil der

Information iiber ¥, die in X steckt) verloren.

Beispiel 6.4. Es sei X = (X;, Xs, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer zwei-
punktverteilten Grundgesamtheit mit dem Parameter p € (0,1), genauer, X;, Xo,..., X,

seien unabhéngig und identisch verteilt, und es gelte

P,(X,=1)=p, P,(X;,=0)=1-p. (Bernoullischema mit dem Parameter p)
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PH=0)=(1-p)", PH=1)=1—(1—p"
Fir Py(X =2 | H=14), x=/(i,i,...,i,) € {0,1}", i € {0,1} gilt

P, (X =2|H=0)=1, fallsz=(0,0,...,0), P,(X==x|H=0)=0 sonst,
pZ};l 13(1 _p>”*2?=1 i
L= (1 =p)

x = (i1,12,...,0,) € {0,1}" mit H(z) = 1.

P(X=z|H=1)= , falls

Offensichtlich enthélt H(X) = maxg—;
Parameter p als die Stichprobe X selbst, aus der man zum Beispiel durch X,, = % Yot Xk

n X weit weniger Information iiber den wahren

-----

eine bessere Schitzung fiir p gewinnt als es auf der Grundlage von H(X) moglich wére.

Wir behandeln im Folgenden die am Ende des Abschnitts 6.1 aufgeworfene Frage in einem

allgemeineren Rahmen.

Es seien (9,97, ) ein statistisches Modell mit & = (Py, ¥ € ©) und S eine Teil-
o-Algebra von o7

Definition 6.1. Die o-Algebra .7 heifit suffizient fiir & (bzw. fiir ¢ € © ) hinsichtlich
falls es fiir alle A € &7 eine nicht von 9 abhéngende 7#-mefibare Zufallsgrofie Z4 gibt mit

Za=1IEy1a | ) IPy-fast sicher, Vi€ O. (6.2)

Anstelle Z4 schreiben wir symbolisch IP(A | .#°) um anzudeuten, dafi Z, fiir jedes ¥ eine
Version der bedingten Wahrscheinlichkeit IPy(A | ) von A unter . ist, allerdings aber
nicht von ¢ abhéngt.

Ist 77 suffizient, so gilt also

fiir alle A € &7, ¥ € ©. (6.3)

Py(A) = /le(A ) AP, |,

Hier bestimmt bereits die Abhéngigkeit der Einschriankung IPy | , von U diejenige der IPy
auf 7.

Definition 6.2. Eine Zufallsgrofie T auf (2, &) mit Werten in (£, &) nennt man suffizient
fiir 2 hinsichtlich <7, falls &/ := T=(&) suffizient im genannten Sinne ist.
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In diesem Fall gilt fiir alle A € &/ und ¢ € O:

Py(A) = /QIP(A | o(T))dIPy = /EIP(A | T =t)PL(dt). (6.4)
Hier bestimmt die Abhiéingigkeit der Verteilung IP7 von 9 bereits die Abhingigkeit der

MafBe IPy von 9.

Bemerkung 6.3. Anstelle der o-Algebra o7 setzt man hiufig auch &7 fiir eine Stichprobe
X. In diesem Fall fordert man in der Definition der Suffizienz von ¢ die Eigenschaft
H C X, wasim Fall 5 = /7 fiir eine Zufallsgroe T' bedeutet, daB T sich als meBSbare
Funktion H von X darstellen 1483t:

Damit haben wir den im Abschnitt 6.1 betrachteten Fall eingeordnet.

Beispiel 6.5. (X, Xy, ..., X,) sei ein Bernoullischema mit dem Parameter p € (0,1). (Die
Xk, k=1,...,n sind unabhingig und es gilt IP,(X; = i) = p'(1 — p)' ™", i = 0,1.) Dann
ist S, := > _, X\ eine suffiziente Statistik fiir (IP,, p € (0,1)) hinsichtlich &/*~.

Beweis:

Die o-Algebra &/ wird erzeugt durch die Zerlegung
{w | X((,U) = (il,ig, NP ,Zn)} 5 (il, 7;2, ce ,Zn) € {0, l}n
Es gilt

>ty 1— n—> % 114j
.. . . N Zat p J
]Pp(X:(zl,zg,...,zn)]Sn:m):l{m}(21+...+zn) ( )

IP,(S, =m)
_ 1{m}(i1 + ...+ ’Ln)
und diese bedingte Wahrscheinlichkeit ist unabhéngig von p. O

Beispiel 6.6. Es sei (W (t), t € [0,T]) ein Wienerscher Prozess mit den Parametern p

und o?. Der Parameter o2 sei bekannt, ;1 sei unbekannt. Dann ist W (T') eine suffiziente
Statistik fiir p beziiglich @™ = (W (t), ¢ € [0,T7).

Beweis:

Ist Z eine Zylindermenge der Form

Z={weQ| (Wt),...,W(t,)) € B}
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fiir gewisse t; <ty < ... <t, =T und ein B € A", so gilt

(Z | W / /Sotl ..... xla" y Lp—1, W )dxl d'rn 1

x X 2
exp{ Zk ) E— :;21%#555 lt)k 1)) }

cootn l' )
oot (L1 H \/27T (tr — tr_1)0? exp{_-

Eine kurze Rechnung zeigt, dal dieser Ausdruck nicht vom Parameter p abhidngt. Wenn
P, (A | W(T) = w) fiir jede Zylindermenge A aus 77 nicht von p abhéingt, so gilt dasselbe
fiir alle A € /7.

6.3 Suffiziente o-Algebren und Statistiken in domi-

nierten Modellen

Es sei & = (IPy, ¥ € O) eine durch ein o-finites Maf§ 1 dominierte Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf (€2, 7). Die Likelihoodfunktion L(¥; w) ist definiert durch

dIPy

L(Y;w)= 0

(w),

und ist fiir jedes ¥ € © p-fast iiberall eindeutig bestimmt.

Die Suffizienz einer o-Algebra 7 bzw. einer Statistik 7 (mit Werten in einem mefiba-
ren Raum (F,&)) 18t sich an Hand von L feststellen. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes. Mit seiner Hilfe werden wir weitere Beispiele suffizienter o-Algebren und Statistiken
gewinnen.

Wir beginnen mit einem Lemma technischer Natur.

Lemma 6.4. Die Familie & = (IPy, ¥ € ©O) sei dominiert durch ein o-finites Maf p.
Dann ezistiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung IP auf (€2, 27), so daf$ gilt:

a) P(A) =0 <= (IPy(A) =0, VI € 0O) fir alle A € <.

b) Die Verteilung IP aus a) kann als konvexe Linearkombination P =3, ¢ Py, einer

hdchstens abzihlbar unendlichen Parametermenge {9, k > 1} C O gewdihlt werden.

(Fiir einen Beweis siehe z.B. Dacunha-Castelle, Duflo, Band I.)
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Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit den Eigenschaften a) und b) nennt man ein
beziiglich &2 = (IPy, ¥ € O) privilegiertes Majf. Offenbar gilt IP < p und

dIPy dIP

(6.5)

Zur Untersuchung der Abhéngigkeit der Likelihoodfunktion L von ¢ geniigt es also, sich
auf privilegierte dominierende Mafle zu beschréanken.

Sind IP und IP’ zwei privilegierte Wahrscheinlichkeitsmafle beziiglich &2, so sind sie dqui-
valent: IP = IP’.

Folgerung 6.5. Ist IP ein privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmafl beziiglich &, so gilt fiir jede
nichtnegative Zufallsgrofie Z auf (€2, .o7) die Gleichung

Ep(Z) =Y By, (Z) (6.6)

k>1

mit der Bezeichnung aus Punkt b) des obigen Lemmas.

Beweis:
Die Gleichung (6.6) ist richtig fiir Z =14, A € &, somit auch fiir Z = > " | a,1ys,. Nun
wendet man die Approximationsmethode an. Il

Aussage 6.1 (Charakterisierungssatz). Folgende Figenschaften sind dquivalent:
i) F (bzw. T') ist suffizient fir & hinsichtlich <

ii) fir jedes beziiglich & privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1P und jedes ¥ € © gibt

P
d ]Pﬁ, die beziiglich 7 (bzw. o(T)) mefbar ist!

es eine IP-Version von

iii) fir jedes dominierende o-finite Maf$ p gibt es eine < -meflbare Zufallsgrofie h (un-
abhingig von V) und eine F€-mefibare Zufallsgrifie Gy (bzw. eine Borelmefbare Funk-
tion gy von (E,&) in (IR, A)), so daff gilt:

L(V; w) =h(w)Gy(w) p-fast dberall ;9 € O.
(bzw. L(V; w) =h(w)gs(T(w)) p-fast iberall ;9 € O)*

!Man beachte: Eine reellwertige Zufallsgrofe Y ist o(T)-meBbar genau dann, wenn es eine (&£-%)-
mefibare Funktion ¢ von F in IR gibt mit Y (w) = ¢(T(w)), w € Q.
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Beweis:

(i)=(ii):

H sei suffizient fiir &2 hinsichtlich & und IP sei ein privilegiertes Maf fiir 2. Wir verwen-
den die Bezeichnungen des Abschnitts 6.2. Nach Definition gibt es fiir jedes A eine nicht
von 19 abhéngende Zufallsgrofle Z 4, die .77-meflbar ist und fiir die gilt

ZA:IPﬁ(A| %) Py-fs., Ve O.
Das bedeutet

/ ZpadlPy=Py(ANH) firalle HE€ 2 und alle 9 € ©.
H
Daraus ergibt sich (siehe (6.6))
/ Z4dIP = P(AN H)
H

und somit [Ep(14 | ) = Z4  P-fast sicher.
Sind ¢ € © und A € &, so gilt folglich

dPy

. d]P:
dP

Py (A) _/Q]E]p(lA | %ﬂ)dm_/mp(u | )
P,

B (Bea o) S0 ) e = [ 1)) Ep(dlpﬁ ) aw -

d1P dIP
(/Hh{lAEp( ﬁh%ﬂ|jf dIP = (/Hha ﬂ|jf) (6.7)
Q
Andererseits gilt
d1P
Py(A) = / AP, YAed. (6.8)
4 dIP

Somit folgt aus (6.7) und (6.8)

APy (dlpﬁ

Fi ‘%”) IP -fast iiberall,

dIPy
dIP -

d.h., es gibt eine J#-mef3bare Version von
(if) = (i)

Dieser Schritt ergibt sich aus Formel (6.5).
(i) =)
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Mit der Formel fiir die Umrechnung bedingter Erwartungen aus der 4. Ubung ergibt sich
fiir jede nichtnegative Zufallsgrofie Y

Ep (G5Y | #)
IEIP (dIPg ’ %)

dIP

Ey(Y | 72) = =Ep(Y | ) IP-fast sicher fiir alle ¥ € ©. (6.9)

(iil)=(ii)
Es sei IP privilegiert, folglich gilt IP < u, und

dP
i hY Gy, =hw) -G, (6.10)

G ist nach Konstruktion 5#-mefibar. Nach Voraussetzung ist

dIP,
dp

= h(w)Gy(w). (6.11)

Aus den beiden Gleichungen (6.10) und (6.11) erhalten wir

APy dIPy dP dIPy

h(w)Gy(w) = G AP dp AP h(w)G(w) p-fast sicher. (6.12)

Wegen

dIP
IPg(hZO):/ dﬁd,u:/ hGﬂd,UJ:O, ¥ € 0,
{h=0} QM {h=0}

gilt IP(h = 0) = 0. Analog ergibt sich IP(G = 0) = 0 aus (6.10). Somit folgt aus (6.12)

d]P’@ o Gg(w)h(w) _ Gﬁ(w)

iP ~ Gl)h(e) Gw) IP -fast sicher,

und % hat somit eine JZ-meflbare Version. ]

6.4 Minimal suffiziente Statistiken und o-Algebren

Es sei (2,.o7, &) ein statistischer Raum mit & = (IPy, ¥ € ©). & werde durch ein o-
finites Mafl 1 dominiert und 7 sei eine suffiziente o-Algebra fiir & hinsichtlich 7.

Ist 77" eine Teil-o-Algebra von o mit 5 C ', so ist auch " suffizient. Das ergibt
sich unmittelbar aus dem Faktorisierungssatz. Da andererseits nicht jede Teil-o-Algebra
" von S suffizient ist (man priife das fiir die triviale o-Algebra 2" = {0, Q}), ergibt

sich die Frage, ob es eine minimale suffiziente o-Algebra gibt und ob diese gegebenenfalls
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eindeutig ist.

Es seien IP eine privilegierte dominierende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir & und

P
L(Y; w):= CZ”P@

(w) die Likelihoodfunktion.

Die o-Algebra 77, definiert durch

I = O’(L (19; ~), 9 e @)
(kleinste o-Algebra von Teilmengen von €2, beziiglich der alle L (9 ; -), ¥ € ©, mefibar sind)

ist eine suffiziente o-Algebra fiir &2 beziiglich o/. Davon {iberzeugt man sich leicht durch
Anwendung von Formel (6.9). Fiir Z, ergibt sich dabei IP(A | 4)).

Die o-Algebra 7 héngt davon ab, welche Versionen der ZufallsgroBen L (¢ ; ) zu ihrer
Bildung eingesetzt werden. (L (9 ; -) ist ja nach Definition nur IP-fast sicher bestimmt.)
Um von diesem Sachverhalt unabhiingig zu werden, gehen wir zu Vervollstindigung ¥
von 7 beziiglich IP iiber.

(Bezeichnet man mit .# die Menge aller A € & mit IP(A) = 0, so ist .} definiert als
a(//OU// ) Es gilt: X ist .4} -meBbar genau dann, wenn es eine .#,-mefibare ZufallsgroBe
X gibt mit IP(X # X) =0.)

Lemma 6.6. Sind 7 und 5 zwei o-Algebren , die durch verschiedene Versionen von
L(9; ), v € 0O, erzeugt werden, so gilt
A = Ay
Bewers:
Jede Version von L (9 ; -) ist meBbar beziiglich ¥ und auch beziiglich ¥ . Daraus folgt

Hy C AT und A C AT und somit AT C AT, sowie ALY C A

O
Die o-Algebra ¥ ist suffizient (siche die Bemerkung eingangs dieses Abschnittes) und

minimal im Sinne der folgenden Aussage
Aussage 6.2. Ist H cine suffiziente o-Algebra fiir & beziiglich o, so gilt HF C T,

Beweis:

Ist 57 suffizient, so besitzt % auf Grund des Faktorisierungssatzes eine .7-mefibare Ver-
sion, folglich ist 4E2 eine ST -meBbare Zufallsgrofe fiir alle ¥ € ©. Somit gilt % C #T
und damit s C 2T, g
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Diese Aussage fiihrt zu folgender

Definition 6.7. Eine suffiziente o-Algebra J# heiit minimal suffizient, falls #F C #F
fiir alle suffizienten o-Algebren 2 gilt.

Die obige Aussage erlaubt nun die

Folgerung 6.8. ¢ ist minimal suffizient genau dann, wenn Y = 2P gilt.

Definition 6.9. Eine Zufallsgrofie H auf (€2,.o7) heiit minimal suffizient, wenn o(H)

minimal suffizient ist.

Das bedeutet, daf§ es zu jedem 9 € © eine IP-Version von L (9 ; -) gibt mit
o H)=0c(L{W;-)|0Ve€O).

Kurz ausgedriickt heifit das: Ist die Likelihoodfunktion fiir jedes ¢y € © in Abh#ngigkeit

von w die Funktion einer Statistik H = H(w), so ist H minimal suffizient.

Beispiel 6.7. X = (X,...,X,,) sei eine mathematische Stichprobe aus einer gleichméBig

auf [a, b] verteilten Grundgesamtheit, a und b seien unbekannt. Wir setzen
©={9=(a,b) : —co<a<b<oo}.
Als dominierendes Ma8 fiir 2% verwenden wir das Lebesguemaf )\, auf (IR", %"). Dann

gilt

LY (95 X (w) H b (X&) = a)*"l[a,b}(kirllinnXk)-1[(1,;,]( max Xk)

..........

----------

tistik fiir g@} ,x beziiglich & X sie ist sogar mlmmal SUfﬁZlent.

Beispiel 6.8. Es sei X = (Xy, Xj, ..., X,) eine Markovsche Kette mit dem Zustandsraum
E = {ei,eq,...,en}, der Anfangsverteilung p und den Ubergangswahrscheinlichkeiten
Tijs %, 7 € B. Als unbekannte Parameter werden die 7;; angesehen: © := {19 = (mj)l.’jEE}.

Die Anfangsverteilung sei bekannt.

Dann gilt

Ln(ﬁ;X):p<X0)‘7TXOX1'7TX1X2 . CTX 1Xn—pXO Hﬂ'NU
1,JEE
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mit
n—1
ij ) )
Nn = E :1{Xl:27Xl+1:]}'
=0

Folglich ist (N

i, i,j € E) eine minimal suffiziente Statistik fiir (P, ¥ € ©) beziiglich
X,

Beispiel 6.9. Es sei (X(t), t > 0) ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, d.h. eine Losung der
Differentialgleichung

dX(t) = pX(t)dt + cdW(t), t>0
X (0) = Xo. (Anfangsbedingung)

Dann gilt

Zi;( )—exp{ / X(t)dX(t /X2 dt}

Folglich ist

H((X(),0<t<T)) (/X t)dX(t /X2 dt)

eine minimal suffiziente Statistik fiir p.
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Kapitel 7
Exponentialfamilien

Exponentialfamilien sind dominierte statistische Rdume, deren Likelihoodfunktion eine be-
sonders einfache Struktur besitzt, ihr Logarithmus ist von affiner Gestalt. Neben der daraus
resultierenden sehr guten analytischen Handhabbarkeit zeichnen sie sich durch zahlreiche
statistische Eigenschaften aus. Hinzu kommt, dafl viele der géngigen klassischen statisti-
schen Rédume Exponentialfamilien bilden.

In diesem Kapitel untersuchen wir Exponentialfamilien von Verteilungen und von Lévy-
Prozessen. Ausfiihrliche und tiefer gehende Ergebnisse findet man in Kiichler, Sgrensen,
(1997).

7.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Es sei p ein o-finites MaB auf (IR*, %*). Wir definieren
I:= {u c RF : / exp (< u,x >) p(dr) < oo}
Rk

und setzen voraus, dafl I einen nichtleeren offenen Kern enthilt: 7# (. Fiir jedes u € I

definieren wir ein WahrscheinlichkeitsmaB IP® auf %* durch
P (A) = /Aexp{< u,x > —p(u) u(de), Ae B*
mit
Y(u) = ln/]Rk exp{< U, x >}u(daz), ué€l.

73
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Definition 7.1. Fiir jede Teilmenge J von [ mit mehr als einem Element nennt man
(]P(“), u € J) eine Exponentialfamilie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf R*, erzeugt von

1. Der Parameter u heifit kanonischer Parameter der Exponentialfamilie.

Exponentialfamilien bilden statistische Réume und jedes IP™) aus 2 = (IP™), u € I) mit

ug € I ist ein dominierendes privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmaf fiir &2.

Beispiel 7.1.

1 22 u? u?
pw=N(0,1), d \/ﬁexp{ 5 + ux 5 } dx = exp {U$ 5 } du,

2

Y(u) = %, uwel=IR. PY ist eine Normalverteilung mit dem Erwartungswert u.

Beispiel 7.2.
Ak

p({k}) = 0 e PO ({k}) = exp {uk — ()} p({k}), ue I =R,

mit (u) = o(e“ —1). TP™ ist eine Poissonverteilung mit dem Parameter Age®.
Beispiel 7.3.

1
1=T(co,No), o, Xo>0, dh. p(de)= ="'\ 1o (r)dr, z€R.

I'(ap)
1
PW(dr) = ao—1y a0 ,—(No—u)z ,~p(u) | o d
(dx) F(ao)x ole e (0,00) () dx
A
mit (u) = apln ()\ 0 u) und u € I = (=00, Ag).
0 —

P™ ist eine T'(ap, Ao — u)-Verteilung,

Ist v eine Abbildung von © C IR™ in I, so nennt man auch (IPg =P Y ¢ @) eine

Exponentialfamilie (sofern v(©) mehrelementig ist).

Die folgende Aussage ist eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der Aussagen, die wir

in der ersten Ubung kennengelernt haben.

Aussage 7.1. Die Menge I ist konvex. Wenn u E} gilt, so ist ¥(-) in u unendlich oft
differenzierbar, und es gilt fir alle i; >0, 7 =1,2,...k:

/ | 2l ok - x;f | e<"* pu(dr) < oo

al1+ Ak l
a 11 . ou zk p{¢ } /lelxgz k e <wT> (dl’)
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Fiir einen Beweis siehe Dacunha-Castelle, Duflo, Band 1.

Es seien H = (Hy, Hs, ..., H;) eine RF-wertige Zufallsgrofie iiber (£2,.%7) und v ein o-
finites Maf3 auf (€2, o7).
Dann ist durch

POA) = [ exp{< . Hw) > v} v(d)
mit

V() = ln/QeXp{< w Hw) >} v(dw), uel
und

[ {ve]Rk : /Qexp{<u,H(w) SV (dw) <oo}

auf (€2, .o7) eine Familie #y von Wahrscheinlichkeitsmafien P™, u e I gegeben, die wir
die von H und v erzeugte Exponentialfamilie nennen. Die Zufallsgrofle H heifit kanonische
Zufallsgrifie fir Py.

Die Anwendung der vorangegangenen Aussage auf v := v o H~! liefert:

Aussage 7.2. 1. [ ist konvex und () ist im Inneren von I unendlich oft differenzier-

bar,

2. Wenn u e;, so sind alle Momente / HI'H? ... - H}F exp{< u, H > —¢(u) } p( dw)
Q
endlich, und es gilt

grad ¥ (u) - exp {¢(u)} = /Hexp {<u,H>}dp, also BYW(H)=grady(u),

o o2
3. Firu €] haben wir Kov(H;, H;) = (a%gu)(u)
Aussage 7.3. Die Stichprobenfunktion H ist eine minimal suffiziente Statistik fiir Py
beziiglich <7 .

Bewezs:
Wir erinnern zunéchst an die Bezeichnung .4, := o (L(?; -) | ¥ € ©). Es gilt 4, C o(H),
da e<“H> begziiglich o(H) meBbar fiir alle u € IR ist.
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Andererseits, ist v €] und v irgend ein Element von IRF, so gilt

<U7H>: hm eXp{<u+’Uh7H>}eXp{< u?-H >}

= hexp{<u, H >}
Also ist fiir jedes v € IR¥ die ZufallsgroBe < v, H > beziiglich .#, mefbar, und somit auch
H selbst, d.h., es gilt o(H) C 4. O

(Q, o7, &) bilde eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Zufallsgroie H.

Das zufillige Experiment werde n-mal mit demselben wahren Parameter ¢ € © unabhéngig
voneinander durchgefiihrt. (Qy, 9%, IPy) sei der Wahrscheinlichkeitsraum fiir das k-te Ex-
periment, wy sei das Ergebnis des k-ten Experiments, A, Ereignisse, die mit dem k-ten
Experiment zusammenhéngen. Dann wird das Gesamtexperiment, das aus den n Einzel-

experimenten besteht, beschrieben durch:
Q= HQj, o = ®%, PO = (]P?” VNS @)
i=1 J=1
mit
P =Py - @Py, w=(w1,...,w,) € Q.

Fiir die diesem Gesamtexperiment entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

]P19®"'®]P19(A1X...><An):

- ﬁ]Pﬁ(Aj) = f[/A exp{< v(9), H(wj) > —w(ﬁ)} dp(w;)

— /---/exp {< 7(19),21{(@]-) > —mp(ﬁ)} dp®™ (w).

A1 X...XAp J=1
IPe"(A) = /Aexp {< (1), ZH(W]‘) > —nw(ﬁ)} dp®"(w), Aed.

Folgerung 7.2. Ist X = X = (X1, ..., X,,) eine mathematische Stichprobe und bildet (IP;*)
eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Variablen H(z), so ist H(X;) + ...+ H(X,,)
eine minimal suffiziente Statistik fiir 2.

Beweis:

Es gilt

L¥(0;2) = [Jeso{ < 2(0). o) > —00)} = 2@, (L00; w) = L¥(0: X(0))
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d.h., Z?:l H(Xj;) ist die kanonische Zufallsgréfie der Produkt-Exponentialfamilie
(P, ¥ € O). O

7.2 Lévy-Prozesse

Es seien (€2, .47, 1IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X (¢) ¢ > 0) ein Lévy-Prozess {iber
(Q, o7, IP). Darunter verstehen wir einen stochastisch stetigen reellwertigen zufilligen Pro-
zess mit unabhéngigen stationédren Zuwéchsen, der IP-fast sicher bei Null startet und dessen
Trajektorien die cadlag-Figenschaft haben. Beispiele sind der Wienersche, der Poissonsche,

der Gamma-, und jeder zusammengesetzte Poissonsche Prozess.
Fiir jedes t > 0 sei F; die Verteilungsfunktion von X (t) beziiglich IP:
Fi(x)=TP(X(t) <z), €, t>0.
Lemma 7.3.
Ist Ep (exp {uX(t)}> < oo firem uelR undeint >0,
so gilt [Ep <exp {uX(s)}) < oo fir alle s > 0.

Beweis:

Es sei zunéchst s € (0,¢). Damit ist X (¢) nach Voraussetzung die Summe der zwei un-
abhéngigen Zufallsgrofien X (s) und X (t) — X (s), die die Verteilungsfunktionen Fy bzw.
F,_s besitzen. Folglich gilt

F,=F,xF,_,. (a)

Diese Gleichung schreiben wir in der Form

R = [ RGP = [

R

< /}R o0z} () F( dx)) Fio(dy) =
/1R2 T ooo( + y)Fu(dz) @ Fr_o(dy), z€R.

(Wir haben die Folgerung von Tonelli-Hobson zum Satz von Fubini benutzt.)
Daraus ergibt sich mit der iiblichen Approximationsmethode fiir alle nichtnegativen mef-

baren Funktionen f auf IR die Gleichung

/ F(2)Fi(dz) = / £+ y)Fu( de) ® Foo(dy), (b)
R R2
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wobei beide Seiten gleichzeitig endlich oder beide unendlich sind. Setzt man f(z) =

exp{uz}, so ist nach Voraussetzung
/ exp{uz}F;(dz) < oo
R
und aus (b) und dem Satz von Fubini folgt

/}R expluz} F,(dz) < oo.

Ist dagegen s > t, so wahlt man m > 1 derart, dafl mt > s gilt. Nun ergibt sich mit

analogen Mitteln und aus der genannten Folgerung des Satzes von Fubini

(/ euth(dx)) :/ eu(.’v1+...+wm)HF’t(dxj):/ el? mt(dz) < 0.
R R : R

j=1

Daraus folgt, wie bereits gezeigt,

/ e** Fy(dr) < oo.
R

Das Lemma erlaubt folgende

Definition 7.4. Das Intervall I werde definiert durch
I= {u €eR : / exp{uX(t)}dIP —/ exp{ux} Fy(dz) < oo}.
R R

Dabei ist t > 0 beliebig gewéhlt, I ist unabhéngig von ¢. Es sei w € I. Dann ist die Funktion
i (u), definiert durch

U (u) = ln/ﬂ{exp{ux}Ft(dx), t>0
endlich. Aulerdem gilt
Yora(w) = In /}R exp{uz} Fupe(dz) = In /]R exp {u(z + 1)} Fu( dz) ® Fy( dy) =
In (/}R exp{uz}Fy(dzx) - /ﬂ)ﬁxp{uy}ﬂ(dy)) = s(u) + Y(u), s,t>0.

Wegen der stochastischen Stetigkeit von X (-) ist auch ¢ — 9, (u) stetig, und es folgt

U (u) = tp(u), wir setzen ¥(u) := 1y (u).
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Lemma 7.5. Fir jedes u € I ist der Prozess (Mt(u), t >0), definiert durch

M™ = exp{uX(t) — ty(u)}, t>0
ein Martingal beziiglich der Filtration (<X, t > 0) mit &~ = o(X(s), s <t), t>0.

Bewezs:
Es gilt

I (Mt(ji)s | "’Q{SX> = E<6XP{U(Xt+s - X))+ qu}|£fSX) e () ()

= exp{uX, — s¢(u)} IE(exp{u(Xt+s — X,) — tip(u) } ‘%X>

S

Wir definieren durch

P (A) ::/AMt(“)dIP, Ae X

ein WahrscheinlichkeitsmaB IP{*) auf 7. Die Familie (]Piu), t > 0) ist vertréglich in dem
Sinne, daf gilt:

Ist Ac X und s <t, soist A€ X mit P™(4) =PM(A).

Das ergibt sich aus der Martingaleigenschaft von (Mt(u)):
PM(A) = / M@ 4P = / MM d1P =P (A).
A A

Somit ist eine Mengenfunktion IP®) auf Ui definiert:
P™(A) =P (A), falls Ac X

Sie ist o-additiv und somit eindeutig erweiterbar zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
P™ auf

% =\ 7" =c(X(t), t >0).

t>0

Die eindeutige Fortsetzung von IP™ auf 7% werde ebenfalls mit IP™) bezeichnet.
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Aussage 7.4. Die Wahrscheinlichkeitsmafe ]P(“), u € I, sind lokal absolutstetig, d.h.
]Pﬁ“) L<P,:=P |WX’ vVt > 0, und es gilt nach Definition
dIP"
d 1P,
Die Familie (IP™, u e I) heiit die zu IP und (X (t), t > 0) gehirende Exponentialfamilie
(von Wahrscheinlichkeitsmafen auf o/ ).
Aussage 7.5. Fiir jedes u € I ist (X(t), t > 0) beziiglich P™) ein Lévy-Prozess. Gilt u 6;,

so haben wir

E™(X(t) =¢'(u) -, Var™ (X (t)) = 4" (u) - .

= exp{uX(t) —¢Y(u)t}, t>0,uel.

Beweis:
Sind X und Y zwei n-dimensionale zuféllige Vektoren iiber (€2, 7, IP) und ist A eine n x n-
Matrix mit X = A - Y, so gilt offenbar

E(f(X)) =E(f(A-Y)), also

- fla)P¥(dz) = | f(Ay)P"(dy).

R”l
Ist nun X = (X4, X4y, ..., Xy,) und YV = (X4, Xy, — X4y, ..., X4, — X4, ), so haben wir

mit

100 -« 0
110 -« 0
A= (: IR :)
iiiid
fiir jede beschrinkte mefibare Funktion f
B (f(X)) = EY (f(4-Y)).
also
[ esp{uxte) ~ tw@} ) aP = [ epfux(t,) -t }ra-v)ar
Q Q
und somit wegen
th == th + (Xt2 - th) + o + (th - th71)

/ eumn—tnw(u)f(xl, Ty, ..., x,) IPX(dxy, ..., dz,)

" ®
= f<y17 Y1 + Y2,.--,41 + Y2 + ot yn)eu(y1+y2+'"+yn)—¢(u)tn H Ftk—tkfl(dyk)
R™ k=1

n

® u
= - Twu +y2, oy + -+ ) H Ft(kztk,1<dyk)
k=1
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mit
Ft(“)( dz) = exp{uz — t¥(u) } Fy(dz).

Da f beliebig ist, folgt daraus, da$ fiir jedes u € I der Prozess (X(t), t > 0) beziiglich
P™ unabhingige und stationire Zuwichse besitzt. Das bedeutet, die eindimensionalen

Verteilungen (Ft(u) luel ) bilden selbst wieder Exponentialfamilien. O

Folgerung 7.6. X, ist eine minimal suffiziente Statistik fiir &2 = (IP™, v € I) hinsichtlich

X,
/X . AuBerdem bildet Tt eine erwartungstreue Schétzung fiir ¢'(u). Fir ihre Streuung
gilt

t t

(X)L 20

7.3 Vollstindige Statistiken

Es seien (€2,.27, &) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©) und T eine Statistik
tiber (€2, &) mit Werten in einem meBbaren Raum (E, &).

Definition 7.7. Die Statistik T heifit wvollstindig (b-vollstindig), falls jede reellwertige
BorelmeBbare Funktion ® auf (E, &), die IP)-integrierbar ist (bzw. die beschrinkt ist),
und fiir die gilt

[Ey (®(T)) =0, furalle ve€0©,
notwendig Null ist (IP} -f.s., fiir alle ¥ € ©).

Aussage 7.6. Es sei U ein erwartungstreuer Schitzer fiir v(9) mit T6y(U?) < oo, ¥ € O.
Weiterhin sei T eine wvollstandige und suffiziente Statistik fiir © beziiglich <. Dann ist
IE(U | T) ein erwartungstreuer Schitzer fir v(9) mit kleinerer Varianz:

Var(IE(U | T)) < Var(U). (7.1)

IE(U | T) ist eine Funktion von T und zwar die einzige Funktion h(T), die einen erwar-
tungstreuen Schdatzer fir v(9) darstellt. Folglich ist IE (U | T') der Schitzer mit minimaler
Varianz unter allen erwartungstreuen Schétzern fir ~v(9): ein MVUE, minimum variance

unbiased estimator.
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Beweis: Die Ungleichung (7.1) ist eine Eigenschaft bedingter Erwartungen. Ist S ein er-
wartungstreuer Schéitzer fir () und ist S eine Funktion von T, d.h. gilt S = A(T), so

haben wir
IEﬁ(h(T)) = ]Eg(]E(U | T)) fir alle ¥ € ©.

Aus der Vollstandigkeit von 7" folgt h(T) = IE(U | T). O

Beispiel 7.4. Ist & eine Exponentialfamilie mit der kanonischen Zufallsgrofie H, so ist
H minimal suffizient und vollsténdig.

Beweis:

Es gilt

0=y (F(1) = [ Flayexp{ < au > —ptu) bl () =
eXp{—w(u)}/ f(z)exp{< z,u >}p"(dz).
R

Das bedeutet, die Laplace-Transformierten von f, und f_ sind gleich auf ©. Daraus ergibt
sich fy = f_ =0 pf-fast iiberall und somit f(H) = 0 IPy-fast sicher fiir alle ¥ € ©.
(Wir haben hier benutzt, dafi v(©) in I ein nichtleeres Inneres besitzt.) U

Beispiel 7.5. Es seien (2,47, %) ein dominiertes statistisches Modell, T" eine Statistik
tiber (Q2,.97). Ist T suffizient und b-vollsténdig, so ist 7" minimal suffizient.

Beweis:

Die o-Algebra o(T), vervollstandigt beziiglich IP (IP ist ein privilegiertes dominierendes
Ma$B), enthélt die minimal suffiziente o-Algebra .#,. Umgekehrt:

Ist C €o(T), soist Ey(Ic—1E(1c | 4)) =0 firalled € ©.

Damit gilt 1c = IE(1¢ | #,) IPy-fast sicher fiir alle ¥ € © wegen der Vollstéandigkeit
von T'. Somit hat 1¢ eine IP-Version, die .#;-mefbar ist, d.h. C € .#F. O

Aus der Minimalsuffizienz folgt nicht die b-Vollstéindigkeit (siche 6. Ubung).
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7.4 Die Cramer-Rao-Ungleichung und Exponentialfa-
milien

Es sei (Q, .97, P) ein statistisches Modell mit & = (IPy, ¥ € ©), © C IR* und einem
dominierenden o-finiten Mafl . Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf§ u ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} ist und bezeichnen es deshalb der Gewohnheit gem&afl mit IP:  p = IP.

Die Likelihoodfunktion L(J; w) (¥ € ©,w € Q) ist definiert durch

L(Y; w):= d}gﬁ.

Wegen IPy(L(J; -) > 0) = 1 ist fiir jedes ¥ € ©

(W) :=InLW; )

eine IPy-fast sicher definierte Zufallsgrofe iiber (£2, 7).

Voraussetzung: Die Funktion ¢ — L(¥; w) sei differenzierbar fiir IP-fast alle w € Q
und es gelte
Ey (|| grady (9 ; )||*) < oo, fiir alle € ©. (|| - || ist die Euklidische Norm in IR")
Definition 7.8. Die Matrix I(¢), definiert durch
1(9) 1= By (grad, (9 ; -) grad] (0 ; -))
heiit Fisher-Informationsmatriz (des statistischen Modells (£2, &7, &2)).
Aussage 7.7 (Cramer-Rao-Ungleichung). FEs gelte
a) Fir IPy-fast alle w sei ¥ — L(0 ; w) stetig differenzierbar beziiglich ¥,
b) Ty (|| grady (¥ ; -)[?) < o0, ¥€O
c) Fir jede Zufallsgrofie Y mit Ty (Yz) < 00 gelte

grady IEy(L(0; -)Y) = Ey((grady L(¥; -)Y), J €O

d) I1(9) sei regulir, v € ©.

Dann gilt fir jedes 9 € © und fiir jede Zufallsgrofie Y mit ]E§(|Y|) < oo die Ungleichung

T

Ey (Y —Ey (Y))?) > (grady By (V) I7(0)(grady Ey (V).
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Spezialisierungen:

Wenn Y eine erwartungstreue Schitzung fiir v(19) ist, so gilt:
DJY > (grad,y ()" I™1(9) (grad, y (),
und ist © eindimensional, © C IR, so haben wir

(1(9)"

DY 2 10y

Beweis der Cramer-Rao-Ungleichung:

1. Schritt: Aus c) folgt
E(grady L(?; -)) =0, d.h. Ey(gradgIn L(d; -)) =0 (Wegen IE(L(¥; -)) =1)
Es gilt folglich:
grad, I, (Y) = grad, E(L(9; -)Y) = B((grad, L(0: ) Y) =

]Eg((gradﬂ In L0 ; -))Y) — ]Eﬂ((gradﬂ L ; ) (Y — ]Eﬂ(Y))) (7.2)

2. Schritt: Fiir alle u € R” gilt mit < u,v >= Zle upvy = ulv
(7.2)
< u,grad, Ey(Y) > 2 I, (< u, (grady I L(9; ) > (¥ — Eﬁ(y)))
und somit wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

< u,grady Ey(Y) >? < IE@((< u, (gradyIn L(0 ; -)) >)2>-]E19<(Y — ]Eﬁ(Y))2>.

Das heifit,

Vu e R¥, V9 € ©.

— 2 < u, grady By (V) >
B (Y = Bo)) 2 o R TS

(7.3)
Wir fixieren ¥ € © und wihlen u € R* so, daB
<wu,grady Ey(Y) >=1 (7.4)

erfiillt ist. Die rechte Seite von (7.3) lautet dann

1
uTI(9)u
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3. Schritt: Bestimmung des Maximums der rechten Seite von (7.3) unter der Nebenbe-
dingung (7.4).
u"I(9)u — A< u, grady Ey(Y) > —1)  soll minimiert werden.
Wir erhalten als notwendige Bedingung
grady . u'I(¥) — M(grady ]Eg(Y))T =0 und

o< u, grady Ey(Y) >= 1.

Auflésung nach u und \: Erste Gleichung nach u” auflésen und in die zweite einsetzen

liefert:
1= u” grady Ey(Y) = A(grady Ey(Y)) " I7(9) (grady Ey(Y)).

Also:
1

I-1(0) (grady Ey(Y))

A:

Y

T

(gradﬁ ]Eﬂ(Y)>

u’ = Agrad, IEg(Y)I(9).

Damit folgt
1 1

VI \2(grad, Ey(Y)) I-1(0) (grady Eg(Y))

Bemerkung 7.9. Die Fishersche Informationsmatrix ist definiert durch
I(V) = Ey (gradﬁ InL(0; -) grad? In L(9 ; ))

Unter der Bedingung, dafi 9 — L(¥; -) zweimal differenzierbar ist und die Vertauschungs-

gleichung

2 2
E(%&%L(ﬁ; )) = %%IE@W; )) =0

gilt (IE ist der Erwartungswert beziiglich des dominierenden privilegierten Mafles, L(¥; -) =

4l9), haben wir wegen
0? 0? 1
99,00, L9 ) = (aﬁiaﬁjL(ﬁ’ ')>L<19; 3
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und

2 2
Eﬁ(L(ﬁl; .)aﬁ?aﬁjL(ﬁ; ')> - E(%@@Lw; ')> =0

die Beziehung

19) = — Eﬂ(%;}j In L(® ; -)).

Beispiel 7.6. & bilde eine Exponentialfamilie. Dann ist

dIPy )
P = exp{< 9, H > —w(ﬁ)}, Y € O, O sei offen,
0 : i}
1(9) = grady (grad, ¢ (¥)) = <019~819¢(?9)> sei regulir.
OV

Weiterhin sei

[(W):=InL(W; ) =<9,H>—¢(¥) und es gilt
grady [(¥) = H — grad, ¢ (19).

Es folgt
Ey(H) = grady¥(d), da IEy(gradyl(¥)) = 0 ist.
Als Zufallsgrofe Y nehmen wir < u, H > fiir ein u € IR”. Es ergibt sich

Ey(Y) =< u,grady¢(u) > und
grady IEy(Y) =< u, I (V) > .

Folglich gilt:
DY = B, << H — grad, v (9),u >2>
_E, <uT(H — grady ¢(v)) (H — grad, wm)%)
=u"I(9)u.
Somit ist:
D2Y = v I(0)u = v T(9) I (9)I(9)u

= (irad, By (v)) W) (grad, By (1)),

Also wird im Fall der Exponentialfamilie die untere Schranke in der Cramer-Rao-Ungleichung

erreicht.
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In der Ungleichung von Cramer-Rao muf} es keine erwartungstreue Schétzung fir (1)

geben, deren Streuung die untere Schranke erreicht.

Beispiel 7.7. Es sei X eine zum Parameter A > 0 Poissonverteilte Zufallsgroflie. X ist eine
suffiziente und vollsténdige Statistik fiir A, da L(\; 2) = e . Es sei T(X) := 1{01(X),
dann gilt IEy(T) = e~*. D.h., T ist eine erwartungstreue Schitzung mit minimaler Varianz
fiir g(\) = e™*. Es gilt

2
DT = TE, (1{0}()() _ e_’\) e m 2P pe D = oM (1 — e ),

Andererseits ist

1
I(\) = ]E,\<(% InL(\; ))2) =1 auBerdem, mit ¢'(\) = —e* gilt
2
(') _ 2 o - - 2 _ A
ey =XNe < e M(1—e), wegen 1+ A\ <e

Beispiel 7.8. Es seien X = (X7,...,X,,) eine klassische mathematische Stichprobe unter
Py, ¥ € O, Qg := P, und %(m) =: fy(x). Es gilt:
n d n
L w) =[] 520 =[] folxi),

k=1 k=1
(0 w) =Y In fy(Xp),
k=1

; fo(Xy)
1(9) = Ey(grady 19 ; w) grad, (95 w)")
= 35 (e, I fo060) srad, 1 o (X))

k=1 =1

grady (¥ ; w) = > grad; In fy(X;) =
k=1

[ﬁir k # [ sind X} und X; unabhéngig, also gilt

d X d
i 000) - B (22 H5) B, 503
d
= grad, ]E(%(Xﬁ) =grady 1 = O.}

= > Ty ((grad, In fo(X1)) (grady In fy(Xi) ")
k=1 _ }:(19)
=n-1 (?9)
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