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1. Eine zweidimensionale Itoformel

a) Esseien (W;(t),t > 0), i = 1,2 zwei voneinander unabhéngige Standard-
Wienerprozesse iiber (£2, F, P) (Xi(t), t >0), i = 1,2 zwei Ito-Prozesse
der Form

dX;(t) = fi(t) dt + g;(t) dW;(t) t>0,i=1,2
mit f; € £} ([0,00]), gi € L2 ([0, 00]). Weiterhin sei F = F(t, z, x2)|[(lo())X]R2

eine reellwertige C'h?2-stetige Funktion.
Man iiberlege sich, dafl gilt:

F(t, X1(t), Xa(t)) = F(0,X1(0), X5(0))

+/ Fi(s, X1(s), Xa(s ds+Z/ (5, X1(5), Xa(s)) dX,(s)

b) Man zeige mittels a), dafl gilt:
d(X:1(t), Xa(t)) = X1(t) dXs(t) + Xo(t) dX:(2), t>0.

¢) Welche Formeln wiirden sich in a) und b) ergeben, wenn
Wi(t) = Wa(t) =: W(t), t > 0 gilt?



2. Es sei (Y;,t > 0) die Losung der Differenzialgleichung
ay, = ¢V, dW,, Yy=1, dh.

t 1 t
Y}:exp{/ gdes——/gfds}, t>0,
0 2 Jo

wobei (g¢, t > 0) € £2([0,00)) gelte (siehe Aufgabe 4.4.).
Es gelte (f;, t > 0) € Z([0,00)). Zeigen Sie, daf3

t
Zy:=FY,, t>0 mit Ft:exp{/ fsds}
0

eine Losung der Differenzialgleichung
dZy = fiZydt + ge Zy dWy,  t >0, ist.
Es sei r > 0. Man 16se die Differenzialgleichung
dU, = f,Uydt + rdt + gU, dW;, t>0, Uy=2x>0.

Hinweis: Leiten Sie zunéchst eine Differenzialgleichung fiir

t 1 t
V;‘,::exp{_/gdeS‘i‘E/gzds}Ut? t>20, ==
0 0

her und bestimmen Sie deren Losung trajektorienweise.

3. Esseien (W(t),t > 0) ein Standard-Wienerprozess iiber (2, F, P)und r, K, 3, x
positive Konstanten.
Die logistische Differentialgleichung

z(t) = rx(t)(K —x (t)), z(0) == (1)

wird als Modell fiir das Wachstum von Populationen vom Umfang z(t) von
Lebewesen in einer Umgebung verwendet, die die Kapazitidt K besitzt und
deren Qualitédt durch r quantifiziert wird.

Unterliegt K schnellen zufélligen Fluktuationen, so modelliert man den Um-
fang X (t) der Population durch

dX () =rX(t)(K — X(t)) dt + BX(t) dW;, X(0) = z. (2)

Man leite aus (2) eine stochastische Differenzialgleichung fiir Y; := X, *, t > 0
her und 16se diese unter Verwendung von Aufgabe 2.
Bestimmen Sie nunmehr die Losung (X (¢),t > 0) von (2).



4.* a) Man lose die Differenzialgleichung
dY, =rdt + oY, dW;, Y,=1.

Hinweis: Man leite zunéchst eine Differenzialgleichung fiir

2
Zt:Y;eXp{—ont—l—%t}, t>0

her und l6se diese trajektorienweise.

b) Mit der gleichen Methode 16se man die Differenzialgleichung

1
dthydt"—OéXthVt, tZO, X():l
t

5% a) Esseien (W(t),t > 0) ein Standard-Wienerprozef iiber (2, F, P) und a, b
positive Zahlen. Durch

Xi(t) =acos Wy,  Xo(t) =bsinW;, ¢t>0

ist ein zweidimensionaler Proze X (t) = (Xi(¢), Xg(t))T, t > 0, definiert.
Man zeige, dal (X (¢), ¢ > 0) Losung der Differentialgleichung

1
AX(1) = 5 Xodt + MX () dWs, X(0) = (a,0)" mit M = (
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ist. Beschreiben Sie die Bahn des Prozesses X(¢), t > 0 in der Ebene.
b) Welcher Differenzialgleichung geniigt Y (t) = (cosh W, sinh I/Vt)T, t>07



