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1. Es sei (X;, t > 0) ein eindimensionaler Diffusionsprozess mit Drift b(-) und
Diffusion (). Man bestimme eine stochastische Differenzialgleichung fiir

}/; = p(Xt)a t Z 07

wobei p die Skala von (X;) bezeichne, und zeige, da8 (Y;) eine natiirliche Skala
hat.

2. Man zeige, dafl die von einer Itdschen Diffusion erzeugte Halbgruppe (73, ¢ > 0)
stark stetig ist, d.h.

t]0

z€eIR™

3. Es sei (X;, t > 0) eine geometrische Brownsche Bewegung, d.h., es gelte
dXt :bXtdt+UXtth, XO =z >0. (1)

a) Man zeige, daf gilt:
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b> 5 = tlim X/ =00 [P-ts,
.
b= 5 — li{n inf X" =0, limsup X/ =00 [P-fs.
— t—o00
Hinweis: Man nutze das Gesetz des iterierten Logarithmus fiir den Stan-
dard Wienerprozess:
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sup [T/ (@)= f(@)] 2% 0. f € CoR") = {f : R" — R | f stetig, lim_f(x) = 0}.



b) Man bestimme den infinitesimalen Operator A von (X;) auf C2(IR).
c) Wie lauten Skala und Geschwindigkeitsmaf3?
d) Fiir a,b,z mit 0 < a < < b berechne man die GroéBen

P,(1. <), P.(m < 7a), IE, ().

e) Was ergibt sich in ¢) fiir a | 0 bzw. b T co? (Unterscheiden Sie die drei
Falle aus Aufgabe a). )

f) Es sei p > 0. Dann gilt:

1— 2

b < # > lim E(|X:?) =0,
1— 2

p= DT s () = e, ez,
1— 2

b> (Tp)g > lim E(|X]") = .

Hinweis: Man berechne IF(|X;|P) mittels der expliziten Lésung von (1),
siche 4. Ubungen.

4. Ist (W, , t > 0) ein reellwertiger Standard Wienerprozess und A > 0, so bildet
M, = exp {\/2)\Wt _ )\t} L t>0,

ein positives Martingal (Beweis?). Es seia > 0 und 7, = {inf¢t > 0 : W} = a}.
Dann ist 7, eine Stoppzeit und fiir jedes u > 0 ist 7, A u eine beschrank-
te Stoppzeit. Folglich bildet (M, A, , t > 0) ein beschrinktes Martingal. Man
berechne damit

g(A) == FE (exp{—A1a}), A>0.

Die Funktion ¢g(-) ist die Laplacetransformierte der Verteilungsfunktion von
Ta:

g0 = / NP, € df), A 0.
0

Man zeige, dafl 7, die Dichte

ft,a) =

a a?
Wexp 5 (" t>0

besitzt.



