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Markov’sche Prozesse

5. Ubungsserie

5.1 Essei (Xt > 0) ein zentrierter reellwertiger Gauft’scher Prozess.

a) Beweisen Sie, dass (X;,t > 0) genau dann ein Markov’scher Prozess ist, wenn
seine Kovarianzfunktion K (s,t) = F(XX;) die Eigenschaft

K(s,u)K(t,t) = K(s,t)K(t,u) firalles<t<u

besitzt.
b) Der Prozess (X;,t > 0) heifst eine fraktionale Brownsche Bewegung (fBB) mit
dem Hurst-Parameter H € (0, 1), falls fiir seine Kovarianzfunktion gilt:
K(s,t) = 3o?[s* + 21 — |s — t]?].
1

i) Zeigen Sie, dass eine fBB (X;);>¢ nur im Fall H = 5 ein Markov’scher
Prozess ist. Um welchen Prozess handelt es sich ?

ii) Ein Prozess (Y;);>0 heifst H-selbstihnlich, wenn fiir H > 0 und jedes a > 0

(Yat)tzo o (aﬁYZ)tzo

gilt. Beweisen Sie, dass eine BB H-selbstdhnlich ist.
iii) Zeigen Sie, dass eine BB stationére Inkremente besitzt.

iv) Beweisen Sie, dass umgekehrt jeder H-selbstihnliche Gauf’sche Prozess,
H € (0,1), mit stationéiren Inkrementen eine fBB darstellt.

v) Zeigen Sie mithilfe des Kriteriums von Kolmogorow, dass eine fBB eine
stetige Version besitzt.

¢) Fiir a, f > 0 sei die Kovarianzfunktion gegeben durch

K(s,t) = aexp(—f|t — s|), s,t>0.

Dann heift (X;);>o stationdrer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Zeigen Sie:

i) Der stationdre Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist der einzige stationére zen-
trierte Gauft’sche Markov-Prozess.

ii) Die Ubergangsfunktion (P;)s>o ist gegeben durch die Ubergangsdichten
pi(a,y) = 2ra(l—e ) 2 exp(—(y—e "2)*/2a(1-e))), t>0.

iii) Es sei (B;)i>o eine eindimensionale Brownsche Bewegung. Ist die Zufalls-

groke Y ~ N(0, %) unabhéingig von (By):>¢, S0 ist

t
Y, = e"gt(Y +/ e dBs), t>0,
0

ein stationdrer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.



d) Ist (By)i>o eine eindimensionale Brownsche Bewegung, so heift der Prozess
Zy:= B, —tBy, t € [0,1], Brownsche Briicke zwischen 0 und 0. Zeigen Sie, dass
(Zt)teo,1) sowohl Gaufk’sch als auch Markov’sch ist.

5.2 Beweisen Sie das folgende Resultat von Blackwell, Dubins und Hunt, welches den
Konvergenzsatz von Lebesgue und den Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare

Martingale in sich vereinigt: Es sei (X,,)n—01,. eine Folge von Zufallsgrofen auf
(Q, A, P) mit
X, = X, P-s., sup | X,| € LY(P),

(Ap)n=o1,. eine Filtration, Ay := o (U,A,,). Man zeige

m E(X, | A) = E(Xoo | As)  P-fs.

nloo

oder sogar die stiarkere Aussage

lim E(X,|A,) = E(Xwx|Ax) P-fs..

n,mToo

5.3 (5 Punkte)

a) Fiir p > 0 sei die Funktion Pi(z, B) (t > 0,2 € [0,00), B € B([0,0))) gegeben
durch

Ig(x +1) falls = > 0,

. t
Pi(z,B) = 15(0) e Ht 4 / pe " 1p(t — s)ds falls x = 0.
0

Zeigen Sie, dass (P);>o eine Ubergangsfunktion auf ([0, o), B([0, 00))) ist.

b) Geben Sie einen stetigen Markov’schen Prozess (Q, A, (X4)i>0, (Pr)z>0) an, der
diese Ubergangsfunktion besitzt.

c¢) Zeigen Sie, dass (X, ¢ > 0) nicht Feller’sch ist. Geben Sie eine Stoppzeit an,
fiir die die starke Markov-Eigenschaft verletzt ist.

5.4 (4 Punkte) Es seien (A7, ¢ > 0) eine Filtration in (2,4, P), A% = (U2 AY),

N:={ACQ 34 €A’ mit AC A und P(A") =0},
Ai=c(A) U N), tel0,o00].

Man zeige, dass gilt:
2) Aw = {ACOI3A, A" € A - A CAC A" P(A\A) =0}

b) Z : Q — R ist A, -messbar genau dann, wenn es zwei A% -messbare Zufalls-
grofen Z', 7" gibt mit Z' < Z < Z" P-f.s. und P(Z" — Z' > 0) = 0.

Die mit Punkten versehenen Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am Freitag,
dem 19.12.2008, zu Beginn der Vorlesung abzugeben. Die {ibrigen Aufgaben werden in
der Ubung besprochen.



