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Markov'sche Prozesse

6. Übungsserie

Im Folgenden sei (P(t), t ≥ 0) eine Familie von Standard-Übergangswahrscheinlichkeiten
P(t) = (pij(t))i,j∈E mit qi < ∞, i ∈ E, und X = (Xt, t ≥ 0) bezeichne eine Markov'sche
Kette mit (P(t), t ≥ 0) als Familie von Übergangswahrscheinlichkeiten. Im Übrigen ver-
wenden wir die Bezeichnungen der Vorlesung vom 19.12.2008.

6.1 Man zeige, dass pii(t) > 0 für alle t > 0 gilt.

6.2 (6 Punkte) Es bezeichne ζn den Zeitpunkt des n-ten Sprungs der Kette X. Wir
de�nieren ζ := limn↑∞ ζn. Zeigen Sie, dass folgende Beziehungen gelten:

a) gi(u) := Ei[e
−uζ ] = Ei[

∏∞
k=1

q bXk−1

u+q bXk−1

]

b) Die Funktion (u, i) 7→ gi(u), u ≥ 0, i ∈ E, genügt der Gleichung

gi(u) = qi

u+qi

∑
j∈E

πij gj(u) (∗)

c) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

i) Es gilt Pi(ζ =∞) = 1 für alle i ∈ E.

ii) Die Gleichung (∗) besitzt keine beschränkte nichtnegative Lösung, die nicht
identisch 0 ist.

6.3 (4 Punkte) Es sei (Xt, t ≥ 0) ein �reiner Geburtsprozess�, d. h., es gelte qi > 0, i ≥ 0,
πij = 1 für j = i + 1, i ≥ 0. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

i) Ist
∑∞

i=0
1
qi

<∞, so gilt Pi[ζ <∞] = 1.

ii) Ist
∑∞

i=0
1
qi

=∞, so folgt Pi[ζ =∞] = 1.

Die mit Punkten versehenen Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am Freitag,
dem 16.01.2009, zu Beginn der Vorlesung abzugeben. Die übrigen Aufgaben werden in
der Übung besprochen.


