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Markov’sche Prozesse

7. Ubungsserie

Im den folgenden Aufgaben sei (X;);>o eine Markov’sche Kette auf dem Zustandsraum
E beziiglich (P,,i € E) und der Familie von Standard-Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(t) = (pij(t))ijer, t > 0. Die zugehdrige Intensititsmatrix A sei konservativ. Im Ubrigen
verwenden wir die Bezeichnungen der Vorlesung vom 19.12.2008 und definieren zusatzlich
¢ :=limy100 ¢, als Limes der Sprungzeiten.

7.1 Fiir die Markov’sche Kette gilt P;[( = oo] = 1, falls eine der nachfolgenden Bedin-
gungen erfiillt ist:

i) E ist endlich,
i) supjcpq; < oo,

iii) Der Zustand i ist rekurrent fiir die Sprungkette ()?n)neNO.

7.2 Wie in Aufgabe 6.2 bezeichnet g;(u) := E;[e”*], u > 0, die Laplace-Transformierte
von ¢ unter dem Mak P;. Zeigen Sie:

a) Fir jedes u > 0 erfiillt der Vektor z = (g;(u),7 € F) die Bedingungen:
1) ]z <1 und 2)Az=uz.

Ist Z ein weiterer Vektor mit 1) und 2), so folgt z; < z; fiir alle ¢ € E.
b) Fiir jedes u > 0 sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
i) Es gilt P;[¢ = oo] fiir alle i € E.
ii) Aus Az = uz und |z;| < 1 fiir alle i € FE folgt z = 0.

7.3 Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die minimale Losung der Kolmogorov’schen Rickwdrtsgleichung erfiillt die
Gleichung p,,,(t) = P,[X: = k, ¢ > t] fiir alle i, k € E, t > 0.

b) Die Losung der Kolmogorov’schen Riickwdrtsgleichung ist eindeutig genau
dann, wenn P;[( = oo| = 1 fiir alle i gilt.



7.4 Man berechne die Losung der Kolmogorov’schen Rickwdirtsgleichung fiir die Matrix

7.5 (6 Punkte) Fiir jede endliche Matrix B = (b;;); jep konvergiert die Reihe Y ;- Bk—f
komponentenweise, und der Grenzwert wird mit e” bezeichnet. Wir definieren
P(t) == !B, t > 0, fiir eine endliche Matrix B. Zeigen Sie die folgenden Eigen-
schaften:

a) Fir alle s,t > 0 gilt P(t + s) = P(s)P(t) (Halbgruppeneigenschaft).
b) Die Familie (P(t),t > 0) ist die eindeutige Losung der Kolmogorov’schen Vor-
wartsgleichung
LP(t)=Pt)B, P(0)=1I.
¢) Die Familie (P(t),t > 0) ist die eindeutige Losung der Kolmogorov’schen Riick-
wartsgleichung
LP(t)=BP(t), P(0)=1.
d) Fir k=0,1,2,... gilt (£)*;—oP(t) = B".
e) P(t) ist eine stochastische Matrix fiir jedes ¢ > 0 genau dann, wenn B eine

Intensitatsmatrix ist.

f) Es sei (P(t),t > 0) eine Familie von Ubergangsmatrizen einer Markov’schen
Kette. Der Vektor 7 mit 7; > 0, >_,cpm; = 1 und 7 = 7 P(¢) fiir alle ¢ > 0
heilt stationdre Verteilung der Kette. Hierbei gilt

m=nP(t) firallet>0 < 7B=0.

7.6 (3 Punkte) Berechnen Sie die Losung der Kolmogorov’schen Riickwértsgleichung
L P(t) = AP(t) fiir die endliche Intensitétsmatrix

—A A

wobei die Eintrdge unterhalb der Hauptdiagonalen und oberhalb der ersten oberen
Nebendiagonalen 0 sind. Welcher Markov-Prozess wird durch A induziert ?

7.7 (2 Punkte) Zeigen Sie, dass <py;(t) > >, 5 pri(t)a;; ausfillt. Unter welcher Zusatz-
annahme besteht Gleichheit ?

Die mit Punkten versehenen Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am Freitag,
dem 30.01.2009, zu Beginn der Vorlesung abzugeben. Die {ibrigen Aufgaben werden in
der Ubung besprochen.



