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Risikotheorie

5. Ubungsserie

5.1 a) Eine Verteilungsfunktion F' auf [0, 00) besitzt eine schwere Flanke (heavy tail),
falls

/ e F(dt) = oo fiir alles > 0
0

gilt. Wir definieren durch R(t) := — In(1—F(¢)) die sogenannte hazard function.
Zeigen Sie, dass eine Verteilungsfunktion F auf [0, co) mit
ap = hmsup@ =0
t—o00

eine schwere Flanke hat.

b) Eine Verteilungsfunktion F' auf [0, 00) heift subexponentiell, falls

LF+F(t) _ o

lim —F ()

tToo
gilt. Beweisen Sie fiir eine subexponentielle Verteilungsfunktion F die folgenden
Aussagen:

1—1§<_;(—t§o>:1fﬁraueto>0

ii) F besitzt eine schwere Flanke.

c) Zeigen Sie, dass jede Verteilungfunktion F' vom Pareto-Typ subexponentiell
ist, also insbesondere eine schwere Flanke hat.

5.2 Die Verteilungsfunktion F der Weibull-Verteilung mit den Parametern o, > 0
besitzt die Form F(z) = (1 —exp(—az”))1(,o)(2). Zeigen Sie, dass F fiir 8 € (0,1)
eine schwere Flanke hat.

5.3 Es seien Y, k > 1, unabhéngige identisch verteilte Zufallsgrofen iiber (€2,.4, P) mit
Werten in (0, co]. Wir setzen

So:=0,8,:=3_Y, F(x) := P(Y1 <z),z € R ||F|| ;= lim F(x) = P(Y; < o0).

Man definiert den Erneuerungsprozess N durch

Ny = Z Liog(Sk), t>0.
k=0

Zeigen Sie:



a) Fiir alle n € Ny, t > 0 bestehen die Identitdten

b) Fiir alle t > 0 gilt E(N;) = > P(Sn < t).

¢) Aus der Ungleichung E(exp(—S,,)) > e *P(S,, < t) (Begriindung?) und der
Darstellung in b) folgt, dass E(IV;) fiir alle t > 0 endlich ist.

d) Die einzige auf endlichen Intervallen beschrinkte Losung (U(t),t > 0) der
Erneuerungsgleichung

U(t) = 1+/t Ut — y)F(dy), t>0,

ist die Erwartungswertfunktion U(t) = E(N).

e) Es gilt das Gesetz der grofen Zahlen Jim &= % P-f.s..

5.4 (3 Punkte) Wir erweitern Aufgabe 5.3.

a) Essei |[F|| = 1. Man zeige:

P(S, <o0)=1,n>1, und P(lim S, = oc0) = 1.

n—oo

b) Im Fall || F|| <1 definieren wir o :=min{k > 0|Y;11 = oo}. Ist o eine Stoppzeit?

i) Man bestimme die Verteilung von o.
ii) Man zeige, dass fiir die Verteilung von S, gilt

P(S, <t)=Ut)(1—|F|), t=>0.

5.5 (5 Punkte)

a) Fassen Sie die in der Vorlesung eingefiihrte Uberlebensfunktion ® als Vertei-
lungsfunktion auf, und berechnen Sie die zugehorige Laplace-Transformierte.

b) Zeigen Sie mithilfe von a), dass ® die Verteilungsfunktion einer zusammenge-
setzten geometrischen Verteilung ist, d. h. es gilt

o

Ou) =) (1-¢)"G"™(u), ueR,

n=0
sofern ¢ = A—C“ gesetzt wird und G die Verteilungsfunktion mit der Dichte

—F(x
g(w) = = g o0 ()

ist.

Hinweis: Mit partieller Integration folgt LFT(”) = [ e " F(u)du.



5.6 (4 Punkte) Es sei F' die Verteilungsfunktion einer positiven Zufallsgréfe mit existie-
rendem Erwartungswert und F(x) € (0,1) fiir alle x > 0. Die durch

er(x) =E(X —z|X >z), x>0,
definierte Funktion heilt mean excess function. Zeigen Sie:
a) Fiir alle z > 0 gilt ep(x) = %(x) [Z(1 = F(y))dy.

b) Ist F' aukerdem stetig, so erhélt man

er(x) er(y)

1— F(z) = =9 exp(—/ Lo dy) fiir allez > 0.
0

Die mit Punkten versehenen Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am Mittwoch,
dem 7.01.2009, zu Beginn der Vorlesung abzugeben. Die iibrigen Aufgaben werden in der
Ubung besprochen.



