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Topologie

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren d1 = d/(d + 1) und d2 = min(d, 1).
Zeige: d1 und d2 sind ebenfalls Metriken auf X , erzeugen die gleiche Topologie wie d und haben die
gleichen Cauchy-Folgen wie d.

2. Hilbert-Würfel

Man überprüfe, dass der in der Vorlesung definierte Hilbert-Würfel H = {(x1, x2, . . .) | 0 ≤ xi ≤ 1} mit
der Abstandsfunktion

d(x, y) =

∞
∑

n=1

|xn − yn|

2n

ein metrischer Raum ist.

3. Man zeige, dass auf R durch

d(x, y) =
∣

∣

x

1 + |x|
−

y

1 + |y|

∣

∣

eine Metrik definiert ist, die die gleiche Topologie wie die euklidische Metrik d0 = |x− y| induziert. Im
Gegensatz zu (R, d0) ist aber (R, d) nicht vollständig.

4. Fluß-Metrik

Sei X = R
2 und der Abstand zweier Punkte p = (x1, y1), q = (x2, y2) definiert durch

d(p, q) =

{

|y1 − y2| x1 = x2

|y1| + |y2| + |x1 − x2| x1 6= x2 .

Man zeige: (X, d) ist ein metrischer Raum. Wie sehen die Kugeln der Fluß-Metrik aus ? Wann konver-
giert eine Punktfolge pn ∈ R

2 in dieser Metrik ?

5. Sei X ein topologischer Raum. Zeige:

a) Ist U ⊂ X offen, so gilt U ⊂ Int (U) und U = Int (U).
b) Ist A ⊂ X abgeschlossen, so gilt Int (A) ⊂ A.

6. Sei U ⊂ X eine offene und A, B ⊂ X beliebige Teilmengen eines topologischen Raumes X .

Man überlege sich A − B ⊂ A − B und beweise damit U ∩ A ⊂ U ∩ A und U ∩ A = U ∩ A.
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