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Topologie

Spezielle Identifizierungen
Zu gegebenen topologischen Rdumen X,Y und Punkten zyp € X, yo € Y definieren wir folgende
speziellen Identifizierungen, deren geometrische Bedeutung man sich klar mache:

a) Kegel iber X: CX := X x [0,1]/X x {1};

b) Suspension, Einhingung oder Doppelkegel von X: ¥X := X x [-1,1]/(X x {1}, X x {-1});
Wedge-Produkt von X und Y: X VY = (X x {xo}) U (Y x{yo}) C X x Y

Smash-Produkt von X undY: X ANY =X xY/XVY;
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Wir schreiben X ~ Y, wenn X und Y homdomorph sind. Man iiberlege sich:
CS" ~ D" ¥ D" ~ D! und BS" ~ §7FL ST A ST~ 52,

Kleinsche Flasche

Essei S' ={z€C:|z|=1} und a: S' — S!, az = z die Spiegelung an der z-Achse. Wir definieren
die Kleinsche Flasche, indem wir in dem Produkt St x [0, 1] den Punkt (z,0) mit dem Punkt (az,1)
identifizieren. Dann entsteht eine unberandete nicht-orientierbare Fliche. Man stelle K als Quadrat
mit geeignet gewidhlten Kantenidentifizierungen dar.

Reell-projektiver Raum

Fiir z,y € R"™ — {0} gelte x ~ y, wenn x = Ay ist fiir ein A € R*. Der Quotientenraum von R"*! —{0}
nach dieser Aquivalenzrelation heiBt der reell-projektive Rawm P™(R); man kann ihn auch als die Menge
der Geraden des R"! durch 0 auffassen. In dem man sich iiberlegt, wie der P"(R) aus der S™ durch
Identifikationen entsteht, zeige man die Kompaktheit von P"(R). Zudem gebe man eine Darstellung
der projektiven Ebene P?(R) als Zweieck mit geeigneten Kantenidentifikationen an und zeige damit,
daf fiir die Kleinsche Flasche K = P%(R)#P?(R) gilt.

Komplex-projektiver Raum

Analog zum reellen Fall definiert man den komplez-projektiven Raum P™(C) als Aquivalenzklassen des
C"*t! — {0} unter der Multiplikation mit Elementen aus C*. Man zeige, da P!(C) homéomorph zur
S? ist.

Reelle Grassmann-Mannigfaltigkeit
Es sei Gy, die Menge der k-dimensionalen Unterrdume des R™. Man {iiberlege sich:

a) die Standardwirkung der reell-orthogonalen Gruppe O(n,R) auf R™ induziert eine transitive Wir-
kung der O(n,R) auf G, i;

b) G ist homdomorph zu O(n,R)/O(k,R) x O(n — k,R); insbesondere ist P™(R) homdomorph zu
O(n+1,R)/O(1,R) x O(n,R).



