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Diese Gleichungen stammen aus der Beschreibung von natürlichen Phänomenen



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Beobachtungen

f 4f3f

x

u(x,t) u(x,t) u(x,t)

u(x,t)

x x

x



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Beobachtungen

f 4f3f

x

u(x,t) u(x,t) u(x,t)

u(x,t)

x x

x



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Beobachtungen

f 4f3f

x

u(x,t) u(x,t) u(x,t)

u(x,t)

x x

x



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Beobachtungen

f 4f3f

x

u(x,t) u(x,t) u(x,t)

u(x,t)

x x

x



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:
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Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

Höhe einer Note                    Schwingungsfrequenz

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Schwingungen einer Saite, am Rand festgehalten (Cello)

<latexit sha1_base64="L6A2WXJg05G8FcXoalFQZjRSaTI="></latexit>

f, 2f, 3f, 4f, . . .

Beobachtungen Cello Hörspiel



Superpositionsprinzip

Mögliche Frequenzen:

Höhe einer Note                    Schwingungsfrequenz

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Schwingungen einer Saite, am Rand festgehalten (Cello)

<latexit sha1_base64="L6A2WXJg05G8FcXoalFQZjRSaTI="></latexit>

f, 2f, 3f, 4f, . . .

Beobachtungen Cello Hörspiel



Seien                und               Lösungen, ist

1   Erste Erscheinung — Musiktheorie

Modellierung: d’Alembertsche Gleichung (1746)

<latexit sha1_base64="UnuGeajNI4EOvn9+ZY4lbIsIWHo="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="TRggLIpZA+tjU/njPF9qjLUq4pY="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="r+NK0+L/JHic23ZJZIW0wu/lPWA="></latexit>

u(x, t)

<latexit sha1_base64="64iTJoK6HEbjY3Rd6as2c4byNcY="></latexit>x

<latexit sha1_base64="XQIqYLI1Mqupd57D7dg+O6MJPsw="></latexit>

u(0, t) = u(L, t) = 0

Erklärt die Schwingungsfrequenzen <latexit sha1_base64="L6A2WXJg05G8FcXoalFQZjRSaTI="></latexit>

f, 2f, 3f, 4f, . . .

Genügt dem Superpositionsprinzip:
<latexit sha1_base64="+faf0JKmWvQqNHhJjL0kw9D6ZXw="></latexit>

u1(x, t)
<latexit sha1_base64="ejGCNvEAGX4X6fWsEqVqNifk5HM="></latexit>

u2(x, t)
<latexit sha1_base64="Z8V+eFNmLZ/BQstp7f7SfCU/ci4="></latexit>

u1(x, t) + a · u2(x, t) auch eine Lösung

<latexit sha1_base64="Bb9MK44R6pDu4a/EN6bsv+8NewM="></latexit>

@2
xu(x, t)- c2@tu(x, t) = 0

(hier:              )  
<latexit sha1_base64="wmSSey8l5lUgtprPtEKqf6Ef+2Y="></latexit>

f =
c

2⇡



Beispiel : Schwingungen mit Frequenz        entsprechen 

   wobei eine beliebige ungerade 2L-periodische Funktion ist

1   Erste Erscheinung — Musik vor allem

1746     Alle Lösungen sind der Form 

1822 hat Fourier vorgeschlagen:

Alle “netten” ungeraden 2L-periodischen Funktionen lassen sich als

darstellen

<latexit sha1_base64="FgPsfXP3nciau165SB3c9S/WCsQ="></latexit>

u(x, t) = h(ct- x)- h(ct+ x)
<latexit sha1_base64="nUCriUj8qH5hfekO6QsxzA+gxrs="></latexit>

h

<latexit sha1_base64="rOqWVfjosI79en6Iae0u0LgUMRY="></latexit>

hn(z) = sin
�
n⇡z
L

�
<latexit sha1_base64="G7SrerhHarPNG2Q+I9WJUbWkWqk="></latexit>

nf

<latexit sha1_base64="btmA7kZiDH54qdS2oQ+N4acKshY="></latexit>

h(z) = a0 + a1 · h1(z) + a2 · h2(z) + · · · (unendlich viele Noten)

Sinn und Gültigkeit wurde nur in 1. Hälfte des 20. Jhs. zufriedestellend verstanden



Was kann man von der Mathematik erwarten?

1.  Modellierungen (Physik) liefern Gleichungen für eine Funktion
<latexit sha1_base64="ZxythuMSwBydwkO8lR0itVKylCA="></latexit>

u(p, t)

die relevante Größen als Funktion der Position p und Zeit t beschreibt

2.  Die Mathematik sucht nach einer passenden Rahmen, in dem

- die Gleichung einen genauen Sinn hat

- die einfachsten Beobachtungen/Erwartungen erfüllt werden

3. Wir möchten dann

- die Existenz (!) von Lösungen zeigen

- alle Lösungen (oder mindestens ihre Eigenschaften) bestimmen

sodass wir prognosefähig werden !

<latexit sha1_base64="0Yi8bxxnEClD0zfq1jbxJLkUdvE="></latexit>

8

<latexit sha1_base64="LElaNs8N2d3MSa4xz14HOyJEyIM="></latexit>

9



Wenn      sehr klein ist :

Bedeutung von         

2   Infinitesimale Variationen von Funktionen

<latexit sha1_base64="cVsRPk7oNYHHO/TnTd+C3FKdx4U="></latexit>

@xu

<latexit sha1_base64="0HumZfXdkCwQ6J+iVlWZtJVu3sI="></latexit>

u(x)

<latexit sha1_base64="59FVQIACnU4PP1aSz0SKvhqG1z8="></latexit>x

<latexit sha1_base64="z3OxzFoV310XilFjPgEnofcL7Rw="></latexit>a

<latexit sha1_base64="b7tGoT3lcjol8brnSha4k/gWFyA="></latexit>

u(x+ a, t)- u(x, t)
a

⇡ (@xu)(x, t)

<latexit sha1_base64="z3OxzFoV310XilFjPgEnofcL7Rw="></latexit>a

<latexit sha1_base64="0bTqdlQKfnDY2UXBNEQF0m3RX+8="></latexit>

u(x+ a, t)- u(x, t)

<latexit sha1_base64="0HumZfXdkCwQ6J+iVlWZtJVu3sI="></latexit>

u(x)

<latexit sha1_base64="59FVQIACnU4PP1aSz0SKvhqG1z8="></latexit>x

<latexit sha1_base64="z3OxzFoV310XilFjPgEnofcL7Rw="></latexit>a

<latexit sha1_base64="/98OQQbHgfv+8ivFuw6RUJdzchE="></latexit>

⇡ a · @xu(x, t)

Gerade mit Steigung 
<latexit sha1_base64="5vkliOeSrBxDptKqggy4O3hkeP4="></latexit>

@xu(x, t)



2   Infinitesimale Variationen von Funktionen

Wenn      sehr klein ist :<latexit sha1_base64="z3OxzFoV310XilFjPgEnofcL7Rw="></latexit>a

<latexit sha1_base64="b7tGoT3lcjol8brnSha4k/gWFyA="></latexit>

u(x+ a, t)- u(x, t)
a

⇡ (@xu)(x, t)
<latexit sha1_base64="Nis3TWiWWZQYX8ZKFpKyGxxTyAE="></latexit>

u(x, t+ i)- u(x, t)
i

⇡ (@tu)(x, t)Wenn      sehr klein ist :<latexit sha1_base64="tmCupVJ3JrioMw7jaW3YiyQFs0g="></latexit>

i

“Infinitesimale Variation” von u …

… in die horizontale Richtung

… in die “Zeit-Richtung”

<latexit sha1_base64="UnuGeajNI4EOvn9+ZY4lbIsIWHo="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="TRggLIpZA+tjU/njPF9qjLUq4pY="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="r+NK0+L/JHic23ZJZIW0wu/lPWA="></latexit>

u(x, t)

<latexit sha1_base64="64iTJoK6HEbjY3Rd6as2c4byNcY="></latexit>x

<latexit sha1_base64="ZSe3HBDlV9qbXv7psVNjeF73imc="></latexit>

@tu(x, t) = Geschwindigkeit
an Position x, Zeit t

<latexit sha1_base64="LyA3IbzRHReZnTN8ZH9kemnv4q4="></latexit>

@xu(x, t) =  Steigung der Saite
an Position x, Zeit t

Interpretation auf der Saite:



2   Infinitesimale Variationen von Funktionen

<latexit sha1_base64="cVsRPk7oNYHHO/TnTd+C3FKdx4U="></latexit>

@xu
<latexit sha1_base64="2NRynx8cs3w+UUj8du7ZiESZAm8="></latexit>

@tuund            sind auch Funktionen von (x,t) …

<latexit sha1_base64="cRBlaVnf8OC//ISlLNsrB96Yamo="></latexit>

@xu(x, t) > 0

Profil steigt

<latexit sha1_base64="XO5uDt7doVO0GDqzThmlXcNoC8k="></latexit>

@xu(x, t) < 0

(in die Richtung —>)

<latexit sha1_base64="UnuGeajNI4EOvn9+ZY4lbIsIWHo="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="TRggLIpZA+tjU/njPF9qjLUq4pY="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="64iTJoK6HEbjY3Rd6as2c4byNcY="></latexit>x
<latexit sha1_base64="p2egHvPgt3xomkso3YEo7lN/Zlk="></latexit>

@xu(x, t)

<latexit sha1_base64="F78dsu1Lt31vyhZbbvW7V/trNZ4="></latexit>

u(x, t)

Profil fällt

Man kann ihnen die Operationen        und        nochmal anwenden …
<latexit sha1_base64="kQW3j6GWIkaNQ10pFM3J4wXIPE4="></latexit>

@x
<latexit sha1_base64="yFc3B+d4qyyohCl5s4VPhPkdEbo="></latexit>

@t

<latexit sha1_base64="MBIv/bHVjYyLbIMdJ97GxiDBW24="></latexit>

@xu(x, t) = 0

Profil bleibt ~konstant
(lokale Min, Max, …)

<latexit sha1_base64="7AoamtdnT6OR4IBdEx8DO4M2m8o="></latexit>x0

(in die Richtung —>)



2   Infinitesimale Variationen von Funktionen

Die d’Alembertsche Gleichung

je größer die Krümmung an einem Punkt der Saite, desto größer die Beschleunigung dieses Punktes

<latexit sha1_base64="Bb9MK44R6pDu4a/EN6bsv+8NewM="></latexit>

@2
xu(x, t)- c2@tu(x, t) = 0 ausdrückt:

… dann kann man ihnen die Operationen        und        nochmal anwenden …
<latexit sha1_base64="kQW3j6GWIkaNQ10pFM3J4wXIPE4="></latexit>

@x
<latexit sha1_base64="yFc3B+d4qyyohCl5s4VPhPkdEbo="></latexit>

@t

<latexit sha1_base64="homx6cCU/reh1vrziVfoRe6bDcY="></latexit>

@x(@xu)(x, t) = @2
xu(x, t)

<latexit sha1_base64="oWqNIGTebzC+7PftdZnokMj01u0="></latexit>

@t(@tu)(x, t) = @2
tu(x, t)

= Krümmung an Position x, Zeit t 

= Beschleunigung an Position x, Zeit t



und läuft a=50m

3   Die neugierigen Touristen

Einblick in eine Modellierung

<latexit sha1_base64="s3A1VWpBPsyA5BU0n46MwynxXcQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="c15GCw34ximTQzhG+xGFKSEukgo="></latexit>y Zeit t = 0 

Zwischen Zeit t und t + i 
<latexit sha1_base64="dKMpBP7BTrbuqb5Fk1zgc1KjnNU="></latexit>

(0, 0)

Wieviel Touristen

<latexit sha1_base64="gGb1jfEd7ZnqmQkAeGuDkl6nl0Q="></latexit>

N0 Touristen in Punkt (0,0)

Jede Person wählt eine der 4 Richtungen
(unabhängig von einander)

a
a

<latexit sha1_base64="RH9jBOUMGqzLY5jXc8VgA+uHnrw="></latexit>

N(x,y, t)
erwartet man in Punkt (x,t) nach Zeit t ?



3   Die neugierigen Touristen

<latexit sha1_base64="uU3MjfE0crLnR0W5lAKONWcu7tE="></latexit>

N(x,y, t+ i) =
1
4
N(x+ a,y, t)+

1
4
N(x- a,y, t)+

1
4
N(x,y+ a, t)+

1
4
N(x,y- a, t)



(viel kleiner als      ) 

3   Die neugierigen Touristen

<latexit sha1_base64="hDZksz/4yXiQ2TXOByr/gD7GqvY="></latexit>

N(x,y, t+ i) =
1
4
N(x+ a,y, t) +

1
4
N(x- a,y, t) +

1
4
N(x,y+ a, t) +

1
4
N(x,y- a, t)

Von ferne (a sehr klein) und in Zeitraffer (i sehr klein) angeschaut
<latexit sha1_base64="rImK6u3UnaCB/gztIQsCgPd69nE="></latexit>

N(x± a,y, t) = N(x,y, t)± a · @xN(x,y, t) +
a2

2
· @2

xN(x,y, t)+ (viel kleiner als      ) 
<latexit sha1_base64="LcnsAT8x0acoazyUOQWprjTCM+c="></latexit>

a2
<latexit sha1_base64="GEkI65krTkQsK5800dmAUQXnyIw="></latexit>

N(x,y± a, t) = N(x,y, t)± a · @yN(x,y, t) +
a2

2
· @2

yN(x,y, t)+
<latexit sha1_base64="LcnsAT8x0acoazyUOQWprjTCM+c="></latexit>

a2

<latexit sha1_base64="Gz62Nsd+nNb2fny36g4TAnOFS8U="></latexit>

N(x,y, t+ i) = N(x,y, t) + i · @tN(x,y, t)+ (viel kleiner als i) 

<latexit sha1_base64="A/3OYnZIiPwON16zXV+kGCnN8IQ="></latexit>

 i · @tN(x,y, t) =
a2

4
· @2

xN(x,y, t) +
a2

4
· @2

yN(x,y, t) + · · ·



- Nach Angabe von                    existiert eine (explizite) eindeutige Lösung

- Qualitative Eigenschaften: Lösungen neigen zur Homogenisierung

3   Die neugierigen Touristen

  festgelegt

<latexit sha1_base64="lwva3X7dL+LqkaOLF5J72w7P2qQ="></latexit>

@tN = D · �N wobei � = @2
x + @2

yDiffusionsgleichung

- Genügt dem Superpositionsprinzip

<latexit sha1_base64="l7k/l/u4RIM6QdKmcT/CS/VAM2A="></latexit>

N(x,y, 0)

<latexit sha1_base64="qRY/hYW8tD/VMkiq25jmLVyVOW8="></latexit>

D =
a2

4i
Von ferne (a sehr klein) und in Zeitraffer (i sehr klein) angeschaut, mit



(weiss: grosse Anzahl; blau: geringe Anzahl)

3   Die neugierigen Touristen

Animation N(x,y,t)
Dichte von Touristen in Punkt (x,y)

x

y



(weiss: grosse Anzahl; blau: geringe Anzahl)

3   Die neugierigen Touristen

Animation N(x,y,t)
Dichte von Touristen in Punkt (x,y)

x

y



3   Die neugierigen Touristen

Die Diffusionsgleichung

ausdrückt eine lokale Homogenisierung von u mit der Zeit

<latexit sha1_base64="g25BhvhRBRsL8Kyhn4v896dHy2Q="></latexit>

@tu = D · �u

Sie beschreibt auch

- Hitzeleitung :   u = Temperatur
- Ausbreitung von Meinungen / falschen Nachrichten / Viren (am Anfang der Epidemie)
- Bewegung von Pollenteilchen in der Luft (Brownsche Bewegung)

Partielle Differentialgleichungen ausdrücken lokale Prinzipien



3   Die neugierigen Touristen

Temperatur u(t) zwischen Hand (links: warm) und Metalfläche (blau: kalt)

t = 0

Zeit

Animation u(t)
Hand Metall

Hand Metall



3   Die neugierigen Touristen

Temperatur u(t) zwischen Hand (links: warm) und Metalfläche (blau: kalt)

t = 0

Zeit

Animation u(t)
Hand Metall

Hand Metall



4   Seifenmembrane sind optimal

u(x,y) = Profilfunktion

Was ist der Form einer Seifenblase oder Seifenmembrane ?

<latexit sha1_base64="LfmK86ThbBsyDnR0qfWnUXtAYHY="></latexit>

F[u] = Flächeninhalt soll minimal sein
unter allen festgelegten Bedingungen

<latexit sha1_base64="h4+m7t59rqKWB8nf83bGz2tbb20="></latexit>

=)
<latexit sha1_base64="OwsPrUS4QM4pOADGCaFVyjdakAA="></latexit>

@u(x,y)F[u] = 0

in alle möglichen Deformationsrichtungen

“ “

Optimierungsproblem



4   Seifenmembrane sind optimal

<latexit sha1_base64="LfmK86ThbBsyDnR0qfWnUXtAYHY="></latexit>

F[u] = (Flächeninhalt des Profils u) ist minimal 

für alle (x,y) in B

für alle (x,y) auf Rand(B)

<latexit sha1_base64="kyWDBlqIQuMpuCHQTXv4hNrIIzk="></latexit>()

<latexit sha1_base64="OLPDlixRQKBt+eMGVELXQfOmcsA="></latexit>

�u(x,y) = 0

<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)

Partial Differentialgleichung können auch als
lokale Konsequenz eines (globales) Prinzip, entstehen

<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{
Diese Gleichung besitzt eine eindeutige Lösung,
(aber es gibt keine explizite Formel für die Lösung)

Theorem Für “vernünftige” B und r



4   Seifenmembrane sind optimal

Was passiert, wenn die Membran über ein bestimmtes Hindernis (Profil: h(x,y)) liegen muss?

Hindernisproblem

Wir suchen ein Profil u(x,y), sodass
<latexit sha1_base64="LfmK86ThbBsyDnR0qfWnUXtAYHY="></latexit>

F[u] minimal ist

für alle (x,y) auf Rand(B)
<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)
<latexit sha1_base64="8xR7EeUKGI41JdPhP0iCj/CuGC8="></latexit>

u(x,y) > h(x,y) für alle (x,y) in B
<latexit sha1_base64="XGEGlhBrXiSVD9vinc5a6tUviqQ="></latexit>

r(0, 0)

<latexit sha1_base64="SI2KQzncfourlTYuPf17aPsn35c="></latexit>

r(L, 0)

y = 0 Schnitte

<latexit sha1_base64="x33IRn+bhyBLw45RksRtUa/NslU="></latexit>

h(x, 0)

<latexit sha1_base64="W0tvDj4TaOHdCiM1Vo0/AqP262g="></latexit>

u(x, 0)<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{



4   Seifenmembrane sind optimal

Variationsmethoden zeigen

<latexit sha1_base64="LfmK86ThbBsyDnR0qfWnUXtAYHY="></latexit>

F[u] ist minimal

für alle (x,y) auf Rand(B)
<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)

<latexit sha1_base64="8xR7EeUKGI41JdPhP0iCj/CuGC8="></latexit>

u(x,y) > h(x,y) für alle (x,y) in B

<latexit sha1_base64="XGEGlhBrXiSVD9vinc5a6tUviqQ="></latexit>

r(0, 0)

<latexit sha1_base64="SI2KQzncfourlTYuPf17aPsn35c="></latexit>

r(L, 0)

y = 0 Schnitte

<latexit sha1_base64="x33IRn+bhyBLw45RksRtUa/NslU="></latexit>

h(x, 0)

<latexit sha1_base64="W0tvDj4TaOHdCiM1Vo0/AqP262g="></latexit>

u(x, 0)

<latexit sha1_base64="kyWDBlqIQuMpuCHQTXv4hNrIIzk="></latexit> (
)

für alle (x,y) in B

<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{
<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{ falls 
<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)

<latexit sha1_base64="HA6VTaDkSQTrLrQpcJu1XObqO7g="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)

<latexit sha1_base64="p+xJknNexdZQpOYrONAgl3N+2wI="></latexit>

�u(x,y) 6 0

für alle (x,y) auf Rand(B)

<latexit sha1_base64="fySA31AKKUFaTto2JLvwDtNfDL8="></latexit>

�u(x,y) = 0
<latexit sha1_base64="ywzYTTXmICkVu1ns84rWt6mPUBY="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)



4   Seifenmembrane sind optimal

für alle (x,y) in B
<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{ falls 
<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)

<latexit sha1_base64="HA6VTaDkSQTrLrQpcJu1XObqO7g="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)

<latexit sha1_base64="p+xJknNexdZQpOYrONAgl3N+2wI="></latexit>

�u(x,y) 6 0

für alle (x,y) auf Rand(B)

<latexit sha1_base64="fySA31AKKUFaTto2JLvwDtNfDL8="></latexit>

�u(x,y) = 0
<latexit sha1_base64="ywzYTTXmICkVu1ns84rWt6mPUBY="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)

Zwei Unbekannten:  Profil u(x,y) und Kontaktgebiet
von oben gesehen

<latexit sha1_base64="J2uojFfmljk70MMjIDr3tlhDHf4="></latexit>

u = h

<latexit sha1_base64="re7Lmg33e2zEXrArR6O0EU6AMNA="></latexit>

�u = 0

<latexit sha1_base64="4U4C7BbWwVXoq8bcFNT93+b1oLM="></latexit>

B

“Freies Randwertsproblem”

<latexit sha1_base64="XxFTk2NyLFKXi4RV7twmcSXbhss="></latexit>

min(-�u(x,y),u(x,y)- h(x,y)) = 0 für alle (x,y) in B

Nichtlineare partielle Differentialgleichung (kein Superpositionsprinzip)

<latexit sha1_base64="hypJEDCO9n4vp4Xj8qmiu3MVWzg="></latexit> 

Reformulierung: 
<latexit sha1_base64="hypJEDCO9n4vp4Xj8qmiu3MVWzg="></latexit> 



- Position der Oberfläche eines Flüssigkeit

Überblickspause

Viele Phänomenen lassen sich nur in erster Approximation

Nichtlineare pD sind oft realistichere Modelle

durch lineare pD beschreiben.

Beispiele von freien Randwertsproblemen:
- Phasen-Übergang

- große Saitenschwingungen
- Optimierung der Flächeninhalt 

 mit grosser Krümmung,
- Saturation in Virenausbreitung

- Brandausbreitung

- endliche Ressourcen

Oft kann man keine explizite Formel für Lösungen finden
Na dann … Auf welche Fragen kann man eine Antwort hoffen?



Beispiel von Fragestellung:
- haben Seifenblasen Kanten ?
- dürfen die Kontaktgebiete in dem Hindernisproblem Kanten haben ?

5   Regularität

Luis Caffarelli und viele andere haben sich um die Regularität von Lösungen befasst

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="eyOs/tJORiiC47mHg5t8PZoukCs="></latexit>

u(x)

<latexit sha1_base64="NJ+pPj9g9AUtKyM2aIwhSs3I+Kc="></latexit>

T1

<latexit sha1_base64="kGxFS3A/8oWUuP8TKOebiLAg5J0="></latexit>

T0

Temperatur

Hand Metall

Beispiele von Funktionen mit Singularitäten in dem Alltagsleben

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

Laufbahn eines Lichtstrahles

<latexit sha1_base64="eyOs/tJORiiC47mHg5t8PZoukCs="></latexit>

u(x)

Wasser

Luft

Position eines Fahrrades

<latexit sha1_base64="bpxFd3eqtDL4Fm5MXro6WqEQpgA="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="kqy9w8Gci4KsPBhCiEzo3X2rIHo="></latexit>

u(t)

strampelnRuhe



5   Regularität

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="eyOs/tJORiiC47mHg5t8PZoukCs="></latexit>

u(x)

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="3Prf7LJus6cjmzPwWDLrgv9ri/Q="></latexit>

@xu(x)
<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="AjSBTmIe1MDaLVxrVO2Fj/EuomE="></latexit>

@2
xu(x)

<latexit sha1_base64="bpxFd3eqtDL4Fm5MXro6WqEQpgA="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="kqy9w8Gci4KsPBhCiEzo3X2rIHo="></latexit>

u(t)

<latexit sha1_base64="bpxFd3eqtDL4Fm5MXro6WqEQpgA="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="zTuQDqv832f7PfTAuVjiKFT2LDs="></latexit>

@tu(t)

<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="bpxFd3eqtDL4Fm5MXro6WqEQpgA="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="44bKbGyGGBnN71KuXv2GWYkPbUc="></latexit>

@2
tu(t)

<latexit sha1_base64="3Prf7LJus6cjmzPwWDLrgv9ri/Q="></latexit>

@xu(x)

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="eyOs/tJORiiC47mHg5t8PZoukCs="></latexit>

u(x)

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="zQ9Sx3bFXj4rR76pITuYKsIMPc0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="wh4KeuCKzvgNLHwkgryUVRu76W8="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="AjSBTmIe1MDaLVxrVO2Fj/EuomE="></latexit>

@2
xu(x)

unstetig Regularitätsgrad 0 Regularitätsgrad 1



5   Regularität

Eine Funktion u(x) hat Regularitätsgrad k, wenn                       stetig ist<latexit sha1_base64="CASAifeKgBg/4Ut8wJDRGd1OgBk="></latexit>

@x · · ·@x| {z }
k mal

u(x)

Regularitätstheorem

19. Hilbertsche Problem (1900):
Gilt das noch für allgemeinere (aber ähnliche) partielle Differenzialgleichungen ?

Ja: Ennio de Giorgi, John Nash, Jürgen Moser (1955-1960)

<latexit sha1_base64="Ud8FDNIU8SeNZFf7rjIR6BFdGUU="></latexit>

�u = 0Lösungen von                  (am Rand festgehalten) haben beliebig grossen Regularitätsgrad k



Zurück zum Hindernisproblem

Caffarelli und viele andere haben ausreichende (weiche) Bedingungen gegeben (auf B, r, h)

für alle (x,y) in B
<latexit sha1_base64="HfQ5DDrnu8tDZd0St7kFH+L07C4="></latexit>

{ falls 
<latexit sha1_base64="kuQEkivJAOqSbJmDQN0YO7P8PxI="></latexit>

u(x,y) = r(x,y)

<latexit sha1_base64="HA6VTaDkSQTrLrQpcJu1XObqO7g="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)

<latexit sha1_base64="p+xJknNexdZQpOYrONAgl3N+2wI="></latexit>

�u(x,y) 6 0

für alle (x,y) auf Rand(B)

<latexit sha1_base64="fySA31AKKUFaTto2JLvwDtNfDL8="></latexit>

�u(x,y) = 0
<latexit sha1_base64="ywzYTTXmICkVu1ns84rWt6mPUBY="></latexit>

u(x,y) > h(x,y)

5   Regularität

Sehr unebene Kontaktgebiete sind vorstellbar
(Kochsche Schneeflocken hat überall Kanten ! — Bild aus Wikipedia)

die bestimmte Regularitätsgrade für die Grenze der Kontaktgebiete gewährleisten

<latexit sha1_base64="J2uojFfmljk70MMjIDr3tlhDHf4="></latexit>

u = h

<latexit sha1_base64="re7Lmg33e2zEXrArR6O0EU6AMNA="></latexit>

�u = 0



6   Endlich am Strand liegend

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben die Dynamik einer Flüssigkeit
(Atmosphäre, Ozean, Wasser im Glas, Metalle in flüssigem Erdkern, usw.)

<latexit sha1_base64="kEiA7RvSxxqBnhNikkiKlGhQG+Y="></latexit>

u(x,y, z, t) =

0

@
ux(x,y, z, t)
uy(x,y, z, t)
uz(x,y, z, t)

1

A Geschwindigkeit des Flüsses
an Position (x,y,z) und Zeit t

System von 3 nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen für 

Clay-Millenium Problem (offen)
Existenz und Eindeutigkeit von (singularitätsfreien?) Lösungen
für gegebene Initialbedingung 

<latexit sha1_base64="qj9kOvGUVchm9VZFA4mC/37g04M="></latexit>

u(x,y, z, 0)



6   Endlich am Strand liegend

<latexit sha1_base64="kdQbVe6xCNcq1uQaPSME3G1BNN4="></latexit>

(ruu)i = ux@xui + uy@yui + uz@zui

i = jede der 3 Richtungen (x, oder y, oder z)
wobei

Für Flüssigkeit mit konstanter Dichte :
<latexit sha1_base64="k/rfoKoYth0p1y1hTvbuOLzetVw="></latexit>

@tui = D · �ui +ruui-@iP + Ki

Druckkräfte Externe Kräfte

(gegeben)

Transport

Zähigkeit, Reibung, …
(Homogenisierung)


