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W Seien X und Y Mengen, f cine Abbildung von X nach Y. Zu jeder Teilmenge A ¢ X
ist das Bild von A definiert als f(A) == {y € Y | 3a € A mit f(a) = y}. Fir B C Y ist das Urbild
von B3 definiert durch f~1(B) := {z € X | f(z) € B}.

(a) Aufgabe. Fir A, B C Y gilt f~' (AN B) = f/~1(A)N f~1(B)und f~H{AUB) = f~1(4)U

17\(B).
Beweis. Man tiberlegt sich leicht folgende Aquivalenzen:
I. ;
z€ fTH(ANB)
< flx)e AnOB
& flx)e ANf(z)e DB
e ze fHAnze fUB)
& ze f~HA)NnfYB).
2.

ze€ fHAUB)
& f(x)e AUB
& flz)e AV fx) e B
@ z€fYAvze f(B)

@ ze fHANfFYB).

O
(b) Aufgabe. Fiir A, B C X gilt f(AN B) C f(A) N f(B). Finde cin Beispiel mit f(A N B)
fA) N f(B).
Ldsung.

y€ f(ANB)

= dJeecANB : y=f(z)

= ye flA)n f(B).

Beispiel mit f(AN B) # f(A)N f(B):



Bssei X := {0,1},Y := {1}, A := {0}, B := {1} sowie f := (X, X x Y, Y). Dann gilt:

fa) =y
1B =y
fANB) = o

fLAN(B) =Y,

also die gewiinschte Ungleichung, 0

(c) Aufgabe. Welche dieser Aussagen sind immer richtig (d.h. fiir alle moglichen Mengen XY,
Abbildungen f von X nach Y und Teilmengen A C X, B C Y):

1.
2.
3.
4,

Ac fTH(f(A),
AD FTHf(A),
Bc f(1(B)),
B f(f74(B))?

Inwieweit dndert sich die Antwort, wenn f surjektiv, injektiv oder bijektiv ist?

Losung. Wir erSrtern gleich, welche Aussagen unter welchen Voraussetzungen richtig sind,
geben am Anfang aber immer eine Antwort fiir den allgemeinen Fall.

L.

2.

Richtig. Ist z € A, dann giltz € X und f(z) € f(A), was nach Definition 2 € f~1(A)
bedeutet,

Falsch. Man nehme das obige Beispiel vom Fall (b). Dann gilt f~!(f(A4)) = X ¢ A.
Wie man sieht, kann die Aussage fiir surjektive Abbildungen f falsch sein (denn unsere
Beispielabbildung ist surjektiv).

Sie wird jedoch richtig, wenn f injektiv ist. Sei dazu & € f~L(f(A)). Dann gilt y :=
f(z) € f(A). D.h, dass esein # € A gibt mit y = f(F). Aus der Injektivitit folgt
Tr=3F¢€ A

. Falsch. Hier sei X := {0},Y := {0,1}, B := Y und f := (X, {(0,0)},Y). Dann gilt

f(f~4(B)) = {0} % B.

Diese Aussage wird jedoch richtig, wenn f surjektiv ist. Angenommen, dies ist so und es
sel y € B. Dann gibt es ein 2 € X mit f(z) = y. Es folgt z € f~1(B). Und hieraus
erhalten wir y = f(z) € f(f~1(B)).

Diese Aussage ist immer korrekt. Ist namlich y € f(f~1(B)), so gibtes ein z € f~1(B)
mit y = f(z). z € f~!(B) bedeutet aber nach Definition f(z) € B, woraus man sofort
y € B erhiilt.

a
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