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[Untergruppen:] Sei (G, -) eine Gruppe und seien A und B zwei Untergruppen von G.
a) Zeigen Sie, dass AN B eine Untergruppe von G ist.
b) Beweisen Sie, dass die Annahme
AU B ist eine Untergruppe von G A ((A\ B) # 0) A (B \ A) # 0)
zu einem Widerspruch fiihrt. Beweisen Sie, dass daraus folgt:

AU B ist eine Untergruppe von G <= (AC B)V (B C A) .

¢) Sei C' C AU B. Zeigen Sie, dass

C ist eine Untergruppe von G = (C' C A) VvV (C C B) .

(3 Punkte)

[Aquivalenzklassen:] Sei (G, ) eine Gruppe und sei H C G eine Untergruppe von G. Sei die Relation
~ definiert durch
Ty ~To <= Jh € H, sodass 1 -h =1z .

a) Beweisen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen als G /H die Menge der Aquiva-
lenzklassen in G unter ~.

b) Betrachte (R, +) mit der Untergruppe Z. Bestimmen Sie die Quotientenmenge R/Z.

c¢) Betrachte Zq5 := {0,1,...,11} zusammen mit der Addition modulo 12 und sei H := {0,4,8}.
Beweisen Sie, dass H zusammen mit der Addition modulo 12 isomorph zu Z3 ist und finden Sie
Z12/H.

d) Sei nun M := R x R und sei ~ die Aquivalenzrelation definiert durch
(z1,22) ~ (y1,92) = INERT, mit z; = \-y,; fiiri =1,2.
Bestimmen Sie die Menge der Aquivalenzklassen in M.

(6 Punkte)

[Ringe, Kérper, Ideale:]

a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen zusammen mit der gewdhnlichen Addition und
Multiplikation ein Ring bilden. Begriinden Sie Ihre Antwort.

1) M:={a+b/3:a,bcQ}
2) M= {a+b{’/§:a,b€@}
3) M := {a+b\3/§+c(\3/§)2 ta,b,c € Q}
b) Sei (R, +,-) ein Ring. Ein Ideal I C R ist ein Unterring von R mit der Eigenschaft
z-yel VerelundVy e R .

Die Ideale {0} € Rund R C R nennt man trivial. Finden Sie ein nicht-triviales Ideal in Z. Beweisen
Sie, das Ihr Beispiel ein Ideal ist.



¢) Sei M eine Menge und (K, +,-) ein Korper. Betrachten Sie die Menge K(M) := {f : M — K} der
Abbildungen von M nach K zusammen mir der Addition

(f @ g)(m) := f(m) + g(m)

und der Multiplikation
(f©g)(m) = f(m)-g(m)

und zeigen Sie, dass K (M) ein Ring ist. Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir M, damit K (M) zu einem Korper wird.

d) Seien R und S zwei Ringe mit den Einzelementen ep beziehungsweise eg, und sei ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus. Finden Sie eine hinreichende Bedingung fiir ¢, damit ¢(eg) = eg gilt.

(8 Punkte)

[Zyklische Gruppen:| Sei (G, -) eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die vom Element z erzeugt wird.
Das heifit, G := {e,z,2?,..., 2" 1} mit 2" = 2° = e. Sei H eine Untergruppe von G. Alle Elemente
von H sind also von der Form x*¢, fiir k; € {0,...,n — 1}.

a) Zeigen Sie, dass H selber eine zyklische Gruppe ist.
b) Zeigen Sie, dass die Ordnung m von H ein Teiler von n ist.

(3 Punkte)
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