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1 [Bild, Kern, Faser] Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R
2 → R

2, x 7→ Ax mit der Matrix

a) A =

(

a b

c d

)

, mit a 6= 0 6= c.

Bestimmen Sie den Kern Ker f und das Bild Im f von f , sowie jeweils die Dimension dieser Räume.
Achten Sie dabei auf entsprechend nötige Fallunterscheidungen.

b) A =

(

a2 ab

ab b2

)

.

Bestimmen Sie die Faser von f über dem Punkt (a, b). Finden Sie eine geometrische Beschreibung
des Bildes von f .

c) Wie muss die Matrix in b) abgeändert werden, sodass f((a, b)) = (a, b) gilt, und damit (a, b) ein
Fixpunkt wird, ohne dass durch diese Änderung das Bild oder der Kern von f verändert werden?

(6 Punkte)

2 [Bild, Kern] Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R
3 → R

4, x 7→ Ax mit der Matrix

A =









3 2 1
2 1 3
7 4 6
0 0 0









.

Bestimmen Sie Bild und Kern sowie deren Dimensionen. Geben Sie auch jeweils eine Basis an.

(4 Punkte)

3 [Summen von Vektorräumen] Betrachten Sie die folgenden Untervektorräume des R
n:

U := {(v1, . . . , vn) ∈ R
n : v1 + . . . + vn = 0},

U0 := {(v1, . . . , vn) ∈ R
n : v1 = . . . = vn},

Uj := {(v1, . . . , vn) ∈ R
n : vi = 0 ∀i 6= j}.

Zeigen Sie: Für jedes j ∈ {0, . . . , n} ist Uj ⊕ U = R
n.

(5 Punkte)

4 [Summen von Vektorräumen, Basis] Sei W ein n-dimensionaler R-Vektorraum, sei U ein n − 1-
dimensionaler Untervektorraum von W und V ein beliebiger 1-dimensionaler Unterraum von W ,
sodass U ⊕ V = W . Ferner sei (b1, . . . , bn−1) eine Basis von U und (a) eine Basis von V . Zeigen Sie,
dass (a, b1 + λ1a, . . . , bn−1 + λn−1a) für beliebige λi ∈ R eine Basis von W ist.

(5 Punkte)


