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1 [Jordansche Normalformen]

a) Bringen Sie folgende Matrix A in Jordansche Normalform:

A =


0 1 −2 −1
−1 2 1 0
−2 −1 0 1
−1 0 1 2

 .

b) Sei B ∈ M(12× 12;R) mit dem Minimalpolynom MB(t) = t4(t− 2)2 und dem charakteristischen
Polynom PB(t) = t8(t−2)4. Bestimmen Sie alle inequivalenten Jordanschen Normalformen von B.

(5 Punkte)

2 [Hauptachsentransformationen]

a) Sei die Quadrik QA über R2 gegeben durch die Gleichung

x21 − 2x22 + 6x1x2 − 4x1 + 2x2 + 2 = 0.

Bestimmen Sie die Normalform dieser Quadrik.

b) Sei gegeben die Quadrik QB = {(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3(R) : xtBx = 0, wobei

B =


4 −2 2 −2
−2 0 −1 3
2 −1 1 −1
−2 3 −1 −3

 .

Bestimmen Sie die maximale Dimension der projektiven Unterräume von P3(R) die in QB enthalten
sind.
Hinweis: Siehe Aufgabe 3 aus Übungblatt 11 und Seite 197 in [F3].

(4 Punkte)

3 [Skalarprodukt] Sei β ein positiv definites Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum V mit dimV < ∞.
Sei s ∈ N und seien ferner v1, . . . , vs ∈ V . Wir definieren die s× s Matrix C = (β(vi, vj)). Zeigen Sie,
dass v1, . . . , vs genau dann linear abhängig sind, wenn det(C) = 0.

(5 Punkte)

4 [Duale Vektorräume]

a) Sei U = spanR(v1, v2, v3), wobei

v1 =


1
−1
2
0
1

 , v2 =


−1
0
0
2
−1

 , v3 =


3
−1
1
−1
0

 .

Bestimmen Sie eine Basis für den Annulator U0 = {φ ∈
(
R5
)∗

: ∀x ∈ U φ(x) = 0}.



b) Seien U1 und U2 Untervektorräume von V , wobei V ein endlichdimensionaler Vektorraum ist.
Zeigen Sie:

•
(
U1 + U2

)0
= U0

1 ∩ U0
2 und

(
U1 ∩ U2

)0
= U0

1 + U0
2 .

• U1 ⊂ U2 ⇒ U0
2 ⊂ U0

1 .

c) Seien V , W zwei Vektorräume und F : V → W ein Homomorphismus. Ferner sei U ⊂ W ein
Untervektorraum. Zeigen Sie:

F ∗(U0) =
(
F−1(U)

)0
.

(5 Punkte)

5 [Affine Räume und Abbildungen]

a) Sei A ein dreidimensionaler affiner Raum über Z2. Bestimmen Sie:

• die Anzahl der Punkte, Geraden und Ebenen, die A enthält.

• die Anzahl der Punkte, die eine Gerade enthält.

• die Anzahl der Punkte und Geraden, die eine Ebene enthält.

• die Anzahl der zu einer Geraden parallelen Geraden.

b) Sei A ein endlichdimensionaler affiner Raum und sei U ⊂ A ein affiner Teilraum. Ferner sei W ein
Untervektorraum von VA so, dass VA = W ⊕ VU . Zeigen Sie

• ∀p ∈ A besteht die Menge (p+W ) ∩ U aus genau einen Punkt.

• die Abbildung πW , definiert durch πW (p) = (p + W ) ∩ U ist eine affine Abbildung mit
Kern(FπW

) = W und FπW
(VA) = VU .

(6 Punkte)

6 [Hilbert Räume] Auf dem Vektorraum `2(C) := {(xi)i∈N : xi ∈ C ∀i und
∑
i∈N |xi|2 <∞} definieren

wir 〈·, ·〉 durch

〈·, ·〉 : ((xi), (yi)) 7→
∞∑
i=1

xiyi.

a) Zeigen Sie, dass 〈·, ·〉 eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform ist.

b) Sei W := {(xi)i∈N ∈ `2(C) : xj 6= 0 für endlich viele j}. Zeigen Sie, dass W ein Untervektorraum
von `2(C) ist und dass W 6= `2(C).

c) Zeigen Sie, dass für einen Untervektorraum U eines beliebigen unitären Vektorraums V gilt

U ⊂
(
U⊥
)⊥
.

d) Finden und begründen Sie ein Beispiel für U sodass U 6=
(
U⊥
)⊥

.

(5 Punkte)
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