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Vorwort

Das vorliegende Skript soll die Vorlesung {iber Versicherungsmathematik im WS
2022/2023 an der Humboldt-Universitéit Berlin begleiten und den Teilnehmern das
Verfolgen des Vorgetragenen erleichtern.

Die ersten zwei Kapitel befassen sich mit Wahrscheinlichkeitstheorie und mit
Zinsrechnungen, den beiden Grundlagen der Lebens- und Pensionsversicherungs-
mathematik. Die zusammengestellten wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundbegriffe
sollen als Bestandsaufnahme der im Weiteren verwendeten Werkzeuge dienen und sollten
zum Vorwissen der Teilnehmer zéhlen. Die Ausfiihrungen iiber Verzinsung sind ebenso
zur Bezugnahme gedacht.

Die Kapitel iiber Verzinsung (1.), im Bereich Lebensversicherungen tiber die Verteilung
der Lebensdauer (4.1 ausgenommen die Ausfithrungen iiber statistische Tests), {iber
Nettopramien (4.2. und 4.3.) und iiber das Nettodeckungskapital (4.4) sind sowohl
hinsichtlich Stoffauswahl als auch bzgl. Argumentationsaufbau eng angelehnt an die
Lehrbiicher von Hans U. Gerber ,,Lebensversicherungsmathematik®™, Springer —Verlag
Berlin Heidelberg New York London Paris Tokyo, 1986 und ,,Life Insurance
Mathematics“ Third Edition 1997, Springer Swiss Association of Actuaries Ziirich.

Die Ausfithrungen tiber statistische Tests (in Kapitel 4.1.6 ) entstanden unter Bezugnahme
auf die Veroéffentlichung von Oehlers-Vogel und Zschoyan in der Schriftenreihe
Angewandte Versicherungsmathematik, Heft 15, Verlag Versicherungswirtschaft e.V.
Karlsruhe, 1985.

Dem Kapitel iiber Pramienkalkulationsprinzipien (3.4.) lag u.a. das Buch von
Asmussen/Albrecher ,,Ruin Probabilities®, World Scientific 2. Auflage 2010, zugrunde.

Erwéhnt sei, dass immer dann, wenn in diesem Skript von einer Person die Rede ist und
diese in der ménnlichen Form genannt wird (z.B. der Versicherte), beide Formen, die
ménnliche und die weibliche, gemeint sind.



0. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden wahrscheinlichkeitstheoretische Grundbegriffe
definiert, die im Weiteren verwendet werden.

Ihre Darstellung ist zwar Bestandteil dieses Skripts; sie sollen aber grof3tenteils nicht
vorgetragen werden, sondern zur Bezugnahme dienen, fiir einheitliche Begriffe sorgen und
verwendete Symbole einfithren. Beweise zu Sitzen dieses Kapitels werden nicht gefiihrt.

0.1. Wahrscheinlichkeitsmafl und Wahrscheinlichkeitsraum

Es bezeichne Q eine abstrakte Menge und /() ihre Potenzmenge.

Die Menge der natiirlichen Zahlen werde mit IN bezeichnet.
IR stehe fiir die Menge der reellen Zahlen.
@ bezeichne die leere Menge.

1.1 Definition. Ein System A von Teilmengen einer Menge Q heifit 6-Algebra (in Q),
wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

Qe A (1.1)

AcA =>A%c A (1.2)

Fiir jede Folge (An)n von Mengen aus A liegt U A,in A. (1.3)
n=1

Ein System A" von Teilmengen von Q heiBt Teil-c-Algebra von A,
wenn A” eine in A enthaltene -Algebra ist.

Dabei bezeichne A das Komplement von A in Q.

Zu jedem System E von Teilmengen von Q existiert eine kleinste E enthaltende o-Algebra
A(E).

1.2 Definition. Man nennt A(E) die von £ in Q erzeugte 6-Algebra und E den Erzeuger
von A(E).

Um nachzuweisen, ob ein Mengensystem eine c-Algebra ist, kann der folgende Begriff
niitzlich sein.



1.3 Definition. Ein System D von Teilmengen einer Menge Q heifit Dynkin-System
(in Q), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

QeD (1.4)

D,EeD,DcE=>E\DeD (1.5)

29}

Fiir jede Folge (D,), paarweise fremder Mengen aus D liegt U D,
n=1

in D. (1.6)

1.4 Satz.  Ein Dynkin-System D ist genau dann eine ¢-Algebra, wenn mit je zwei
Mengen aus D auch deren Durchschnitt zu D gehort.

Wie fiir o-Algebren gilt: Zu jedem System £ von Teilmengen von Q existiert ein kleinstes

E enthaltendes Dynkin-System D(E). Man nennt D(E) das von E in Q erzeugte Dynkin-
System.

1.5 Satz.  E sei eine Teilmenge von P(Q). Enthilt E mit je zwei Mengen aus E auch
deren Durchschnitt, so gilt fiir das von E erzeugte Dynkin-System D(£):

D(E) = A(E)

1.6 Definition. Sei A eine c-Algebra in Q und P eine auf A definierte numerische
Funktion. P heifit Wahrscheinlichkeitsmal} (auf A), wenn gilt:
P(@)=0und P(QQ) =1 (1.7)

Fiir jede Folge (A,)n paarweise fremder Mengen aus A ist

P(U An)=% P(Ay) (1.8)
n=1 n=1

Eigenschaft (1.8) wird o-Additivitit genannt.

10



1.7 Definition. Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf A. Das Tripel (Q, A, P)
hei3t Wahrscheinlichkeitsraum (kurz W.-Raum).

Die Elemente von Q heiflen Elementarereignisse.

Die Elemente von A heiflen Ereignisse.

Q heillt das sichere Ereignis.

@ heiit das unmaogliche Ereignis.

P(E) mit EgA heifit die Wahrscheinlichkeit von E.

Der (nicht naher spezifizierte) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) gilt im weiteren stets
als vorgegeben — sofern nichts anderes vorausgesetzt wird.

1.8 Satz (Stetigkeit des W-Malfles). Es seien Ay, A,,... & A.

Dann gilt

P( U A)=Ilim P(A;), fallsAjcAzc... (1.9)
i=1 1->00

und
e 0]

P( N A)=Ilim P(A)), falls Aj2 Aza... (1.10)
=1 1->00

Zum Nachweis: Die Behauptungen folgen direkt aus der o-Additivitit des W-Males.

Ein bedeutendes Beispiel bildet die von den halboffenen Intervallen im IR erzeugte o-
Algebra.

1.9 Definition. Die von dem System der halboffenen Intervalle im IR erzeugte o-Algebra
heifit c-Algebra der Borelschen Mengen des IR. Ihre Elemente werden
Borelsche Mengen genannt.
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0.2. Zufallsvariable

2.1 Definition. Es sei IB eine c-Algebra in IR. X sei eine Abbildung von Q in IR. X heiBt
(A-IB-) messbar, wenn gilt:
X'(B)e A fiir alle BeIB.

X heif3t dann Zufallsvariable.

Ist IB die o-Algebra der Borelschen Mengen des IR, sprechen wir auch von
einer reellen Zufallsvariablen.

Dabei bezeichne X™'(B) die Urbildmenge von B in Q: X '(B) = {al| 0eQ, X(0)eB}.
Fiir diese Menge wird auch die Bezeichnung (XeB) verwendet.

In diesem Skript betrachten wir nur Zufallsvariablen mit Werten in IR, nicht in IR" mit
n>1.

2.2 Definition. Fiir alle AcA heif3t die Funktion 14 : Q -> {0,1} mit 1a(w) = 1, falls weA,
und sonst 14(®) = 0 (0eQ) Indikatorfunktion.

2.3 Definition. Eine reellwertige Funktion auf Q heifit elementare Zufallsvariable, wenn

sie nicht negativ und A-IB-mefbar ist und nur endlich viele Werte annimmt.
Dabei sei IB die o-Algebra der Borelschen Mengen.

Ist {r, 12 1a} die Menge der Werte einer elementaren Zufallsvariable R und A; := R™(ry),
i=1,...,n; dann gilt:

n
R= Z T 1
i=1

i

2.4 Definition. Eine Zufallsvariable X heifit diskret (verteilt), wenn sie hochstens
abzdhlbar viele Werte (xy)keiv mit positiver Wahrscheinlichkeit annimmt.
Die Funktion

xx > P(X =xy), fiirall diese Werte xi

heif3t Massenfunktion von X.

2.5 Definition. Eine integrierbare Funktion f: IR->IR heif3t Dichte, wenn gilt:
f(x) > 0 fiir alle xeIR und

[ir f(x)dx = 1.

12



2.6 Definition. Eine reelle Zufallsvariable X heiflt absolutstetig (verteilt), wenn eine
Dichte f existiert, so dass fiir alle Borelschen Mengen B gilt:

P(XeB) = Jp f{x) dx 2.1)

Dann wird auch das Wahrscheinlichkeitsmall B-> P(XeB) absolutstetig
genannt.

Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf wird auch mit PX bezeichnet.

2.7 Definition. Fiir eine Zufallsvariable X wird die Funktion Fx: IR ->[0,1] mit
x > Fx(x) =P(X <x) (xelR)

Verteilungsfunktion von X genannt.
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0.3. Stochastische Unabhingigkeit

3.1 Definition (Unabhéngigkeit von Ereignissen).
Eine Menge von endlich vielen Ereignissen

Aj,...,Aqaus A heifit stochastisch unabhéiingig (bzgl. P), wenn gilt
P(A1N...NA,) =P(A1)..."P(An) 3.1)

In diesem Fall werden auch die Ereignisse Aj,...,A, stochastisch unabhéngig
genannt,

Eine Folge (A;)ign von Ereignissen aus A heift stochastisch unabhéngig (bzgl.
P), wenn fur jede nichtleere endliche Teilmenge {iy,...,in} von IN gilt:
P(A N...NA )=PA )...PA ) (3.2)
1i 1y 1 In

In diesem Fall werden auch die Ereignisse Aj, A; ... stochastisch unabhingig
genannt.

3.2 Definition (Unabhéngigkeit von Teil-o-Algebren).
Eine Menge von endlich vielen Teil-o-Algebren Aj,...,An von A heif3t
stochastisch unabhéngig (bzgl. P), wenn fiir jede mogliche Wahl von
Ereignissen A; € A; (i=1,...,n) die Gleichheit (3.1) gilt.

Eine Folge (Aj)iszn von Teil-o-Algebren von A heiflt stochastisch unabhingig

(bzgl. P), wenn fiir jede nichtleere endliche Teilmenge {ii,...,in} von IN und fiir
jede mogliche Wahl von Ereignissen A, € A, (v =l,...,n) die Gleichheit (3.2)
v \

gilt.

3.3 Definition (Unabhéngige Zufallsvariable).
Eine endliche oder unendliche Folge von Zufallsvariablen heif3t stochastisch
unabhéingig, wenn die Menge der von ihnen erzeugten o-Algebren stochastisch
unabhéngig ist.
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0.4. Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

0.4.1. Diskrete Zufallsvariablen

4.1 Definition. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Massenfunktion px, Gilt

| x| px(x) < o,
£l p, (>0}

so ist der Erwartungswert von X definiert durch

E(X) = > x px(x) (4.1.1)
tlp, 09>0)

4.2 Definition. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Massenfunktion px. Gilt

x * px(x) < oo,
{xl P, (0>0}

so ist die Varianz von X definiert durch

Var(X) = E(X -EX)]*) (4.1.2)

0.4.2. Absolutstetige Zufallsvariablen

4.3 Definition. Sei X eine reelle absolutstetige Zufallsvariable mit Dichte f. Gilt
fiw 1l fx) dx <o,
so ist der Erwartungswert von X definiert als

E(X):= |r x f(x)dx. (4.2.1)

4.4 Definition. Sei X eine reelle absolutstetige Zufallsvariable mit Dichte f, fiir die
.[IR X2 f(X) dx < 0,
erflillt ist. Dann ist die Varianz von X definiert als

Var(X) == E([X - EX)]*) (4.2.2)

15



0.4.3. Diskrete und absolutstetige Zufallsvariablen

Anmerkung: Fir diskrete und fiir absolutstetige Zufallsvariablen X gilt:
E(X - EX)P) = B(X") - [EX)T’ (4.3.1)

Die folgenden Definitionen beziehen sich auf diskrete und absolutstetige Zufallsvariablen.

4.5 Definition. Ist X eine Zufallsvariable mit existierender Varianz Var(X), so heif3t
6(X) = Var(X)"? (4.3.2)
Standardabweichung von X

4.6 Definition. Seien X und Y Zufallsvariablen mit existierenden Varianzen.

Dann existiert
Cov(X,Y) =E([X-EX)] LY - E()] (4.3.3)
und wird Kovarianz von X und Y genannt.
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0.5. Gesetz der grofien Zahlen

5.1 Satz. Sei (Xy)nev €ine stochastisch unabhiangige Folge integrierbarer reeller
Zufallsvariablen. Gilt

[ee}

2—1 (1/m?) Var(X,) < +o0 5.1
dann folgt:

n
lim (1/n) Y [Xi - E(X;)]=0 P-fast sicher (5.2)
n->  i=1

In diesem Fall sagt man, die Folge geniigt dem starken Gesetz der gro3en Zahlen.

Beweis des Satzes 5.1: s. z.B. Bauer, Heinz: Wahrscheinlichkeitstheorie. de Gruyter.
Berlin; 2002; S. 111 ff.
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0.6. Zentraler Grenzwertsatz

6.1 Satz. Sei (XN €ine stochastisch unabhingige Folge identisch verteilter
Zufallsvariablen mit positiver und endlicher Varianz. Es bezeichne fiir ngIN

0= Var(Xk)” 2

Snl = Xk

1

-
1Mo

*

Sn "= [Sn -E(Sn))/ Var(S)* =[Sy - n E(X,)//(n"* 5)

FS « (x) die Verteilungsfunktion von S, an der Stelle x

n

® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Damit gilt:

lim FS L(X)=0(x), =xelR (6.1)
n

Beweis s. z.B. Bauer, Heinz: Wahrscheinlichkeitstheorie. de Gruyter. Berlin; 2002; S. 237
ft.

Der Satz besagt, dass die Verteilungsfunktion von S, punktweise gegen die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergiert.
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0.7. Bedingte Erwartungen

0.7.1. Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingte Dichte

7.1 Bemerkung. Fiir jedes Ereignis BeA mit positiver Wahrscheinlichkeit ist
Py A->[0,1],
A ->Pp(A) :=P(ANB)/P(B) (AgA)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf A.

Pp(A) wird auch mit P(Al B) bezeichnet.

Ist B das Urbild einer Borelschen Menge D bzgl. einer diskreten oder
absolutstetigen Zufallsvariable X, d.h. B={a)l we, X(w)eD}, so wird auch
die Bezeichnung P(A| XeD) verwendet und falls D=(r,c0) mit >0, die
Bezeichnung P(Al X>1).

7.2 Definition. Das vorangehend definierte Wahrscheinlichkeitsma3 A -> Pg(A) heift
bedingte Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A gegeben,
dass B bereits eingetreten ist.

7.3 Definition. Es sei Py eine bedingte Wahrscheinlichkeit und g eine Dichte bzgl. Pg.
g wird dann auch bedingte Dichte genannt.

7.4 Beispiel: X sei eine reelle absolutstetige Zufallsvariable, d.h. es existiert eine Dichte f,
so dass fiir jede Borelsche Menge B gilt: P(XeB) = [ f(x) dx.

Es seien A und C Borelsche Mengen mit P(XeC)>0. Dann gilt fiir die bedingte
Wabhrscheinlichkeit:

P(XeAl XeC)

=P({XeA}N{XeC})/ P(XeC)

=P(XeANC) / P(XeC)

= (Janc f(x) dx) / P(XeC)

= (Ja 1e(x) f(x) dx) / P(XeC)

= ,[ A gc(x) dX

mit ge(x) == le(x) f(x)/P(XeC)

gc(x) 1st eine bedingte Dichte.

19



0.7.2. Bedingter Erwartungswert

0.7.2.1. Definition und Beispiel

7.5 Definition. Es sei X eine diskrete oder absolutstetige Zufallsvariable und Pg eine

bedingte Wahrscheinlichkeit, gegeben ein Ereignis B (BeA).
Der Erwartungswert von X bzgl. Pg wird bedingter Exrwartungswert,
gegeben B, genannt und mit E(X| B) bezeichnet.

Ist B das Urbild einer Borelschen Menge D bzgl. einer diskreten oder
absolutstetigen Zufallsvariable T, d.h. B={0| 0eQ, T(w)eD}, so wird auch
die Bezeichnung E(Xi TeD) verwendet und falls D=(t,c0) mit t>0, die
Bezeichnung E(X| T>t).

7.6 Beispiel: Das Beispiel aus Abschnitt 0.7.1. wird fortgesetzt.

EXIC)= |x gc(x) dx

0.7.2.2. Zur Berechnung des bedingten Erwartungswerts

Im weiteren werden die folgenden Formeln verwendet.
Dabei seien X und T diskrete oder absolutstetige nichtnegative reelle Zufallsvariablen.

Ist X eine Indikatorfunktion 1, mit AgA stimmt ihr Erwartungswert mit der
Wahrscheinlichkeit von A iiberein: E(14) = P(A).

Sind X und T stochastisch unabhiangig, gilt offensichtlich fiir jede Zahl t>0 mit P(T>t)>0:
E(X| T>t) = B(X) (7.2.1)

denn fiir die dem bedingten Erwartungswert zugrunde liegende bedingte
Wahrscheinlichkeit gilt fiir alle AgA und alle >0 mit P(T>t)>0:

P(Al T>t) = P(AN{T>t}) / P(T>t) = P(A) P(T>t) / P(T>t) = P(A).

Also handelt es sich nicht um eine bedingte Wahrscheinlichkeit und ihr Erwartungswert ist

E(X).

Ist X eine elementare Zufallsvariable, so gilt fiir jedes AgA und alle t>0 mit P(T>t)>0
E(1X | T>t) =P(Al T>t) E(X| A N{T>t}) (7.2.2)

Der Nachweis ist einfach, wenn X eine Indikatorfunktion 1y ist (H € A); denn auf der

linken Seite der Gleichung steht dann
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P(ANH] T>t)= P(ANHN{T>t}) / P(T>t)
und rechts steht
[P(AN{T>t}) / P(T>t)] [PHNAN{T>t}) / P(AN{T>t}] = linke Seite

Da X nach Voraussetzung eine elementare Zufallsvariable ist, gibt es endlich viele relle
Zahlenry, 1y 1y, fiir die mit A; = X'(r), i=1,...,n; gilt:

n
X=_Z I‘il
1:

.....
i

DaE(1,X|T>t) = '2 rE(14 1AI T>t) und
i= i

BXIA N{T>t}) = izl I E(lA_[ AN{T>t}),

folgt die Behauptung, weil die Summanden — wie zuvor fiir Indikatorfunktionen gezeigt —
jeweils gleich sind.
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1. Verzinsung

1.1. Verzinsung eines Kapitals

Ein verzinslich angelegtes Kapital, anfinglich in Hohe von K, betrage bei Ablauf eines
Jahres K, unter Hinzunahme der auf das Kapital entfallenden Zinsertrdge des Jahres.
Einlagen und Entnahmen seien ausgeschlossen. Ko sei grofer als 0 und K; sei grofer als
K. Die Zinsrate (oder der Zinssatz) K;/K;—1 werde mit i bezeichnet. i sei auch im
weiteren stets auf ein Jahr bezogen.

Das Zeitintervall, an dessen Ende der Zins gutgeschrieben wird, die sog.
Konversionsperiode, muss nicht ein Jahr sein. Vorausgesetzt sei jedoch, dass zu
Jahresablauf eine Konversionsperiode endet.

Betrigt die Konversionsperiode 1 Jahr, wird i effektive Zinsrate genannt.

Zunéchst werden Groflen eingefiihrt, die von i abhéingen.
v:= 1/(1+ 1) wird Abzinsungsfaktor genannt.

Ist das Jahr in m (meIN) gleichlange Konversionsperioden eingeteilt, so bezeichne i(m)
diejenige Grofe, fir die gilt:

[1+i(m)/m]™ = 1+i . (1.1)
i(m) wird nominelle Zinsrate genannt.
Die nominelle Zinsrate fiihrt also zeitanteilig m-mal konvertiert zum Zinssatz i.
Aus (1.1) folgt:
i(m) =m [(1+)"™-1] (1.2)
(i(m))m 1st eine fallende von unten beschrinkte konvergente Folge.
0 = lim i(m) mit m-> oo ist die sogenannte Zinsintensitit.
Aus (1.1) folgt:
§ =In(1+i) und e®=1+i; (1.3)

denn fiir jede natiirliche Zahl M und alle natiirlichen Zahlen m>M gilt:
[1+ 8/m]™ < [1+ i(m)/m]™ < [1+i(M)/m]™

Also gilt fiir jedes M mit m->c0:
e’ =lim [1+ 8/m]™ < lim [1+ i(m)/m]™ < lim [1+i(M)/m]™ = '™

und da lim €™ = ¢® mit M-> oo, folgt: €® = lim [1+ i(m)/m]™ mit m->oo.
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d:= 1/(1+ 1) wird jéhrliche effektive Vorauszinsrate oder Diskontsatz genannt.

Ist das Jahr in m gleichlange Konversionsperioden eingeteilt, so bezeichne d(m) diejenige
GroBe, fiir die gilt:

1/[1-d(m)/m] = (1+ )'™ (1.4)
d(m) wird nominelle Vorauszinsrate genannt.

Aus (1.2) folgt:
d(m) =m [1- (1+)™™, (1.5)

d(m) = i(m) / [1+ i(m)/m], (1.6)
denn: i(m) / [1+ i(m)/m] = i(m) / v'"™ =m [v7"™ -1}/ v "™ =m [1-v"™ ] = d(m)
1/d(m) = 1/m + 1/i(m) (1.7)
Also ist (d(m))n eine konvergente Folge.
und fiir m->c0 gilt:

lim d(m) = lim i(m) = &. (1.8)
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1.2. Ewige Renten

Es bestehe ein Anrecht auf sofort oder auf zu zukiinftigen Zeitpunkten t(k) fillig werdende
Zahlungen der Hohe ry (t(k)>0, k=1, 2,...). Es kann sich um endlich oder abz&hlbar
unendlich viele Zahlungen handeln. Einmalige Zahlung sei nicht ausgeschlossen.

v 11+ v'@ 1y + ..., die Summe der abgezinsten Zahlungen, wird Barwert genannt.

Im folgenden wird fiir eine ewige vorschiissige Rente, die aus jdhrlichen Zahlungen der
Hohe 1 besteht, ihr Barwert zum Zeitpunkt 0 berechnet. Die erste Zahlung erfolgt zum
Zeitpunkt 0.

Der Barwert wird mit 4 7 bezeichnet.
Also :
dm=1+v+vi+..=1/(1-v)=14d 2.1)

Erfolgt die erste Zahlung zum Zeitpunkt 1, d.h. wenn nachschiissige Zahlung vorgesehen
ist, wird ihr Barwert mit a5 bezeichnet und es gilt:

ag =ld-1=1/i (2.2)

Sind anstelle der jahrlichen Zahlungszeitpunkte unterjéhrliche Zahlungen in Héhe von 1/m
zu den Zeitpunkten 0, 1/m, 2/m, ... vorgesehen, wird der Barwert mit éi(m)a bezeichnet und

mit (1.5) gilt:
Mg =1/m+ U/mv"™+ I/mv’™+ .= U[m1-v'™)] =1/d(m) (2.3)

Erfolgt die erste Zahlung zum Zeitpunkt 1/m, d.h. wenn nachschiissige Zahlung
vorgesehen ist, wird ihr Barwert mit a™3 bezeichnet und mit (1.7) gilt:

a™z =4"7 - I/m=1/d(m) - /m=1/ilm)  (2.4)

Als Beispiel fiir eine ewige Rente mit jdhrlich steigenden Zahlungen wird folgender
Zahlungsverlauf betrachtet. Die Zahlungen erfolgen vorschiissig. Innerhalb eines Jahres
bleiben die unterjahrlichen Zahlungen gleich. Die Zahlungen betragen im ersten Jahr
insgesamt 1, im zweiten Jahr insgesamt 2, im dritten Jahr insgesamt 3 u.s.w.

Der Barwert dieser ewigen Rente wird mit (I4) M= bezeichnet.

Der folgenden Barwertberechnung liegt die Vorstellung zugrunde, dass eine Kombination
von ewigen vorschiissigen Renten mit Zahlungen in der konstanten Hohe 1/m vorliegt,
wobei die erste zum Zeitpunkt 0, die zweite zum Zeitpunkt 1, die dritte zum Zeitpunkt 2
u.s.w. beginnt.

2/m

(15)™53 = I/m + I/m v'"™ + I/m v¥™ + .+ 1/m v?™'™ +

+2/mv+2/m yIHUm g ylt2m +2/m Y@m-1ym
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+3/m V2 + 3/m v 4 3m v 4 3/m O

=5 +vi™g +v a"g + .

=4 ig

= 1/(d(m) d) (2.5)
Bei nachschiissiger Zahlung erfolgen die Zahlungen lediglich ein m-tel Jahr spéter:
(Ia) ™3 =v'"™ (L@) ™5 =v"™ (d(m) d) (2.6)

Man beachte, dass der Barwert der ewigen jéhrlich steigenden Rente endlich ist.
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1.3. Zeitrenten

Im folgenden werden Barwerte fiir zeitlich befristete Renten zum Zeitpunkt 0 berechnet.
Thre Dauer betrigt stets n Jahre (ngIN).

Die Rente besteht aus jahrlich vorschiissigen Zahlungen der Hohe 1. Die erste Zahlung
erfolgt zum Zeitpunkt 0. Ihr Barwert wird mit &; bezeichnet.

Also :
a=1+v+vi+ . +v =g -viag = Ud-vYd=(1-v"Yd (3.1

Bei nachschiissiger bzw. bei unterjihrlicher Zahlung gilt das Folgende. Die nun
verwendeten Bezeichnungen aj, ™5 und a™%) seien in analoger Weise definiert.

an = (1-v") /i (3.2)
d™5 = (1- v") / d(m) (3.3)
a™s = (1- v") / i(m) (3.4)

Die beiden letzten Formeln gelten auch, wenn n zwar keine natiirliche Zahl aber ein
Vielfaches von 1/m ist.

Neben dem Barwert interessiert man sich fiir den Schlusswert von Zeitrenten. Dieser ist
die Summe der aufgezinsten Zahlungen am Ende der Dauer n. Also ergibt sich der
Schlusswert durch Multiplikation des Barwerts mit dem Aufzinsungsfaktor (1-+i)".

Die Bezeichnungen &, si, §™5 und s™;) seien in analoger Weise definiert.

$ = (v™-1)/d (3.5)

57 = (v'-1)/i (3.6)
§™M3) = (v"-1)/d(m) (3.7)
s™3 = (v-1)/i(m) (3.8)

Ferner besteht folgender Zusammenhang zwischen Barwert und Schlusswert:

1/ay =1+ 1/sy (3.9)
Als Beispiel fiir eine Zeitrente mit jéhrlich steigenden Zahlungen wird folgender
Zahlungsverlauf betrachtet: Die Zahlungen erfolgen vorschiissig. Innerhalb eines Jahres
bleiben die unterjéhrigen Zahlungen gleich. Die Zahlungen betragen im ersten Jahr

insgesamt 1, im zweiten Jahr insgesamt 2, im dritten Jahr insgesamt 3 u.s.w. Die Rente
endet mit Ablauf des n-ten Jahres.

Der Barwert dieser Zeitrente wird mit (I2)™5 bezeichnet.
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Der folgenden Barwertberechnung liegt die Vorstellung zugrunde, dass eine ewige
vorschiissige Renten mit den oben genannten Zahlungen jedoch ohne Ablauf vorliegt.
Abzuzichen ist eine ewige Rente mit gleichen Zahlungen, jedoch um n Jahre aufgeschoben
und eine um n Jahre aufgeschobene ewige Rente mit konstanten Zahlungen.

(Ié)(m);{l =1/m+1/mv™+1/mv'™+ .+ 1/m ym-m

1-+1/m 14+2/m

+2/m v +2/m v 4 2/m v 4 2/m v

+3/m v+ 3/m v 4 3m v 4 3 m O

.+n/m VU n/m vV 4 n/m v e n/m oy
= (11) ™z -v" (15) ™z - v"na™y
= 1/d(m) 1/d - v"/d(m) 1/d - v" n/d(m)
= [(1 - v")Yd - v" n] / d(m)

=[&a - v"n]/d(m) (3.10)

1/m

Bei nachschiissiger Zahlung ist der Barwert fiir vorschiissige Zahlung mit v zu
multiplizieren, da die Zahlungen lediglich ein m-tel Jahr spéter erfolgen:

(Ta) ™7 =v ™ (13) ™7 = v™ (a5 - v" n)/ d(m) = (i3 - v" n)/i(m), (3.11)

denn i(m)~v""™= d(m)

Als Beispiel fiir eine Zeitrente mit jéhrlich fallenden Zahlungen wird folgender
Zahlungsverlauf betrachtet; Die Zahlungen erfolgen vorschiissig. Innerhalb eines Jahres
bleiben die unterjahrigen Zahlungen gleich. Die Zahlungen betragen im ersten Jahr
insgesamt n, im zweiten Jahr insgesamt n-1, im dritten Jahr insgesamt n-2 u.s.w. Die Rente
endet mit Ablauf des n-ten Jahres.

Der Barwert dieser ewigen Rente wird mit (D4)™; bezeichnet.

Bei der folgenden Barwertberechnung wird verwendet, dass die Summe obiger steigender
vorschiissiger Zeitrente und dieser fallenden Zeitrente eine Zeitrente mit den konstanten
Zahlungen vom Jahresbetrag n+1 ergibt. Dann gilt die gleiche Beziehung fiir die Barwerte:

(I18)™5 + (Da)™5 = (n+1) 45 (3.12)

Unter Verwendung obiger Resultate fiir (I5)™g, s. (3.10), und ™5, s. (3.3), und der
Beziehung

47 am +1 —v" (3.13)
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erhilt man

(D4) ™s, = (n - ag)/d(m) (3.14)
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2. Versicherungsmathematische Probleme

2.1. Versicherungsprodukte

Mit einer jihrlichen Beitragseinnahme von rund 221 Milliarden € ist die
Versicherungswirtschaft eine der umsatzstérksten Branchen der deutschen Wirtschaft.
Von den vielen Versicherungszweigen, die es am Markt gibt, seien die nach Anzahl der
Vertrage groBten aufgezihlt (ohne Riickversicherungen und Sozialversicherungen).

Anzahl der Vertrige

Mio.

Lebens- und Pensionsversicherung

davon:
Altersvorsorgevertrige 69,3
Risikoversicherungen 17,0
Zusatzversicherungen 22,9
weitere

Private Krankenversicherung

davon:
Vollversicherung 30,0
Krankenzusatzversicherung 9,9
Pflegepflichtversicherung 4,5
sonstige 0,6

Schaden- und Unfallversicherung

davon:
Kraftfahrtversicherung 124
Allgemeine Haftpflichtversicherung 47
Verbundene Hausratversicherung 27
Private Unfallversicherung 25
Rechtsschutzversicherung 23
Verbundene Wohngebaudeversicherung 19
Transportversicherung 0,6
Technische Versicherung 11,6

und viele weitere ...
Quelle: Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft e.V. Stand: 2020.

Neben den Schadenzahlungen, die in Geld entrichtet werden, werden laufende Leistungen
gewihrt, w.z.B. betriebliche oder private Renten in der Lebensversicherung,
Krankentagegelder in der Privaten Krankenversicherung, Unfallrenten in der privaten
Unfallversicherung. Zu den Versicherungsleistungen zihlen ferner Service und
Rechtsschutz w.z.B. in der Allgemeinen Haftpflichtversicherung.

Versicherungen sollen Risiken durch Zusammenfassen teilen und gemeinsam finanzieren.
Charakteristisch fiir ein am Markt gehandeltes Versicherungsprodukt ist, dass
- das zu versichernde Schadenereignis zufallig ist,

- das Versicherungsgeschift sich im Wesentlichen selbst trigt,
- es eine ausweisbare Kalkulation gibt.
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Unter den groBeren volkswirtschaftlichen Branchen war die Lebensversicherung diejenige,
in die erstmals nicht-triviale mathematische Methoden Einzug hielten. Spiter wurden sie
fiir andere Branchen modifiziert.
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2.2. Produktentwicklung und weitere Aufgaben des Versicherungsmathematikers

In diesem Kapitel wird ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit eine Bestandsaufname
derjenigen Probleme aus dem Versicherungswesen und artverwandten Gebieten gemacht,
die z.Zt. in Deutschland iiblicherweise mit versicherungsmathematischen Methoden
behandelt werden.

2.2.1. Lebensversicherung

Mit einem Lebensversicherungsvertrag wird gegen Entgelt die Zusage gegeben, bei Tod in
einem bestimmten Zeitraum oder Erleben eines bestimmten Zeitpunkts oder bei Heirat,
Berufs- oder Erwerbsunfihigkeit, Pflegebediirftigkeit etc., also bei Eintritt eines
bestimmten Ereignisses, eine bestimmte Zahlung zu leisten.

Bei der Entwicklung eines solchen Versicherungsprodukts sind verschiedene Zwinge zu
beachten. Nicht jede Deckung ist bedarfsgerecht, rechtlich zuldssig, steuerlich sinnvoll,
verwaltbar und risikotechnisch beherrschbar. Besteht die Gefahr einer Gegenauslese?

Zu der in Aussicht genommenen Leistungszusage muss zunéchst die Primie berechnet
werden. Nach § 11 des Gesetzes iiber die Beaufsichtigung der Versicherungsunternehmen
(Versicherungsaufsichtsgesetz - VAG) miissen die Prémien unter Zugrundelegung
angemessener versicherungsmathematischer Annahmen kalkuliert werden und so hoch
sein, dass das Versicherungsunternehmen allen seinen Verpflichtungen nachkommen
kann. Das Gesetz der grofien Zahlen bewirkt, dass bei groflen Bestinden der erwartete
Barwert der Leistungen in etwa ausreicht, um den Verpflichtungen nachzukommen, wenn
die versicherungsmathematischen Annahmen, insbesondere Zins und
Wahrscheinlichkeitswerte vorsichtig gewihlt wurden. Wird dieser Barwert mit dem
Barwert der Pramien gleichgesetzt, hat man eine Bestimmungsgleichung fiir die einmalige
bzw. laufende gleichbleibende Primie. Die versicherungsmathematischen Annahmen
miissen so vorsichtig gewihlt werden, dass die dauernde Erfiillbarkeit der Verpflichtungen
nicht gefidhrdet wird. Dazu gehort auch die Bemessung der Kostenzuschléige in einem
angemessenen Kostenzuschlagsmodell. Die eingerechneten Kosten miissen ausreichen um
die tatsdchlichen Kosten des Versicherers zu decken.

Der der Primien- und Deckungskapitalberechnung zugrunde liegende Rechnungszins soll
so gewihlt werden, dass er auf Dauer vom tatsichlichen Kapitalmarktzins nicht
unterschritten wird. Zur Praimienberechnung enthélt das VAG zwar keine direkten
Bestimmungen iiber den Rechnungszins; zur Berechnung der Deckungsriickstellung sind
aber je nach Vertragsart Hochstzinsen vorgegeben. Setzt man zur Pramienberechnung
keinen héheren Rechnungszins als bei der Deckungskapitalberechnung an, dann kdnnen
die Deckungsriickstellungen aus den aufgezinsten in den Pramien enthaltenen Sparanteilen
gebildet werden.

Wirklichkeitsniher wire, die zukiinftige Zinsentwicklung durch einen stochastischen
Prozess zu modellieren. Dazu bedarf es aber eines stochastischen Modells fiir die
langfristige Zinsentwicklung. Bei Annahme eines stochastischen Zinses ginge die
Unabhangigkeit verloren, da dann alle Policen vom gleichen jéhrlichen Zins betroffen
sind. Dadurch stellten sich weitere technische Probleme.
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Zutiefst problematisch ist die derzeit anhaltende Niedrigzinsphase. Neue Produkte werden
erforderlich, da die Lebensversicherungsunternehmen z.Zt. mit sicheren Anlagen kaum
noch einen positiven Rechnungszins erwirtschaften konnen. Vielfach werden
fondsbasierte Lebensversicherungen angeboten, bei denen der Versicherungsnehmer das
Kapitalanlagerisiko faktisch selbst trigt.

Der Schadenverlauf eines Lebensversicherers kann durch GroBschiden, z.B. Tod eines
Versicherten mit hoher Versicherungssumme, aulergewdhnlich stark beeinflusst werden.
Die Auswirkungen konnen durch Abschluss von Riickversicherungsvertrigen gemildert
werden. Entsprechende Pramien sind vom Erst- und vom Riickversicherer zu berechnen.

Zum Schuss des Geschiiftsjahres ist die Bruttodeckungsriickstellung, die Summe der
Bruttodeckungskapitale der am Stichtag bestehenden Versicherungen, zu berechnen und
dann als Schuldposten in der Bilanz auszuweisen. Die prospektive Methode ist gesetzlich
vorgeschrieben, soweit sie nach Art des Vertrages anwendbar ist. Da die
Deckungsriickstellung mit ihrem urspriinglichen Zinssatz kalkuliert, welcher sich aktuell
als zu hoch erweist, nicht ausreichen kann, ist eine weitere realistischere Berechnung der
Deckungsriickstellung erforderlich. Dies verlangt das Handelsgesetzbuch. Laut § 3411
Abs 2 HGB ist der sich aus dem Jahresmittel der Anleihebestdnde iiber die letzten 10 Jahre
ergebende Durchschnittszins, der sog. Referenzzins, zugrunde zu legen.

Infolge vorsichtiger Rechnungsannahmen fallen Uberschiisse an. Diese sind fast
vollstindig an den Versicherungsnehmer zuriick zu gewahren. Der einzelne Vertrag soll
moglichst in der Hohe am Uberschuss beteiligt werden, wie er zu dessen Entstehung
beigetragen hat. Neben Barauszahlung oder Verrechnung mit Beitrdgen gibt es weitere
Verwendungsméglichkeiten, z.B. verzinsliche Ansammlung oder Erh6hung der
Leistungen. Dazu ist eine Zerlegung des Rohiiberschusses nach Zins-, Risiko- und
Kostenverlauf erforderlich. Zur Verteilung auf die einzelnen Vertrdge und zur
Verwendung der Uberschussanteile sind geeignete Systeme zu entwickeln.

Aufgrund eines Uberschussbeteiligungssystems konnen fiir den einzelnen Vertrag unter
gewissen Annahmen iiber die Uberschussanteilsitze die Leistungen aus der
Uberschussbeteiligung hochgerechnet werden, so dass dem potenziellen Kunden schon vor
Vertragsbeginn ein Bild iiber die Leistungen aus der Uberschussbeteiligung verschafft
werden kann.

2.2.2. Private Krankenversicherung

Ahnliche Probleme wie in der Lebensversicherung stellen sich in der privaten
Krankenversicherung; vorrangig betrifft es Produktentwicklung und -pflege. Deren
Kalkulation erfolgt nach den Prinzipien der Lebensversicherung.
Stornowahrscheinlichkeiten sind einzubeziehen.

Zudem gelten fiir die private Krankenversicherung weitere detaillierte Regelungen.

Der Aktuar steht im Spannungsfeld zwischen aktuariellen Belangen, unternehmerischer
Verantwortung und sozialpolitischem Auftrag. So zwingt die Kostenentwicklung im
Gesundheitswesen den Versicherer zu dauernder Nachkalkulation der Beitrdge. Die
Rechnungsgrundlagen konnen aufgrund der jahrlichen Uberpriifung angepasst werden.
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Da die zu erwartenden Schadenaufwendungen im Alter erheblich zunehmen, bedarf es der
Kalkulation einer Alterungsriickstellung.

2.2.3. Schaden- und Unfallversicherung

Die zu kalkulierenden Primien miissen wettbewerbsfihig und kostendeckend sein.

Ihre Auswirkungen sind durch Szenarien und Prognosen des erzielten Nutzens darzulegen.
In den Mengensparten wie Kraftfahrt-, Allgemeine Haftpflichtversicherung und
industrielle Feuerversicherung werden versicherungsmathematische Methoden eingesetzt.
Die Gegebenheiten sind hier wesentlich schwieriger als in der Lebensversicherung. So
sind die Risiken eines Kollektivs im Allgemeinen nicht homogen, pro Periode sind
mehrere Schadensereignisse moglich, die Hohe des einzelnen eingetretenen Schadens ist
zufillig und im voraus nicht bekannt.

Zu untersuchen ist, ob und ggf. in welcher Gestalt ein Bedarf an Riickversicherung
besteht. Entsprechende Priamien sind vom Erst- und vom Riickversicherer zu kalkulieren.

Im Rahmen der Reservierung stellt sich das Problem, Schadenriickstellungen fiir bereits
eingetretene aber noch nicht gemeldete oder noch nicht in vollstindiger Hohe gemeldete
Schiden (sog. IBNR-Schiden) zu berechnen.

Fiir laufende Haftpflicht- und Unfallrenten sind Deckungsriickstellungen wie in der

Lebensversicherung zu bilden.

2.2.4. Betriebliche Altersversorgung

Man spricht von Zusagen der betrieblichen Altersversorgung, wenn ein Arbeitgeber
seinem Arbeitnehmer Leistungen der Alters-, Invaliden- oder Hinterbliebenenversorgung
aus Anlass des Arbeitsverhiltnisses verspricht. Am weitesten verbreitet sind z.Zt.
unmittelbare Versorgungszusagen, bei denen der Begiinstigte keine eigenen Beitrdge
aufzubringen hat. Es gibt sie iiberall in der Wirtschaft. Eine Versicherungsgesellschaft ist
in der Regel nicht zwischengeschaltet. Der Arbeitgeber trigt das Risiko, die
versprochenen Leistungen zu erbringen, selbst.

Unter den Voraussetzungen des § 6a EStG darf bzw. muss der Arbeitgeber dafiir
Riickstellungen mit steuerlicher Wirkung aufbauen. Das Einkommensteuergesetz schreibt
die maximale Hohe der steuerlichen Pensionsriickstellungen vor und verweist
ausdriicklich auf die anerkannten Regeln der Versicherungsmathematik. Da je nach
Ausscheideursache (Invaliditét oder Tod) unterschiedlich hohe Leistungen zu gewéhren
sind und die die Hinterbliebenenversorgung empfangende Person im voraus zumeist
unbestimmt ist, wird — im Vergleich zur Lebensversicherung - regelmiBig ein erweitertes
Modell zur Erfassung der Leistungen zugrunde gelegt. Steuerliche Pensionsriickstellungen
sind ohnehin als Beitragsbemessungsgrundlage fiir den Pensions-Sicherungs-Verein aG zu
berechnen.

Nach dem Handelsgesetzbuch sind Pensionsriickstellungen mit anderen realistischeren
Rechnungsgrundlagen und zumeist nach anderen Formeln zu berechnen.
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Abweichende sehr detaillierte Regeln enthalten die Internationalen
Rechnungslegungsvorschriften (,,JFRS). Die IFRS empfehlen ausdriicklich, einen
Versicherungsmathematiker zur Bewertung der Leistungsverpflichtungen hinzu zu ziehen.

Mitunter werden Berechnungen nach ausldndischen Rechnungslegungsvorschriften, z.B.
nach US-GAAP, nachgefragt.

Neben unmittelbaren Versorgungszusagen sind fiir die sonstigen Durchfiihrungswege
Pensionsverpflichtungen zu bewerten. Erwihnt sei, dass der versicherungsmathematische
Gutachter mit Berechnungen zum Versorgungsausgleich bei Ehescheidungen héufig in
Familiengerichtsverfahren eingebunden ist.

Von den auftraggebenden Firmen werden manchmal Prognoseberechnungen iiber die
langfristigen Verldufe der Pensionsriickstellungen gewiinscht.

Bei den mittelbaren Durchfithrungswegen, d.h. iiber Direktversicherungen, Pensionskassen

oder Pensionsfonds, sind die Aufgaben des Versicherungsmathematikers mit den
Aufgaben in der Lebensversicherung vergleichbar.

2.2.5. Ubergreifende Probleme

Die im Folgenden aufgefiihrten versicherungsmathematischen Probleme betreffen - sofern
nicht ausdriicklich ausgeschlossen - jeden oben behandelten Versicherungszweig.

2.2.5.1. Asset-Liability-Management

Im Hinblick auf fonds- oder indexgebundene Versicherungsprodukte, die eine starke
Sensitivitit in Bezug auf Anlagerisiken, insbesondere Zinsanderungsrisiken, aufweisen,
und im Hinblick auf die anhaltende Tiefzinsphase stellen sich Fragen, die sich auf die
Steuerung von Kapitalanlagen des Versicherers beziehen. Vorrangig ist der Rechnungszins
abzusichern.

Allgemein und in jedem Versicherungszweig sowie in den Versorgungseinrichtungen der
betrieblichen Altersversorgung stellt sich das Problem, Kapitalanlagen unter angemessener
Beriicksichtigung von Risiko- und Renditeaspekten, insbesondere die Kapitalanlagen, die
die versicherungstechnischen Verpflichtungen abdecken sollen, optimal zu steuern, das
sog. Asset-Liability-Management. Es gilt dabei, die Wechselwirkung zwischen
Kapitalanlage und Versicherungsverpflichtungen zu analysieren und aufeinander
abzustimmen. Der Versicherungsmathematiker hat auf eine iibergreifende Abstimmung
der Aktiv- und Passivseite der Bilanz zu achten.

Es gibt dazu zahlreiche Ansitze. Diese konnen grob eingeteilt werden in
- Strategien zur Angleichung des Cash-Flows: Priméres Ziel ist die langfristige
Liquidititssteuerung bei gleichzeitiger Sicherung einer hohen Ertragsstéirke. Zu

vorliegenden jihrlichen Kapitalabfliissen wird ein Wertpapier-Portefeuille
zusammengestellt, dessen Kapitalzufliisse in jedem Jahr die Abfliisse deckt.
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- Immunisierung gegen Zinsinderungen: Beispielsweise wird das zur Deckung eines
Bestands von Verpflichtungen dienende Kapitalanlagen-Portefeuille auf der Aktivseite der
Bilanz so zusammengestellt, dass es auf kleine Anderungen der Kapitalmarktzinsen in
shnlicher Weise reagiert wie der auf der Passivseite stehende Gesamt-Wert des Bestands.

- Dynamische Finanzanalyse: Die zukiinftige Entwicklung von Aktiv- und PassivgrofBen
wird parallel simuliert mittels stochastischer Modellierung.

Daneben gibt es viele weitere Ideen und Strategien zur Abstimmung von Aktiv- und
Passivseite. Zumeist gelten die Versicherungsverpflichtungen als vorgegeben und die
AktivgroBen werden danach gesteuert.

2.2.5.2. Solvency II

Solvency II ist eine prinzipienbasierte europiische Richtlinie fiir Erst- und
Riickversicherungsunternehmen, die vorgibt, wie viel Mindestkapital und wie viel
Solvenzkapital Versicherungsunternehmen halten miissen.

Die Prinzipien von Solvency II miissen nicht auf Pensionskassen, Pensionsfonds oder
berufsstandige Versorgungswerke iibertragen werden.

Solvency II regelt die Hohe einer Kapitaldecke, mit der mogliche Verluste abgefangen
werden kénnen. Das Solvenzkapital ist somit ein Puffer, der unerwartet hohe Verluste
ausgleichen soll. Die Kapitaldecke ist Bestandteil der Eigenmittel.

Die bestehende Rechnungslegung nach HGB und ggf. nach IFRS wird um eine weitere auf
Marktwerte abgestellte ,,Marktwertbilanz erginzt. Da fiir Verpflichtungen gegeniiber
Versicherungsnehmern meist keine Marktpreise existieren, gibt es klare gesetzliche
Vorgaben zu deren Bewertung.

Solvency II ist thematisch auf 3 Bereiche (,,Sdulen®) aufgeteilt.

- Saule 1 enthilt die quantitativen Regelungen mit Kapitalanforderungen,
Berechnungsformeln und technischen Vorgaben.

- Séule 2 enthilt qualitative Vorschriften iiber Aufbau eines Risikomanagements, einer
Unternehmensorganisation und ethischer Standards.

- Saule 3 regelt das Berichtswesen an die Offentlichkeit und die Aufsichtsbehorden.

In Séule 1 wird vorgeschrieben, wie das Mindestkapital und das Solvenzkapital, die das
Versicherungsunternehmen halten miissen, zu berechnen sind. Zugrunde liegt eine
ganzheitliche Betrachtung der Bilanz. Hierbei stehen insbesondere die Interaktion
zwischen Aktiv- und Passivseite und die damit verbundenen Risiken im Vordergrund.

Die Solvenzkapitalanforderung, eine Sollgrofie fiir das Eigenkapital, wird mit Hilfe der
sog. Standardformel oder eines internen Modells berechnet. Anstelle der Standardformel
konnen sich die Versicherungsgesellschaften Modelle genehmigen lassen, die ihrer
speziellen Situation angepasst sind, und mit diesen die Solvenzkapitalanforderung
berechnen. Die Standardformel beriicksichtigt verschiedene versicherungsspezifische
Risiken sowie operationelle Risiken. Letztere sind Risiken, die durch fehlerhafte
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firmeninterne Prozesse, mangelnde Kontrollen, falsche Einschétzungen, Betrug oder durch
externe Ereignisse ausgeldst oder begiinstigt werden.

Die Bestimmung der benétigten Marktwerte erfordert mathematisch-statistische Modelle,
um z.B. auch Optionen und Garantien der Versicherungsnehmer bei
Lebensversicherungsprodukten geeignet zu beriicksichtigen. Die Beurteilung der
Angemessenheit der bei der Berechnung der Riickstellungen verwendeten Daten,
Annahmen, Verfahren und damit auch die Angemessenheit der Riickstellungen in der
Marktwertbilanz bildet die Kernaufgabe der ,,Versicherungsmathematischen Funktion
(VMF)*“. Diese ist eine rechtliche Einrichtung des Versicherungsaufsichtsgesetzes (§ 31).
Die VMF muss auch zur Zeichnungs-, Annahmepolitik und Preisgestaltung sowie zur
Riickversicherung und auf deren etwaige Auswirkungen auf die Riickstellungen Stellung
nehmen.

2.2.6. Weitere Aufgabenfelder

Folgende Verpflichtungen sind wie Leistungen der betrieblichen Altersversorgung vom
Erleben der begiinstigten Person oder der Fortdauer seiner Aktivitit abhéngig:

- Arbeitgeberleistungen bei Altersteilzeit

- Gratifikationen zu Dienstjubilden

- Zuwendungen bei Vorruhestand

- Sozialplanabfindungen

- Zahlung von Kaufpreisrenten

Entsprechende steuerliche oder handelsbilanzielle Riickstellungen fiir diese
arbeitgeberseitigen Verpflichtungen sind nach versicherungsmathematischen Grundsétzen
zu berechnen. Dies gilt in der Regel auch fiir Riickstellungen nach den IFRS und nach
auslidndischen Rechnungslegungsvorschriften.

Bei Wirtschaftspriifern und bei Behorden wie der Bundesanstalt fiir
Finanzdienstleistungsaufsicht, Finanzamter bzw. Ministerien sind
Versicherungsmathematiker beschiftigt, die sich spiegelbildlich mit der Priifung von
Riickstellungen fiir Pensionen, Altersteilzeit etc., mit der Aufsicht von
Versicherungsgesellschaften bzw. mit Gesetzesvorhaben befassen.

Bei der Deutschen Rentenversicherung Bund arbeiten Versicherungsmathematiker an den

spezifischen Problemen des Umlageverfahrens. Von zentralem Interesse ist die kiinftige
Entwicklung der erforderlichen Beitrége zur gesetzlichen Rentenversicherung.
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5. Markierte Punktprozesse, Barwert, Risikoprimie

3.1. Darstellung von Priimien und Leistungen als markierte Punktprozesse

Ein Versicherungsvertrag enthélt in der Regel eine Vereinbarung iiber die Zahlung von
Pramien. Diese Vereinbarung legt fest, zu welchen Zeitpunkten Pramien zu entrichten sind
und wie hoch die Primie zu dem einzelnen Zahlungszeitpunkt jeweils sein soll. Auch die
Anzahl der Primienzahlungen ergibt sich aus dem Vertrag. Diese Anzahl kann zufallig
sein, z.B., wenn laufende Primienzahlung bis zum Tod der versicherten Person vereinbart
ist. Die Pramienzahlungszeitpunkte sind meist deterministisch vorgegeben, z.B. jahrlich
vorschiissige Zahlungsweise, konnen aber auch zufillig sein. Gleiches gilt fur die
Primienhohen. Zufillige Pramienzahlungszeitpunkte und zuféllige PramienhShen wéren
etwa denkbar bei einer Lebensversicherung mit laufender Beitragszahlung, bei der, falls
Invaliditit eintritt, die Beitragszahlung zeitweise auszusetzen oder herabzusetzen ist.

Vorgegeben sei allgemein ein Prozess

IT: = {(m, Py) | k=1,2,...Lp},

wobei Lp eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsvariable auf (Q,A,P) sei und fiir alle k

seien m, und Py reelle, nichtnegative eindimensionale Zufallsvariablen auf (Q,A,P) mit
T<ms) P-fast sicher fiir k=1,2,..., Lp —1.

Dieser Prozess hat somit folgende Deutung: Zu den Zeitpunkten m sind die Prémien Py zu
entrichten und es gibt insgesamt Lp Primienzahlungszeitpunkte, wobei diese Zahl auch
zufillig sein kann.

IT wird Primienprozess genannt.

Zum anderen ist ein Versicherungsvertrag ist in der Regel auf bestimmte
Versicherungsleistungen ausgerichtet, enthlt also eine Vereinbarung iiber die Zahlung
von Versicherungsleistungen, die bei Eintritt bestimmter Ereignisse zu erbringen sind.
Diese Zahlungszeitpunkte sind in der Regel zufillig. Die Hohe der Zahlung ist in der
Lebensversicherung zumeist deterministisch vorgegeben, kann aber auch zufallig sein,
2.B. bei einer Todesfallversicherung mit doppelter Leistung bei Unfalltod. Auch die
Anzahl der Leistungen ergibt sich aus dem Vertrag. Diese Anzahl kann zufllig sein, z.B.
bei einer lebenslangen laufenden Rentenversicherung.

Wie der Pramienprozess sei formal vorgegeben ein Prozess

A= {(& Co) | k=1,2,...Lc},

wobei Lc eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsvariable auf (Q,A,P) sei und fiir alle k
seien A, und Cy reelle, nicht negative eindimensionale Zufallsvariablen auf (Q,A,P) mit
Mc<Axs1 P-fast sicher fiir k=1,2,..., Lc -1

Dieser Prozess hat daher folgende Deutung: Zu den Zeitpunkten A« sind die Leistungen Ck
zu erbringen und es gibt insgesamt L¢ Leistungszahlungszeitpunkte, wobei diese Zahl
auch zufillig sein kann.
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A wird Leistungsprozess genannt.

Bei diesen Prozessen handelt es sich um sogenannte markierte Punktprozesse. Im weiteren
wird auf diese selbst nicht eingegangen. Wir nutzen hier im Wesentlichen nur die
Moglichkeit, dass Pramien und Leistungen durch markierte Punktprozesse knapp und
kompakt dargestellt werden konnen. Die Idee, Primien- und Leistungsprozesse als
spezielle markierte Punktprozesse zu fassen, geht auf Professor Hans-Micha Dietz,
Vorlesung an der Humboldt-Universitit Berlin, SS 1991, zuriick.

Die Elemente dieser Punktprozesse sind also geordnete Paare, wobei der erste Partner
einen Zeitpunkt darstellt und der zweite Partner eine Zahlungshohe.

Man beachte, dass. IT bzw. A auch die leere Menge sein konnen, z.B. wenn Lp =0 bzw. L¢
=().
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3.2. Barwert

Vorgegeben seien ein markierter Punktprozess M = {(A, C) | k =1,2,...,.Lc} und ein
Zinssatz 1>0.

Unter dem Barwert BtM zu einem Zeitpunkt 0 wird die Summe der auf't abgezinsten
Zahlungen, die zum Zeitpunkt t oder danach nach Mafigabe von M zu entrichten sind,
verstanden, wobei der Barwert Null sein soll, wenn M die leere Menge ist, d.h.:

BM =0, falls M = &, sonst:

Le M-t

& sy @1

BM

Diese Definition des Barwert ist eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 1.2.
eingefiihrten Barwerts.

Man beachte, dass der so definierte Barwert eine Hintereinanderausfithrung Borel-
messbarer Funktionen also eine reelle Zufallsvariable ist.
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3.3. Anforderungen an die Mindesthohe von Primien

3.3.1. Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen

Es seien B(1), B(2), B(3),... reelle eindimensionale nichtnegative Zufallsvariablen. Ihre
Varianzen seien beschrinkt. B(1), B(2), B(3).... seien stochastisch unabhéngig.

Die einzelne Zufallsvariable kann als einjihrige Gesamtschadenhohe eines Risikos, dessen
Versicherungsdauer 1 Jahr betrigt, gedeutet werden aber auch als Barwert des
Leistungsprozesses des Risikos zum Zeitpunkt 0, wenn Zahlungen nicht nur im ersten Jahr
moglich sind.

Es sei einmalige Pramienzahlung vorgesehen. Die Einmalpramie sei zu Beginn der
Versicherung zu entrichten.

Das starke Gesetz der groBen Zahlen, s. Kapitel 0.5., besagt, dass das arithmetische Mittel
der zentrierten Zufallsvariablen fast sicher gegen Null konvergiert.

Also gibt es fiir jedes e>0 eine natiirliche Zahl n,, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen N>n;
fast sicher gilt:

N
(I/N)Z [B() - EB®)] <e,
=1

wobei E(B(i)) den Erwartungswert von B(i) bezeichne.
Daraus folgt:

N N
T B(i) < [EB()) +e]
i=1 i=1

Handelt es sich um einjéhrige Risiken, steht auf der linken Seite der Ungleichung die
Summe der Jahreschiden des Kollektivs (ohne Beriicksichtigung etwaiger unterjéhriger
Zinsen) und rechts steht die Summe der Pramien des Kollektivs, wenn man die zu
Jahresbeginn zahlbare Einmal-Priamie des einzelnen Risikos mindestens in Hohe seines
Erwartungswerts zzgl. einem Zuschlag € ansetzt. Wird also als Pramie zusétzlich zum
Erwartungswert ein (kleiner) Zuschlag erhoben, so reicht die Praimiensumme zur Deckung
der Schiden aus, wenn der Bestand an Risiken hinreichend grof ist.

Ebenso erhilt man einen Mindestbeitrag, wenn man die jeweiligen gesamten
Leistungsprozesse einbezieht, wenn man sich also fiir eine Uberdeckung des kollektiven
Barwerts der Leistungen interessiert. Bezeichnet B(i) namlich den Barwert des
Leistungsprozesses des i-ten Risikos zum Zeitpunkt 0, so steht auf der linken Seite der
Ungleichung die kollektive Summe der Barwerte der Leistungsprozesse. Diese Summe ist
also der Wert, der zu Beginn vorhanden sein muss, um zusammen mit den kiinftig bis zum
jeweiligen Zahlungstermin anfallenden Zinsen die Leistungen erbringen zu kénnen.
Rechts steht die kollektive Summe der Einmal-Primien, wenn man die zu Beginn der
Versicherung zahlbare Einmal-Primie des einzelnen Risikos mindestens in Hohe des
Erwartungswerts des Barwerts seines Leistungsprozesses im Zeitpunkt 0 zzgl. einem
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Zuschlag € ansetzt. Wird also als Einmal-Primie zusatzlich zum Erwartungswert des
Barwerts ein (kleiner) Zuschlag erhoben, so reicht die Pramiensumme zur Deckung der
Barwerte der Leistungsprozesse aus, wenn der Bestand an Risiken hinreichend groB ist.

Man beachte, dass die Zufallsvariablen B(1), B(2), B(3),... nicht als identisch verteilt

vorausgesetzt wurden. D.h. der Ausgleich im Kollektiv (die Produktion des
Versicherungsschutzes) wird auch mittels inhomogener Besténde bewirkt.

3.3.2. Auferund von Ruinwahrscheinlichkeiten

Zugrunde gelegt seien die Zufallsvariablen B(1), B(2),...,B(N) aus dem vorhergehenden
Abschnitt. Thre Varianzen sind positiv und beschréinkt. Die einzelne Zufallsvariable werde
als einjihrige Gesamtschadenhohe eines Risikos, dessen Versicherungsdauer 1 Jahr
betrigt, gedeutet. Unter Zugrundelegung eines einfachen Ruinmodells wollen wir
Ruinwahrscheinlichkeiten ermitteln, wenn die Primie den Erwartungswert unterschreitet
oder iibersteigt. Wir behandeln hier nur den Fall identisch verteilter Risiken. Auch die
Jahres-Priimie sei fiir alle Risiken gleich und betrage c.

Demnach ergibt sich zu einem Anfangskapital u (ohne Beriicksichtigung von Zinsen) eine
Risikoreserve von

N
Ky :=u+Nc-2 B()
i=1
Das Ereignis {K, <0} wird einjéhriger technischer Ruin genannt.

Es bezeichne p := E(B(i)) und o’ = Var(B(i)).

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz, s. Abschnitt 0.5., ergibt sich fuir alle reellen Zahlen u:

(1 firc<p
lim P(K,<0)= 9 % firc=p
Nz \0 firc>p

Denn nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt fiir unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen B(i), dass die Zufallsvariable

N 1
T —(BO-n
i=1 (c? N)"

mit N->o0 in Verteilung gegen eine standard-normalverteilte Zufallsvariable (mit
Erwartungswert 0 und Varianz 1) konvergiert.

Es gilt:
N u c-u N 1

{(K,<0}= {[u+ N (c-p) +T (p-B(i))1<0} = { + N"?—<- 3 (u-B@)}
i=1 (02 N)I/Z (o 2)1/2 i=1 (62 N)1/2
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u
Da fiir N-> oo der Bruch W gegen 0 konvergiert, mithin die linke Seite letzterer
c
Ungleichung fiir c<p gegen —o geht, wird {K,<0} zum sicheren Ereignis;
fir c>p geht die linke Seite gegen oo, das Ereignis wird also zur leeren Menge;
fiir c=n konvergiert die linke Seite gegen 0 und die Ruin-Wahrscheinlichkeit gegen 72 ,
weil obige Zufallsvariable in Verteilung gegen eine symmetrisch verteilte Zufallsvariable
mit Erwartungswert 0 konvergiert. Daraus folgt die Behauptung.

Wie im vorhergehenden Abschnitt ergibt sich, dass die J ahres-Primie den Erwartungswert
des einjihrigen Gesamtschadens bzw. den Barwert iibersteigen muss.
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3.4. Primienkalkulationsprinzipien

Fin Risiko ist versicherbar, wenn seine Ubernahme durch feste Zahlungen, ,,Pramien®, in
endlicher Hohe kompensiert werden kann. Durch Versicherung gegen Pramien sollen die
Schiden im Kollektiv ausgeglichen werden. Die Pramie ist somit aufgrund der
Schadenverteilung des Risikos zu bestimmen. Nach den Ergebnissen des Abschnitts 3.3
muss die Primie, die den allfilligen Schadenzahlungen gegeniiber steht, die sog.
Risikoprimie, unter den Gegebenheiten des Abschnitts 3.3 den Erwartungswert der
abgedeckten Schiden iibersteigen. Die Risikopramie setzt sich also zusammen aus dem
Erwartungswert, der sog. Nettopramie, und einem positiven Schwankungszuschlag.
Weitere Bestandteile, die zur Marktpramie fiihren, wie Zuschlige fir Abschluss- und
Verwaltungskosten, fiir Gewinne, flir Steuern etc. werden im weiteren nicht behandelt.

Die Versicherungsdauer des zu versichernden Risikos betrage 1 Jahr.

Seine einjahrige Gesamtschadenhdhe wird durch eine reelle eindimensionale nichtnegative
Zufallsvariable B mit positiver und endlicher Varianz modelliert. Anstelle der einjdhrigen
Dauer kann auch ein anderes Zeitintervall gesetzt werden. Uber die Schadenverteilung von
Kollektiven liegen oftmals hinreichende Erkenntnisse vor, nicht jedoch iiber die einzelnen
Risiken aus dem Kollektiv. Dieses Thema wird im weitern nicht behandelt; hier wird
davon ausgegangen, dass die Verteilung von B bekannt sei. Nun soll eine ,,verniinftige*
Regel gefunden werden, nach der aufgrund der Verteilung von B eine Risikoprimie zu
berechnen ist. Formal wird eine Abbildung H der einjéhrigen Gesamtschadenverteilung
von B in die nichtnegativen reellen Zahlen (Hohe der jéhrlichen Risikopramie RP)
gesucht:

RP = H(B) (4.1)

Man beachte, dass die Risikoprimie nicht von B selbst sondern von seiner Verteilung
abhingt. H(B) ist die Jahresprimie, zu der der Versicherer bereit ist, das Risiko zu
versichern. Die Risikoprimie muss aus dem Erwartungswert zzgl. einem positiven
Schwankungszuschlag bestehen. Dieser sollte von der Variabilitit des Risikos abhingen.
Je hoher die Variabilitit des Gesamtschadens umso mehr Deckungsmittel muss der
Versicherer vorhalten.

In der Literatur wird eine Vielzahl von Primienkalkulationsprinzipien (kurz:
Primienprinzipien) diskutiert, worunter einige hauptsichlich von theoretischem Interesse

sind. Exemplarisch werden 5 Pramienprinzipien aufgefiihrt.

a) Nettopramienprinzip (=Aquivalenzprinzip)
H(B) = E(B)

b) Erwartungswertprinzip
H(B) = (1+¢) E(B)

¢) Varianzprinzip
H(B) = E(B) + ¢ Var(B)

d) Standardabweichungsprinzip
H(B) = E(B) + ¢ Var(B)"?
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e)

Exponentialprinzip
H(B) = 1/a In E(¢*®) mit >0

mit dem jeweiligen Schwankungszuschlag c>0.

Weitere Prinzipien werden beispielweise von Asmussen/Albrecher (Ruin Probabilities.
World Scientific 2. Auflage 2010 S. 510) oder Heilmann (Grundbegriffe der Risikotheorie.
VVW Karlsruhe 1997 S. 136) behandelt.

Primienprinzipien sind danach zu untersuchen, ob sie gewisse plausibel erscheinende
Figenschaften haben. Im folgenden werden einige wiinschenswerte Standard-
Eigenschaften genannt.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Erwartungswert iibersteigend
H(B)>E(B) fiir jedes Risiko B

In Abschnitt 3.3 wurde dargelegt, dass der Erwartungswert der abgedeckten Schiden
iiberschritten werden muss.

Maximalschadenbegrenzt

H(B)<max B fiir jedes endliche Risiko B

Diese Forderung wird von den Pramienprinzipien b), c), und d) nicht erfullt.
Translationsinvarianz (Konsistenz)

H(B +¢)=H(B) +c fiir jedes Risiko B und alle reellen Zahlen c.

Diese Forderung wird vom Erwartungswertprinzip nicht erfiillt.
Homogenitét (Proportionalitét)

H(c B)=c H(B) fiir alle positiven reellen Zahlen ¢

Diese Forderung wird vom Varianzprinzip nicht erfullt.

Kein ungerechtfertigter Schwankungszuschlag

H(c)=c fiir alle reellen Zahlen c.

Diese Forderung wird vom Erwartungswertprinzip nicht erfullt..

Additivitat

H(B + C)=H(B) + H(C) fiir alle unabhéngigen Zufallsvariablen B und C

Diese Forderung wird vom Standardabweichungsprinzip nicht erfullt.
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Es folgt eine tabellarische Ubersicht iiber das Vorliegen obiger Eigenschaften. Dabei
werden nur nichtnegative Risiken zugrunde gelegt.

Pramien-
kalkulations-
prinzip
Eigenschaft

1) 2) 3) 4) 5) 6)
a) + + + + + +
b) + - - + - +
c) + - + - + +
d) + - + + + -
e) + + + - + +

Mit Ausnahme des Nettoprimienprinzips besitzt keines der aufgefiihrten
Primienprinzipien alle genannten Eigenschaften. Asmussen/Albrecher (Ruin Probabilities.
World Scientific 2. Auflage 2010 S. 512) bemerken, dass in den letzten Jahren die
Diskussion dariiber, welche Eigenschaften ein Pramienprinzip in verschiedenen
Anwendungen haben sollte, enormes Interesse und Aktivitdt erfahren hat.

Die Bestimmungen der Schwankungszuschldge der Primienprinzipien b), c) und d) sowie
die Bestimmung des Parameters a des Exponentialprinzips werden hier nicht behandelt.
Die Primienprinzipien a) bis €) (und viele andere) werden in der Praxis verwendet.

In der Lebensversicherung geht man konzeptionell einen anderen Weg zur Einbeziehung
von Schwankungszuschligen. Man stiitzt sich zunéchst auf vorsichtige
Rechnungsgrundlagen (niedriger Zins, erhohte bzw. erniedrigte
Sterbewahrscheinlichkeiten bei Tarifen mit Todes- bzw. Erlebensfallcharakter etc.) und
berechnet die Priamie dann nach dem Aquivalenzprinzip. Somit entstehen implizite
Schwankungszuschlige. Heilmann (Grundbegriffe der Risikotheorie. VVW Karlsruhe
1987, S. 110 ff.) weist darauf hin, dass es sich hierbei um ein Erwartungswertprinzip
handelt.
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6. Lebensversicherungen

4.1. Verteilung der Lebensdauer

4.1.1. Dichte, Lebenserwartung, Bezeichnungsweise

Fiir eine bestimmte Person, deren Alter x sei, werde ihre zukiinftige Lebensdauer mit T
bezeichnet. Also ist x+T das Alter beim Tode dieser Person.
T sei eine reelle eindimensionale nichtnegative beschrinkte absolutstetige Zufallsvariable

auf (Q,A,P).
Die Verteilung von T werde als bekannt vorausgesetzt.
Da T absolutstetig ist, gibt es eine integrierbare Funktion g:[0,00)->[0,00) mit
t

P(T<t) = OI g(s) ds fiir alle t>0 (1.1.1)
Man kann nun alle interessierenden Aspekte der Verteilung von T durch die Dichte g
ausdriicken. In der Versicherungsmathematik gibt es aber eine Bezeichnungsweise, die
international iiblich ist. Schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts bemiihte sich die
Internationale Vereinigung der Versicherungsmathematiker um eine Angleichung der
versicherungsmathematischen Bezeichnungsweise. 1937 wurde eine Kommission dazu
eingesetzt. Die von ihr ausgearbeitete Bezeichnungsweise ist international iblich.
Grundlegende Symbole sollen hier im weiteren wenn méglich iibernommen werden.
So bezeichne (qx die t-jihrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jahrigen, also

x := P(T<t) (1.1.2)

Die t-jahrige Uberlebenswahrscheinlichkeit der x-jahrigen Person ist

Px = 1-10x (1.1.3)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die x-jahrige Person die néchsten s Jahre iiberlebt und
dann innerhalb von t Jahren sterben wird, ist

Jix = P(s < T <871) = s1Qx - 5Gx (1.1.4)
Vereinfachend bezeichne gy :=1qx, Px := 1Px, § Ox =4 10x
Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die x-jahrige Person nach Erreichen des
Alters x+s weitere t Jahre leben wird, gegeben dass sie dieses Alter x+s erreicht, sei
bezeichnet mit

Pxss = P(T >s+| T>s)

Es gilt
Dxes = [1 - P(T<s+1)] / [1- P(T<9)], (1.1.5)

vorausgesetzt P(T<s)<I.
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Die t-jahrige Sterbewahrscheinlichkeit, falls das Alter x+s erreicht worden ist, wird
bezeichnet mit

Gx+s = P(T <sH T>s)

Es gilt
Qs = [P(T<s+t)-P(T<s)] / [1- P(T<s)] (1.1.6)
Daraus folgt:
s+Px = sPx Pxs (L.L.7)
o tdx = sPxtqx+s (1.1.8)

E(T), die Lebenserwartung des x-jéhrigen, ist

ex :=OI t g(t) dt (1.1.9)
Somit gilt:
ex—“—g [1- P(T<t)] dt = fotpxdt (1.1.10)

4.1.2. Die Sterblichkeitsintensitit

Die Sterblichkeitsintensitit des x-jahrigen im Alter x-+t ist definiert als

Lt == (1) / Px (1.2.1)
Also:
d
Lt = - — In Py (1.2.2)
dt
Durch Integration ergibt sich:
t
Dx = eXp(-Of Hss ds) (1.2.3)

Fiir kleine Dauern s erhilt man mit (1.1.8) die Approximation

sAx+t = Ux+t S

Demnach kann die Sterblichkeitsintensitit wie folgt gedeutet werden:

Nimmt man an, die unterjahrliche Sterblichkeit sei gleichverteilt, d.h. wenn

sOxrt = S Quet (0<s<1), so ist das Produkt aus Sterblichkeitsintensitit und s eine Naherung
fiir die unterjahrige Sterbewahrscheinlichkeit.

Dies gilt auch dann, wenn qx+ nicht als linear in s vorausgesetzt werden kann.
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4.1.3. Einfache Formeln fiir die Verteilungsfunktion

Verschiedentlich wurde versucht, die Verteilungsfunktion der Lebensdauer durch eine
einfache Formel (eine sog. analytische Verteilung) zu beschreiben. Dafiir gab es mehrere
Griinde:

Kann die Verteilungsfunktion durch eine einfache Formel beschrieben werden, bedarf es
lediglich numerischer Werte fiir die Parameter dieser Formel.

Um die Verteilungsfunktion statistisch zu schitzen, geniigt die Schitzung einer kleinen
Anzahl von Parametern.

Einfache Formeln konnen ansprechende theoretische Eigenschaften haben und ihre
mathematische Behandelbarkeit erméglichen bzw. erleichtern.

Zunichst werden Beispiele von analytischen Verteilungen gegeben.
De Moivre forderte ein Hochstalter o fiir die Lebensdauer und dass T gleichverteilt
zwischen 0 und @ —x sei, d.h. g(t)=t/(w-x) fiir 0<t<o. Daraus ergibt sich die

Sterblichkeitsintensitét i == 1/(0-X-t).

Gompertz forderte exponentielles Wachstum der Sterblichkeitsintensitét: p = B ™" fir
t>0 mit den Parametern B>0 und c>1.

Makeham verallgemeinerte den Gompertzschen Ansatz durch
s = A +B ™" (1.3.1)
mit A>0.

Weibull forderte fiir die Sterblichkeitsintensitit Wachstum wie bei einer Potenz:
U+t = k (x+t)" mit den Parametern k>0 und n>0.

Mit dem Ansatz von Gompertz/Makeham erhalt man aus (1.2.1) und (1.2.3) die t-jéhrigen
Uberlebenswahrscheinlichkeiten:

Px=exp(- A t— (B/ln ¢) ¢* (¢' -1)) (1.3.2)

4.1.4. Erstellung von Sterbetafeln

Um die benétigten Wahrscheinlichkeiten wie py, ix,... auswerten zu kénnen bzw. um die
Parameter einer analytischen Verteilung festlegen zu konnen, bedarf es verschiedener
Zahlentabellen. Eine Tabelle der g fiir die ganzzahligen Alter § = X, x+1, x+2, ..., o,
wobei  ein geeignetes Schlussalter, z.B.116, ist, geniigt, um die einjahrige
Uberlebenswahrscheinlichkeit p, und damit auch die mehrjéhrigen
Uberlebenswahrscheinlichkeiten (p, sowie qx flir ganzzahlige t zu berechnen, s. (1.1.3),
(1.1.7). Eine solche Tabelle wird Sterbetafel genannt. Mit geeigneten Annahmen iiber den
Verlauf der unterjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten (s. nachfolgender Abschnitt)
gewinnt man die bendtigten Wahrscheinlichkeiten auch fiir nicht-ganzzahlige t. Auch die
Lebenserwartung kann damit ausgerechnet werden.
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Sterbetafeln werden aus geeigneten nach Geschlecht und Alter unterscheidenden
Statistiken iiber die einjihrigen relativen Sterbehdufigkeiten gewonnen (auch fir Alter
£<x) , sog. Periodensterbetafeln. Dabei sollten je nach beabsichtigter Verwendung
unterschiedliche Grundgesamtheiten herangezogen werden. So weist die Gesamtheit der
Lebensversicherten deutlich geringere relative Sterbehaufigkeiten auf als die
Gesamtbevolkerung. Ein Grund hierfiir ist, dass vor Abschluss einer Lebensversicherung
regelmiBig der Gesundheitszustand gepriift wird. Andere Unterscheidungsmerkmale sind
Personen mit (potenziellem) Anspruch auf Leitungen der betrieblichen Altersversorgung
versus Gesamtbevolkerung, Raucher versus Nichtraucher etc.

Periodensterbetafeln geben nur die Sterbehdufigkeiten fiir Alter an, die die Personen in der
ausgewerteten Periode hatten. Sekulare Sterblichkeitsverbesserungen etwa durch
medizinischen Fortschritt werden bei der Konstruktion von Generationssterbetafeln
beriicksichtigt Diese unterscheiden zusitzlich nach dem Geburtsjahr und Trendannahmen
der Sterblichkeitsentwicklung werden einbezogen.

Zur Konstruktion von Sterbetafeln kommen Extrapolationen und statistische Methoden
wie Ausgleichsrechnungen zum Einsatz.

Die erste brauchbare Sterbetafel wurde 1693 von Edmund Halley, dem Entdecker des
Halleyschen Kometen, konstruiert.

4.1.5. Zeitanteilige Sterbewahrscheinlichkeiten

Da mittels Sterbetafeln die Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten ip, und yqx nur fiir
ganzzahlige t berechnet werden konnen, bedarf es geeigneter Annahmen iiber den Verlauf
der unterjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten qx (0<u<l1).

Oft wird folgender Ansatz gewdihlt:
Die Funktion u -> gy sei linear.

Also:
udx = U Qx (1.5.1)
px=1- ugx (1.5.2)
und in Anwendung von (1.2.2)
Poru = G / (1 - 1 Q) (1.5.3)
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4.1.6. Uberpriifung einer Sterbetafel mit einem statistischen Test

Der Lebensversicherer muss regelmiBig iiberpriifen, ob die von ihm verwendeten
Sterbetafeln der realen Sterblichkeit des Kollektivs der versicherten und zu versichernden
Personen entsprechen.

Dazu kann man pro Lebensaltersgruppe die Anzahlen der zu Jahresbeginn vorhandenen
Personen und die pro Altersgruppe im Laufe des Jahres eingetretenen Todesfélle
feststellen und der zu priifenden Sterbetafel gegeniiberstellen. Auf Probleme der
Abgrenzung des Personenkreises der zu Jahresbeginn vorhandenen Personen und der
Einteilung nach Altersgruppen wird hier nicht eingegangen. So wird die Einbeziehung von
Zuggngen des Jahres nicht behandelt. Auch Abgéinge des Jahres aufier durch Tod werden
nicht untersucht. Unter einer Altersgruppe wollen wir die Klasse der Personen mit
gleichem ganzzahligem Lebensalter verstehen.

4.1.6.1. Beobachtungen

Wir gehen von n verschiedenen Altersgruppen aus und dass fiir v=1,2,...,n in der Gruppe v
zu Jahresbeginn L, Personen vorhanden waren und davon t, Todesfille im Laufe des
Jahres eingetreten sind (n, Ly, t, € IN, t, kann auch 0 sein). Diese Werte liegen vor.

Das Ereignis Tod einer Person im Laufe des Jahres, wollen wir als zufdllig betrachten und
durch eine reelle Zufallsvariable beschreiben. Fiir die Altersgruppen v=1,...,n und die
jeweiligen Personen [ =1,2,...,.L, seien also Zufallsvariablen Xy, vorgegeben. Die
Zufallsvariablen seien auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,A,P) definiert
und stochastisch unabhéngig. X, ist bernoulliverteilt und nimmt den Wert 1 an, wenn die
]-te Person der v-ten Altersgruppe stirbt, sonst den Wert 0.

Die Anzahl der Todesfille einer Altersgruppe v ist
Ty =Xy + X2+ ...+ Xy 1y (1.6.1)

und t, wird als Realisierung von T, aufgefasst.

4.1.6.2. Null-Hypothese

Die zu testende Hypothese (,,Null-Hypothese®) lautet:

Die der Stichprobe zugrunde liegende GesetzmaBigkeit stimmt mit der vorgegebenen (zu
testenden) Sterbetafel in dem Sinne iiberein, dass die Abweichungen der relativen
Sterbequoten T,/L, von den Werten der zu testenden bekannten Sterbetafel gy iber den
gesamten Altersbereich gering sind.

4.1.6.3. Entscheidungsfunktion
Dazu kann ein statistischer Test eingesetzt werden. Mit einem Hypothesentest entscheidet

man aufgrund von Beobachtungen (Stichproben), ob eine vorab formulierte Hypothese
abzulehnen ist.
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Im Rahmen unserer Gegebenheiten ist ein Test formal eine Funktion aufty,...,t, mit den
Werten 0 oder 1. Dabei bedeute 1 Ablehnen der Null-Hypothese, 0 bedeute, dass die
Beobachtungen nicht im Widerspruch zu Null-Hypothese stehen.

Mit einem solchen Stichprobenverfahren wird man natiirlich niemals Ubereinstimmung
der Sterbequoten mit der Sterbetafel erhalten. Es stellt sich die Frage, ob die
Abweichungen von den Sterbetafelwerten nur zufallsbedingt sind oder ob im realen
Bestand eine andere Gesetzmafigkeit herrscht.

Die Entscheidung, die Sterbetafel abzulehnen, kann (zufallsbedingt) falsch sein, sog.
Fehler 1. Art. Die Sterbequoten konnen zufallsbedingt derart von der Sterbetafel
abweichen, dass sie zur Ablehnung der Sterbetafel fiihren, obwohl die Sterbetafel den
realen Verlauf auf lange Sicht ganz passend erfasst. Ebenso kann die Entscheidung,
aufgrund der Sterbequoten sei nichts gegen die Sterbetafel einzuwenden, falsch sein.

Gesucht wird ein Test, bei dem die Entscheidung, die Null-Hypothese abzulehnen, obwohl
sie wahr ist, nur mit geringer vorgebbarer Wahrscheinlichkeit o, fillt. Diese
Irrtumswahrscheinlichkeit kann z.B. 0,05 sein. Man spricht dann von einem ,, Test zum
Niveau o

4.1.6.4. %> - Verteilung

Wir wollen die unbekannten Verteilungen der Stichprobe zu einer xz — Verteilung
umwandeln. Fiir diese Verteilung sind Tabellen iiber ihre Fraktile (Wertebereiche, in die
eine Zufallsvariable mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit nicht fallen wird) erhaltlich.

Wenn die Null-Hypothese wahr ist, hat T, /L, den Erwartungswert qy und T, ist
binomialverteilt mit den Parametern L, und q.

Im Hinblick darauf, dass fiir den theoretischen Fall, dass mit wachsendem Bestand

L, gy —>\ fiir ein >0, und demzufolge die Verteilung von T, gegen die Poisson-Verteilung
mit dem Parameter (Erwartungswert) A konvergiert, und da gy sehr klein und L, gegeniiber
q sehr groB ist, wollen wir T, ndherungsweise als poissonverteilt annehmen mit dem
Erwartungswert und der Varianz L, q, . Dieser Parameter ist unter der Null-Hypothese
also niherungsweise der Erwartungswert von Ty.

Um die benétigten Wahrscheinlichkeit approximativ berechnen zu konnen, wird auf die
standardisierte Abweichung iibergegangen.

w=(T—Lyq)/ Lyq)"” (1.6.2)
Diese Zufallsvariable ist asymptotisch standartnormalverteilt (d.h. mit Erwartungswert 0
und Varianz 1).

Nehmen wir an, diese Zufallsvariablen seien standartnormalverteilt, dann ist

x2 =y + %2 Fet tn (1.6.3)

x 2 - verteilt mit n Freiheitsgraden.
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4.1.6.5. Durchfiihrung des x2 — Tests

Fir die 3 * - Verteilung liegen Tabellen iiber Fraktile vor. Elne Irrtumswahrschemhchkelt
bzgl. des Fehlers 1. Art kann gewihlt werden. Bezeichne v %1.1.¢ das o-Fraktil der x2-
Verteilung mit n Freiheitsgraden, so lautet die Testvorschrift:

Falls %2 > 5 %010, ist die Null-Hypothese abzulehnen;

falls 12 < % n.1-0 steht die Stichprobe (t , ..., ty) nicht im Widerspruch zur Null-Hypothese.
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4.2. Nettoeinmalprimien und Kommutationszahlen

Im Folgenden wird fiir einige hiufig vereinbarte Versicherungsleistungen ihr
Erwartungswert vom Barwert zum Zeitpunkt 0 ermittelt. Dabei liegt ein bestimmter
Zinssatz i>0 zugrunde und es wird die iibliche Bezeichnung v=1/(1+i) verwendet.

Zuerst ist der Leistungsprozess zu spezifizieren. Aus ihm ergibt sich nach Definition aus
Abschnitt 3.2. der Barwert. Er wird mit By bezeichnet. Der Erwartungswert E(Bo) vom
Barwert zum Zeitpunkt 0 wird Nettoeinmalprimie (kurz: NEP) genannt. Die NEP wird
nachfolgend mit international iiblichen Bezeichnungen ausgedriickt — soweit moglich.

Sofern nichts anderes vorgegeben wird, sei die versicherte Person zu Beginn der
Versicherung x Jahre alt. Mit [T] werde die ganzzahlig gestutzte Lebensdauer T der
versicherten Person bezeichnet. n sei eine natiirliche Zahl. 14 bezeichne die
Indikatorfunktion eines Ereignisses A.

4.2.1. Zahl der Lebenden

Aufgrund der einjihrigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten kann man eine zeitliche

Entwicklung eines Bestands von x-jéhrigen konstruieren. Bei Verwendung dieser Werte

kommt man oftmals zu einer kiirzeren Formel fiir die NEP.

I, sei eine positive Zahl und

le = lgy- 1Pe fiir £ = x+1, x+2,...,0+1 (2.1.1)
mit ® = min{& | EcIN,&E>x,qe=1}

dg = lg -l fiir £ =x, x+1,..., (2.1.2)

Die Elemente der Folge Iy, Ix+1, ---, lo+1 werden Zahl der Lebenden genannt.
I und d; sind international {ibliche Bezeichnungen.

Es gilt:

WDx = Ik / I furk=1,2,...,0-Xx ' (2.1.3)
qe=de/ I fir §=x, x+1,..., ® (2.1.4)
kPx Gk = dxak / I firk=1,2,..,0—X (2.1.5)

4.2.2. Kapitalleistungen

4.2.2.1. Lebenslange Todesfallversicherungen
Zu Ende des Versicherungsjahres, in dem die versicherte Person stirbt, (zum Zeitpunkt

[T]+1) sei ein Kapital in Hohe von sirj+; zu zahlen. Dabei sei sx, Sx+1, Sx+2,...
eine vorgegebene Folge von positiven reellen Zahlen.
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Der Leistungsprozess besteht also aus nur dem einen Element ([T1H+1,5(T1+1)-
Demnach ist der Barwert der Leistungen Bg = YT sit+1. Da

(e 0] o0
By = Yt S[T]+1 Y lusr<ks) = > Al Sk+1 LksT<k+1) (2.2.1)
k=0 k=0
folgt:
© ®-X
EBg) =Y V"' 501 PRST<k+1) =Y v " Sice1 kpx Qe (2.2.2)
=0 k=0

denn P(T>k, T<k+1) = P(T>k) P(T<k+1 =k) = kpx qx+k

Mit
Ce = dg v*"' fiir £ = x, x+1, ..., 0, (2.2.3)
De=1 vt fiir & =x, x+1, ..., o+l 2.24)

ergibt sich (s. Abschnitt 4.2.1.):

®m-X w-X
EBo) =Y (v 1/ v*) (dew / i) skcr1 =Y ket Curi/ Dy (2.2.5)
k=0 k=0

Diese Erweiterung des Abzinsungsfaktors und seine Zusammenfassung mit der Zahl der
Toten de bzw. der Zahl der Lebenden geht auf eine Idee von Nikolaus Tetens (1736-1807)
zurtick.

Speziell fiir sy = 1 ergibt sich mit

®
Me:=) C fir=x,x+1,.., ® (2.2.6)
k=g
E(Bg) = Mg/ Dy (2.2.7)

In diesem Fall wird die NEP tiblicherweise mit Ay bezeichnet.

4.2.2.2. Temporire Todesfallversicherungen mit gleichbleibenden Leistungen

Stirbt der Versicherte vor Ablauf von n Jahren (n<0-x), wird zu Ende des
Versicherungsjahres, in dem er stirbt, ein Kapital in Hohe von 1 gezahlt.

Der Leistungsprozess enthilt also keine Elemente, wenn T>n (leere Menge). Sonst besteht

er aus nur dem einen Element ([T]+1,1). Demnach ist der Barwert der Leistungen
Bo = vI™! 1¢1<n). (2.2.8)
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Da

n-1 n-1
Bo=vI""! 2 Lasraon = zv Y ey 2.2.9)
folgt wie in Abschnitt 4.2.2.1.:
R
E(Bo) =kz() v KPxq x+k = (M - My+n)/ Dx (2.2.10).
Die NEP wird mit A bezeichnet.

4.2.2.3. Temporire Todesfallversicherungen mit linear steigenden Leistungen

Stirbt der Versicherte vor Ablauf von n Jahren (n<w-x), wird ein Kapital gewihrt. Es
betréigt k bei Tod im k-ten Versicherungsjahr (k=1,2,...,n) und wird zu Ende dieses
Versicherungsjahres gezahlt.

Der Leistungsprozess enthlt also keine Elemente, wenn T>n (leere Menge). Sonst besteht
er aus nur dem einen Element ([T]+1,[T]+1). Demnach ist der Barwert der Leistungen

Bo = v\™! ([T]+1) 1ir<n)- (2.2.11)
Da
n-1 n-1
By = v ([TI+1) T lgeraweny= 2 v < (k1) Lt (2.2.12)
k=0 k=0

folgt wie in Abschnitt 4.2.2.1.:

n-1
EBo)= ¥ v (k1) iPxq ek (2.2.13)
k=0
Mit
®
Re:=3 Mk fir E=x, x+1, ..., o, (2.2.14)
k=g
ergibt sich:
n-1 n-1
EBg) =Y, (k+1) Crsx/Dx= ¥ (Musk- Myrn)/Dx = (Rs - Raen -1 M) / Dy (2.2.15)
k=0 k=0

Die NEP wird mit (IA)IXJ bezeichnet.

55



4.2.2 4. Erlebensfallversicherungen

Stirbt der Versicherte nicht vor Ablauf von n Jahren, wird zu Ende des n-ten
Versicherungsjahres, das Kapital 1 gezahlt.

Der Leistungsprozess enthilt also keine Elemente, wenn T<n (leere Menge). Sonst besteht
er nur aus dem einen Element (n,1). Demnach ist der Barwert der Leistungen

Bo = Vn I(Tzn)-

Also:

E(Bg) = V" upx = Dxsn/ Dy (2.2.16)

Die NEP wird mit Ay’ bezeichnet.

4.2.2.5. Gemischte Kapitalversicherungen

Stirbt der Versicherte vor Ablauf des n-ten Versicherungsjahres, ist zu Ende des
Versicherungsjahres, in dem er stirbt, das Kapital 1 zu zahlen. Erlebt der Versicherte den
Ablauf des n-ten Versicherungsjahres, so ist zu diesem Zeitpunkt das Kapital 1 zu zahlen.

Der Leistungsprozess besteht nur aus dem einen Element (min{[T]+1,n},1). Demnach ist

der Barwert der Leistungen
BO — Vmin{[T]+1,n}

Dieser ist offensichtlich die Summe der Barwerte aus den Abschnitten 4.2.2.2. und 4.2.2.4.
Folglich gilt:

NEP = Al i+ At (2.2.17)
Diese NEP wird mit As bezeichnet.

Das Beispiel gemischte Kapitalversicherung wird im weiteren zur Veranschaulichung hin
und wieder aufgegriffen, obwohl es in der Niedrigzinsphase kaum noch praktische
Relevanz hat.

4.2.2.6. Lebenslange Todesfallversicherungen mit Auszahlung unmittelbar bei Ausscheiden

Zum Zeitpunkt des Todes — nicht erst zu Ende des betreffenden Versicherungsjahres - sei
ein Kapital in Hohe von 1 zu zahlen.

Der Leistungsprozess besteht also nur aus dem emen Element (T,1).
Demnach ist der Barwert der Leistungen Bo = v%. Also:

o 1
NEP = E(Bg) = I vigt) dt=Y [v¥'gk+t) dt, (2.2.18)
k=0 0
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wobei g(t) die Dichte der Verteilung von T sei, s. Abschnitt 4.1.1, Rz. (1.1.1.).
Wir nehmen an, dass fiir die unterjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten gilt:
ux+k = U Qxk
mit k=0,1,2,... fiir alle u £ (0,1), s. Abschnitt 4.1.5. Damit folgt fiir alle u € (0,1): |
u u
OI g(k+t) dt=P(K<T<k+U) = 1Dy uGxtk = kDx U Gxsk = IO WDx Gk At (2.2.19)

Also stimmen die Integranten auf (0,1) fast sicher iiberein: g(k+t) =upx q «+« fast sicher.
g(k+t) ist fast sicher konstant in t fiir t £ (0,1).

Folglich gilt mit & wie in Abschnitt 1.1.:

o0 1 o P
NEP= Y wpx Gk | v¥dt= Zv¥" ipy g - = - Ay (2.2.20)
k=0 0 k=0 8 0

4.2.3. Leibrenten
4.2.3.1. Allgemeine Leibrentenversicherung

Im Folgenden wird eine allgemeine Leibrentenversicherung betrachtet. Viele einfache
Rentenprodukte ergeben sich daraus als Spezialfille.

Zu den Zeitpunkten 0, 1/m, 2/m, ... werden die Zahlungen (Rentenraten) zo, Z1/m,, Z2/m
zu leisten sein, wenn der Versicherte den jeweiligen Zeitpunkt erleben wird. m sei eine
natiirliche Zahl.

Der Leistungsprozess ist

A ={(( - D/m, zgpm) | =1, 2, ..., [mT}+1} (2.3.1)

Demnach ist der Barwert der Leistungen By

[mT]+1

[ea]

A -1y y

Bo :1; y{-bm Z(-1ym = ZOVV " Zum 1 v<mT]) (2.3.2)
= v=

Da v<[mT] dquivalent ist mit v<mT fiir natiirliche Zahlen v und (mk+umPx = kPx wmPx+k und
wmPx+k = 1= wmQx+k folgt:
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@ m-1 o] m-1

/ k-+g)/1 k

E(BOA) = ZOVV " Zyim vimPx = kZO ZOV(m Hm Z(mk+pwym (mk+p)/mPx = kZOV kPx Z 0Zk+p/m ijm (1"u/qu+k)
V= = p= == p=

(2.3.3)
Wird angenommen (s. Abschnitt 4.1.5.), dass
«Jxrk = U Qs+ flir alle ue(0,1) und k=0,1,... , so folgt:
NEP = k:}(;vk Px (T — Cice1) (2.3.4)
mit
m-1
= Zozkﬂdm ywm (2.3.5)
=
m-1 )
Ck+11= Zl Zictwm VW m v Qe (2.3.6)
=
Also:
w-X
NEP = ;0 (Dx+k Tk — Cx+k Ck+]) / DX (237)

Diese Formel lisst sich so deuten: Die NEP stimmt {iberein mit der NEP einer
Rentenversicherung mit jahrlicher Rentenzahlung in Héhe der auf den Jahresbeginn
abgezinsten Rentenraten des Jahres abziiglich der NEP fiir eine Todesfallversicherung, bei
der im Todesjahr die nach dem Todeszeitpunkt bis Jahresende vorgesehenen wegen Tod
nicht mehr zu zahlenden Rentenraten aufgezinst auf das Jahresende zu Jahresende gewihrt
werden.

Man beachte, dass 1 und ci+; unabhingig von der Sterbetafel sind und vorab errechnet
werden konnen.

Ein Spezialfall ist eine Rentenversicherung mit unterjéhrig gleichbleibenden Rentenraten.
Zumeist sind die Rentenraten eines Jahres gleich hoch und die Rentenhéhe 4ndert sich nur
von Jahr zu Jahr. Das heif}t:

Zx = Zgnym fur alle p=1,2,...,m-1 und k=0,1,...
Dann gilt:

m-1
=Y Zk V m=ka§.ﬂ(m)
0

=
Ck+1 = ZxM B(m)

mit

m-1
B(m) = ;0 v 2 (2.3.8)
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Damit folgt aus (2.3.7):

NEP = gozk m (Dxskc 47]™ — Cyai B(m)) / D (2.3.9)
Mit

o(m) = &7 ™+ d B(m)

folgt, da

Cyk= Dysk v — Dytert

und Dy 87]™ — Cyor B(m) = Dysie (0(m) — d B(m)) —Dyeic v B(m) + Dysier1 B(m)

und d + v =1:

NEP =3 zcm {a(m) Dy — B(m) (Dt~ Dyse)} /Dy (2.3.10)

Die unterjihrlichen Summanden sind damit beseitigt.

Die ZinsgroBen a(m) und B(m) kénnen unabhéngig von der Sterbetafel vorab errechnet
werden.

a(m) = (1/m):12;i VWM (1 + (Wm)i) = 1 (2.3.11)

m-1
B(m) = (1/m?) Nt (1+)/(1 + (Wm) 1) = k™ (2.3.12)
&

Insbesondere gilt fiir zx = 1/m (sofort beginnende lebenslange gleichbleibende
unterjihrlich zu zahlende Leibrente vom Jahresbetrag 1):

NEP = a(m) (Ny/Dy) - B(m) = (Ny/Dy) — k'™ (2.3.13)
mit
o +1
Ne:=Y Di fiir £ =x, x+1, ..., o+, (2.3.14)
k=¢

Diese NEP wird mit 4™ bezeichnet. Wenn m=1 (jihrliche Zahlungsweise), karn der
Index (m) weggelassen werden. Dies gilt auch fiir die Bezeichnungen der unten
behandelten Leibrentenbeispiele.
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4.2.3.2. Abgekiirzte Leibrenten

Die Rentenzahlungsdauer betrage hochstens n Jahre. Zu den Zeitpunkten 0, 1/m, 2/m,..., n-
1/m werden die Zahlungen (Rentenraten) Zo, Zi/m, Z2/ms-+-» Zn-1/m ZU leisten sein, wenn der
Versicherte den jeweiligen Zeitpunkt erleben wird. m und n seien natiirliche Zahlen mit

n<m-Xx.
Der Leistungsprozess dieser Rente ist
{((I-D)/m, z1ym) | =1, 2, ..., min{[mT]+1;m n}}

und als Barwert By ergibt sich:

min{[mTH1;mn} -1y mn-1/m y
-1Ym //m
Bo = IZI vz = Z(:) V'™ Zuim LT (2.3.15)
= e

Dieser Barwert stimmt mit Bo" nach (2.3.2) iiberein, wenn man in (2.3.2) zZym = 0 fiir v/m >
n setzt. Somit konnen die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2.3.1.iibernommen werden.

Wird wieder angenommen, dass ,qx+k = U Gx+k fiir alle ug(0,1) und k=0,1,..., so ergibt sich
insbesondere fiir zym = 1/m fiir alle v/m < n (sofort beginnende auf n Jahre abgekiirzte
gleichbleibende untetjihrlich zu zahlende Leibrente vom Jahresbetrag 1) aus (2.3.10):

n-1
NEP = ;=0 {a(m) Dy — B(m) (Dxsk — D)} / Dx (2.3.16)
= 0.(1’1’1) 5X n- B(m) (1 - Dx+n / DX)
mit fy == (Ny - Nian) / Dy (2.3.17)

Diese NEP wird mit 4™y i bezeichnet.

4.2.3.3. Aufgeschobene Leibrenten

Die Rente wird lebenslang gewihrt, beginnt aber erst mit Ablauf des n-ten Jahres nach
Versicherungsbeginn. Zu den Zeitpunkten n, n+1/m, n+2/m, ... werden die Zahlungen
(Rentenraten) Yo, Y1/m, Y2/ms-.. 20 leisten sein, wenn der Versicherte den jeweiligen
Zeitpunkt erleben wird. m und n seien natiirliche Zahlen mit n<o-x.

Der Leistungsprozess dieser Rente ist

{(n+ (1 -D/m, yraym) | 1=1,2, .., [mT]+1-mn}

und als Barwert By ergibt sich:

[mT}+1-mn -1y w y
Bo = IZI y-bim Ya-ym= 2 V" Yumn Lsmy (2.3.18)
= v=mn
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Setzt man zym= 0 fiir v/m <1n und Zyim= Yvim-mn fUr v/m > n, stimmt dieser Barwert mit
Bo" aus (2.3.2) iiberein. Somit konnen die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2.3.1. iibernommen
werden. Wird wieder angenommen, dass ,qx+x = U gk fiir alle ug(0,1) und k=0,1,... , so
ergibt sich insbesondere fiir zym = 1/m fiir vvm >n (um n Jahre aufgeschobene
lebenslange gleichbleibende unterjdhrlich zu zahlende Leibrente vom Jahresbetrag 1) aus
(2.3.10):

W-X

NEP =3 {a(m) Dyu — B(m) (Dxss— Drricr)} / Dx (2.3.19)
= 0(m) Ny+n/Dx - B(m) Dy / Dy
Diese NEP wird mit ,|4™, bezeichnet.

4.2.3.4. Nachschiissige Zahlungsweise

Bei einer nachschiissig zu zahlenden Leibrente werden die Zahlungen nicht am Anfang
des betreffenden zeitlichen Ratenzahlungsabschnitts sondern an seinem Ende gewdhrt,
sofern die versicherte Person den Zahlungszeitpunkt erlebt.

Die Herleitung der NEP kann analog erfolgen und ist bezogen auf die oben behandelten
Beispiele einfach. So ergibt sich bei der in Abschnitt 4.2.3.1. behandelten sofort
beginnenden lebenslangen gleichbleibenden unterjéhrlich zu zahlenden Leibrente vom
Jahresbetrag 1 unter den in 4.2.3.1. gemachten Voraussetzungen bei nachschiissiger

Zahlungsweise eine NEP von a ™ _4,™ . 1/m.

4.2.4, Kommutationszahlen

Erginzend sei folgende Bezeichnung eingefiihrt:
o +1
Se=72 Ng fir £ =x, x+1, ..., o+l,
k=&
Die Zahlen Cz, Mg, Re, Dg, Ne, S werden Kommutationszahlen genannt.
Fiir £ = x, x+1, ..., o gilt:
Ce =V Dg- Desy
M =Dg-d N

Re=Ng-d Se
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4.3. Laufende Nettoprimien
In Abschnitt 4.2. wurde der Begriff Nettoeinmalpramie eingefiihrt.

Vorgegeben seien eine Lebensdauer T - wie in Abschnitt 4.1. - und ein bestimmter
Zinssatz i>0 sowie ein Leistungsprozess A und ein Pramienprozess II, s. Abschnitt 3.1.

Definition: IT hei3t Nettoprimienprozess, wenn
E(Bo™") = E(Bo™). (3.1)

Handelt es sich um einen Nettopramienprozess mit vereinbarungsgemél einmaliger
Beitragszahlung, nennen wir den Einmalbeitrag Nettopréimie. Soll der Einmalbeitrag (wie
tiblich) zu Beginn der Versicherung entrichtet werden, stimmt die Nettoprémie mit der in
Abschnitt 4.2. definierten Nettoeinmalpramie iiberein.

Handelt es sich andererseits um einen Nettopramienprozess mit vereinbarungsgemif
periodischer Beitragszahlung in gleichbleibender Hohe, nennen wir den periodischen
Beitrag Nettopriimie.

Die Ermittlung der Nettopriamie soll am Beispiel Gemischte Kapitalversicherung
aufgezeigt werden. Die Gegebenheiten seien wie in Abschnitt 4.2.2.5. Der Erwartungswert
vom Barwert der Leistungen zu Beginn der Versicherung ist also A

Die Beitriige seien jihrlich vorschiissig und in gleichbleibender Hohe zu entrichten. Die
Beitragszahlungsdauer ende bei Tod, spitestens mit Ablauf des n-ten Versicherungsjahres.
Der Pramienprozess ist somit

1= {(k-1,b) | k=1,2,...min{[T]+1;n}} (3.2)

wobei b die zunichst unbekannte Nettoprdmie sei.
Demnach ist der Barwert der Primien zu Beginn der Versicherung

min{[T]+1;n} n-1
B()H = xz Vk-1 b=bZ Vk l(kfl“) (33)
k=1 k=0

Mit 4y , . (2.3.17) in Abschnitt 4.2.3.2., folgt:

E(Bon) = b ﬁx'ﬁ] . (34)

b= A/ dxq (3.5)
Gleiches gilt fiir die weiteren Beispiele aus den Abschnitten 4.2.2. und 4.2.3., fiir die die
Nettoeinmalprimie E(By) ermittelt wurde:

Sind die Beitrage jahrlich vorschiissig und in gleichbleibender Hohe zu entrichten und

endet die Beitragszahlungsdauer bei Tod, spétestens mit Ablauf des n-ten
Versicherungsjahres, so ergibt sich fiir die jahrliche Nettoprémie b:

62



b=FE(Bo)/ fx7 . (3.6)

Sind jedoch die Beitrige laufend und in unterschiedlicher Hohe zu entrichten, reicht (3.1)
im allgemeinen zur Ermittlung des Nettoprdmienprozesses nicht aus.
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4.4, Nettodeckungskapital

4.4.1. Erfordernis einer Deckungsriickstellung

Die Aquivalenz zwischen Primien und Leistungen geméB (3.1) in Abschnitt 4.3

gilt nur fiir den Zeitpunkt t=0. Nach Beginn der Versicherung und vor Ablauf der
Versicherung, iiberwiegt der erwartete Barwert der zu erbringenden Leistungen
regelmiBig den erwarteten Barwert der noch nicht zahlbar gewesenen Pramien. Also
besteht in Hohe dieser Differenz fiir den Versicherer eine Verpflichtung. Dafiir ist eine
Deckungsriickstellung zu bilden und bilanziell auszuweisen.

Andererseits sollen die bereits eingenommenen Pramien zur Finanzierung der kiinftig zu
gewiihrenden Versicherungsleistungen dienen. Insoweit ist ein Guthaben entstanden,
welches zur Finanzierung gebildet werden muss. Es soll die rechnungsméBigen Zinsen
erbringen. Uberzinsen sind grundsitzlich im Rahmen der Uberschussbeteiligung dem
Versicherungsnehmer zukommen zu lassen. Schon fiir deren Bemessung bedarf es der
Festsetzung dieses entstandenes Guthabens.

Vorgegeben seien eine Lebensdauer T - wie in Abschnitt 4.1. - und ein bestimmter

Zinssatz i>0 sowie ein Leistungsprozess A und ein Pramienprozess II, s. Abschnitt 3.1.
t sei eine nichtnegative Zahl.

4.4.2. Das prospektive Nettodeckungskapital

4.1 Definition. V =EB"-BM T>t) (4.2.1)
heiflt (prospektives) Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt t.
Nach dem Gesetz der groBen Zahlen entsprechen also bei groliem Bestand das

Nettodeckungskapital zuziiglich Barwert der sofort oder zukiinftig zu zahlenden Pramien
approximativ dem Barwert der sofort oder zukiinftig zu erbringenden Leistungen.

4.2 Beispiel. Gemischte Kapitalversicherung mit laufenden Nettopramien

Die Gegebenheiten seien wie in Abschnitt 4.2.2.5.:

Stirbt der Versicherte vor Ablauf des n-ten Versicherungsjahres, ist zu Ende des
Versicherungsjahres, in dem er stirbt, das Kapital 1 zu zahlen. Erlebt der Versicherte den
Ablauf des n-ten Versicherungsjahres, so ist das Kapital 1 zu diesem Zeitpunkt zu zahlen.
Die Beitrage seien jahrlich vorschiissig und in gleichbleibender Héhe zu entrichten. Die

Beitragszahlungsdauer ende bei Tod, spitestens mit Ablauf des n-ten Versicherungsjahres.
Laut Abschnitt 4.3. ergibt sich eine Nettoprdmie b von Ayq / 8x7 .

Zu einem Zeitpunkt te{1,2,...,n} ist - sofern T>t - der Barwert der Leistungen
B, = vl 0t 4 d sein bedingter Erwartungswert ist Ays a7, S. Abschnitt 4.2.2.5.

Zum Zeitpunkt t ergibt sich ein Pramienbarwert von
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min{{THin} n-l

& et D ke s a ey
B = L vt =h I v Ligeny &4;4.4’;}
k=t fe=t S

und sein bedingter Erwartungswert, gegeben T>1, 15t b Sy,
Fir t=1,2,...,n-1 ist das Nettodeckungskapital somit

EV = }Kx‘é’“fﬁ = b é}{—%{ 79 {"'}‘»2«3}
Zum Zeitpunkt =0 gilt nach Definition: ¢V = 0. Zum Zeitpunkt n ist [T =, also B, =
0, und der Barwert der Leistungen dann 1, also gilt nach Definition .V = 1.

Der Verlauf des Netiodeckungskapitals dieser Versicherung sei graphisch dargestellt am
Beispiel eines 1992 geborenen, bei Eintritt x=30 Jahre alten Versicherten mit einer
Versicherungsdauer von n=35 Jahren. Die Versicherungssumme sei 1. Zugrunde liegen die
Richttafeln von Klaus Heubeck 2018 G Gesamtbestand und ein Rechnungszins von 0,9 %
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4.4.3. Rekursionsformel

Das Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt t soll rekursiv berechnet werden konnen.
Daflir ist ein Zusammenhang zu einem Nettodeckungskapital der Lebensversicherung
herzustellen, das auf einen anderen Zeitpunkt bezogen ist.

Zu dem vorgegebenen Leistungsprozess A = {(A, Ck) | k=1,2,....Lc} und dem
Priimienprozess IT = {(m, Px) | k =1,2,...,.Lp} bezeichne b, die zum Zeitpunkt t per saldo zu
leistenden Zahlungen. by ist die Summe der zum Zeitpunkt t zu erbringenden Leistungen
abziiglich der Summe der zum gleichen Zeitpunkt an den Versicherer zu entrichtenden
Primien, d.h.

=S 1 ¥ (43.1)
CT v =t) IZ: =t >

Der Zusammenhang wird mit dem Nettodeckungskapital zu einem Zeitpunkt 0>t
hergestellt. Wir setzen voraus, dass zwischen den Zeitpunkten t und 6 keine
Leistungszahlungen und keine Primienzahlungen erfolgen konnen, d.h. 8 wird so gewihlt,
dass A; und m; nicht Element des offenen Intervalls (t,0) fiir alle [ =1,2,...,L; bzw.

[=1,2,...,.L,sind.
Dann gilt fiir T>t:
BtA = BtH - bt
Le Ax—t Lp m-t
=Y Gt A A by
k=1 A=t =1 (my>1t)
Lc Ae—t Lp m-t

= \% Ce 1 - v Py 1
1 >t k=l > t)

Lc M-8 Ly -0
=X v g 3 v R ) v+
&1 Ou=0) K= (x> 6)

= v (Bo" - By')
=v** [1¢rs0) (Be" - Bo') + Lr-0) (Bo" - Bo')] (4.3.2)
Also gilt nach Definition von +V und anschlielend nach obigem:
<V - E(b] T>t) = E(B - B T>t) - E( by| T>t)
=E(B" - B{! - b T>t)
= v* P(T<6l T>t) E(By" - Bg'| 0>T>t) + v** P(T>6| T>t) E(Be" - Bo'| T>0)

= v 0.qxrt E(Bg" - B | 02T>t) + v g.pyat oV (4.3.3)
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Gleichung (4.3.4) besagt, dass das Deckungskapital zu einem Zeitpunkt t zusammen mit
den zu diesem Zeitpunkt zu zahlenden Pramien abzgl. den zu diesem Zeitpunk zu
gewihrenden Leistungen iibereinstimmt mit dem erwarteten Barwert des zum Zeitpunkt 6
notwendigen Kapitals (Leistungen bei Tod und Deckungskapital gV bei Erleben).

Diese Rekursionsformel sei an der gemischten Kapitalversicherung aus Abschnitt
4.3. illustriert.

Wir setzen: 0 = t+1.
Damit gilt: b= -b, wenn T>t. BHlA =1 und Bm“ = (, wenn t+1>T>t. Folglich:
tV +b=v Ox+t +v Pxtt t+1V (434)
Somit kann das Nettodeckungskapital \V fiir t=0,1,2,....,n rekursiv berechnet
werden, entweder beginnend mit ,V = 1, dann ,,V, dann ,,V u.s.w. oder
beginnend mit ¢V = 0, dann [V, dann 2V u.s.w.
Gleichung (4.3.4) ist 4quivalent mit
V- E(b] T>t) = oV v ¥ + [E(B" - Bl 6>T>t) - V] v 04yt (4.3.5)
Diese Gleichung kann so gedeutet werden, dass das neue Deckungskapital ¢V in jedem

Fall ausfinanziert wird und zusétzlich bildet man einen Auffiillungsbetrag auf das neue
Deckungskapital fiir die zu erwartenden Leistungsfille.

4.4.4, Zerlegung der Primie in Spar- und Risikoanteil

Um die nun verwendeten Ideen deutlich zu machen, gehen wir vereinfachend von den
folgenden Spezifizierungen aus.

Pramien, sofern sie vorgesehen sind, miissen zu Beginn eines Versicherungsjahres gezahlt
werden. Die Pramienzahlungsdauer endet spétestens mit dem Ableben der versicherten
Person.

Der Nettopramienprozess ist also

IL: = {(k, Py) | k=0,1,...,min{[T];m}},

wobei Py die jeweilige zu Beginn des Jahres zu entrichteten Jahrespramie des Jahres
(k,k+1) sei. m sei eine natiirliche Zahl, die das Ende der Pramienzahlungsdauer angibt.

Im Todesfall ist eine Leistung ¢k vorgesehen, wenn der Versicherte im Zeitraum (k-1,k]
stirbt mit k=0,1,2,... Die Leistung ist zum Zeitpunkt k auszuzahlen. Mit der Auszahlung
endet die Versicherung. Erlebt der Versicherte den Ablauf des k-ten Versicherungsjahres,
ist zu diesem Zeitpunkt eine Leistung in Héhe von z auszuzahlen.

Der Leistungsprozess ist also

A ={(k,Cy) | k=0,1, ..., min{[T]+1;s}}
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. (Zl fiir IST
m1tC1=j
\c; fir /[>T

Dabei sei s eine natiirliche Zahl, die das Ende der Rentenzahlungsdauer angibt.
In Gleichung (4.3.6) sei nun 0 = t+1.

Im Falle T>t ergibt sich nach Gleichung (4.3.6) b= z-P;und im Falle t<T<8
E(Bo" - Bg'l 6>T>t) = cq,

so dass aus Gleichung (4.3.6) folgt:
tV-2z+P = Vv + (Cri - 1V) V Que (4.4.1)
Die Pramie P; kann also in zwei Komponenten zerlegt werden
Definition. P’ := 4,1V v -V +z heiit Sparanteil zum Zeitpunkt t.
P’y = (cw1— V) V Quw heiBit Risikoanteil zum Zeitpunkt t.

Sparanteil und Risikoanteil ergeben zusammen die Jahrespramie P;.

Der Sparanteil zusammen mit dem Deckungskapital zum Zeitpunkt t abziiglich
Erlebensfallleistung des Zeitpunkts t ergeben das um ein Jahr abgezinste Deckungskapital
zum Zeitpunkt t+1.

Der Risikoanteil ist die Nettopramie fiir eine einjahrige Todesfallversicherung in Héhe des
bei Tod erforderlichen Auffiillungsbetrags auf das um ein Jahr abgezinste
Deckungskapital zum Zeitpunkt t+1.

Die Summe der aufgezinsten Sparanteile der vor dem Zeitpunkt t zu zahlen gewesenen
Prédmien, stimmt mit dem Nettodeckungskapital iiberein; denn
1

;0 (H'i)t_k Pst =1V

4.4.5. Die Primiendifferenzformel

Zugrunde liege die in Abschnitt 4.4.4. spezifizierte Lebensversicherung.
Nettoprdmienprozess I1 und Leistungsprozess A sind dort dargestellt. Wir nehmen
zusétzlich an, dass die jahrlichen Nettopramien gleichbleibend seien, die
Primienzahlungsdauer bei Tod der versicherten Person, spitestens mit Ablauf des s-ten
Versicherungsjahres ende und dass x+s kleiner als o sei.

Nach dem Aquivalenzprinzip ergibt sich als Jahresbeitrag b:

bo = B(Bo") / ¥
Fiir das Nettodeckungskapital V zum Zeitpunkt t (t<s) ergibt sich zunéchst:

V=EBN T>t) - by dxis
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= (by— bg) A5 (4.4.2)
mit
b= BB T>t) / 4y

Formel (4.4.2) wird Pramiendifferenzformel genannt und kann so gedeutet werden:
Nach Beginn der Versicherung reichen die zukiinftigen Jahrespramien allein nicht mehr
aus, um die zugesagten Leistungen zu erbringen. Darum wird ja ein Deckungskapital
gebildet. Wiirde man die Nettoprdmien auf b, ab dem Zeitpunkt t festsetzen, wéren die
kiinftigen Leistungen abgedeckt. Es soll aber die Jahresprimie by beibehalten werden.

(b, — by) ist nun die Differenz, die somit fehlt. Ihr erwarteter Barwert stimmt laut (4.4.2)
mit dem Nettodeckungskapital iiberein.

4.4.6. Das retrospektive Nettodeckungskapital

Zur Herleitung und Untersuchung wird der Pramienprozess und der
Leistungsprozess aus Abschnitt 4.4.4. zugrunde gelegt. Vereinfachend betrage die

Versicherungsdauer n Jahre (ngIN) d.h. n = s = m-1. Fiir diesen Spezialfall wird das
retrospektive Nettodeckungskapital definiert.

Fiir diese Versicherung gilt fiir t=1,...,n-1:

n-1
EBe) =X Vv ipe P
k=0

n-1
z Vk't k-tPx+t Py
k=t

E(B| T>t)

n-1
EB,") = X (v px zi + V< 1Py Qi Cir)

n-1
EBMN T>t) = T (V"' epart 2k + V' Pt Qv € k1)
k=t

Daraus ergibt sich wieder das prospektive Nettodeckungskapital in der Form
V =EBM T>t) - EB T>t).

Man kann eine analoge Schlusswertbetrachtung durchfiithren. Dazu sei py. >0.
t-1

ST=3% ipx Pr (1+) ™ /pys
k=0
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SVist ein mittlerer Schlusswert zum Zeitpunkt t. Zunichst wird der Barwert zu Beginn der
Versicherung fiir die vor t zu entrichteten Beitrage berechnet. Anschlieend wird dieser
Barwert auf den Zeitpunkt t aufgezinst und dann mittels der Uberlebenswahrscheinlichkeit
erhoht zur Erfassung der Anheimfille von Beitrdgen von Personen des Bestands, die vor
dem Zeitpunkt t verstorben sind.

t-1
8= kg() (k+1Px Zk+1 F kPx Qx+k Cie1) (141) t‘k'l/pxﬂ

StA ist ebenso ein mittlerer Schlusswert zum Zeitpunkt t. Zunéchst wird der Barwert zu
Beginn der Versicherung fiir die vor t zu zahlenden Leistungen berechnet. AnschlieBend
wird dieser Barwert auf den Zeitpunkt t aufgezinst und dann mittels der
Uberlebenswahrscheinlichkeit erhoht zur Erfassung von Leistungen der Anheimfélle von
Personen des Bestands, die vor dem Zeitpunkt t verstorben sind

Das retrospektive Nettodeckungskapital zum Zeitpunkt t ist definiert als

teretro = StH _ StA

Fiir S bzw. S;" bestehen folgende Zusammenhinge mit den erwarteten Barwerten der
Pramien bzw. Leistungen zu den Zeitpunkten 0 und t.

E(BOH) =v' Dx+t [Stn + E(Btnl T>t)],
E(Bo™) = v' pyre [S* + BB T>1)]

Da nach dem Aquivalenzprinzip die linken Seiten beider Gleichungen iibereinstimmen,
sind auch die rechten Seiten gleich, also

S{1- s =EBA T>t)] - EB T>t)

und somit (V'™ =V fiir jedes t=1,...,n-1.
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