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1 Dichteschatzung

In diesem Kapitel werden wir am Beispiel der Dichteschétzung einige grundle-
gende Themen der nichtparametrischen Statistik behandeln, wie z.B. Schétz-
methoden, Konvergenzraten, untere Schranken und Wahl des Glattungspa-
rameters. Als begleitende Literatur empfehlen wir Reifl (2012), Tsybakov
(2009), Wasserman (2007) und van der Vaart (1998).

1.1 Modell

Seien X7y, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen auf
(Q, #,P) mit Werten in (R, Zr) und Verteilung P. Wir nehmen an, dass P
eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzt, das heifit es existiert ein
f e LYR), f >0, mit

P(X; € A) = P(A) = /Af(x) dr VA€ By

Die Verteilung P ist unbekannt (daher auch f). Wir kennen lediglich

X1,...,X,, also auch die empirische Verteilung
1 n
P, == 6x,
iz

wobei 0, das Diracmafl in x bezeichne. Ziel ist es f zu schétzen. Dabei
ist ein Schétzer von f eine Abbildung z — fn(x) = fn(x,Xl, ..., X)) mit
fn : R x R™ — R Borel-messbar. Um die Giite eines Schétzers zu messen,
betrachten wir unter anderem folgende Risiken (sofern wohldefiniert):

Punktweises quadratisches Risiko (MSE): E(f,(z)— f(z))? fir z € R,
Quadratisches Risiko (MISE): E [, (f.(z) — f(x))? dz,

GleichmiBiges Risiko: Esup,.; |f,(z) — f(x)| fir ein Intervall T C R.



1.2 Kerndichteschatzer

1.1 Definition. Eine Funktion K € L'(R) mit [z K(u)du = 1 heifit Kern
oder Kernfunktion (kernel). Fiir einen Kern K und eine Bandweite h > 0
setzen wir

Kn(u) :=h'K(h ™), weR,
so dass K} wiederum ein Kern ist.

1.2 Definition. Fir einen Kern K und eine Bandweite h ist der Kerndich-
teschatzer definiert durch

) = Bty = 13- Kot = X0 = 5320 (F5) wer
1.3 Beispiele.
(a) K(u)=(1/2)1_ 1j(u) Rechteckkern.
(b) Fiix 1 (u) = (1/2)1(_1)(u) gilt
) = 52 3 Vo) = LD Tl

mit empirischer Verteilungsfunktion F,(y) = (1/n) 3711 1(— oo 41 (Xi)-
(c) K(u)=3(1- u?)1(_q 3(u) Epanechnikov-Kern.

(d) Jede Wahrscheinlichkeitsdichte ist ein Kern, insbesondere der Gauikern
K(z) = (2m)~Y2e=2/2,

Man kann fn,h (z) als Glattungsmethode interpretieren. Rund um jede
Beobachtung wird auf glatte Art und Weise jeweils die Masse 1/n verteilt.
Eine weitere Interpretation geht {iber die Approximation von Funktionen. Auf
den ersten Blick scheint es fast unmoglich zu sein einen universalen Schatzer
von f zu konstruieren, da die Menge aller Wahrscheinlichkeitsdichten sehr
grof} ist. Wir konnen jedoch f durch die Faltung (convolution) Kj * f
approximieren, wobei

K+ (2) i= [ Knla = y)fw) dy = [ Knw— y) Pldy)

(diese ist fiir Lebesgue-fast alle = definiert; ist f zusétzlich beschrankt, so ist
K}, x f(x) fiir alle  definiert). Gilt zum Beispiel K = 1|_ /5 1/9], so néhert
sich K, fir h — 0 immer mehr dem Diracmafl dy an. Intuitiv erwarten
wir also K}, * f ~ dg * f = f. Die folgene Ubungsaufgabe formalisiert diese
Beobachtung:

1.4 Aufgabe. Sei K ein Kern und f : R — R eine mef$bare Funktion.



(a) Ist f beschrankt und stetig in x, so gilt Kp x f(x) — f(x) fir h — 0.
(b) Ist f € LP(R), p > 1, so gilt ||Kp * f — f|lzr — O fiir h — 0.

Die grundlegende Beobachtung ist nun, dass wir das Integral Kj, x f(z)
auf natiirliche Art und Weise durch

Fun@) = [ Knw—y) Paldy) = Y Ko = X
=1

schétzen konnen und zwar erwartungstreu, das heifit es gilt E fn,h(:z:) =
K, % f(x). Dies fithrt auf folgende Zerlegung von fn,h(m) — f(x) in einen
Schétz- und in einen Approximationsfehler:

Fan(@) lzn: (Kn(z — X;) = EKp(z — X;)) + Kp, + f(z) — f(=).
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1.3 Punktweises Risiko

Ist fn’h (x) € L?, so gilt die folgende Bias-Varianz-Zerlegung fiir das punkt-
weise Risiko:

E(.fn,h(x) - f(l’))2 - Var(fn,h(x» + (Efn,h(x) - f(x))z
— Var(fun(@)) + (Kn+ f(2) - f@)2 (11)
Wir beginnen mit dem folgendem Konsistenz-Resultat fiir das punktweise
Risiko:

1.5 Satz. Die Dichte f sei beschrinkt und stetig in x € R. Auflerdem sei K
ein Kern mit K € L2(R) und (hy,) eine Folge mit h,, — 0 und nhy, — oo fiir
n — 00. Dann gilt

E(fun, () — f(2)2 =0  fir n— oo,

Beweis. Wir schreiben h = h,,, das heiffit wir unterdriicken in der Notation
die Abhéngigkeit von n. Fir den Varianzterm gilt

Var(fmh(:v)) = %Var(Kh(:v - Xi))

1
< —EK?(z — X1)

= [k (5 sy < M [

und der der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir n — co. Auflerdem gilt
Ky * f(x) — f(z) — 0 fiir n — oo nach Aufgabe (a). Die Behauptung
folgt nun aus der Bias-Varianz-Zerlegung in (|1.1). O

3
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Die Konvergenz in Satz kann beliebig langsam sein. Unter zusétzli-
chen Annahmen an f kann der MSE jedoch weiter kontrolliert werden. Ein
vorldufiges Resultat ist wie folgt:

1.6 Satz. Die Dichte [ sei zweimal stetig differenzierbar mit f und f”
beschrinkt. Auperdem sei K ein symmetrischer Kern mit K € L*(R) und
Ju?|K (u)| du < oo. Dann gilt

(a)
Var(fmh(:z:)) < ”‘Q}’;o /KQ(u) du Vo € R.

Falls nh — oo fiir n — 0o, so gilt auflerdem

nhVar(fmh(x)) — f(x) /K2(u) du fiir n — oo.

(b)

20 £/
= P20 oo

Efu(@) = f@)] < /u2|K(u)|du vz € R.

1.7 Korollar. FEs gelten die Voraussetzungen aus Satz mit
| Flloos | f"loe < L. Setze h,, = en™® mit einer Konstante ¢ > 0. Dann
gilt

E(fop(z) = f(2))* < Cn~*/°

mit einer Konstanten C' die nur von ¢, K und L abhdngt.
Beweis. Folgt aus der Bias-Varianz-Zerlegung und Satz O

1.8 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz[1.6 Sei K zusditzlich
beschrinkt. Es gelte nh — oo und n*/°h — 0 fir n — oo. Dann gilt

Vah(fan(e) = £@) = N(0,f(@) [ K()du).

Korollar kann verwendet werden um ein asymptotisches Konfidenzin-
tervall I, (z) fir f(x) zum Niveau o > 0, d.h. mit P(f(z) € In(z)) = 1 — a,
zu konstruieren (Ubung).

Beweis. Fiir den Bias gilt nach Satz (c), dass
Vnh|Efon(z) — f(z)] < Cn'/?h5/% = 0 fiir n — oc.
Daher reicht es zu zeigen, dass
Vh(fun(@) = Efon(z))
_ \/%% f:(Kh(x — X;) — EKy(z - X.)) = N (0, f(2) / K2(u) du).
i=1



Wir wenden nun den zentralen Grenzwertsatz nach Lindeberg an, welcher
folgendes besagt: Sind fiir alle n > 1 Y, 1,...,Y, , unabhingige Zufalls-
variablen mit (i) EY,; = 0, EY,2; < oo, (ii) i EY,?;, — o und (iii)

i1 BY,2 (Y| > €) — 0 fiir alle € > 0, so gilt Y7, ¥, i =% N(0,0?).
Wir setzen

1
Y@n =V nhﬁ (Kh(ﬂj‘ — X,L) — EKh(.Z‘ - Xl))
an. Dann ist (i) klar, (ii) folgt aus Satz (a) und (iii) aus der Tatsache,
dass |Y,i| < 2||K||oc/Vnh — 0 fir n — oo. O

1.9 Definition. Sei I C R ein Intervall und «o,L > 0. Set-
ze | = |a] = maxfm € N : m < a} und C'(I) =
{f: I — R: f l-mal stetig differenzierbar}. Dann heifit die Menge

Q7. 1) — : [f(z) — O ()]
fH(I,L)_{fecl(f).ig\f(x)y+#§5?yd PRt <L}

Holder-Kugel auf I mit Parametern «, L > 0. Gilt I = R, so schreiben wir
auch HY(L) = H*(R; L).

1.10 Definition. Ein Kern K : R — R ist von der Ordnung m € N, sofern
fir alle 1 < k < m gilt

/RukK(u) du = 0.

1.11 Aufgabe. Fir jedes m > 1 existiert genau ein Polynom vom Grad
<m, so dass
K(u) = P(U)l[—l,l] (u)

ein Kern von der Ordnung m ist.

1.12 Proposition. Sei f € H*(L) und K ein Kern der Ordnung | o] mit
J u|*K (u) du < co. Dann gilt

L
Ko fla) — @) < by [l lK@)lde Ve e R
Beweis. Es gilt

K+ (@) = (@) = [ K(@)(F@~ hu) - f(@)) du.

Die Taylorsche Formel besagt, dass fir [ = |a]

L (k) 0
fla+y) - flz) = ;;1 f k!(f”)yk +7 (x; ),



mit 0 < 7 < 1. Setzen wir y = —uh ein und verwenden, dass K die Ordnung
I besitzt, so gilt

—uh)!
K £ @) = f(a)] = ’ [ 5 S 0~ h)

V(50— rhu) — 1O () du

= ’/K(u)(_Uhl

/|K |—L| Bl du < ho = /]K(u)Hu|°‘du,

wobei wir unterdriickt haben, dass 7 von u abhangt. O

Kombinieren wir die Schranke fiir die Varianz aus dem Beweis von Satz
mit Proposition [I.12} so erhalten wir:

1.13 Satz. Seien o,L > 0 und K ein Kern der Ordnung |o| mit
[|ul*K (u)du < oo und [ K?(u)du < oco. Setze h = en~ Y/ e+ Dann
gilt fir allen>1 und z € R

A _ _2a
sup Ef(fan(x) = f(x))? < Cn~ 2
feEHX(L),f W.-dichte

mit einer Konstanten C' die nur von ¢, a, L und K abhdngt.

1.14 Bemerkung. In Satz bedeutet Es, dass jede Beobachtung X; die
Dichte f besitzt, oder explizit:

n

Ey(fu(e) = f@) = [ (Falwor,.o) = £@))? [] £(a) das.

i=1

1.15 Bemerkung (Minimaz-Ansatz). Wir suchen Schéatzer fiir die das
maximale Risiko iiber eine nichtparametrische Parameterklasse J moglichst
klein ist. Satz besagt, dass das maximale Risiko des Kerndichteschétzers
iiber die Parametermenge F = {f : R — [0,00) : [ f(x)dx =1, f € H*(L)}
die Konvergenzrate n~2%/(20+1) besitzt (bei geeigneter Bandbreitenwahl).
Spéter werden wir zeigen, dass diese Rate nicht verbessert werden kann.
Hierfiir werden wir das maximale Risiko aus Satz mit dem sogenannten
Minimax-Risiko inf ; sup ez Ef(fn( z) — f(x))? vergleichen.

1.4 Quadratisches Risiko
Fiir den Kerndichtschétzer gilt folgende Zerlegung;:

1.16 Lemma. Die Dichte erfille f € L*(R). Auferdem sei K ein Kern mit
K € L*(R). Dann gilt

El fo — fl72 = 1 Kn * f = fIIZ: + ”KHL2 - *HKh * fll72-



Beweis. Zunichst gilt, dass Kp(x — X1) € L? fiir Lebesgue-fast alle z, da

f (e = st an) as = [ ( [ K3t = nae) sty = SR <o

Es gilt nun
Ell o = flf2 = E [ (un(a) = f(a))?da
— [ E(fan@) - f(2))* da
R
= [ (Var(Fun(a)) + (Efun(@) - £(2))?) da

1
= [ & Var(Ky(w = X)) dir + | Ky f - Flza-

Weiter gilt

/ Var(Kn(z — X1)) de

//Khx— )dydx—/(/Khx— )dy)zd;r

= KNG — 1K 713
und die Behauptung folgt. O

1.17 Aufgabe. Die Dichte erfiille f € L?*(R). Sei K ein Kern mit K €
L*(R). Falls h — 0 und nh — oo, so gilt

Ean,h_fH%z —0 fﬁ?” n — o0.

1.18 Definition. Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall, « € N und L > 0.
Dann heifit die Menge

S*(I; L) = {f e Co NN L) : £V absolut stetig mit /
I

(F (@) dx < L?}

Sobolev-Kugel auf I mit Parametern «, L Gilt A = R, so schreiben wir auch
S*(L) = S*(R; L).

1.19 Proposition. Sei f € SY(L) und K ein Kern der Ordnung o — 1 mit
J Ju|¥|K (u)| du < 0o. Dann gilt

OéL o
185 £ = oz < 5 [ Jul K () du



Beweis. Die Taylorsche Formel besagt, dass

Flz+y) - Zf A y_al)!/Ol(l—t)a_lfa(x+ty)dt.

Da K die Ordnung a — 1 besitzt folgt also
K+ £z /K Flz — hu) — f(x)) du
1
/ / WK (u)(1 = £ L% (2 — thu) didu.
0

Wir verwenden nun einen Spezialfall der verallgemeinerte Minkowski-
Ungleichung, die besagt, dass

H/g("y H /”9 )Lz dy (1.2)

fiir alle Borel-messbaren Funktionen g : R x R — [0, co]. Wenden wir diese
zweimal an, so folgt

B (a—l)!

a 1
HMﬂf—NpSAJL—' /IWKWXL%V*PC—MMMMU

L2
« . cx 1rayr
< T a—l // [k (u F( — thu)|| |, didu
he (a)
:7Hf ”Lg// [l K ()] (1 — )~ dtdu
EENTI
hO‘L

< " [l @) du.

Es bleibt (1.2)) zu beweisen. Hierfiir setzen wir G(z) = [ g(z,y) dy. Dann gilt

H/g("y) ay 2 :/Gz(””) dr = |¢H;‘£¢ZO/G(:(:)¢(35) dx

Mit dem Satz von Tonelli und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt weiter

/G(ﬂc) div—// z,y)¢ d$dy</||9 y)ll L2 dy.

Kombinieren wir Lemma [I.16 und Proposition [I.19] so erhalten wir

1.20 Satz. Seien o € N, L > 0 und K ein Kern der Ordnung o — 1 mit
[ u|* K (u)| du < 0o und [ K*(u)du < co. Setze h = en~ Y22+, Dann gilt

~ 2 _ 2a
sup Efll fon — fll72 < CLZF 0" 2ai1
feS(L),f W.-dichte

mit einer Konstanten C' die nur von ¢, a und K abhdngt.



1.5 Projektionsschitzer

Wir nehmen im gesamten Unterkapitel an, dass f einen beschrankten Trager
besitzt, welcher ohne Einschrinkung gleich [0, 1] sei, und dass f € L?([0, 1]).
Es ist bekannt, dass L?([0,1]) versehen mit dem Skalarprodukt (g, h) =
fol g(z)h(x) dx ein separabler Hilbertraum ist.

Sei nun Vj (stets) ein d-dimensionaler Vektorraum von beschrénkten,
rechtstetigen Funktionen mit nur endlich vielen Sprungstellen und ¢1, ..., ¢q4
eine Orthonormalbasis (ONB) von V; beziiglich (-, -). Setze

d
Iy, : L2[0,1] — Va, g+ Y {(¢,9)6;
j=1

Dann ist Iy, die Orthogonalprojektion von L2([0,1]) auf V; und es gilt

d 1
My f(x) = 3 (65, f) () = /O Kv,(r.)f(w)dy,  z€[0,1]
7j=1

mit

Ky, (z,y) =

HM&

unabhéngig von der Wahl der ONB.

1.21 Definition. Der Projektionsschéitzer ist definiert als
d n

(%Z%(Xﬁ)%(rc), z € [0,1].
=1

1 =

Fralw) = [ Kuyay)Paldy) =

J

1.22 Lemma. Fs gilt
? 2 2 1 & 2 1 2
Ellfoa = fl = If =M e+ 3 [ 63@)f (@) do = <1y, 1.
=1

Beweis. Ily, erfiillt (i) H%/ = Ily, und (ii) (Ily,g,h) = (g,1Iy,h) fir al-
le g,h € L?[0,1]. Dies sind gerade die definierenden Eigenschaften einer
Orthogonalprojektion. Daher gilt f —Ily, f L Vg und es folgt

| Fod = FlI22 = | fra — Ty, £l|22 + || f — Ty, £l 2.

Weiter gilt

2
an,d _HVde%? = Z ( Z¢J <Z>j,f>>

7=1
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und somit wegen (¢;, f) = E¢;(X;), dass

d
» 1
Ellfna = Tvaf i = 7 3 Var(6;(X1))-
=1
Insgesamt erhalten wir also

d
Bl faa — fIBe = If ~ I3 + - D Var(g;(X1))

j=1
o LK ¢ 2
=S =+ 3 [ @) @) da == Y0500
j=1 j=1
Die Behauptung folgt indem wir ||IIy, f||3 = ;l:l<¢j, f)? einsetzen. O

Im Beweis haben wir gesehen, dass E fn,d(x) = Ily, f(z). Daher gilt fir
den MSE

A

d
E(fra(r) — F@)? = (&) ~ Ty, f@)) + - Var (3 65(0)5(X0)). (13
j=1

1.23 Beispiel (Trigonometrische Basis). Die Funktionen
o1(z) =1
bor(z) = V2 cos(2mkz)
Poni1(x) = V2sin(2rkz), k=1,2,...,
wobei z € [0,1], bilden eine ONB von L?([0,1]). Sei im Folgenden V; =

span(¢1, ..., ¢q) der lineare Raum aufgespannt von den ersten d Basisfunk-
tionen. Dann gilt:

1.24 Lemma. Sei a € N und L > 0. Dann gilt fir alle g € S*(]0,1]; L),
die zusitzlich die Bedingung g9 (0) = gU)(1) fiir j = 0,1,...,a — 1 erfiillen,
dass

o LP
lg — y,gllz < Ll *.
Beweis. Setze 0, = (¢4, g). Dann gilt Vj > 1
03; + 05511

=2 (/01 cos(2mjx)g(x) d:r>2 +2 (/01 sin(2mjx)g(x) dw)

2

2 ) 2

= (2737)2 (/01 cos(2mjz)g () dx) + 272 (/01 sin(2mjz)g () dx)

= (273)2& (/01 cos(2mjz) g (z) dx)2 N (%3)% (/Olsin(%jx)g(a)(m) da:)
1

= W<¢2g’,g(a)>2 +

2

1
W<¢2j+la 9?2,

11



wobei wir iterativ partielle Integration und die Tatsache, dass g) (0) = ¢\ (1)
fir j =0,1,...,a — 1, verwendet haben. Mit Hilfe der Parseval-Gleichung
schlieffen wir

o~ Tl = X0 < 1000 o 1
9 — W9l = = (rd)2e < (wd)2e”
j>d

1.25 Bemerkung. Eine Inspektion des Beweises zeigt, dass
WA(L) : = {g € 8%(0,1]; L) : g7 (0) = gV (1) fiir j = 0,...,a~ 1}
{g—ZHﬂSJ e L*([0,1]) Za292 L2/7T2°‘},
7>1 j>1

mit a; = ] fur j gerade und a; = (j — 1)* fir j ungerade. Beachte hierfiir,
dass (¢1, gl > = 0 gilt. Man kann zeigen, dass sogar Gleichheit gilt (siche
z.B. Proposition 1.14 in Tsybakov (2009).

Ist nun f € W*(L), wobei a € N und L > 1, so folgt aus Lemma [1.22]
und Lemma dass

R L2d—2a
E| fn.a — fll72 <

+ = Z/¢k

< L3d 2« + 2d
- qlo n

(1.4)

wobei wir aufierdem verwendet haben, dass ||¢? [ < 2. Wihlen wir nun
d = max{m : m < (L?>n)"/**1D} und benutzen die Ungleichung d >
(L?n)Y/2et1) 19 5o folgt

2 32«
L7d + % < CL2a+1n 2a+1

7'['

mit C' = (2/7)%* 4 2. Wir erhalten also wie schon fiir den Kerndichteschétzer
die Konvergenzrate n~2%/(20+1) fiir dass quadratische Risiko.

1.26 Beispiel. Sei m € N und
Vm:{h [01]—)]13 h= ZC] [1;),Cj€R}
] 1 m m

der Raum der stiickweise konstanten Funktionen. Dann ist /m 1[ =1 4 iy,

j=1,...,m, eine ONB von V,, und der zugehdrige PrOJektlonsschatzer st
gerade der Histogramm-Schétzer:

Fnn( Zm ( Zl )Hm&%ﬂ“)-

12



Erfillt die Dichte f € HY(L) mit a < 1, so gilt fiir x € [(j — 1)/m, j/m)

A & * w2
E(fam(z) ~ J(@))? < (f(w)m /j_lf<y>dy> o ) dy
< L2m 20 4 HfH;om.

Wihlen wir m von der GréBenordnung n'/(29+1) 5o erhalten wir die Konver-
genzrate n~2%/(2e+1) fiir den MSE. Man kann den Histogramm-Schétzer mit
dem zum Rechteckkern gehdrenden Kerndichteschétzer vergleichen.

1.27 Beispiel. Fiir glattere Funktionen mussten wir im Fall des Kerndich-
teschétzers einen Kern héherer Ordnung wéhlen. Ein Analogon im Fall des
Projektionsschétzers ist wie folgt. Seien m,r € N und

Ve ={h:]0,1] = R:Vj < m ist f\[u iy Polynom vom Grad < r}

der Raum der stiickweisen Polynome der Ordnung r mit Knotenpunkten
0,1/m,2/m,...,1 (mit [1 — 1/m,1] fir j = m — 1). Es gilt dim(V,,,,) =
(r + 1)m. Eine ONB kann mit Hilfe orthogonaler Polynome konstruiert
werden.

1.28 Aufgabe. Sei (Py)r>1 die Folge der Legendre-Polynome definiert durch

P = = T2 e
2k k! dak
Dann gilt fir alle k,1 > 1
L 2
| P@P@ de = o0 und FUNGICIESE

Wir setzen

¢jk(x) = V2k + 1v/mPy(2ma — 2j + Dl 2y(@),

m ’m

fir j=1,...,mund k =0,...,r. Dann folgt aus Aufgabe dass diese
Funktionen eine ONB von V,, , bilden.

1.29 Lemma. Seien o, L > 0. Setze r = |«|. Dann gilt fir alle g € H*(L)

lg =1y, . gllcc = sup |g(z) — My, .g(z)] < Cm™™
z€[0,1]

mit einer Konstanten C' die nur von o und L abhdngt.
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Beweis. 1. Beh. Es existiert ein h € V;,,» mit [|g — hljoc < Lm™*/rl.
Bew. Sei hierfiir O.B.d.A. z € [0,1/m) und p(z) = Y5_og® (0)2*/k! das
Taylorpolynom von g vom Grad r. Dann gilt

l9(z) — plz)| = @W (r) —g(©O)  (O<7<1)

—OC

2. Beh. Es gilt ||y, .glloc < C||glloc mit C' =37} _ov2k + 1.
Bew. Betrachte wieder den Fall z € [0,1/m). Dann gilt

(/ b1,y ) ¢1.k()

< HgHooszk+ 1,
k=0

Iy, .9

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Eigenschaft ||¢; ;||oc <

V2k + 1/m verwendet haben.
3. Beh. Es gilt ||g — Iy, . gllcc < (1 + C)Lm™/r! wobei C die Konstante

aus der 2. Behauptung ist.
Bew. Sei h € Vy, » wie in 1. Behauptung konstruiert. Dann gilt

lg = y,,, . glloc < [lg = Plloc + [|h — Ty, , glloo
= llg = hllco + [Ty, (P = g)lloo
<1 +0)llg = hlloo

1+C)L _,

—m

<
- r!

)

wobei wir die erste und die zweite Behauptung in den letzten beiden Unglei-
chungen verwendet haben. O

Ist nun f € H*(L) und = € [(j — 1)/m,j/m) so folgt aus (1.3) und
Lemma [1.29]

E(fra(@) - f(2)? < Cm =2+ = Var(z@, )6 k(X1))

72& +— Z¢]k E¢]k Xl)
<C (m_QO‘ + m) ,
n

wobei wir aulerdem die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Ungleichungen
93 k(@) < (2K + 1)m und E¢;1(X1)* = fy ¢j.(y)f(y) dy < | [l verwendet
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haben und C' = C(«, L) eine Konstante ist, die von Zeile zu Zeile verschieden
sein kann. Wahlen wir nun m von der GréBenordnung n'/(2e+1) 5o erhalten
wir wie schon fiir den Kerndichteschitzer die Konvergenzrate n—2¢/(2e+1) fiyy
den MSE.

1.6 Untere Schranken

Wir haben bisher Schétzer konstruiert (Kerndichteschétzer, Projektionsschét-
zer), die folgende Schranke erfiillen:

sup Efd2(fn,f) < Cn~ 2t

feF
Wir haben bisher zwei Fille betrachtet: im ersten war d(g, h) = |g(zo)—h(zo)]|,
xo € R, der punktweise Abstand in 2o und F = {f € H*(L) : f W.-dichte},
im zweiten war d(g,h) = ||g — h||z2 der L?-Abstand und F = {f € S*(L) :
f W.-dichte}. In diesem Kapitel wollen wir entsprechende untere Schranken
beweisen. Wir betrachten fiir eine Menge F von Wahrscheinlichkeitsdichten
versehen mit einer (Pseudo-)Metrik d und einen Schétzer fn das folgende
maximale quadratische Risiko

sup Byd®(fu, f) = sup | d*(f(z1,...,2n), ) [] £(2i) das.
fer feF JR® i1
Wir formalisieren:

1.30 Definition. Sei F eine nichtleere Menge. Ein Messraum (X, .o/) ver-
sehen mit einer Familie (Py)scr von Wahrscheinlichkeitsmafien heifit sta-
tistisches Experiment oder statistisches Modell. Sei F eine Teilmenge eines
(pseudo-)metrischen Raumes (S, d). Ein Schéitzer f, ist eine Borel-messbare
Abbildung f : X — 5. Das maximale quadratische Risiko ist definiert als

sup /X &2(f(z), f) Py(de).

fer

Das Minimax-Risiko ist definiert als

infsup [ d(f(a), ) Py(da)

f fer

wobei das Minimum iiber alle Schitzer f genommen wird.

1.31 Bemerkung. (a) Wie iiblich schreiben wir

sup /X (f(x), f) Py(dz) = sup Ed*((X), ),

feF feFr

wobei X eine Beobachtung in dem statistischen Experiment ist (X hat
unter E; die Verteilung Py).
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(b) In den Beweisen werden wir lediglich verwenden, dass die Abbildung
x — d(f(x),g) Borel-messbar ist Vg € S. Ist S separabel so ist diese
Bedingung dquivalent zu f : X — S Borel-messbar.

1.32 Beispiel (Dichteschidtzung). Betrachte das statistische Experiment
gn = (Xm'fz{m (Pf,n)fef) mit

X, =R", oy = PBrn, und Pp,(dx) = H f(zi)dz;
i=1

Im Fall des punktweise quadratischen Risikos betrachten wir F = {f €
HY(L) : f W.dichte}, d(g,h) = |g(zo) — h(zo)] und S = {g : R —
R Borel-messbar}. In diesem Fall ist eine Abbildung fn : R — S Borel-
messbar genau dann, wenn die Auswertung in xy Borel-messbar ist, d.h.
wenn  — f(2)(zo) Borel-messbar.

Im Fall des quadratischen Risikos betrachten wir F = {f € S%(L) :
f W.-dichte}, d(g,h) = ||g — h||z2 und S = L?(R). Da L?(R) separabel ist,
kann man mit Hilfe des Kriteriums aus Bemerkung (b) leicht tiberpriifen,
ob eine Abbildung fn : R™ — S Borel-messbar ist.

1.33 Satz (Methode von Le Cam). Sei F eine Teilmenge eines pseudometri-
schen Raumes (S,d) und (X, o, (Py) teF) ein statistisches Experiment. Seien
fo, f1 € F zwei fizierte Elemente. Dann gilt fiir jeden Schdtzer f:x—>8

f()ufl

sup Ed?(f(X), f) > max By, d*(f(X), f;) >

/P /\Pf1
feF J=

1.34 Zusatz. Es gilt aufSerdem

ap By (703), 1) 2 TURID ([ fpyp )

fer

1.35 Bemerkung. (a) Besitzen Py, und Py, Dichten py und p; beziiglich
eines dominierenden Mafles p (z.B. u = (Py, + Py,)/2), so definiert
man

/Pfo A Py = /po A pidp  und /\/Pfopfl = /\/popldu-

Beide Definitionen héngen nicht von der Wahl des dominierenden Mafles
p ab (Ubung).

(b) Ist Py, = Py, so gilt [ /Py, Py, = 1. Ist andererseits Py, L Py, d.h.
JA € o mit Py (A) = 0 und P, (A) =1, so gilt [ /P, P, = 0. In
diesem Fall erfillt der Schitzer f (x) = fi falls z € A und f = fo sonst
max;—o,1 ]Efj d2(f(X), f]) =0.
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Beweis. Die erste Ungleichung ist klar. Wir definieren nun einen Schétzer f
mit Werten in { fo, f1} durch

d.h.
flz) =

I1, sonst.

. {fm falls d(f (), fo) < d(f(z), f1),

2d(f(x), f;). Es folgt

A 1 =
anl%)i Efjdz(f(X), fi) > Z]H:l%ﬁi Efjd2(f(X)’ fi)

1 .
= ZjH:l%ﬁEfjd2(f0,fl)1(f(X) # 1)

d2 ~
_ Uz’mj@%ﬁ E;, 1(f(X) # f;)

AuBerdem gilt mit ¢ definiert durch ¥ (z) = 1(f(z) # fo) = 1(f(z) = f1),
dass

max B 1(7(X) # i) 2
_ % (Epp(X) +Ej, (1— (X))
— ;/(1/1100 + (1= 4)p1) du

1
> 5/]30 A pidp,

(ER1(F(X) # fo) + Ef 1(F(X) # 1)

wobei pg und p; Dichten von Py, und Py, beziiglich eines dominierenden
Mafles p sind und wir in der letzten Ungleichung verwendet haben, dass
po,p1 > 0 und 0 < ¢ < 1. Daher folgt die zweite Ungleichung. Zusatz [1.34]
kann wie folgt gesehen werden. Es gilt

pop1 = (Po V p1)(po Ap1) < (po+ p1)(po A p1).

Daher folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
2 2
</ \/popldu> < (/(po +p1)"2(po /\p1)1/2du>

< (/(Po +p1)dﬂ> (/po /\pldu) = 2/170 A prdp. (1.5)

Setzen wir dies in Satz [I.33] ein, so folgt die Behauptung. O
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1.36 Satz. Seien o, L > 0 und x¢g € R. Dann gilt fir alle n > 1 und alle
Schitzer fn(zg) : R™ - R

_2a 2
sup n2 1 Ep( (w0, X) — f(20))? > ¢
feH(L),f W.-dichte

mit einer Konstanten ¢ > 0 die nur von a und L abhdngt und X =
(X1,...,Xp) hat unter Ef unabhdingige Komponenten jeweils mit Dichte

f.

Beweis. Wir wenden Le Cams Methode mit dem statistischen Experiment
aus Beispiel [1.32] an, d.h. mit &, = (R", Bgn, (Pf.n) fer), wobei Py, (dr) =

P f(x)de;und F = {f € H*(L) : f W.-dichte}, d(g, h) = |g(xo)—h(zo)],
S ={g: R — R Borel-messbar} und fn : R® — S beliebige Fortsetzung von
fn(xo). Wir erhalten also fiir fy, f1 € F:

SupE (fn (w0, X) — f())?
feF

2

> (fo(wo) — f1 70)) </m>
2
_ (folzo) Iﬁfl(xo))2 (/Jﬁfo(;pi)fl(xi)dxl dmn)
_ (fo(ﬂco) f1 o)) (/md)\> . (1.6)

mit Lebesguemafl A\. Wir wollen nun fy und f; konstruieren. Wir behaupten,
dass es Funktionen fy, fi, K : R" — R gibt mit (Bild!)

(a) fo W.-dichte, fo € HY(L/2), fo(y) > co > 0 fiir alle y mit |y—zo| < 1/2,

(b) K € H*(L/2) mit [Kd\ = 0, Trager in [-1/2,1/2], K(0) > 0,
[Klloe < c0 <1,

(c) fi definiert durch fi(y) = fo(y) + h*K(¥5™) ist W.-dichte mit f; €
H*(L) fir alle b < 1.

Zunachst gilt fir fo, K € H*(L/2), dass fi € H*(L). In der Tat gilt

A0 ) - R B O (52) — f0(0) — bt O (2520)

sup ‘u—’(}‘o‘_l
uFv
ha—lK(l)(u—zo) _ ha—lf((l)(@—xg)
cap @ -1 | i
uFv ’u_U’ utv |’LL—’U’
f(l) ) — P KO — KO
B =A@ IKOW) = KOW)
ustv lu — | w/ v lu' — /|
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wobei wir in der letzten Gleichheit ' = (u — x¢)/h und v = (v — x9)/h
gesetzt haben. Hieraus folgt, dass f; € H*(L). Es ist nun klar, dass es viele
Wabhlen fir fp und K gibt, so dass (a), (b) und (c) erfiillt sind. Es bleibt nun
(1.6) zu analysieren.

1. Beh. Setze h = n~ %77, Dann gilt

</\/de>2” > 1/4.

Bew. Es gilt

(f i)

1 2n
(1-5 [Wh-VAra)
_ 2
_(1-1 <fOf1> A
2 \Vfo+vVh
Verwenden wir nun die Eigenschaften in (a)-(c) und setzen h = "z ein,

so folgt
2n 1 y — o 2n
(fvmma) = (1-gq frem (5 a)
260 h
(1 h2a+1HKH%2>2n

200

1\ 1
(1-4)" =1
2n 4

2n

AV

2. Beh. Fur h = n_ﬁ gilt
(folzo) — fi(w0))? = K22 K2(0) = n”~ 351 K2(0).

Setzen wir nun die 1. und 2. Beh. in (1.6] ein, so folgt

nzaiT sup Ef(fn(xo, X) = f(x))* > KQ((iO)
fer 2

und somit die Behauptung, da K (0) eine Konstante ist, die nur von o und L
abhéngt. O

1.37 Beispiel. Man kann Satz (bzw. Zusatz auch auf ein para-
metrisches Modell anwenden. Betrachte zum Beispiel das statistische Experi-
ment auf (R", Bgn) gegeben durch die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen
(N(0,0%)%™)ger (Wir beobachten n unabhingige normalverteilte Zufallsva-
riablen mit Erwartungswert 6 und Varianz o2). Sei R versehen mit der
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Betragsmetrik d(0,0) = |§ — #'|. Dann gilt fur alle 6p,0; € R und alle
messbaren Abbildungen 6, : R® — R

sup EG(én(X) - 0)2
OeR

RY Ry a2\ 2n
> (6o — 01) / L (w—00)" (y—06)
16 R V2mo? 402 402

_ (00 — 91)2 exp (_’I’L(eo — 91)2> .

16 402

Wiéhlen wir 6y = 0 und 6; = 20/4/n, so ist die rechte Seite grofler gleich
02 /(4en). Andererseits hat der Mittelwert (1/n) ", X; das Risiko o2/n
und es kann gezeigt werden (siehe VL Mathematische Statistik), dass dies
der Wert des Minimax-Risikos ist. Zusatz [1.34] liefert also ein bis auf die
Konstante 1/(4e) optimales Resultat.

1.38 Definition. Sei F eine Teilmenge eines pseudometrischen Raumes
(S,d), (X, 2, (Prn)fer), n > 1 eine Folge von statistischen Experimenten
und
R;, = inf sup Ed®(f(X), f)
n fEF

die zugehorigen Minimax-Risiken. Die Folge (r,) heifit Minimax-
Konvergenzrate (iiber F, in d*-Risiko) falls

: —2>% N —2 1%

hyrlnﬁs;p r, R, <oo und hnrglégfrn R, > 0.
1.39 Korollar. Betrachte das Problem der Dichteschdatzung basierend auf n
unabhdngigen Beobachtungen X1, ..., X, jeweils mit Dichte f € F ={f €
HY(L) : f W.-dichte}. Dann ist n~ 2e+1 Minimaz-Konvergenzrate tber F im
punktweise quadratischem Risiko.

1.40 Lemma (Methode von Assouad). Sei F eine Teilmenge eines pseudo-
metrischen Raumes (S,d) und (X, o, (Pyf)ser) ein statistisches Experiment.
Wir nehmen an, dass es Pseudometriken d; gibt, so dass

d*(g,h) = > d2(g, h).
j=1

Auflerdem seien {f; : 7 € {0,1}""} 2™ Elemente in F. Fir 7 € {0,1}"™
bezeichnen wir mit 77 € {0,1}™ das Element welches sich von T nur in der
jten Position unterscheidet. Dann gilt fiir jeden Schdtzer f: X — S

A - m .
sup Byd®(f(X), f) > max Epd*(f(X), fr) > — mind(fr, frs) /PfT NPy,
feF re{0,1}m 8 jr

wobei das Minimum tber alle j =1,...,m und 7 € {0,1}"™ genommen wird.
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1.41 Zusatz. Es gilt aufferdem

?ggEfd2(f( ), f) = Emmcf frs fri) (/HPfTPf )

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar. Der Zusatz folgt aus (|1.5)). Weiter
gilt

max EdeQ(f(X), fT)

T€{0,1}™
1 "
> o 2 ERd(f(X). fr)
TE{O 1}m
2 S Z > Endi(f(X). fr)
Jj= 176{0 1}m
= s S Y (B R ) + By X0, £.0)
Jj= 17'6{0 1}m
22m+32 Z d2 fT?fTJ /Pfr/\PfJ’
Jj=lre{o,1}m

wobei die letzte Ungleichung aus dem Beweis von Satz[1.33] folgt. Die Behaup-
tung folgt nun indem wir das Minimum aus der Summe herauszichen. [

1.42 Satg. Seien a« € N und L > 0. Dann gilt fir alle n > 1 und alle
Schitzer f, : R" — L?(R)
2c A
sup N2 E | fo(X) = fl72 > ¢
fesa(L),f W.-dichte

mit einer Konstanten ¢ > 0 die nur von a und L abhdingt und X =
(X1,...,Xn) hat unter Ef unabhdngige Komponenten jeweils mit Dichte f.

1.7 Eine erste Maximalungleichung

In diesem Kapitel beweisen wir eine erste Maximalungleichung welche wir in
den folgenden beiden Kapiteln auf das gleichméflige Risiko und das Problem
des adaptiven Schétzens anwenden werden. Startpunkt ist die Bernstein-
Ungleichung:

1.43 Satz (Bernstein-Ungleichung). Seien Yi,...,Y, unabhdingige Zufalls-

variablen mit EY; = 0 und

k!
E|v;* < §J2bk_2 VE > 2.

Dann gilt

( ZY> ><e (—”92> Yy >0 (1.7)
P Y P 202 + 2by y="1 ’
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1.44 Zusatz. Es gilt aufferdem
1 n
P ( ZE > V2022 + bx) < exp (—nx) Va > 0.
n -
=1

Offensichtlich impliziert die Bernstein-Ungleichung das schwache Gesetz
der groflen Zahlen (unter stdrkeren Annahmen). Dieses wird in der Regel mit
der Chebyshev-Ungleichung bewiesen, welche besagt, dass P((1/n) > i, Y; >
r) < EY?/(ny?) < 0%/(ny?). Im Vergleich hierzu liefert die Bernstein-
Ungleichung eine stéirkere exponentielle Ungleichung. Setzen wir zum Bei-
spiel y = t/y/n, so erhalten wir fiir ¢ nicht zu gro§ anndhernd Gauflsche
Abweichungen (vergleiche mit Aufgabe unten).

1.45 Bemerkung. Setze S, = ;" Y;. Aus Symmetriegrinden gilt unter
den Voraussetzungen von Satz auBlerdem, dass

n 2
P(Su/nl 2 ) < B(S./n 2 ) + P(=Su/n 2 9) < 2050 = 50 ).

Beweis. Wir betrachten zuerst die Momentenerzeugende Funktion. Fiir A €
(0,1/b) gilt

NEYE () Ny R
AY; R, 7
Ee _EZ e ZE x
E>0 E>0
212
<147 A > (Ab)F2
k>2

o2 )\2 o2 )\2
=1 - < P
toa ) =P (2(1 - Ab))’

wobei wir in den beiden Ungleichungen die Momentenungleichung, EY; = 0
und die Ungleichung 1 + x < exp z verwendet haben. Die Gleichheit in (x)
folgt aus dem Satz von Fubini indem man in einer &hnlichen Rechnung
S k0 EXR|Y;|F/k! < oo zeigt. Fiir A € (0,1/b) und y > 0 gilt nun wegen der
Markov-Ungleichung

1 n
g ( D Vi y) = P(Sn > ny) = P > ™)
n =1

< EeMne= M

< exp <n<2(f2_)\i\b) — Ay)), (1.8)

wobei wir in der letzten Ungleichung die Unabhéngigkeit der Y; verwendet
haben. Die Behauptung folgt nun indem wir A = y/(0? + by) wihlen, da
dann 5vo )

AT S W

2(1—Ab) 2(0? + by)
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Fiir den Zusatz schreiben wir (1.8)) wir folgt um:

P(lzn:Yin—i—UQ)\) < exp(—nz) VA € (0,1/b).
n = A 2(1=Xb)
Es gilt nun

A 2(1—=Xb) A 21-X’

und der letzte Ausdruck ist fiur A\/(1 — \b) = \/2x/0? gleich zb + V202x.
Einsetzen liefert die zweite Behauptung. O

Seien nun X7, ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Werten in einem messbaren Raum (S,.7) und Verteilung P. Auflerdem
sei P, = (1/n) >, dx, die zugehorige empirische Verteilung. Ist f: S — R
eine P-integrierbare Funktion, so schreiben wir

1 & 1
S ) wd P(f) = [ f(@) Pldo).
i 0

Pu(f) =

Ist .%# eine Menge von P-integrierbare Funktionen, so heifit der stochastische
Prozess

fevalf):=Pu(f) = P(f), feF
auch empirischer Prozess mit Indexmenge .# (oft zieht man es jedoch vor den
normalisierten stochastischen Prozess f — /nv,(f), f € F#, als empirischen

Prozess zu bezeichnen). Ein Beispiel welches zum Kerndichteschétzer fithrt
ist F = {Kp(x — -) : @ € R}. Ziel ist es obere Schranken fiir

sup [P, (f) = P(f)]
feF

zu beweisen. Dabei konzentrieren wir uns in diesem Kapitel auf den Fall, dass
F endlich ist. Verallgemeinerungen werden wir unter anderem in Kapitel
kennenlernen.

1.46 Korollar. Seien X1,..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit Werten in einem messbaren Raum (S,.) und f : S —
[—b,b] eine messbare Funktion. Dann gilt

n 2
P(IP(f) ~ P(H)] 2 y) < 2exp (—War( X T Qby> ~

Beweis. Setze Y; = f(X;) —E f(X;). Dann sind die Y; unabhéngig, zentriert
und es gilt |Y;| < 2b und

2F1 ! k!
E|Y;|* < (20)*72 Var(V;) = TEbHVar(Yi) < 5b’“—2 Var(Y;)
fir alle £ > 2. Die Aussage folgt nun aus Bemerkung [I.45] O
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1.47 Aufgabe. Sei K eine beschrinker Kern und f eine durch L beschrinkte
Dichte. Dann gilt fiir den Kerndichteschdtzer

. N 2
P(\fn,hm—Efn,h(xnzt/mh)s2exp<—2LHKH2 T t) vt > 0.
L2 o0

Sei nun f € H*(L) und K ein Kern welcher die Figenschaften aus Propositi-
on[I-13 erfiillt. In welchem Regime von t kann man eine analoge exponentielle
Ungleichung fir das Ereignis {|fnn(z) — f(z)] > tn™ 221} beweisen?

1.48 Korollar. Seien X1,..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit Werten in einem messbaren Raum (S,.%) und f1,..., far :
S — [—b, b] messbare Funktionen. Setze 0* = max;—1,. m Var(fj(X1)). Dann
gilt fiir alle p € N die folgende Mazimalungleichung

2 p/2 »
B max Pn<fj>—P<fj>rpgc<f’k’gW> o (HoE2r)

Jj=1,...M n n

1111

mit einer Konstanten C' die nur von p abhdngt.

Der Beweis kombiniert die Bernstein-Ungleichung mit dem folgenden
Lemma:

1.49 Lemma. Sei Y > 0 eine Zufallsvariable und A > 1, B > 0 zwei reelle
Zahlen.

(a) Es gelte
P(Y >y) < Aexp(—y/B)  Vy=>0.

Dann gilt fiir allep € N

EY? < (2Blog A)” + p!(2B)".

(b) Es gelte
P(Y >y) < Aexp(-y*/B%) Wy >0.
Dann gilt fiir allep € N
EY? < (2B%log A)P* + (p/2)T (p/2) (2B*)P/?,
wobei T'(+) die Gammafunktion bezeichnet.

Ist A > 2 so gilt unter (a) EYP < C(BlogA)P und unter (b) EYP <
C(B?%log A)P/? mit einer Konstanten C' die nur von p abhéingt.
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Beweis von Lemma[1.[9 Wir verwenden die Formel EY? =
ISpyP ' P(Y > y)dy, die man mit Hilfe des Satzes von Tonelli er-
halt.
(a) Fiir jedes yo > 0 gilt wegen P(Y > y) < 1, dass

v 1 * 1

EY? = / py" T PY Zy)dy+ | py"T P(Y Zy)dy
0
- 1 Yo
<yp+ | pyP T Aexp(—y/B)dy

Yo
00

— o + (2B)” / ptP=! A exp(—2t) dt.
yo/(2B)

Waihle nun yg = 2B log A. Dann gilt

EY? < (2Blog A)P + (ZB)p/ ptPt Aexp(—2t) dt
log A

< (2Blog A)P + (ZB)p/ ptP~texp(—t) dt
0
< (2Blog A)? + p!(2B)P.

(b) Fiir jedes yo > 0 gilt analog

o0
EY?P <yb+ [ py? ' Aexp(—y?/B?)dy
Yo
o0

o QB [t (2
Yo

Wiéhle nun 3y = v/2B%log A. Dann gilt

EYP < (2B%log A)P/2 + (2B?)P/? / ptP~ A exp(—2t%) dt
Viog A

< (2B?log A)P/? + (2B2)/? / P~ exp(—t2) dt
0

= (2B’ log A)P* + (p/2)T(p/2)(2B*)"*.

1.50 Aufgabe. Sei M > 2.
(a) Sind Zy,...,Zy ~ Exp(N), so gilt Emaxj—q, . v Z; < Clog(M)/A.
(b) Sind Zy, ..., Zy ~ N(0,0%), so gilt Emax;—1 | Z;| < Co/log(M).

Beweis von Korollar[1.48 Wir verwenden die Schreibweise v,(f;) =
P,(f;) — P(f;). Dann gilt nach der Bernstein-Ungleichung

ny? ) _ 2exp (—4), fallsy > o?/b,
2024+ 2by) ~ | 2exp (—%) , falls 0 <y < o2/b.

N

P (jvn(£;)] > ¥) < 2exp (
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Wir zerlegen |v,(f;)] in A; = |vo(f;)1(jvn(fi)] > 0?/b) und B; =
v (f7)[1(Jvn(f;)| < 02/b). Dann gilt
2
ny ny
P(A; > y) <2exp (_41)> und P(Bj >y) <2exp (—402> Yy > 0.

Es folgt, dass

P( max A; >y) < 2M exp (_ny) Yy >0

j=1,..M 4b -
und
P( B; >y) <2M —n—yQ Yy >0
jzl,?j.),(M i=Y) = P T2 y=U.

Mit Hilfe von Lemma [1.49] schlieflen wir

B S 2R 2 A 2R e, B
o%log 2M »/2 blog 2M \?
<C|——— +C <> )
n n
was zu zeigen war. ]

1.8 Gleichmafiges Risiko

1.51 Satz. Die Dichte f erfille f € H*(L) mit a, L > 0. Sei K ein Kern der
Ordnung | o] welcher zusatzlich beschrankt und Lipschitz-stetig ist. AufSerdem
seien a < b zwei reelle Zahlen. Es gelte n > 2 und h > (logn)/n. Dann gilt
fiir den Kerndichteschdtzer

E sup |fun() = (o)) < O(h +[B1)

x€|a,b] nh

mit einer Konstanten C die nur von «a, L, K, a,b abhdngt. Setzen wir h =
1
((logn)/n)2T, so folgt

E sup !fnh(iv) — flz)| <2C <logn)2a+1 |

z€[a,b) n

Beweis. Sei ohne Einschrénkung [a,b] = [0, 1]. Setze

Vn(2) = vn(Kp(z—-)) = %ZKh(x_Xi>_]E Kn(a—X;) = fun(@)—E fon(@).
=1

Dann gilt mit Hilfe von Proposition
sup |fun(x) = f(@)] < sup |vn(z)|+ sup |E fon(z) - f(2)]
z€(0,1] z€[0,1] z€[0,1]

< sup |vn(z)| + Ch®.
z€[0,1]
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Die Idee ist nun das Intervall [0, 1] zu diskretisieren und dann die Maximalun-
gleichung aus Korollar anzuwenden. Wir setzen hierfiir S = {4,294, ...,1}.
Dann gilt

sup [y ()|
z€[0,1]
< sup |vn(2) = v (y)| + max [ (y)| < 2Lk Sh™2 + max [ (y)],
z,y€[0,1]:[z—y|<é yes yes

wobei Lk die Lipschitz-Konstante von K sei. Es gilt nun weiter, dass
IKR(Y — )loo < || K||oo/h und Var(Kp(y — X1)) < L||KH%2/h Korollar
1.48 angwendet mit p = 1 liefert also fiir § < 1

E sup |fun(e) = f(2)] < C(5h_2+h°‘)+Eglg§<\Vn(y)l

z€[0,1]
<C (5h—2 + RO+ log(1/9) n log(l/é)) .

nh nh

Damit der Diskretisierungsfehler vernachléssighar ist setzen wir nun § =
n~5/2. Wir schlieBen

z€[0,1] nh

f 1
E sup |fon(z)— f(z)| <C (n—l/Q LRy ogn)

wobei wir die Voraussetzung h > log(n)/n eingesetzt haben. O

1.9 Adaptives Schitzen

Die bisherigen Schatzmethoden (Kerndichteschétzer, Projektionsschétzer)
héngen von einem sogenannten Tuningparameter ab, namlich der Bandbrei-
te h beziehungsweise der Dimension d. Wir haben gesehen, dass diese in
Abhéngingkeit vom Glattheitsindex o gewadhlt wurden. Dieser ist in der
Regel jedoch nicht bekannt. Wie sollen also h und d gewahlt werden falls «
unbehannt ist?

Wir betrachten im Folgenden den Fall der Projektionsschitzer (eine
analoge Betrachtung ist auch fir den Kerndichteschédtzer moglich). Seien
also (Vin)me.# eine Menge von lineare Rdumen wie oben beschrieben (man
spricht von einer Menge von Modellen) und fmm, m € .#, die zugehorigen
Projektionsschétzer. Eine optimale Wahl von m ware zum Beispiel

m* € argmin E anm - fH%Q
meH

Diese Wahl (man spricht vom sogenannten Orakelmodell) ist jedoch nicht
moglich, da die rechte Seite selbst von f abhéngt. Ein Ansatz besteht nun
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darin das Risiko selbst zu schéatzen und diesen Schétzer dann in m zu
minimieren. Es gilt

A A 1 A
1 Frm = flZ2 = I fnmlZ2 = 2/0 Frm(@)f(z) dz + || flZ2.

Da der letzte Term nicht von m abhéngt gilt also

A 1 A
m* € argmin ||fnm||%2 -2 fam(2) f(z)dx.
meH 0

Wollen wir den rechten Term schétzen, so ist ein erster Ansatz diesen durch
(1/n) 3211 fnm(Xi) zu ersetzen. Dies ist allerdings keine gute Idee. Sei hierfiir
dp, = dim Vy, und fr = 97 00y mit ¢1, ..., ¢4, ONB von Vj,. Dann
gilt

d’ﬂl

. 2N . N dm R
[ famlie = =3 fam(Xe) = 308 =23 00 = ~Ilfnmlis
i=1 k=1 k=1

und die rechte Seite ist monoton fallend fiir d,, — co. Man sollte also nicht
mit den gleichen Daten Schétzer konstruieren und evaluieren, da sonst
zu grofle Modelle ausgewéhlt werden (overfitting). Ein Ausweg ist es die
Stichprobe in Tainings- und Evaluierungsmengen zu teilen. Hierfiir gibt es
mehrere Moglichkeiten:

1. Stichprobenaufspaltung (Hold-out). Zerlege I = {1,...,n} = I U I, mit
ILiNIy =0. Sei S1 = {X; :i € I;} Trainingsmenge und Se = {X; : i € I»}
Validierungsmenge.

1. Verwende S7 um Schétzer zu konstruieren, und zwar fh’m Projektions-
schétzer basierend auf Stichprobe S7 und Modell V,,,, m € .

2. Verwende Sy um den Schéatzer zu evaluieren. Setze hierfiir
~ 2 ~
RI°(m) = | fr,ml72 — Bl > frm(Xi)
i€l

und betrachte das Minimierungsproblem

RH°(m) - min,d € 4.

3. Ist m eine Losung des Minimierungsproblems, so betrachte f[l,m als
finalen Schéatzer.

2. V-fache Kreuzvalidierung (V-fold CV). Seien I, ..., Iy disjunkte Mengen
mit [ = U{_; Ix. Setze

Vv
RY V@) = 3 S {Inamls -
Vi ’ Lk |

> f[\]k,m(Xi)},

1€l
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d.h. jede Menge wird sukzessive als Validierungsmenge herausgenommen,
wahrend die anderen Trainingsmenge sind. Danach wird gemittelt. Ist nun
m € argmin,, . , RY ~FCV(m) so betrachten wir f7, als finalen Schitzer.

3. n-fache Kreuzvalidierung (leave-one-out). Hier betrachtet man oft
alternativ

00 n 2 = ;
RL°(d) = || frmlF2 — - > frgiym(Xa).
=1

In allen Fallen ist es das Ziel einen (anndhernd) unverzerrten Schétzer
von E || fum — fll32 — | f]|32 zu konstruieren und diesen dann in m € .# zu
minimieren. Man spricht auch von unbiased risk estimation.

1.52 Aufgabe. Es gilt ERL°(m) = E || frm — FI2s = If13s-
1.53 Aufgabe. Im Full des Histogramm-Schitzers aus Beispiel [1.26 gilt

2m

| famll32 + 1

n+1

RE(m) = "4

Analyse der Datenaufspaltung

Wir analysieren zuerst den zweiten Schritt der Datenaufspaltung. Bedingen
wir auf die Trainingsmenge 51, so sind die Schétzer fr, ,, deterministische
Funktionen. Wir betrachten daher zuerst das folgende vereinfachte Problem.
Seien Xji,..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in [0, 1] und Dichte f
und fi, ..., far € L*([0,1]) deterministische Funktionen. Setze

m e argmin || fnl2s — 2Pu(fn) und  f = fs. (1.9)

m=1,...,

Der folgende Satz vergleicht den Abstand || f—f || 72 mit dem kleinstméglichen
Abstand ming,—1__as || fre — fll 22

1.54 Satz. Die Dichte f sei beschrinkt durch L. Seien f1,. .., far € L?([0,1])
paarweise verschiedene deterministische Funktionen und ® s eine reelle Zahl
mit || fr — for |2 < Patll fn — favl|22 fiir alle m # m'. Dann gilt fiir den in
konstruierten Schdtzer

f i LlogM  ®j;(log M)?
EHf—fH%z§3m:r§1;gMyfm_fy%2+gc< B2 wm( ))7

n2
wobei C' die Konstante aus Korollar[1.48 mit p = 2 ist.

1.55 Bemerkung. Die Konstante 3 kann durch 1 + €, € > 0 beliebig klein,
ersetzt werden. Allerdings miissen wir gleichzeitig die Konstante 8 durch eine
Konstante ersetzen, die von der Gréfienordnung 1/€ ist.
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Beweis. Wir setzen

m* € argmin || fr, — f||72 = argmin || finl|72 — 2P (fm)
7j=1,....M m

=1,...

und f* = f;,». Es gilt nun nach Definition

1F172 = 2Pa(f) < 17172 — 2Pa(f)

und somit durch quadratische Ergénzung

A 1 A A,
I1F = 113 = 113 +2 | F@)f (@) do = 2P()
1
<5 = Sl =142 [ @) @) da = 2Pu(f),
was geschrieben werden kann als

1f = Fl72 =122 +2P(f) =2Pu(f) < 1" = fllE = I 172 +2P(f*) = 2Pa(f7).

Insgesamt folgt also

If = Fll2e < 1FF = Fl22 + 2va(f — £7)

was oft auch als Fundamentale Ungleichung bezeichnet wird. Im Prinzip
kénnte man an dieser Stelle die Maximalungleichung anwenden indem man
zuerst wie folgt abschatzt I/n(f — f*) <maxp=1. M Vn(frn — f*). Letzterer
Ausdruck ist das Maximum eines empirischen Prozesses deren Erwartungswert
mit Hilfe von Korollar abgeschatzt werden kann. Diese Ungleichung
fithrt allerdings zu einem suboptimalen Faktor \/(log M)/n und ist daher zu
grob. Wir verwenden daher das folgende schirfere Argument:

1f = £II7

* 2 £ px . < Vn(fm_f*)
< = Sl 20f = e e P2l

RSN S Valfm = 1)\
<= A+ 17— B 4 (g 202D

2 1 D) 1 o2 Vn(fm_f*) ?
S A T A e

wobei wir die Ungleichungen 2ab < a? + b2, (a + b)? < 2a% + 2b% und die
Dreiecksungleichung verwendet haben. Umordnen der Terme liefert also

If = fllz2 < 3[If f’LQ—i—S(mﬁn* Hﬁn—f*HIﬁ)7
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d.h. im Vergleich zu dem direkten Abschitzen von oben haben wir ein
zusatzliches Quadrat gewonnen. Der Term im Quadrat kann nun geschrieben
werden als

1 n

= hm(X;) — Ehp (X;

rfzrylé%* n ; m( z) m( z)

mit normalisierten Funktionen h,, = (fm — f*)/llfm — f*llz2. Es gilt nun
nach Voraussetzung

_ R Un(@) — @) @) dz _

Var(hm(X1)) < Eh2 (X <
ar(hm(X1)) < E b (X1) =715,

und

T
Womlloe = g = ol = V2

Daher liefert Korollar dass

Llog M N @M(logM)2>
n )

n2

E|f — flI2. <3|If — f*]|2. + 8C (

was zU zeigen war. O

Wir konstruieren nun unseren Schétzer basierend auf der Datenauf-
splittung wie folgt. Seien n1 = [n/2], ne = n—ny, 1 = {1,...,n1},
Iy ={nmi+1,...;n}, # = {1,...,M} mit M > 2 und {di,...,dp} ei-
ne Menge von natiirlichen Zahlen.

1. Konstruiere f[l,lv . -,fh,M basierend auf S; = {Xy,...,X,,}, und
zwar fr, m Projektionsschétzer mit den ersten d,, Basisfunktionen der
trigonometrischen Basis (¢g)r>1-

2. Wahle m € argrninm:l,...,M ||ff1,m”%2 - ,%2 ZiEIQ fh,m(Xi)'
3. Setze f: fh,m.

1.56 Satz. Die Dichte f sei beschrinkt durch L und die d,, aus 1. erfillen
dpy < n. Dann gilt fir den in 1.-3. konstruierten Schdtzer f die folgende
Orakelungleichung

A | ) Llog M + (log M)?
BIf~ I <3, min Bfym - 7, + cLoB ML QBT

mit etner absoluten Konstante C.

Beweis. Es gilt E|f — fl2s = Eqy Ee = fII22 mit E() Erwartung
beziiglich Xy, 1,...,Xp mit Xi,..., X, festgehalten und E) Erwar-
tung beziiglich X, ..., X,,. Fixieren wir X;,..., X,,, so sind die Schétzer
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f Tids-eos f 1,,m deterministische Funktionen und wir kénnen Satz anwen-
den (mit n = ng und f,, = f 1,.m)- Wir behaupten nun, dass die Voraussetzung
aus Satz mit @5, = 2n erfillt sind. Setze hierfiir d = max,,—1,_ar dp.
Ist nun A = ZZ:1 O ¢y, eine Funktion, so gilt wegen der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

< ($) (5

>) < 2|12
k=1

fir alle € [0,1] und somit ||k||Z, < 2d||h||2,. Da alle f1,.m eine solche
Darstellung besitzen und d < n nach Voraussetzung gilt, folgt also || fh m—
% < @nllfrm — from 12, fiir alle m # m’ mit @3y = 2n. Satz @
liefert also (ng > n/2)

f : P Llog M + (log M 2
B If = I <3 _min | frm = fllf2 +C n( )

Wir schlief3en
Elf - fl3: =Eq Egllf — fII3-

Llog M + (log M)?
3By min[|frm — 3 + BN o8 D)

n

Llog M + (log M)?

<3 min By | from— fI3: + 2 (log M)
m=1,. n

. A Llog M + (log M)?

~3 gmMEnfh,m—fH%zw eM + (g M)

O

1.57 Korollar. Setze d,, = [n2ml+1], m=1,....M. Fira e N und L >0
betrachte Fo 1, = {f € W*(L) : f durch L beschrinkte W.-dichte} Dann gilt
fiir den in 1.-3. konstruierten Schdtzer

Vae{l,...,M}: sup Ef”f—fH%QgCn*%

S a,L
mit einer Konstanten C' die nur von L und M abhdngt.

Beweis. Folgt aus (|1.4]) und Satz da der Restterm kleiner ist als Cn~!
und fiir f € F, 1 folgendes gilt

. ~ 2 m=«x _ 2«
min E|f— fI32 < Cn w1,
m=1,....M
O

1.58 Bemerkung. Wir haben also einen Schéatzer konstruiert, der die op-
timalen Konvergenzraten besitzt und dabei ohne a priori-Kenntnis von «
auskommt, man spricht von einem adaptiven Schéatzer.
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2 Sub-Gaullsche Prozesse

Die Theorie der empirischen und der sub-Gauf3schen Prozesse hat sich als fun-
damentales Werkzeug in der (nichtparametrischen) Statistik etabliert. In die-
sem Kapitel werden wir einige fundamentale Resultate tiber (sub-)GaufBsche
Prozesse kennenlernen, wie z.B. das Gaufsche Konzentrationsphénomen und
Dudleys Entropie-Schranke. Diese und weitere Resultate kdnnen auch in
Boucheron, Lugosi und Massart (2013), Massart (2007) und Giné und Nickl
(2016) nachgelesen werden.

2.1 Konzentrationsungleichungen

In Kapitel 1 stand héufig eine nicht-asymptotische Analyse im Vordergrund.
Ist dies der Fall, so sind Konzentrationsungleichungen oft die entscheidenden
Hilfsmittel. In diesem Kapitel wollen wir die Bernstein-Ungleichung aus
Kapitel 1 durch weitere Konzentrationsungleichungen ergéanzen.

2.1 Definition. Eine reellwertige, zentrierte Zufallsvariable X heif3t sub-
gauBsch mit Parameter o2 > 0, falls

2,2
E X SCAT fur alle A € R.

Schreibweise: X € SG(o?).

2.2 Aufgabe. Sei X eine reellwertige, zentrierte Zufallsvariable. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent, wobei sich die Parameter o1,09,03,04 > 0
jeweils nur um eine absolute Konstante unterscheiden:

(i) X € SG(c?);

(i) P(IX| > u) < 2e~%*/(293) fiir alle u > 0;
(iii) (E|XP)YP < o3./p fiir alle p € N;

(iv) EeX*/i < 2.

Lésung. (i) impliziert (ii) mit 03 = o3: Fiir u, A > 0 gilt mit der Markov-
Ungleichung

P(X > u) = P > M) < EeMXeM < Vot MU0T —u2/(aod)
Setzt man X’ := —X € SG(¢?), so erhilt man analog P(X < —u) = P(X' >
u) < e~%*/(20%) Mittels Sub-Additivitéit erhalten wir die Behauptung.

(ii) impliziert (iii) mit o3 = e'/¢oy: Verwenden wir (ii) so gilt

E|X[? :/ PP P(X| > u) du

0
< 2/ puP e/ (200) gy = ab2P2pT (p/2).
0
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Ziehen wir die p-te Wurzel und verwenden wir die Ungleichungen I'(p/2) <
(p/2)P/2, so folgt

(E |X’p)1/p < pl/pgzpl/2 < 61/60'2]?1/2.
(iii) impliziert (iv) mit o3 = 2ec3: Es gilt

0o 2 oo 2p 0o 2\ P
X2 /52 E|X|P pPos eos
B R =14 =S <14y PO <14 3 (7 )
p=1 4

2
p: k=1 P04 k=1 4

wobei wir die Ungleichung p! > (p/e)P verwendet haben. Die rechte Seite ist
gleich 2, falls wir 07 = 2e0? withlen.
(iv) impliziert (i) mit o3 = 503: Es gilt

1 22
X — 1 +E/O (LN XZexp(tAX) dt < 1+ TEX2PY, (21)

wobei wir in der ersten Gleichheit die Taylorsche Formel und die Tatsache,
dass EX = 0 verwendet haben. Weiter gilt mit Hilfe der Formeln ab <
a?/2 +b?/2 und ae® < ¢, dass

22,2 x? 2 2 x2

Aoy X 14 5.2 71 2
X2M = X277 01 < X272 e™i < 202e77 e,

Setzen wir dies in (2.1) ein und verwenden Aussage (iv), so folgt

2,2 x? 22452 53202

Ao
EeM <1+ A2%0%e 2 Ee’t <1+2\20%e 2 <e 2
O

Ist X normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz o2, so gilt X €
SG(0?). Des Weiteren ist jede beschriinkte Zufallsvariable sub-Gaufsch (folgt
aus Aufgabe (iii) oder (iv)). Dass folgende Resultat liefert eine konkrete
Konstante:

2.3 Lemma (Hoeffdings Lemma). Sei X eine zentrierte Zufallsvariable mit
Werten in [a,b]. Dann gilt X € SG((b — a)?/4).

Ist X zum Beispiel eine Rademacher Zufallsvariable, d.h. mit P(X =
—1)=P(X =1) =1/2, so gilt X € SG(1). Man kann zeigen (Ubung), dass
X nicht sub-Gaufisch mit echt kleinerem Parameter als 1 ist.

Beweis. Zunéchst gilt

’X_b+a‘§b—a
2 2

und somit

b+a) < (b—a)2'

Var(X) = Var (X -5 1

(2.2)
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Wir miissen nun zeigen, dass

A2(b — a)?
Y(\) :=logEeM < <8a) VA ER.
Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen:

_EX2M (EXe’\X>2

EX AX
=== ¥'(\) =
EerX EerX

P'(N) = TEX

Dass Differentiation und Integration vertauscht werden diirfen, kann man
zum Beispiel mit dem Satz von der dominierten Konvergenz zeigen (siehe
z.B. [?, Corollary 5.9]). Es gilt nun

W'(\) = B(X2eM e N) - (E(X M e ¥ WN))? = Var(2),

wobei Z eine Zufallsvariable ist, welche die Dichte e*e~¥(N) beziiglich der
Verteilung P von X besitzt. Da Z Werte in [a,b] annimmt, folgt aus (2.2))
dass Var(Z) < (b — a)?/4. Es gilt nun ¥(0) = ¢'(0) = 0 und mit Hilfe der
Taylorschen Formel folgt
)\2 )\2 bh— 2
V() = (0) + W (0) + Su(rx) <
O]

2.4 Lemma. Sind Xi,...,X, unabhdingige Zufallsvariablen mit X; €
SG(02), so gilt X1+ -+ X, € SG(0} +--- + 02).

Beweis. Es gilt
n n n
EeA(X1+---+Xn) ) H AN HEEAXi < H evgg/z _ 6)\2(U%+-"+0‘%)/2'
i=1 i=1 i=1
O
Kombinieren wir Lemma [2.3] Lemma und Aufgabe so erhalten

wir:

2.5 Satz (Hoeffding-Ungleichung). Seien X1, ..., X,, unabhdangige, zentrierte
Zufallsvariablen wobei X; Werte in [a;,b;] annimmt. Dann gilt

P(|X) 4+ Xn| >u) <2 2u”
zu)<L2exp| —~=—— | -
! " ?:1(1%‘_@@')2
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2.6 Beispiel. Seien €y, ...,¢, unabhingige Rademacher Zufallsvariablen.
Dann ist der Rademacher Prozess definiert durch

X(t)=> tie, teR™.
i=1
Es gilt X (¢) — X (s) € SG(||t — s||3) und somit insbesondere

u2
B(X () = X(s)] = u) < exp ( ) .

21t - sll3
Wir haben bis jetzt nur Linearkombinationen von Xi, ..., X, behandelt
und wollen als néchstes allgemeinere Kombinationen F'(X7y,..., X, ) betrach-

ten. Es stellt sich heraus, dass Lipschitz-Bedingungen ausreichen um obige
Resultate zu verallgemeinern. Ein erstes Resultat:

2.7 Satz (McDiarmid-Ungleichung). Seien X1, ..., X,, unabhingige Zufalls-
variablen, wobei X; Werte in einem messbaren Raum (S;,.%;) annimmt und

setl F: 51 x---x 8, = R eine messbare Funktion. Wir nehmen an, dass
c1,...,cp > 0 existieren, so dass
/
|F(IL’1, ey Li—1,Ljy L1y - - - axn) - F(':Clv ey L1, L5y L1y - - - ,.’En)| S Ci

fir alle x4 € Si,...,xy € Sy, @, € S; (d.h. werden alle Koordinaten bis auf
die i-te festgehalten, so fluktuiert F' hochstens um ¢;). Dann gilt

n_ 2
i=1 6

2 2
P(|F(X1,....,.Xn) —EF(Xy,...,Xpn)| >u) <2exp <_“> .

In dem Fall F(zy1,...,2,) = 21 + -+ + x, und S; = [a;, b;] stimmt
die McDiarmid-Ungleichung mit der Hoeffding-Ungleichung iiberein. Die
McDiarmid-Ungleichung liefert allerdings auch eine gleichméfige Version der
Hoeffding-Ungleichung;:

2.8 Aufgabe. Seien X1,..., X, i.i.d. mit Werten in (S,.) und F eine
abzihlbare Menge von Funktionen f : S — [—b,b]. Dann erfillt F definiert
durch

F(Xy,..., X,) = sup [Pa(f) - P(f)]
fer

die Bedingung aus Satz mit ¢; = 2b/n und es gilt

2
P <| sup [Pa(f) = P(f)| — Esup |Pa(f) — P(f)]] 2 u> < 2exp <_nu2>
fer fer 2b

fir alle u > 0.
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Beweis. Wir schreiben X = (X1,...,X,,). Indem wir eine Konstante von F'
abziehen, konnen wir annehmen, dass E F'(X) = 0 gilt. Wegen Aufgabe
reicht es zu zeigen, dass

2 n 2

Eexp(AF(X)) < exp ( S ! ) VA eR. (2.3)

Wir berechnen die linke Seite iterativ indem wir in einem ersten Schritt auf
X1,...,X,_1 bedingen:

Eexp(AF (X))
=E (E(exp(AF(X))|X1,..., Xn-1))
=E (E(exp(AAL(X))| X1, ..., Xn—1) exp(AE(F(X)|X1,...,Xn-1))),
wobei wir
Ap(X)=F(X)-EF(X)|X1,...,Xn1)

gesetzt haben. Fixieren wir X7, ..., X,_1, so nimmt A, (X) Werte in [A,,, B;,]
an, wobei

Ap, = inf AL(Xy,..., Xn-1,2n), B, = sup Ap(X1,..., Xpn_1,2p)

Tn€Sh Tn€Sn

und nach Voraussetzung gilt B, — A,, < ¢,. Verwenden wir aulerdem, dass
E(An(X)|X1,...,Xp-1) = 0 gilt, so folgt aus Lemma [2.3] dass

A2¢2
Eexp(AF(X)) < exp (8”> Eexp(AE(F(X)|X1,. .., Xn_1)).

Es gilt nun
E(F(X)|X1,...,Xpn-1) = Fp1(X1, ..., Xpno1),

wobei F,_1 die gleichen Voraussetzungen wie F' erfiillt mit n ersetzt durch
n — 1 und (2.3)) folgt durch Iteration. O

Starkere Konzentrationsungleichungen benétigen nur eine globale Lip-
schitzbedingung. Wir beschrénken uns hier auf den Fall Gauf3scher Zufallsva-
riablen.

2.9 Satz. Seien X1,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ N(0,1).
und F : R® — R L-Lipschitz mit L > 0 (d.h. |F(z) — F(y)| < L|jz — |2
Va,y € R"). Dann gilt

u2
P(|F(X1,...,Xn) —EF(X1,...,X,)| > u) < 2exp (—W>
mit C = /2.
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2.10 Bemerkung. Obiges Resultat gilt sogar mit C = 1, der Erwartungs-
wert kann durch den Median ersetzt werden. Man spricht auch von dem
Gauflschen Konzentrationsphénomen.

Beweis. Ohne Einschrénkung gelte E F/(X) = 0 und L = 1. Wegen Aufgabe
[2.2] reicht es zu zeigen, dass

Eexp(AF(X)) < exp(A\2C?/2)  VAER. (2.4)

Weiter reicht es aus fir F' stetig (partiell) differenzierbar zu zeigen, da
der allgemeine Fall dann mit Hilfe eines Limesargumentes folgt (verwende: ist
(F},) eine Folge von Funktionen die punktweise gegen F' konvergiert und fiir die
(2.4) gilt, so folgt aus dem Lemma von Fatou, dass auch fur F' gilt. Eine
geeignete Folge (F},) kann zum Beispiel mittels Faltungen konstruiert werden).
Alternativ kann man im Folgenden auch auf die Einschréankung der stetigen
Differenzierbarkeit verzichten und verwenden, dass jede Lipschitz-Funktion
Lebesgue-fast iiberall differenzierbar ist. Es folgt nun, dass [|[VF(z)|2 <
| FllLip < 1 fiir alle z € R™. Sei nun Y eine unabhéngige Kopie von X. Dann
gilt mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung, dass

Eexp(—AF(Y)) > exp(-AEF(Y)) =1
und somit wegen der Unabhéangigkeit von X und Y, dass
Eexp(AF(X)) < Eexp(A(F(X) — F(Y))).
Fiir 0 € [0, /2] setzen wir
Z(0) =Y cosf + X sin 6, Z'(0) = =Y sinf + X cos @

Dann sind Z(0) und Z’(6) unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvek-
toren fiir alle § € [0,7/2] (die Rotationsinvarianz liefert, dass (Z(0), Z'(9))

fir alle 6 € [0, 7/2] die gleiche Verteilung besitzt). Es gilt nun
/2 d w/2
PO - F(Y) = [ 5Pz ds = [(VE(Z(0)).2'(0)) do
0 0

und einsetzen liefert
/2
Eexp(AF(X)) < Eexp <)\ / <vp(z<9)),z/(9)>d9)
0

w/ T
<2 [ B <)\2<VF(Z(9)), Z’(0)>> &, (25)
m™Jo

wobei wir in der letzten Ungleichung noch mal die Jensensche Ungleichung
angewendet haben. Bedingen wir auf Z(6), so ist (VF(Z(0)), Z'(6)) normal-
verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ||[VF(z)||3 < 1, d.h. es gilt

E (exp (Z”(vzr(zw)), Z’(9)>> ‘Z(Q)) < exp(A2r2/8).

Die Behauptung folgt nun indem wir diese Ungleichung in (2.5)) einsetzen. [J
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2.11 Aufgabe. Seien €1,...,¢€, unabhdingige Zufallsvariablen mit ¢; ~
N(0,1), T CR" eine beschrinkte Teilmenge und X (t) = > tie;, t € T.
Setze
o? = sup|¢[3 = sup E X (¢)?
teT teT

und sei Z
entweder sup X (t) oder sup|X(t)|.
teT teT
Dann gilt
u?
mit C = /2.

2.2 Der Begriff der Entropie

2.12 Definition. Sei (7', d) ein (totalbeschriankter) pseudometrischer Raum.
Fir ¢t € T und € > 0 sei B(t,e) = {s € T : d(s,t) < €} die abgeschlossene
Kugel um t mit Radius e. Eine e-Uberdeckung ist eine endliche Menge
{t1,...,tn}aus T mit T' C U;-Vzl B(t;,€). Das kleinstmaogliche solche N heifit
e-Uberdeckungszahl (covering number) und wird mit N(T', d, €) bezeichnet:

=

N(T,d,e) = min{N : es existieren t1,...,ty € T mit T C

B(tj,e)}.

1

J

Der Logarithmus der Uberdeckungszahl wird auch metrische Entropie ge-
nannt. Die e-Packzahl M(T,d, €) ist definiert durch

M(T,d,e) = max{M : es existieren t1,...,tp; € T mit n;in d(ti,tj) > €}.
i#]

Das folgende Resultat zeigt, dass die Uberdeckungszahl und die Packzahl
dquivalent sind.

2.13 Lemma. Es gilt N(T,d,e) < M(T,d,e) < N(T,d,e/2) fir alle e > 0.

Beweis. Fur die erste Ungleichung sei M = M(T,d,€) und t1,...,ty mit
d(ti,t;) > e for all i # j. Ist nun ¢t € T so gilt d(t,t;) < e fiir ein j < M da
wir sonst einen Widerspruch zur Maximalitat von M erhalten. Es gilt also
TC U]]Vil B(t;,€) und somit N(T,d,e) < M(T,d,e). )

Fiir die zweite Ungleichung sei {t1,...,tny} eine ¢/2-Uberdeckung mit
N = N(T,d,€/2). Seien t},...,ty, € T Elemente mit d(t;,t}) > € fiir alle
i' # j'. Dann liegt jedes ¢ in einer Kugel B(tx,¢/2) und zwei verschiedene
Elemente kénnen nicht in der gleichen Kugel liegen, wegen d(t;,t;) > €. Es
folgt M < N(T,d,€/2) und somit die Behauptung indem wir das Maximum
nehmen. O
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Wir listen einige weitere (einfache) Eigenschaften auf, die wir im Folgen-
den implizit verwenden werden. Ist d’ eine weitere Pseudometrik mit d’ > d,
sogilt N(T,d,e) < N(T,d,e) und M(T,d,e) < M(T,d ,¢) fur alle e > 0. Die
Packzahl M (T, d, €) hat oft den Vorteil, dass sie monoton in dem Sinn ist, dass
M(S,d,e) < M(T,d,e) fiir S C T und alle € > 0. Des Weiteren, ist S C T
und existieren t1,...,txy € T mit S C U;-Vzl B(tj,e€), so gilt N(S,d,2¢) < N.
Wird d induziert durch eine Halbnorm || - || auf dem Vektorraum 7', so schrei-
ben wir auch N (T, || - ||,€) = N(T,d,e) und M(T,| -||,e) = M(T,d,¢). Hier
verwenden wir haufig die Formel N(R- S, | - ||, Re) = N(S, | - ||,¢) fix S C T
und alle R, e > 0.

Kugeln im R¢

2.14 Lemma. Sei || - ||o euklidische Norm im R? und B = B(0,1) abge-
schlossene FEinheitskugel. Dann gilt

1/ < N(B,||- 2.€) < (3/e)"  Ve<1.

2.15 Bemerkung. Fir z € R? und R > 0 folgt, dass (R/e)¢ <
N(B(z,R),| - ||l2,€) < (3R/¢)? fiir alle € < R.

Beweis. Der Beweis beruht auf einem Volumenvergleichsargument welches
auch in allgemeineren Situationen angewendet werden kann. Fiir die erste
Ungleichung seien t1,...,ty € B mit B C U;VZI B(t;,€). Dann gilt

vol(B) < ivj vol(B(t;,€)) = Ne? vol(B)
j=1

und somit N > (1/e)?. Fiir die zweite Ungleichung sei M = M (B, || - ||, €)
und t1,...,ty mit d(t;,t;) > e fiir alle i # j. Dann sind B(t;,€/2) disjunkt
und es gilt Ujj‘il B(tj,e/2) € B(0,1+ €/2). Wir erhalten also, dass

M (e/2)%vol(B) < (1+ €/2)%vol(B)

d.h. p . 4
M§(1+6/2> _(2+€> S(S) Ve < 1.
€/2 € €
Die Behauptung folgt nun aus Lemma [2.13] O

2.16 Korollar. Seien (S,.7,u) ein Mafraum, fi,..., fq € L*(u) und F =

{f =81 0k fe : 1 fllr2 < R} Dann gilt N(F, || - lz2(u) €) < (3R/€)? fiir
alle e < R.
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Holder-Kugeln

2.17 Lemma. Sei F = {f : [0,1] = R : || flloos |/ loc < R} mit R > 0.
Dann gilt

R
log N(F, || - |loos €) < C— Ve > 0
€
mit etner absoluten Konstanten C' > 0.

Beweis. Sei ohne Einschriankung R = 1. Betrachte 0 = a9 < a1 < -+ <
ant+1 = 1 mit ap = ke, k = 0,..., N, und setze Iy = [ag,a1] und I =
(ak—1,a], k=2,...,N + 1. Fir f € F definiere

N+1

f= Z e[f(ak)/e]lfka

k=1

d.h. f ist konstant auf den Intervallen I;, und nimmt nur Vielfache von € an. Es
gilt || f — flloo < 2¢ nach Konstruktion und Voraussetzung (| f(az)— f(ax)| < €
und | f(z)—f(ag)| < efiiralle z € I). Wir zihlen nun wie viele verschiedene f
es geben kann. Es gibt hochstens [1/€] 4 1 Moglichkeiten fiir f(a). Auerdem
gilt

|f(ar)—flag—1)| < [f(ar)—f(ar)|+|f(ar) = flar—1)|+]f(ar—1)—f(ar—1)| < 3¢,

d.h. kennen wir f(ax_1), so gibt es hochstens 7 Moglichkeiten fiir f(ax). Es
gibt also hochstens ([1/€] +1)7Y < (1/e + 1)7'/¢ verschiedene f. Es folgt

log N(F, || - lloc,4€) < (1/€)log 7 +1log(1l/e +1) < (1 +1logT7)/e.
O

Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar zeigen (siehe z.B. [12, Theorem
2.7.1])

2.18 Satz. Fir a,R>0 undl = |« sei

O(x) = O
]::{f[Oal]HRIggf”f(k)nooﬁLsufJfl (JT) fl(y)| SR}

TF#Y |z —ylo!
Dann gilt
R 1/a
log N(F, |-l 0) < € (7) Ve > 0

mit einer Konstante C' > 0 die nur von o abhdngt.
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Sobolev-Kugeln

2.19 Aufgabe. Sei F = {f:[0,1] = R: | fllzz, [/ llz2 < R}. Dann gibt es
eine absolute Konstante C' > 0 mit

logN(f,H-HL2,e)§C§log (CR> Ve < R.
€ €

Es gilt sogar (siehe zum Beispiel [3, Korollar 4.3.38])
2.20 Satz. Fira € N sei F = {f :[0,1] = [0,1] : | /)| 2 < R}. Dann gilt

R l/a
logN(F,H-HOO,e)§C< ) Ve >0

€
mit einer Konstante C' > 0 die nur von o abhdngt.

Monotone Funktionen

2.21 Lemma. Sei F = {f : R — [0,1] : f monoton wachsend}. Sei-
en ri,...,T, € R und || - ||noo die Halbnorm definiert durch ||f|lnoo =
maxi—1,..n |f(x;)|. Dann gilt

log N(F, || - llncor€) < (1/€)log(n+1/e) Ve > 0.

Beweis. Setze f(x;) = e|f(xi)/e], i = 1,...,n. Dann gilt 1 f(z:) —
f(@i)|lnoe < €. Wir zéhlen nun wie viele verschiedene f es geben kann.
Sei hierfiir ohne Einschriankung z; < --- < x,. Es gilt

0<[f(z1)/e] <--- < |f(wn)/e] < [1/€]

und somit folgt, dass es
(Ll Je| + n)
[1/€]

verschiedene f gibt. Die Aussage folgt nun aus

[1/e] +n c ;
( el )<(L1/eJ+n)L1/J<(1/e+n)1/.

Es gilt sogar (siehe zum Beispiel [12, Theorem 2.7.5)):

2.22 Satz. Sei F = {f : R — [0,1] : f monoton wachsend}, p € N und Q
etn Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R. Dann gilt

log N(F, || - lr(q),€) < CJe Ve >0

mit einer Konstante C' > 0 die nur von p abhdngt.
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2.3 Dudleys Entropieschranke

2.23 Definition. Sei (T, d) ein pseudometrischer Raum und (X (t),t € T')
ein zentrierter stochastischer Prozess (eine Familie von Zufallsvariablen auf
(Q,F,P) mit EX(¢) = 0Vt € T). Dann heiit (X(¢),t € T') sub-Gaufisch
beziiglich d, falls die Zuwéchse folgende Bedingung erfiillen:

A2d(s,t)?

’)> VAER, Vs,t €T

Eexp (AM(X(t) — X(s))) < exp ( B

d.h. falls X (t) — X(s) € SG(d(s,t)?) fiir alle s,t € T.
2.24 Beispiele.

(1) Sei (X(t),t € T') ein zentrierter Gauflprozess. Dann ist (X(¢),t € T)
sub-GauBsch beziiglich d(s,t) = (E(X(t) — X (s))?)Y/2.

(2) Seieney,...,€, unabhinging mit ¢; € SG(1), 7' C R", X (¢t) = >, tie;,
t € T. Dann ist (X (¢),t € T') sub-Gauflsch beziiglich des Euklidischen
Abstandes, d.h. es gilt X (t) — X(s) € SG(||t — s||3) fiir alle s,t € T

Ziel dieses Kapitels ist es obere Schranken fiir sup,cp | X (¢)| herzuleiten
(fiir (X(¢),t € T') sub-GauBsch). Wir werden uns dabei auf den Erwartungs-

wert

Esup | X (t)] (2.6)
te’l

konzentrieren. Allgemeinere Aussagen kann man erhalten indem man obere
Schranken fiir den Erwartungswert mit den Konzentrationsresultaten aus
Kapitel kombiniert.

Wir betrachten zunéachst den Fall, dass T" endlich ist. Ein erster Versuch
abzuschétzen besteht darin wie im Beweis der Maximalungleichung in
Korollar [T.48] vorzugehen: fiir ¢ty € T beliebig gilt unter Verwendung von

Aufgabe
P(max [ X () — X(to)| > u)

teT

> 3 - v
<y P(X(t) — X(to)] > u) 2exp ( > < 2|T|exp (—)

= = 2d(to, t)? 2R?

mit R = maxcr d(to, t). Die Dreiecksungleichung und Lemma(1.49] (b) liefern
nun

Emanx [ X (1)] < E |X (to)| + Emax| X () - X (to)

<E|X(ty)| + CR\/log2|T|

mit absoluter Konstante C' > 0. Die Ungleichung gilt mit C' = /2, was aus
folgender Aufgabe folgt:
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2.25 Aufgabe. Seien Xi,..., Xy Zufallsvariablen mit X; € SG(JJQ-). Dann
gilt

< ; | < -
IEI]%%(X]_\/ﬂogNI]nSa&ca], Eg;lga]%(\X]|_\/210g2N?1§%co]

Die zweite Ungleichung in liefert gute Resultate falls die Zufalls-
variablen X; anndhernd unkorreliert sind (der Faktor y/log 2N kann nicht
verbessert werden falls X; unabhéngig und standardnormalverteilt sind).
Allerdings wird die Ungleichung sehr schlecht falls viele Zufallsvariablen fast
gleich sind.

Wir wollen nun eine obere Schranke herleiten die frei ist von der Kardi-
nalitdt von T'. Wir verwenden hierfiir eine Methode die Chaining genannt
wird. Sei zunéchst 77 C T eine Teilmenge und 7 : T' — T} eine Abbildung
(m1(t) ist eine erste Approximation von t). Dann gilt

X(t) — X(to) = X(t) — X(m1(t)) + X (m1(t)) — X (o).

Die Idee ist nun 77, 71 so zu wéhlen, dass die Familie (X (71 (¢))—X (to),t € T')
nicht zu grof} ist (Zufallsvariablen, die nah beieinander sind werden gleich
gesetzt) und gleichzeitig die Zufallsvariablen X (¢) — X (m(¢)) kleiner sind
als die urspriinglichen Zufallsvariablen X (¢) — X (t9) (z.B. mit kleinerem
sub-Gauflschen Parameter). Unsere allgemeine Strategie besteht nun darin
diesen Prozess zu iterieren. Fiir j = 0,...,J seien T; C T' Teilmengen und
my : T — T; Abbildungen mit Ty = {to} und Ty = T, 7y = id. Dann gilt

X (1) = X(to) =}

J
J:

X(mj(t) = X(mj-1(1))
1

und somit

J
B mpaix [ X (1) — X (t0)] < D" Emax | X (mj(1) — X(mj-1(2))].

2.26 Satz (Dudleys Entropieschranke). Sei (T, d) ein endlicher pseudometri-
scher Raum und (X (t),t € T') ein zentrierter stochastischer Prozess welcher
sub-Gaufsch beziiglich d ist. Dann gilt fir alle tg € T

R/2
Emax | X ()] < E|X(to)] +12/ Jog 2N (T, d, €) de
0

mit R = maxer d(to,t). Die Ungleichung gilt auch mit N(T,d,€) ersetzt
durch M(T,d,e€).

Beweis. Wir verwenden Chaining und benutzen bei der Konstruktion von 75
und 7;, dass obige Heuristik bzw. Approximation mit Hilfe von d umgesetzt
werden kann. Sei Ty = {to}, T} d;-Uberdeckung mit |7}| = N(T,d,d;) und
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; = R277 und sei 7; : T — T; Abbildung mit d(t,m;(t)) <4, fiir alle t € T,
j=0,...,J. Hier wiahlen wir J so grof}, dass Ty = T gilt. Betrachte nun

Emax[X (m;(t)) — X (mj-1())]-

Dann ist X (7;(t)) — X (mj—1(t)) sub-GauBsch mit Parameter
d(mj (1), mj-1(8))* < (d(m;(t), 8) + d(t, mj-1(1)))* < (85 + 6j-1)* < 955
und es gibt hochstens
{(mj(t), mj—1(t)) : t € TY| < |Ty| - |Tja| < N(T'd, 65)°

verschiedene Zufallsvariablen im obigen Maximum. Aufgabe liefert

E e | X (m;(t)) — X (mj1(8))] < 33;/210g 2N (T, d. 6;)?

< 65;/log 2N (T d, ).

Wir schlieflen

M~

Emax | X(t) - X(ty)] <

ter Emax | X (m;(t)) — X(m;-1(¢))]

teT

.
Il
—

6R27/log 2N (T, d, R2-7)

IA
M~

<
Il
—

12R(277 —27971) /log 2N (T, d, R2-9)

Il
M~

7=1
R/2

< 12/ \/010g 2N (T, d, €) de.
0

Die Behauptung folgt nun indem wir diese Ungleichung in E maxcp | X (¢)] <
E | X (to)| + Emaxser | X (t) — X (to)| einsetzen. O

2.27 Bemerkung. Sind wir an oberen Schranken fiir E maxycr X (t) inter-
essiert, so konnen wir die Ungleichung E max;er X () < Emaxer | X (¢)| mit
Dudleyentropieschranke kombinieren. Wir konnen allerdings auch obigen
Beweis modifizieren indem wir die Betréige weglassen und den ersten Teil von
Aufgabe anwenden. Wir erhalten dann folgende leichte Verbesserung:

R/2
= - < )
Emax X (1) = Emax(X (1) - X (to)) < 12 /0 Jlog N(T, d, ) de

2.28 Korollar. Sei (T,d) ein totalbeschrankter pseudometrischer Raum und
(X(t),t € T) ein zentrierter stochastischer Prozess welcher sub-Gaufsch
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beztiglich d ist. Wir nehmen an, dass es eine dichte, abzdhlbare Teilmenge
To C T gibt mit supyer | X (t)| = supser, | X (t)|. Dann gilt fiir alle to € T

R/2
Esup | X(1)| < E|X(to)| +12/ Jlog 2M (T, d, ) de
0

teT
mit R = maxyer d(to,t).

Beweis. Aus Satz [2.26] erhalten wir fiir alle endlichen Teilmengen S C T mit

to €S
R/2
Emax | X (2)] < E[X(to)| + 12/ \/1og 2M (T, d, €) de
€ 0

wobei wir auch die Monotonie M (S, d, e) < M(T,d, €) verwendet haben. Die
Behauptung folgt nun durch Anwendung des Satzes von der monotonen
Konvergenz (S 7 Tp) und der Definition von Tp. O

2.4 Glivenko-Cantelli-Satze

In diesem Kapitel betrachten wir eine Anwendung von Dudleys Entropie-
schranke auf empirische Prozesse. Seien hierfir X, ..., X, i.i.d. Zufallsva-
riablen mit Werten in (5,.7) und Verteilung P, P, = (1/n) > 1, dx, die
empirische Verteilung und F eine (abzahlbare) Menge von P-integrierbaren
Funktionen f : S — R. Fir f € F schreiben wir P(f) = [ fdP und
Po(f) = [ fdP, = (1/n) 327 f(X;). Gilt nun sup e 7 [Po(f) — P(f)] — 0
stochastisch oder fast sicher (d.h. gilt eine gleichméfige Version des Gesetzes
der groBen Zahlen), so heifit F P-Glivenko-Cantelli-Klasse.

2.29 Lemma (Symmetrisierungstrick). Seien Xi,..., X, und F wie oben
beschrieben und €1, ..., €, unabhdngige Rademacher Zufallsvariablen unab-
hdngig von Xq,...,X,. Dann gilt

Esup |P,(f) — P(f |<2[Esup’— ezf
feF

Beweis. Sei (X],...,X,) eine unabhingige Kopie von (X1,...,X;) (d.h.
X1,..., X, X{,..., X] iid., man spricht von einer Phantom-Stichprobe
(ghost sample)). Dann sind die Zufallsvariablen f(X;) — f(X/) unabhéngig,
symmetrisch und haben daher die gleiche Verteilung wie €;(f(X;) — f(X])).

2
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Es folgt

1 ,

E;lelgan(f) — P(f)] =Esup ng —E f(X])

< Esup %Zf(xo — F(x)
=1

feFr
1 & /

=Esup| > /(X)) - f(Xm)

< Esup Tllznjﬁf

feFr

= 2Esup lz:Eif(Xz’) ;

fer'n 4

fzf( )

wobei die erste Ungleichung mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung folgt (alter-
nativ kann man auch verwenden, dass fir a € R und Zy = (1/n) i1, f(X])
folgendes gilt: sup; |[a — E Zy| < sup,E|a — Z¢| < Esupy la — Z|). O

Wollen wir Dudleys Entropieschranke anwenden, so schreiben wir

E sup lz:ezf( Xi) ZEXEESUP‘lzﬁif(Xi)

fEJT feF n i=1

)

wobei E. der Erwartungswert beziiglich €1, . . ., €, mit X1, ..., X,, festgehalten
und Ex Erwartungswert beziiglich X1, ..., X, ist. Es gilt nun:

2.30 Satz. Seien €1,...,€, unabhdngige, zentrierte Zufallsvariablen mit
Werten in [—1,1] und F eine Menge von Funktionen f :S — R. Auferdem
seien 1,...,x, € S und || - ||n2 die Halbnorm definiert durch Hf”72172 =

(1/n) >0y f2(x:). Es gelte R = sup ez || flln2 < 0o und f =0 € F. Dann
gilt fir alle 6 > 0

Esup | §n: Fla)| <46+ 22 / /2\/10 2N (F, | - lIn2,u) d
u € f(x; 1l lin,2, W) AU
p 2 N, g 2

feF'n —

2.31 Bemerkung (1) Der Fall 9 =0 und N ersetzt durch M folgt aus

Korollar [2.28) da (1/v/n) 312y €(f (i) — g(x:)) € SG(||f — gll7 ) fiir
alle f,g € ]—".

(2) Die Skalierung der Euklidischen Norm fithrt zu || f||n2 < || f]|oc. Daher
konnen wir log N(F, || - [|n,2, ) <log N(F, | - ||, u) einsetzen und fiir
den letzten Term die Entropieschranken aus Kapitel verwenden.

Beweis. Wir fixieren ein § > 0. Der Beweis ist analog zum Beweis von
Dudleys Entropieschranke, wir wenden jedoch eine triviale Schranke auf
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den letzten Term im Chaining an. Wahle Fy = {0}, mo : F — Fo, Fj 0-
Uberdeckung mit |Fj| = N(F,| - |ln2,6), 6; = R277 und mj : F — F;
Abbildung mit d(f,7;(f)) < 0; fiir alle f € F, j =1,...,J, wobei J spiter
gewéhlt wird. Wir schreibe (e, f), = (1/n) > i € f(z;). Dann gilt

J

Esup (e, f)al < Esup|{e, f —ms(f))nl + D Esup (e, ;(f) = mj-1(f))n]
feF feF O feF

6 J
<05+ = Y 0N (E - s )
j=1

wobei die Ungleichung sup sc £ |(€, f —7s(f))n| < d; aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt und wir die restlichen Terme wie im Beweis von Satz [2.26]
abgeschitzt haben. Sei nun J so gewihlt, dass R27/72 < § < R27/~!. Dann
erhalten wir

12 . . :
Esup | (e, f)n| < 67+ NG SRR - 2—3—1)\/2N(]-', | ln,2, R279)
j=1

feF
12 R/2
<46+ — log 2N “Nn2,uw)d
<45+ = [ og2N(F ]z, w) du
Die Behauptung folgt nun da § beliebig war. O

2.32 Satz. Sei F eine (abzdihlbare) Menge von Funktionen f :S — R mit
(a) |f(z)] <b fir alle x € S und alle f € F,

(b) %logM(]—"? | - HL2(pn),5) 5o fiir alle § > 0.

Dann ist F P-Glivenko-Cantelli, d.h. es gilt sup ez |Pa(f) — P(f)] — 0 in
L' und stochatisch.

Die Bedingungen kénnen noch weiter abgeschwacht werden. Ein analoger
Satz gilt in dem Fall, dass P(F) < oo mit F(z) = supsep |f(7)], z € S
(siche zum Beispiel [10, Theorem 3.7]). Des Weiteren kann man mit Hilfe von
Martingalargumenten zeigen, dass unter dieser Bedingung sup 7 [Pn(f) —
P(f)| immer fast sicher gegen eine Konstante konvergiert (siche zum Beispiel
[3, Proposition 3.7.8]). Daher impliziert die stochastische Konvergenz in Satz
auch die fast sichere Konvergenz gegen 0.

Beweis. M(F, | - |z2(p,),6) ist in der Tat eine Zufallsvariable, da

M(F, |- lz2p,),6) =m < sup  minPo(fi — f;)° > €.
f17---7fm€]: l7é]

Mit Hilfe von Lemma, gilt

1 n
Esup |P,(f) — P(f)] < ExE.sup ‘— Zeif(Xi)
feF feF'ni4
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Aus Satz folgt auBerdem, dass

1 & 12
E.sup |— ) 6f(X;)| <40+ —
Efefn;Z( 0 vn

Unter Verwendung von Voraussetzung (b) folgt, dass

b
5 V108 2M(F, |- 02,0)

n

E, sup 1 Z e f(Xi)

ferini4

<4580,

AuBerdem ist die linke Seite beschrinkt durch b. Der Satz von der dominierten
Konvergenz liefert also (die Tatsche, dass stochastische Konvergenz ausreicht
folgt aus einem Teilteilfolgenargument, siehe zum Beispiel [5, Lemma 3.11])

n

1
ExE.sup|— > ¢ f(X;
€f€]-' n; i ( z)

— 0.

O]

2.33 Beispiel. Sei S = R und F = {l(_oq : ¢ € Q}. Dann gilt
Pr(L(—00,q) — P(1(—s0,q) = Fu(q) — F(q) mit den entsprechenden Verteilungs-
funktionen. Wir iiberpriifen die Bedingungen aus Satz Die Bedingung
(a) ist klar, (b) folgt aus

IOgM(‘Fﬂ H ’ ”L2(Pn)76) < 10gN(]:, H ’ HL"O(Pn)a(S/Z) < logn.

Wir erhalten also, dass sup,ep [Fn(z) — F()| = supyeq [ Fn(q) — F(g)| — 0
in ! und stochastisch. Analog kann man zeigen, dass alle Funtionenklassen
aus Kapitel 2.2] Glivenko-Cantelli sind.

3 Nichtparametrische Regression

3.1 Modell

Regressionsmodelle sind die am héufigsten in Anwendungen vorkommen-
den statistischen Modellierungen. Man unterscheidet zwischen Modellen mit
deterministischem und mit zufilligem Design. Wir betrachten Standardfor-
mulierungen fiur diese Modelle, es existieren vielfaltige Verallgemeinerungen
und Modifikationen.

Deterministisches Design

Wir beobachten (z1,Y1),..., (zn, Y,) mit

Y = fo(zi) +e, i=1,...,n,
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wobei z1,...,x, € S deterministisch (in der Regel S C R%), fo : S = R
eine unbekannte Funktion und €y, ..., €, unabhingige Zufallsvariablen mit
Ee;, = 0. Ziel ist es fp zu schéitzen.

Das prototypische Regressionsmodell mit deterministischem Design ist
gegeben durch dquidistante Beobachtungen auf dem Einheitsintervall und
normalverteilte Fehler, d.h. x; = i/n und &; ~ N(0,0?).

Zufalliges Design

Sei (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen wobei X Werte in einem messbaren
Raum (S,.#) annimmt und Y reell ist mit EY? < co. Wir nehmen an, dass
wir n unabhéngige Kopien (X1,Y1),...,(X,,Y,) von (X,Y) beobachten
(d.h. (X,Y), (X1, Y1),...,(X,,Y,) iid.) und unser Ziel ist es die bedingte
Erwartung

fo(x) =E(Y|X =)
zu schétzen. Dabei interpretieren wir fy als beste Vorhersage von Y basierend
auf X. Zur Erinnerung: Ist PX die Verteilung von X ist, so gilt

E(Y ~fo(X))*= min E(Y - f(X))"

Schreiben wir €; = Y; — fo(X;), so kann das Modell geschrieben werden als
Y;:fQ(Xi)+€i, izl,...,n

mit (X1,Y1),...,(Xpn,Yy) iid. und E(g|X;) = 0 und 0? = Var(e;) < oc.
Dies fiithrt zu einer zweiten Interpretation des Regressionsmodells mit zu-
falligen Design welches die Ahnlichkeit zu dem Fall des deterministischen
Designs herstellt.

In beiden Fillen (deterministisch oder zuféllig) heift Y Antwortvariable
(response variable), X Kovariable oder auch erklarende Variable (covariate,
explanatory variable, feature), fo Regressionsfunktion und €y, ..., €, Fehler-
variablen.

Verlustfunktionen

Im Prinzip kénnen wir die gleichen Verlustfunktionen wie im Fall der Dichte-
schatzung betrachten. Im Fall der Regressionsschatzung gibt es jedoch zwei
weitere, sehr natiirliche Verlustfunktionen. Im Fall des deterministischen
Designs betrachten wir daher vor allem
7 21~ 2
1 = Folln = > (falzi) = folzi)?,

i=1

im Fall des zufélligen Designs (Vorhersagefehler)

o= Jolaow, = [ (Fala) = fo(@)?PX (d).
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3.2 Schatzmethoden

In diesem Kapitel geben wir einen (kurzen) Uberblick iiber verschiedene
Methoden einen Schéitzer der Regressionsfunktion zu konstruieren. Wir
werden sehen, dass sich einige Ideen zur Dichteschétzung auf die Schétzung
der Regressionsfunktion iibertragen lassen. Wir betrachten zuerst den Fall des
zufélligen Designs. Wir nehmen an, dass X eine Zufallsvariable mit Werten
in R ist und dass (X,Y) eine Dichte % beziiglich des Lebesgue-MaBes
besitzt. Dann ist die Regressionsfunktion gegeben durch

XY (g,
folo) = BVIX =) = [T ay

Betrachte nun fiir einen symmetrischen Kern K die Schétzer

und

FXY(a, ZKhx— DKy (y—Y;)
mit Bandweiten h, h’ > 0. Dann ergibt Einsetzen (plug-in-Ansatz)

XY 1 YK
fi¥ (@) n Kh(-’L‘ -

mit Gewichten w;(z) = Kp(z — X;) /(X Kp(z — X;)), sofern fX(z) > 0.
Dabei gilt die zweite Gleichheit wegen der Symmetrie von K:

A 1 1
[ @y dy = =Y Knla=X0) [ yku(y=Y) dy = 3" Kn(a=X)Yi
i=1 =1

Die Intuition hinter diesem Schétzer ist, dass er lokal diejenigen Y; mittelt,
deren Kovariablen X; nahe bei z liegen. Welche X; dafiir in Frage kommen
héngt von den Gewichten und damit vom Kern ab. Dies ergibt auch im
Fall eines deterministischen Designs einen sinnvollen und sehr gebrauchli-
chen Kernschétzer, ndmlich den Nadaraya-Watson-Schatzer. Dieser ist
wie oben definiert durch f,(z) = n~' 33", Yiwi(z), aber fiir einen allge-
meinen Kern K. Er ist wohldefiniert fiir alle z mit > ;- K (z — X;) # 0.
FEine elementare Rechnung zeigt, dass der Schétzer im Fall nicht-negativer
Kernfunktionen die folgende gewichtete Summe von Quadraten minimiert:

N

fn(z )Eargmmz (Y; — o)’ Kp(z — X;).
Bo€R ;1

Also ist der Nadaraya-Watson-Schétzer eine lokale Approximation durch eine
Konstante, die durch ein lokales Kleinste-Quadrate-Kriterium definiert wird.
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Fine Verallgemeinerung dieser Konstruktion ergibt sich durch Ersetzen der
lokalen Konstante durch ein lokales Polynom. Dies erlaubt einen besseren Fit
bei glatten Regressionsfunktionen fy. Betrachte hierfiir das lokale Kleinste-
Quadrate-Kriterium

R n 3. 2
B(x) € argminz (YZ — Z B—i(Xz - :c)]) Kp(x — X3).
BeER™T! =1 =0 7"

Sind Bo(x),...,Bm(z) die Komponenten von f(z), so ist der lokal-
polynomiale Schétzer vom Grad m definiert durch

Jal@) = fo().

Die anderen Komponenten liefern Schétzer fiir die entprechenden Ableitungen
(Bj (z) ist Schitzer von £ (z)). Im Fall m = 0 ist dies der Nadaraya-Watson-
Schétzer, im Fall m = 1 spricht man von einem lokal-linearen Schétzer.

Die bisherigen Schéitzmethoden sind lokal. Der Nadaraya-Watson-Schéatzer
ist eine lokale Mittelung, der lokal-polynomiale Schétzer eine lokale Model-
lierung. Wir wollen nun einige globale Methoden vorstellen. Da die Regres-
sionsfunktion fo(z) = E(Y|X = z) den Ausdruck E(Y — f(X))? iiber alle
messbaren Funktionen f mit f(X) € L? minimiert, ist die Idee nun das
Risiko E(Y — f(X))? durch das empirische Risiko n™' 31 | (V; — f(X;))?
zu ersetzen und dieses dann iiber eine geeignete Menge von Funktionen zu
minimieren. Dabei diirfen wir nicht {iber alle Funktionen minimieren, da
die beste Losung f*(X;) :=Y; nur die Beobachtungen interpoliert, ohne die
Struktur von fy aufzudecken.

Sei nun F eine Menge von Funktionen. Dann ist der Kleinste-Quadrate-
Schiatzer definiert durch

n

fo € argmin - (¥ - F(X0)2, (3.1)

fer N4

d.h.
fo € F und ;zn:(yz — fn(X3))? = min L > (Y= f(Xa)%
i=1 i

In den meisten Fallen existiert tatsédchlich ein Minumum. Im Allgemeinen
ist es jedoch nicht eindeutig. Ist die Existenz eines Minimums nicht gewéhr-
leistet, so kann man auch eine approximative Losung suchen (dies kann aus
numerischer Sicht sogar sinnvoll sein, wenn ein Minimum existiert). Man
sucht dann beispielsweise fiir ein p > 0 (z.B. p = n~2) eine Funktion f,, € F
mit " .

LS X0 < gl (Y- (X))
=1 3



Wir unterscheiden zwischen zwei Klassen von Kleinste-Quadrate-Schéitzern.
Im ersten Fall ist F = span(¢i, ..., ¢q, ) ein linearer Raum, der in der Regel
mit der Anzahl der Beobachtungen wéchst (method of sieves). Das kann
zum Beispiel der Raum aller trigonometrischen Polynome vom Grad kleiner
gleich d, sein, oder der Raum aller stiickweisen Polynome aus Kapitel 1.
Letztere Wahl fithrt zu einem dem lokal-polynomialen Schétzer dhnlichen
Schéatzer. Ist F ein linearer Raum, so besitzt das Minimierungsproblem
immer eine Losung. Diese kann folgendermaflen berechnet werden. Sei
Y =(Y,...,Y), X= (0r(Xi))1<i<n,1<k<d,- Dann kann geschrieben
werden als fn = Zle ékqﬁk mit

6 c argming _pa, [|[Y — X0)3.

Elementare Rechnungen liefern, dass 0 genau dann eine Losung ist, wenn
XTx0 = X1y gilt. Dass diese Gleichung eine Losung besitzt kann zum
Beispiel mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung gesehen werden. Diese besagt,
dass X geschrieben werden kann als X = }7%_; ajujva mit r = rank(X),
o1 > +-- > o, > 0 und Orthonormalsystemen uq,...,u, und vy,...,v,
in R” und R%. Eine Lésung ist nun gegeben durch = (XTX)*XTY
mit (XTX)T = > =1 O';ZUJ'U;-F. Man kann zeigen, dass dies die Losung mit
minimaler Euklidischer Norm ist. AusA der I}eﬁnition ist eipfach zu
sehen, dass im Fall linearer Réume fir £, = (f.(X1),..., fu(Xn)), £, = IIY
gilt, wobei IT die Orthogonalprojektion von R™ auf den von den Spalten von
X aufgespannten linearen Raum ist. Daher sprechen wir in diesem Fall auch
vom Projektionsschatzer.

Im zweiten Fall betrachtet man einen nichtlinearen Raum F welcher
in der Regel nicht von n abhéngt und fiir den angenommen wird, dass
er fo enthilt. Beispiele sind {f : R — R : f monoton wachsend} oder
{f:[0,1] - R: fol(f(”"b)(x))2 dr < L?} mit m € N. Den entsprechenden
Schétzer in werden wir in den néchsten beiden Kapiteln mit Hilfe der
Entropiemethoden aus Kapitel 2 analysieren.

Wenn wir einen zusétzlichen Strafterm (penalty) einfithren anstatt ei-
ne eingeschrinkte Parametermenge zu betrachten, dann erhalten wir den
penalisierten Kleinste-Quadrate-Schatzer

n
fu € argmin, % S (Y — F(X0)2 + APen(f),
i=1
wobei das Minimum {iber alle messbaren Funktionen genommen wird fiir die
Pen(f) > 0 definiert ist. Eine oft benutzte Wahl (im Fall, dass z; € [0, 1]) ist
gegeben durch die roughness penalty

Pon(f) = [ (1) (@))? .

Der Parameter A\ heifit dabei Glattungsparameter. Wenn A = 0 ist, dann erhal-
ten wir eine Funktion die die Daten interpoliert. Wenn A = oo, dann darf die
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Losung keine m-te Ableitung haben und wir erhalten einen Kleinste-Quadrate-
Schétzer mit dem Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich m — 1. Fiir
allgemeines A ist der resultierende Schétzer eng verwandt mit dem Kleinste-
Quadrate-Schétzer in mit F = {f:[0,1] - R: fol(f(m)(x))2 dx < L}.
Beide Schétzer stimmen sogar iiberein sofern A = ¢(L) geeignet gewéhlt wird.
Sind alle Kovariablen verschieden und gilt n > m, so kann man zeigen, dass
es in beiden Fallen ein eindeutiges Minimum fn gibt welches folgende Eigen-
schaften besitzt: f, € C?*m=2(]0, 1)), f, ist ein Polynom vom Grad kleiner
gleich 2m — 1 auf jedem der Intervalle (X;, X;y1) und f ist Polynom vom
Grad m — 1 auf (0, X;] und (X, 1]. Der Schéitzer f, wird auch smoothing
spline genannt (vgl. Ubung fiir den Fall m = 2).

Zuletzt sei noch darauf hingewiesen, dass sich alle Schitzmethoden leicht
auf den Fall S C R? erweitern lassen.

3.3 Konsistenz des Kleinste-Quadrate-Schéitzers

In diesem Kapitel zeigen wir mit Hilfe der Entropiemethoden aus Kapitel 2]
dass der Kleinste-Quadrate-Schétzer (KQS) konsistent ist. Wir nehmen an,
dass die Regressionsfunktion fy in einer gegebenen (nichtlinearen) Funktio-
nenklasse F enthalten ist und betrachten den KQS

n

fo € argmin - 3°(Y; - £(X,)?

fer M4

(X; ersetzt durch z; im Fall des deterministischen Designs). Wir nehmen im
Folgenden stets an, dass ein Minimum existiert, eine (einfache) Modifikation
der Resultate ist moglich falls f,, eine anndhernde Losung ist.

1. Fall: Deterministisches Design

Wir schreiben Y = (Y1,...,Y,)T, ¢ = (e1,...,6,). Sind u,v € R™ so
schreiben wir (u,v), = (1/n) ¥, ww; und |jul|2 = (1/n) 5, u? fiir das
durch n normalisierte Euklidische Skalarprodukt und die zugehorige Norm.
Fiir eine Funktion f : .S — R schreiben wir aulerdem

1 n
117 = 5 o 7w

n

¥ = FI2 = - (%~ f))?
=1

(6 f)n=>_ €if (i),

i=1
d.h. betrachten wir f unter || - |, oder (-,-),, so identifizieren wir f mit
dem Vektor (f(x1),..., f(zn)). Wir wollen den Fehler || f,, — fo|? analysieren.
Ausgangspunkt ist:
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3.1 Lemma (Fundamentale Ungleichung). FEs gilt

I.fn = foll2 < 2(€, fn — fo)n-

Beweis. Nach Definition minimiert f,, den Ausdruck ||Y — f||2 iiber f € F.
Da fp € F erhalten wir also

1Y = fulla < 1Y = fola
Es folgt
1Y = follz +2(e, fo = Fadn + 1fu = follz < IV = foll2-
O

Wollen wir fiir den Fehler || f, — fo||2 die Asymptotik n — oo analysieren,
so betrachten wir ein Dreieckschema Y; ,, = fo(zin)+€in, i =1,...,n,n>1
(betrachte zum Beispiel den prototypischen Fall z; = i/n). Die Abhéngigkeit
von n wir jedoch meist unterdriickt.

3.2 Satz. Die Fehlerterme €; = €;,, nehmen Werte in [—b,b] an. Es gelte
1
- log N(Fn(20), [} - [|n,6) =0 V6 >0

mit Fn(2b) ={f € F: ||f — folln < 2b}. Dann gilt
Ellfo— foll2 =0  fir n— oo
Beweis. Mit Hilfe von Lemma [3.1] und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

1fn = Foll? < 206, f = fodn < 2llellnllfn = folln < 261 f = folln
Daher gilt immer ||f, — folln < 2b und somit f, € F,(2b). Wenden wir

Lemma [3.I] erneut an, so erhalten wir

||fn - fOHi < 2<€7fn - f0>7’b <2 sup <67f_ f0>n

fEF(2b)

Wir fixieren ein § > 0. Dann folgt aus Satz dass

(L2)E|fu—foll2<E sup (e f— fo)n
fEFn(20)

<E sup (e, f— fonl
FEFn(2b)

12 (b
§865+—/ log 2N (Fn(20), || - ||n,u) du
T )y V182N (Fa(20), [ a0

1202

Nach Voraussetzung gilt somit lim sup,, , . E||fn — fol|2 < 16b25. Da & > 0
beliebig ist, folgt die Behauptung. O
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3.3 Aufgabe. Im Regressionsmodell mit deterministischen Design und
gleichmdfig beschrankten Fehlervariablen verwende Satz[3.9 um zu zeigen,
dass der Kleinste-Quadrate-Schitzer L' -konsistent ist in den folgenden Fillen

(a) foe F mit F={f:[0,1] = R: | f'||z2 <1},
(b) fo€F mit | folloc <K und F={f:R—R: f monoton wachsend}.
Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar zeigen:
3.4 Aufgabe. Die Fehlerterme erfiillen
lim limsup — ZE (21(|e;| > b)) =0

b—oco n—oo
i=1

und es gelte (1/n)log N(Fn(b),| - ||n,d) — O fir alle 6 > 0 und alle b > 0,
wobei Fn(b) = {f € F:||f — folln < b}. Dann gilt || f, — fol? 5o.

2. Fall: Zufilliges Design

Wir n nun den Fall des zufélligen Designs und analysieren den Vorhersage-
fehler

1o = foll3aqsy = [ (Fala) = fol@))*P¥ (do).
wobei PX die Verteilung von X. Ausgangspunkt ist:

3.5 Lemma. Unter den Voraussetzung zu Beginn von Kapitel [3.3 gilt im
Fall des zufilligen Designs

1 fn - fo||L2PX)<zsup\f > (V- f(X0)? — B(Y — f(X))?]

=1
Beweis. Ist f € F, so gilt

E(Y - f(X))?
=E(Y — fo(X))? +2E(Y — fo(X))(fo(X) = f(X)) +E(fo(X) — f(X))?
=E(Y ~ fo(X))* + E(fo(X) — f(X))?

und somit
1f = foll2(pxy = E(F(X) = fo(X))? = E(Y = f(X))? = E(Y — fo(X))*.

Setzen wir f = fn, so erhalten wir

1o = SolBagony = [ (0= Fa@)PdP* (@) = [ (y = fo(@)2dP¥Y (ay)
< [ Ful@)2aPXY (o) — = 3% - FulX0)?
i=1

F2 YW= o0 = [ = o) PP (2,
i=1
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wobei wir in der Ungleichung die Definition des KQS eingesetzt und die
Tatsache fy € F verwendet haben. Wir schlieflen

1 fo = FolFa(px) <2sup\— S £ = [ @)PdPYY (o)
1=1

und die Behauptung folgt. O

3.6 Satz. Betrachte das Regressionsmodell mit zufdlligem Design. Es gelten
die Voraussetzung zu Beginn von Kapitel. Weiter gelte |Y'| < b fast sicher
und supser || fllo < 0. Auferdem sei F abzihlbar. Es gelte

1
~log M(F. || - | 2(px),0) 50  wi>o.

Dann gilt
E”fn_fOHQLZ(pX) —0 f'li?” n — oQ.

Beweis. (Aus |Y| < b folgt |fo(X)| < b f.s. Daher ist die Bedingung
supser || flloo < b kein Widerspruch zu fo € F.) Lemma besagt, dass

. 1
w— foll3 <2 —N"n(Z;) - Eh(Z;
1Fn = foll32px) < ?Eg‘niz (Zi) —Eh(Z;)

mit Z; = (X;, ;) und H = {h : Sx[—b,b] = R: h(z,y) = (y—f(x))?, f € F}.
Die Behauptung folgt also falls die Voraussetzungen aus Satz [2.32] fiir H
gelten. Dabei ist (i) klar. Um (ii) zu zeigen, seien hy,...,hy € H mit
M = M(H,|lr2(pz), ) und ||hj —hg|l2(pzy > 6 fiir alle j # k. Sind nun hy,
hs zwei Funktionen aus H mit h1(z,y) = (y— f1(x))?, ha(z,y) = (y— f2(x))?
und [|h1 — hal|z2(pzy > 4, so gilt

5 < ;i<h1<zi> ~ ho(Z))?
— ié“” — [1(X0)? = (Y = fo(X))?)?
:?{é«ﬁ( )~ B(X)@Y; — f1(X) — fa(X:)))
§(42)2§:(f1( X) - B0t

=1

wobei wir verwendet haben, dass [2Y; — f1(X;) — f2(X;)| < 4b f.s. nach
Voraussetzung. Daher gilt M(H, || - || 12(pz),6) < M(F, [ - || 2(px),6/(4D))
f.s. und (ii) folgt aus der Voraussetzung. O
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3.4 Konvergenzraten fiir den KQS

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der Entropiemethoden aus Kapitel
Konvergenzraten fiir den KQS herleiten. Dabei beschrinken wir uns auf
den Fall des deterministischen Designs mit normalverteilten Fehlern. Wir
beobachten also (z1,Y1), ..., (zn, Y,) mit

}/;':f()(flfi>+€i, izla"'v”?

wobei €1, ..., ¢, unabhingig mit ¢; ~ N(0,02). Wir nehmen an, dass die
Regressionsfunktion fj in einer gegebenen Funktionenklasse F enthalten ist
und betrachten den KQS f,, definiert durch f,, € argmin ;¢ r % (Y —
f(x;))?. Wir nehmen im Folgenden stets an, dass ein Minimum existiert. Wir
schreiben

Fa@)={feF:\f—foln<d}, >0
und
on = fu— foll7
Um mehr als nur Konsistenz zu erhalten, miissen wir die Fundamentale
Ungleichung in Lemma [3.I] auf etwas subtilere Art und Weise anwenden:

O = lfn = Jolla < 2efu—fo)u <2 swp (e S~ folu  (32)
f€Fn(0n)

Unser Ziel ist es diese Ungleichung nach b, zu losen. Eine Vorbereitung ist
die folgende Aufgabe:

3.7 Aufgabe. Wir nennen eine Funktion 1 : [0,00) — [0,00) sub-linear
falls (i) v ist monoton wachsend; (ii) Die Abbildung § — 1(d)/d ist monoton
fallend Y6 > 0. Sei nun v eine sub-lineare Funktion mit v Z 0. Dann gilt
(a)  ist stetig auf (0,00),
(b) Die Gleichung 1)(8) = 62 besitzt eine eindeutig bestimmte Losung dg > 0
und es gilt ¥(8) < 62 genau dann, wenn § > &g.

Unser Hauptresultat ist wie folgt:

3.8 Satz. Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen De-
sign und i.i.d. Fehlervariablen mit ¢; ~ N(0,0%). Sei F eine Menge von
Funktionen mit fo € F und sei fn der zu F gehorige KQS. Auflerdem sei 1,
etne sub-lineare Funktion mit

Yo(0) >E sup (e, f— fo)n  ¥6>0

feFn(d)

und sei 6, > 0 die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung 161, (8,) = 62.
Dann gilt

A n52
Pl fn = folln > 6) < Cexp | — 515 Vs > 65,
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mit einer absoluten Konstanten C' > 0. Insbesondere gilt

2
E|lfn — foll2 <2+ 102407

Beweis. Idee des Beweises ist es Ungleichung (3.2) mit dem Gaufischen
Konzentrationsphédnomen zu kombinieren. Wir fixieren ein § > §,. Aus

Aufgabe (mit C' = 1, sieche Bemerkung [2.10|) folgt, dass

2
]P)( sup <Eaf_f0> <E sup <>f_f0>n+u>21_2exp<_2§2u(72>

FEFn(9) feFn(9)

fir alle & > 0, wobei wir verwendet haben, dass fiir f € F,(9) die Ungleichung
Ele, f — fo)2 < 6%02/n gilt. Wir bezeichnen obigen Ereignis mit & (6, u). Wir
setzen 0; = 270, u; = 2*45]2 und & = (N5 €(J;,u;). Dann gilt

n24i—8 54
Z2exp ( ) ZQexp( 22]+15202>

j=0 j>0
2552\ (%) 52

—ZQeXp< n24o > < Cexp (_7110 2).
=0 29¢q

Dabei kann () wie folgt gezeigt werden. Gilt y = né?/o? > 1, so folgt aus

22jy > % +22j—1y > %+22j—17

nd? 22 né>
<D 2exp Tgl0g2z | P | om0 = Cexp T 91052 |-
7>0

Andererseits gilt immer P(£¢) < 1. Daher gilt (%) auch in dem Fall, dass
y =ndé?/o? < 1 (durch Anpassen von C). Sei nun &' > § beliebig. Dann gilt
0; < ¢ <20 =041 fir ein j > 0 und wir erhalten auf dem Ereignis £:

2 sup (e, f = fon

dass

fEFn(d)
<2 sup <67 f - f0>n
fEFn(dj+1)
<2E sup (e f— fo)n + 2ujt1
fe]:n(éj-H)

< 20 (8541) + 251 < 267,1/16 4 267, /16 = 67 < 6,

wobei wir unter anderem verwendet haben, dass 16t,,(5;4+1) < 67 741 gilt wegen
dj4+1 = 0p. Das heifit auf dem Ereignis € gilt 2supsc 7, (5 (€, f fo)n < 67

fiir alle &’ > 6. Es folgt, dass {5n >0} NE = () da auf diesem Ereignis wegen
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. 52 < 2sup FEFu(6a) (e, fn — fo)n < 5% gelten wiirde, was ein Widerspruch
ist. Somit gilt {5, > 5} C &¢ und es folgt

s . né>
P(dn =2 6) <P(E°) < Cexp ~ai0,2 | -

Da 0 > 4, beliebig ist, folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung
folgt aus

E|f— fl2 =E8 = [P 2 wdu
00 2
< §2 __nhu < 52 10~9
_5n+0/6 exp( 21002> du <6, + 2 Cn

O]

3.9 Beispiel (Lineare Regression). Sei F = {f = Y.¢_, 0.fx : 0 € R?}. Aus
Korollar“folgt dass M (Fn(8), ]| - ln,u) < (66/u)? fiir alle u < §. Dudleys
Entropieschranke (siehe Satz [2.28) liefert nun

12 8/2
E sup (ef— fohn < — / V108 2M (F(8), [ - 1, w) du
FEFn ()
1206 [1/2
I log 2 d
\/ﬁ/g \/log 2(6/v)4 dv
o2d [1/2 o2d
<1265y log(12 = 2 =,
<128 25 [ og12/0) dv = €825 = v, (0)

Offensichtlich ist 1, sub-linear und 4, = C\/0%d/n ist die Losung der
Gleichung 1,,(d) = 62. Wir erhalten also unter den Voraussetzungen von Satz
dass E || fn — fol|2 < Cao?d/n.

3.10 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz[3.8 Die Klasse F
erfiille

IN

log M(F,| - |ln,u) < Clu"a  Yu>0

mit o > 1/2. Dann ezistiert eine Konstante Cy die nur von Ci, o und o?
abhdngt, so dass

E|fy— foll2 < Con %1 ¥n > 1.

Beweis. Dudleys Entropieschranke liefert (siche Satz und Bemerkung
2.27)

120 [9/2
E sup (e,f — folu < —m / V108 M(Fu(0), ]| - s ) s
fEFn(S)
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Verwenden wir auflerdem die Voraussetzung, so folgt

120 [9/2

E sup (e, f— fo)n < — \/Cfvlufl/(za) du
fE]:n(5)< ) vn Jo
124/Cro (6/2)11/(2) o51-1/(20)

T iyaw T el

Offensichtlich ist 1, sub-linear und es gilt

L, ool (2 2atl
Yn(6) =06 @Ci\/ﬁ =0"&0= - .

Wir erhalten also die Lésung 6, = (C2%02/n)*/ 2o+ und die Behauptung
folgt aus dem zweiten Teil von Satz [3.8 O

3.11 Beispiel (Monotone Regression). Sei F = {f : R — [0,1]
f monoton wachsend}. Dannn gilt (siehe Satz[2.22) log M (F,,(9), || - ||n, u) <

Cy/u fir alle w > 0 und somit ist die Bedingung aus Korollar mit a =1
erfiillt. Es folgt, dass E || f, — fol|2 < Con=2/3.

3.12 Beispiel (Glatte Regression). Sei F = {f : [0,1] — [0,1] :
JX(f@(t)2dt < 1}, @ € N. Dannn gilt (siehe Satz log M (Fr(6), | -
ln,u) < Cru~'/ fiir alle w > 0 und Korollar liefert E || f, — fol2 <
Cyn~2¢/2e+1)  Tm Fall z; = i/n ist diese Rate (wie schon im Fall der
Dichteschitzung) optimal (Ubungsaufgabe) und erhalten die Minimax-
Konvergenzrate (im Sinne von Definition n~o/(2at1),

Konvergenzraten fiir den Projektionsschitzer

Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen Design und i.i.d.
Fehlervariablen mit 02 := Ee? < co. Seien ¢1,...,dq : S — R Funktionen
und Fy der lineare Raum definiert durch

d
fd:{kzzjlemk:e:(el,...,ed)TeRd}

und sei f,, der zu Fy gehorige KQS (wird auch Projektionsschitzer genannt).
Im Gegensatz zu oben nehmen wir in diesem Fall nicht mehr an, dass fy
in F enthalten ist. Dieser Fall entspricht den Projektionsschatzern im Fall
der Dichteschétzung aus Kapitel Die Réume F; werden in Abhéingigkeit
von der Anzahl der Beobachtungen n gewéhlt (in der Regel wéchst die
Dimension mit der Anzahl der Beobachtungen (method of sieves)). Man kann
zum Beispiel den Raum aller trigonometrischen Polynome vom Grad kleiner
gleich d = d,, wéihlen, oder einen Raum stiickweiser Polynome. Es gilt nun
folgende Bias-Varianz-Zerlegung fiir den Projektionsschétzer:
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3.13 Aufgabe. Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen
Design und i.i.d. Fehlervariablen mit o2 := Ee? < 0. Seien ¢1,...,0q: 5 —
R Funktionen und sei f,, der zu Fy = {Zgzl 0xdr : 0 € RYY gehorige KQS.
Dann gilt

Elfu = foll2 = min [If — foll2 + "%
- = min || f — —_,
n On f€]__d On n

wobes r die Dimension des von den Vektoren

(b1(x1), .. p1(z)T, . (Pa(x), ... dalxzn))T  aufgespannten  Unter-
raums von R™ ist.

3.14 Aufgabe. Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen
Design z; = i/n und i.i.d. Fehlervariablen mit 0 := Ee? < 0o. Sei (¢x)k>1
die trigonometrische Basis und fn der KQS tber span(¢1, ..., ¢q). Auflerdem
sei W(L) die periodische Sobolev-Kugel mit L > 0 und o € N mit o > 2.
Zeige:

(a) Ist g :[0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion, so gilt
gl = llglliZ21 < 27 gllsollg oo

(b) Sei fo = Y52 0xdr € W*(L) und Il die Orthogonalprojektion auf
span(¢i, . .., ¢q). Dann gilt Y32, b2%0% < K := L*/7*® mit b, = k fiir
k gerade und by, = k — 1 fiir k ungerade und

lfo—Mafolloe < V2 6] < V2K |3 0,2 < Caot/2
k>d ke>d
mit einer Konstanten C > 0 die nur von a und L abhdngt.

(c) Aus (a) und (b) folgt, dass ||fo — afol|2 < Cd™2%(1+ d*/n) mit einer
Konstanten C' > 0 die nur von o und L abhdngt.

(d) Ist d = [nY/2oFD)] 5o gilt

- _ _2a
sup  Ep, |[fo — follh < Cn~ 21
JfoeEW>(L)

mit einer Konstanten C > 0 die nur von o, L und o2 abhdngt.

3.5 Modellwahl

Modellwahl ist eine klassische Methode in der Statistik. Ziel ist es aus einer
Menge von Modellen das auszuwédhlen welches am besten zum Schétzen
geeignet ist. Wir werden uns hier auf den Fall der nichtparametrischen
Regression mit deterministischen Design konzentrieren, eine analoge Theorie
existiert unter anderem auch im Fall der Dichteschétzung.
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3.15 Beispiel. Seien ¢1,...,¢, : S — R Funktionen mit p moglicher-
weise sehr grof (die Menge {¢1,...,¢,} wird oft Wérterbuch (dictionary)
genannt). Fiir eine Teilmenge m C {1,...,p} setze F,,, = span(¢; : j €
m) = {Xjem Bi¢; : Bj € R} (Fm wird auch Modell genannt). Ist nun
M C P({1,...,p}) gegeben, so ist das Ziel ein m € 4 zu finden, so dass
der KQS (Projektionsschétzer) iiber F,,, moglichst kleines Risiko besitzt. Das
Problem besteht also darin aus dem Worterbuch {¢1,...,¢,} die signifikan-
testen Funktionen auszuwéhlen. Ein typisches Beispiel fiir ein Worterbuch
ist gegeben durch die ersten p Funktionen einer Basis (zum Beispiel der
trigonometrischen Basis). Fiir ein weiteres Beispiel seien z; < 20 < -+ < 2,
reelle Zahlen und ¢;(z) = 1(x > z;). Dies fithrt zu sogenanntem change
point detection.

3.16 Beispiel. Betrachtet man in Beispiel die ersten p Funktionen der
der trigonometrischen Basis und alle Mengen der Form {1,...,D}, D < p,
so kann das Problem den besten Schétzer auszuwéhlen auch als Problem
einen adaptiven Schétzer zu konstruieren, interpretiert werden. Ein analoges
Problem ist wie folgt: Sei S = [0,1], ; = i/n, i = 1,...,n und F,,, =
span(l[()’l/m), 11 /m2/m)s - - - s 1[1_1/m’1}) der Raum der stiickweise konstanten
Funktionen mit Knotenpunkten 0,1/m,...,1. Ist nun 0 < o <1 und L > 0,
so erfiillt der KQS fp, iiber Fp, mit m = [n1/(22+D] | dass

£ __2a
Sup Efo ”fm - f(]”% S Cn 2a+1
fo€H(S;L)

mit einer Konstanten C' die nur von «, L und ¢? abhingt. Der Schitzer
besitzt also die Minimax-Konvergenzrate iiber H*(S; L) (Ubungsaufgabe).
Allerdings héngt der Schétzer vom unbekannten Glattheitsindex o ab. Ziel
ist es einen adaptiven Schétzer zu konstruieren fiir den obige Schranke fiir
das maximale Risiko fiir alle 0 < a < 1 erfillt ist.

Wir betrachten nun im Regressionsmodell mit deterministischen Design
und normalverteilten Fehlern Y; = fo(z;) +¢€;, i = 1,...,n, mit ¢, ~ N(0,02)
i.i.d. das folgende Problem:

1) Sei (Fin)me.w eine (endliche) Menge von Modellen. In unserem Fall
stets: F, endlich-dimensionaler linearer Raum von Funktionen f : S —
R;

2) Fir m € A sei fin der KQS iiber Fip,.

Ziel ist den besten Schatzer auszuwahlen. Dabei messen wir die Gilite eines
Schéatzers durch das Risiko

R(m) =E||fm — foll?, me ..
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FEine optimale Wahl wére

Fn+ mit  m* € argmin R(m).
meA
Dies Wahl ist jedoch nicht moglich da R(m) selbst von fy abhéngt. Eine
natiirliche Idee ist nun das Risiko R(m) durch einen Schétzer zu ersetzen
und dann in m € .# zu minimieren. Wir wollen nun einen erwartungstreuen
Schétzer von R(m) konstruieren und verwenden dabei wieder die folgende
Vektorenschreibweise/darstellung

Y =/fote
mit Y = (Vi YoTu fo = (fo(@n), -, fo@a))T und € = (er,...,e0)T.
Setze auBerdem f,, = (fim (1), ..., fm(w,))T (Wir verzichten darauf Vektoren

und Matrizen durch fettgedruckte Buchstaben darzustellen was den folgenden
abuse of notation verhindern wiirde). Sei II,,, die Orthogonalprojektion von R™
auf {(f(z1),..., flxp)? : f € Fpn} und sei d,y, = dim({(f(21), ..., flz )T
f € Fm}) Dann gilt (siehe Aufgabe [3.13)), dass f,,, = I1,,Y und
A o2d,,
Ellfo = fuli = lfo = Mufolly + -

n

Verwendet man Y — f,, = (I — I1,,)Y = (I —1IL,)(fo + ¢€), so erhélt man
analog

E|Y = fml?

= E(|[(I = ) foll7 4 2((1 = ) fo, (I = M) €)n + || (1 — T Jel[2)
= [l fo = W foll7 + 2B((I = Tn) fo, €)n + E([lell — [[Tmell3)

= [lfo = W foll7 + 0% — 0dyn /1.

Dabher ist

202d

Ro(m) = [IY = fuall7 +

ein erwartungstreuer Schétzer von R(m). Dies fithrt zu dem sogenannten
Akaike-Informationskriterium (AIC) (Mallows C)-Kriterium)

R . - 202d
Mmarc € argmin [|Y — fi ||2 + -
me.H n

Dieses Kriterium ist sehr natiirlich und wird hiufig angewendet. Es gibt
jedoch Félle in denen es schlechte Resultate liefern kann (das Kriterium
berticksichtigt nicht die Streuung der R, (m) rund um R(m). Wachst zum
Beispiel die Anzahl der Modelle der Dimension d exponentiell in d, so wird
sehr hdufig ein zu grofies Modell ausgewéhlt). Wir machen nun den folgenden
allgemeinen Ansatz:
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Fiir eine Funktion pen : .# — [0,00) (penalty function) betrachte

1 € argmin [|Y — fn||2 + pen(m)
meA

und setze f = fm Man spricht von Modellwahl via Strafterm. Der Schétzer
f wird auch penalisierter KQS genannt. Ein erster Hinweis auf eine geeignete
Wahl liefert das folgende Lemma (siehe auch die Ungleichung die wir im Fall
der Dichteschéitzung im Beweis von Satz bewiesen haben):

3.17 Lemma. Sein € (0,1). Dann gilt fir alle m € A

2| fo — fn

2
n

2
— r 1 eaf n A
<@ =n+nYfo— fmlls+ = (O#ES}lp# <HfH> ) — pen (1) + pen(m).

Beweis. Wir fixieren ein m € .# . Dann gilt nach Konstruktion
1Y = falls + pen(i) < Y = finll? + pen(m)
Setzen wir Y = fy + € ein, so folgt
1 fo = Fall7 + 2(e, fo = Fn)n + llellz + pen(ri)
< |lfo = Fmlls +2(€, fo — fun)n + ll€ll% + pen(m) (3.3)
und somit
1 fo = Falls < 1fo = fnll7 + 2(€, finr = fin)n — pen(ii2) + pen(m).

Wir schéitzen nun den zweiten Term der rechten Seite weiter ab. Mit Hilfe
der Ungleichung 2zy < az? + (1/a)y?, a > 0, und der Dreiecksungleichung
gilt

R R 67f
wm — fmlln-  sup (& J)n
0£feFm+Fm I1flln

2
a=1-n A A 1 € f
-l —— s 0T
L —n \ozrermtFm |flln

T =@+ mlfo— Fal2+ (@ - m@+ 1) fo— Fl?

2
1
+ sup <67 f>n )
L—=n \otseFn+Fm Ifln
Setzen wir dies in ein und ordnen die Terme um, so folgt die Behauptung.
O

)
IN
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Gesucht ist nun eine Strafterm der gerade so gro8 ist, dass pen(ri) das
Supremum in Lemma [3.17 kompensieren kann. Dabei spielt das Gaufische
Konzentrationsphanomen wieder eine grofle Rolle. Diese Strategie ist in dem
folgenden Satz umgesetzt:

3.18 Satz. Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen
Design und i.i.d. Fehlervariablen mit ¢; ~ N(0,0%). Sei (F)me.n eine
(endliche) Menge von Modellen und (7m)me.n €ine Menge von positiven
Zahlen mit 7y, <1 und

Z T, = 20 < 00.

meAH
Fir K > 1 setze

_ Ko(Vi + v/210{1/7m))*.

pen(m)

Sei € argmin,,c 4 ||Y — fml? + pen(m) und f = fs der zugehérige
penalisierte KQS. Dann gilt

7 . 7 0'210 1 Tm 20'2
E || fr —fOHi < CKTL%II/}Z (IEHfm _f0H127,+ gfl/ ) n )

n

mit einer Konstanten Cx > 0 die nur von K abhdngt.

3.19 Zusatz. Erfillt der Strafterm die Ungleichung

Ko (i + y/TTog(1 /)

pen(m) >

so gilt auflerdem

E|

" . . Yo?
fan = fola < Ck min <frg]1g; If — foll2 + pen(m) + n) .

Gilt ¥ = 1, so ist (7, )me.x ein Wahrscheinlichkeitsvektor. In diesem
kann sich a priori Wissen iiber das zugrundeliegende Modell widerspiegeln.
In der Regel wird (my,) allerdings so gewdhlt, dass die rechte Seite moglichst
klein ist.

Beweis. Wir fixieren ein m € .#. Aus Lemma folgt, dass

fi = folli < W =0+ 0" YE | fimn = foll7 + pen(m)

1 &)’ )
El - _
! (1—n<o¢fesﬁ£+fm rm) pen(m))

<A —n+n"YE|fm — fol2 + pen(m)

1 2 /
+ EWILI/lg)/;/ (1_77Zm/ pen(m )) (3.4)

n’E|
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mit
Lt = sup e, f>n, m' € .M.
0£feF, +Fm I fln
Aus Aufgabe (mit C' = 1, sieche Bemerkung [2.10]) folgt, dass

nv

2
P(Zy —EZ, >v) <2exp (—22> Yo > 0, (3.5)
o

wobei wir verwendet haben, dass E(e, f)2/||f||2 = 0%/n. Wihle nun eine
ONB 1,...,¥N von F,y + Fp, beztglich (-,-),,. Dann gilt mit Hilfe der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

N 1/2
PA Zak s Vk)n < (Z(éa%)i) :

k=1

Ly = SUpP
0#a€RN ||CL

und es folgt

EZmIS(Ean,)l/2:<Z ||¢krn> \/gzN \/gzd .

k=1
Setzen wir dies in (3.5) ein und wéihlen auBerdem

202 202 log(1 /
v:vm,:\/au+ o?log(1/mm)

n n

so folgt
o2 (dm/ + dm)

P (Zm/ > -

+ vm/> < 27y exp(—u)
und mittels o-Sub-Additivitat
o2 (dm/ + dm)

P (Zm/ > -

+ v, fur ein m’) < 2¥ exp(—u).
Komplementbildung liefert

0'2(dm/ + dm)

P (Zm/ < "

+ vy fiir alle m’) >1— 23 exp(—u).

Wir bezeichnen das letzte Ereignis mit £. Auf dem Ereignis £ gilt nun fiir
alle m’ € A

2
22, < 1 02(dm/+dm)+ 202u+20210g(1/7rm/)
1— 1—n n n
2
1 (\/UQdm/+\/ 0210g (1/7pm) N 20 Jr\/ m)
1—n n
1+n1 W 14t 20%u o2dpm,
<=
71_7]ern(m)+ 1—n * n
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wobei wir die Ungleichungen =z +y < /x + \/y, z,y > 0 und (z + y)? <
(1 +n)x? + (1 +n~1)y? verwendet haben. Es gilt nun

I+n1 | o= K-1
1-nk """ K1
Fiir diese Wahl von 7 gilt auf dem Ereignis £
1 14+n7! (40%u  20%d,,
— 72, !
—%m < pen(m’) + - ( - + -
Setzen wir C' = (14+n~1)/(1 —n), so folgt
200%d,, S 4Co%u
n o n

vm' e .

) < 2¥ exp(—u).
Setzen wir weiter
) B 2C02d,,

1
V = max (17Z,2n, — pen(m’) -

m/'eHN -n

so schlieffen wir

EV <Emax(0,V) = / P(max(0,V) > z)dx
0

:/OOOIP’(V>x)d:U

o0 nT Yo?
< 25 — dr = 8C——
< [ 2mew (g ) dr =807

Setzen wir dies in (3.4) ein so folgt

n*E|

_|_

. 3 . 20%d,, 8Xo?
fa—follp < (1=n+n 1)E\fm—fo\li+pen(m)+0< - )

Wegen
o2d,,

<E|fm - foll?

und

2Ko2d,, 4Ko?%log(1l/mm, . 4K o%log(1/mpm
pen(m) < 27 ARCIOBWAn) o) f, o3 1B )

gilt also

E|

R , *log(1/mm) = Yo?
Jo = ol = O (BN = ol 4 S8 20,

und die Behauptung folgt da m beliebig war. Die Variante in Zusatz
folgt analog indem wir Ko2d,,/n < pen(m) und

o3d,,

E||fm = folln = min [If = follz +

einsetzen. O
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3.20 Beispiel. Sei {¢1,...,¢,} ein Worterbuch von Funktionen (z.B. die
ersten p Funktionen der trigonometrischen Basis) und .# C Z({1,...,p})
eine Teilmenge. Fir m € # setze F,, = span(¢; : j € m). Mit |m|
bezeichnen wir die Kardinalitat von m.

1) Geordnete Variablenwahl Sei .# = {{1,...,D} : D < p}.
Dann kénnen wir
K'o%|m|

n
wéhlen mit K’ > 1 (insbesondere mit K’ = 2 auch das AIC-Kriterium). Setze
hierfiir 7, = exp(—c|m|) mit ¢ > 0 und

([l + Vo1 /) _ K(1+V3ePo?m|

pen(m) =

pen(m) =

Daher gilt K’ = K(1 + v/2¢)? sofern K > 1 und ¢ > 0 geeignet gewihlt
werden. Es gilt

Z Trm—ZeXp —cD) 7 =: .

meH
Aus Zusatz folgt nun, dass

Euf—fon,%scmin<mm 1 = fol2 + ’"”)
meH n

mit einer Konstanten C die nur von K und ¢ abhéngt. Diese Schranke
kann noch leicht verbessert werden sofern wir .# = {{1,...,D} : D <
Py > dpyy fur m' = {1,..., D —1}} wihlen. Wenden wir nun Satz mit
Tm = exp(—d,,) an, so folgt

E|f = follh < Cx min E||fm ~ foll3 (36)
wobei wir auch die Ungleichung o2 log(1/mp,)/n = 02dm/n < E||fm — foll?

eingesetzt haben. Der penalisierte KQS ist also bis auf die Konstante Ck
genauso gut wie der Orakel-Schétzer f,«.

2) Vollstindige Variablenwahl Sei .# = <Z({1,...,p}). Setze
Tm = exp(—|m|logp) und

Ko (/[ + v/2108(1/mn))? _ Ko?ml(1+ y2Togp)

pen(m) =

mit K > 1. Dann gilt

o (p 2 pP
Zﬂm=Z<D>exp —Dlogp) < X_:H_D_
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und Zusatz [3.19 liefert

E|

2
. ) . a?lm|(1 + logp)
fn— foll2 < Ck min (;"g;g}n If = foll2 + - :

Diese Schranke kann auch wie folgt formuliert werden

3.21 Korollar. Fir § € RP setze [Blo = X0_11(Bx # 0) und fp =
Z?:l Bjdj. Dann gilt

N . a?|Blo(1 + log p)
E|f— fol2 < Ok Blenﬂgp (Hfb’ — foll2 + -

Beweis. Setze supp(f) = {j : f; # 0}. Dann folgt die Behauptung durch
einsetzen der Identitét

2
. o2, o lm|(1 +logp)
i If — foll; + -

n

= inf <||f5—fo\|i+

B:supp(B)=m

o2|8)o(1 +1ogp)> .

O

Die Schranke in Korollar B.21] kann noch leicht verbessert werden indem
man die Gewichte etwas anders wahlt:

3.22 Aufgabe. Fir 1 < D < p gilt D! > (D/e)’ und log(P) <
D(1 +1og(p/D)). Zeige, dass Zusatz 1.43 auch mit pen(m) = Ko?(y/|m] +

21og(1/m))% /1 und mm = exp(—|m|(1+0+log(p/|m|)), 6 > 0 angewendet
werden kann und dass der resultierende penalisierte KQS f die folgende obere
Schranke erfillt:

Elf - fol> <C inf — 1517
Hf fOHn _CO;&%IERP{HfO fﬁ”n—’_

o®|Blo (1 +log(p/|B0)) } |

n

mit einer Konstanten C' die nur von K und 6 abhdngt.

3.23 Beispiel. Sei S = [0,1], ; = i/n, i = 1,...,n und F,, =
span(l[oyl/m), 11 /m2/m)s- -+ s 1[1_1/m71}) der Raum der stiickweise konstanten
Funktionen mit Knotenpunkten 0,1/m,...,1. Sei .# = {1,...,n}. Dann
konnen wir

K'o’m

n

pen(m) =

wihlen mit K’ > 1 (setze hierfiir 7, = exp(—c¢|m|) mit ¢ > 0 klein genug).
Dann liefert Zusatz [3.19] dass

P 2 . . 2 0'2m
E|f— folln < Cmglllnn Jnin If = foll;, + —
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mit einer Konstanten C' die nur von K und ¢ abhéngt. Angenommen es gilt
nun fo € H*(S; L) mit 0 < a < 1. Dann gilt mingez,, ||f — fol2 < L2m ™2«
und es folgt (wihle m = [n!/(o+1)])

sup By, | = foll2 < On~m
fo€H*(S;L)

mit einer Konstanten C' > 0 die nur von K, L und o2 abhingt. Diese
Ungleichung gilt fiir alle 0 < o < 1. Das heif3t wir haben einen adaptiven
Schétzer konstruiert welcher die Minimax Konvergenzrate iiber alle Holder-
Kugeln HY(S; L), 0 < a < 1 besitzt. Eine analoge Betrachtung ist auch im
Fall @ > 1 moglich, hier muss man jedoch auch Rdume stiickweiser Polynome
zulassen. Des Weiteren kann man Hoélder-Kugeln auch durch Sobolev-Kugeln
ersetzen:

3.24 Aufgabe. Kombiniere (3.6) mit Aufgabe um einen adaptiven
Schitzer zu konstruieren (in dem Sinn von Korollar [1.57).

3.6 Der Lasso-Schatzer

In vielen Anwendungen gibt es verschiedene potentiell gut approximierende
Basisfunktionen fiir die unbekannte Regressionsfunktion. Dies ist gerade
bei hoherdimensionalem Design wichtig, weil der Fluch der Dimension den
Approximationsfehler betrifft (siehe Ubung). Man denke an Funktionen
f 10,1 — R, die einerseits durch stiickweise konstante Funktionen auf
Unterwiirfeln, andererseits auch durch Polynome kleinen Grades in d Va-
riablen bzw. auch einer Linearkombination dieser beiden Funktionsklassen
gut approximiert werden konnen. Die naheliegende Idee ist es, ein ganzes
Wérterbuch {¢1, ..., ¢,} von Funktionen ¢; : S — R in Betracht zu ziehen
und die Regressionsfunktion durch eine Linearkombination einiger weniger
dieser Ansatzfunktionen zu schétzen. Eine Lésung zu diesem Problem haben
wir bereits im letzten Kapitel kennengelernt und zwar haben wir im Fall der
vollstdndigen Variablenwahl den penalisierten KQS fm analysiert wobei

Ko?(1+ +/2logp)?
- .

m e argmin ||V — full2 + Alm| mit A=

Wir haben gesehen, dass fm gute theoretische Eigenschaften besitzt. Ins-
besondere haben wir in Korollar |3.21| gesehen, dass wir sehr gute obere
Schranken erhalten, falls fy eine sparsame Darstellung besitzt in dem Sinn,
dass fo =~ fz mit vielen 5; = 0 (d.h. |8y klein). Diese Eigenschaft lésst sich
auch in folgender Darstellung von fm intuitiv erfassen, die zu einer weiteren
Interpretation von fm fihrt:

3.25 Aufgabe. FEs gilt fm = fB wobei 3 folgendes erfiillt:

B € argmin |Y = f3l% + AlBlo-
BERP
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Man kann allerdings zeigen, dass das (nicht-konvexe) Optimierungspro-
blem in Aufgabe [3:25] fir groBe p nicht mehr implementierbar ist. Bis auf
wenige Ausnahmen (siehe Ubung fiir den Fall dass ¢y, ..., ¢, ein ONS be-
ziiglich (-, -),, bilden) muss man bei der Minimierung alle 2P Teilmengen von
{1,...,p} durchlaufen, was schon im Fall p ~ 100 zu Berechenbarkeitspro-
blemen fiithrt (NP-schweres Problem). Ein Ausweg ist es

P P
Blo=>_1(8; #0)  durch |81 = _|5jl
j=1 j=1
zu ersetzen. Dabei ist die Abbildung 8 +— |5]1 konvex. Man spricht auch von

konvexer Relaxation.

3.26 Definition. Betrachte das Regressionsmodell mit deterministischem
Design. Sei {¢1,...,¢p} eine Worterbuch von Funktionen mit ||¢;, = 1.
Der zugehérige Lasso-Schétzer fL= fﬁL ist bestimmt durch das konvexe
Minimierungsproblem

B € argmin Y — £5]12 + 2/8)s.
BERP

Hierbei ist A > 0 ein geeignet zu wahlender Tuningparameter.

Man kann sehen (Bild!), dass der Lasso-Schétzer (wie auch der Schétzer
aus Aufgabe i flir A grofl Variablen auswéhlt, d.h. einige BJL gleich Null
sind.

3.27 Lemma (Fundamentale Ungleichung). Fir jedes 5 € RP gilt
15 = folla < W15 = Foll? + 2(e, £ — fadn + 271811 — 2B s

Beweis. Nach Definition gilt ||[Y — fX||2 + 2A|3%1 < ||V — f5]2 + 2X|6]1.
Die Behauptung folgt nun (wie schon im Beweis von Lemma indem wir
Y = fy + € einsetzen und dann ausmultiplizieren. O

Fir m C{1,...,p} und v € R? sei v, der Vektor definiert durch

v; falls j € m,
V)i =
() {0 sonst.

3.28 Lemma. Sei f € RP und m = supp(B) = {j : f; # 0}. Dann gilt auf
dem Ereignis € = {max;—1__,|(€, dj)n| < A/2}:

175 = Jollf + AIB" = Bly < 15 = follz + 4 (BE = B
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Beweis. Auf dem Ereignis & gilt:

p

2(e, fL — fghn = 2Z(B]L — Bj){e, dj)n

j=1
<2 max (e, ;) yzwL Bil < AIB* = B

Setzen wir dies in Lemma ein, so folgt
IFE = folla < I1fs = foll5 + AIB" = Blu + 2|81 = 2A15% 1

Addieren wir |3 — 8|1 auf beiden Seiten, so schlieBen wir

p
£ = folls + AIB" = Bl < |l fs = folla + 23 D187 = 851 + 18 — 1B 1)

Jj=1
=|Ifs — foll2 +2X 3" (1BF — 851+ 18;] — |1BF])
jeEM
< |fs— follz +4X Y 1Bf — B
jEM

wobei wir in der letzten Ungleichung die Dreiecksungleichung angewendet
haben. O

3.29 Lemma. Die Fehlervariablen erfiillen ¢; ~ N'(0,0?). Wihlen wir

2L + 2log(2p)
n

A =20

)

so gilt fir das Ereignis £ aus Lemma dass P(E¢) < exp(—L).

Beweis. Erinnerung: Ist X ~ N (0, 1), so gilt P(|X| > u) < 2exp(—u?/2) fiir
alle u > 0. Es gilt also

P(£%) = P(3) ¢ lfe. 6] > 1/2)
> Ple ol > A2
=2

| N

n)\2
exp | —2— | = 2pexp(—L —log(2p)) = exp(—L),
wobei wir verwendet haben, dass (e, ¢;), ~ N(0,0%/n). O

Wir wollen nun sehen wie aus Lemma [3.28 und Lemma [3.29] eine obere
Schranke fiir den Lasso-Schétzer folgt. Es bleibt, den Koeffizientenfehler
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|(BLY — B)m|1 mit dem Verlust || fL — f8lln zu verkniipfen. Wir betrachten
dabei zuerst den einfacheren Fall, dass p < n und dass die Gram-Matrix

n = (<¢j¢k>n)§,k:1
positiv definit ist (der Rang von G, ist beschréankt durch p A n), d.h.

vIGLy

n

= ——5 >0
Pmin O;éz/eRP l|lv]]?

wobei || - || die Euklidische Norm bezeichne. Sei im Folgenden 0 # 5 € R?
und m = supp(). Dann gilt

1Blo
¢mln

Um dies zu beweisen setze v = BL — . Dann gilt

m
nf? = ()’ < ol 3207 < ol < Lo Gow

jEM JjEM min

BL - 5)m’1 < HfL fﬁ”n (3-7)

Des Weiteren gilt |m| = |3|o und

P

G = 37 vivr(ds, drin = (fo. foln = I11* = foln
k=1
Setzen wir dies in obige Ungleichung ein, so folgt (3.7)).
Setzen wir die Behauptung in Lemma [3.28] ein, so erhalten wir auf dem
Ereignis &:

175 = o2 < 18 = Aol +axy 20

16A%|]o
¢min

wobei wir zweimal die Ungleichung 22y < az? + (1/a)y?, a > 0 verwendet

haben. Ordnen wir die Terme um wéhlen wir A\ wie in Lemma [3.29 an, so

schlieBen wir, dass der Lasso-Schétzer mit Wahrscheinlichkeit > 1 — exp(—L)
die folgende Schranke erfiillt

1F* = f5ln

1.4 1
<|Ifs— foll2 + +§HfL—foH%JrinB—foHiy (3.8)

R 8 2
17~ folls < . <3Hfﬁ — foll + 22 <L“"g<2””v3|o) .

(,bminn

Die rechte Seite kann dabei als eine verallgemeinerte Bias-Varianz-Zerlegung
aufgefasst werden.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu. Ist das Worterbuch iiber-
vollstidndig (p > 0) so ist G, immer singulér und obige Herangehensweise ist
nicht mehr moéglich. Wir fordern daher eine schwéchere Kompatibilitét der
Gram-Matrix beziiglich der L' Norm. Diese ist in Anwedungen hiufig erfiillt,
jedoch nur schwer tiberpriifbar, siehe [7] fiir eine ausfiihrliche Diskussion.
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3.30 Definition. Sei 0 # 5 € R und m = supp(3). Setze
C(B)={v eR”: |upme|1 < 4|vm|1}-
Dann ist die Kompatibilitdtkonstante (/) definiert durch
Ta
k(B2 = min MY G
04veC(B)  |vmli

3.31 Satz. Wir betrachten das Regressionsmodell mit deterministischen
Design und i.i.d. Fehlervariablen mit €; ~ N'(0,02). Fiir L > 0 betrachte den
Lasso-Schdtzer mit Tuningparameter

[2L 1 210g(2
A=20 —i—nog(p)‘ (3.9)

Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — e~

0+£BERP

If* = folls < inf <5||f6 ~ foll% +

Diese obere Schranke (Orakelungleichung) fiir den Lasso Schétzer ist
schwécher als die entsprechende obere Schranke fiir fy in Korollar Der
Lasso-Schétzer stellt einen Kompromiss zwischen Theorie und Praxis dar.

Beweis. Wir fixieren ein 8 # 0. Da P(§) > 1 — e~ gilt, geniigt es zu
zeigen, dass obige Ungleichung auf & erfillt ist. Wir nehmen daher im
Folgenden stets an, dass das Ereignis £ gilt. Wir betrachten separat die

Fille M(3° — Bl < /s — foll2 und A(BE = Bl > /s — foll2 - Ist
N(BY = B)ml1 < |Ifs — foll2, so folgt aus Lemma

175 = follz < WFs = folli + 4N (B = B)mlr <51 F5 = foll3-
Gilt andererseits A|(B% — B)m|1 > || f5 — foll2, so folgt aus Lemma dass
ABE = Bl < lfs = folli + 4N (B" = Bl < BAI(B" = A1
Dies impliziert, dass v = L' — B € C(B). Es folgt

v Gov [l — Sl

K(B)? K(8)?
Setzen wir die Behauptung in Lemma [3.28] ein, so erhalten indem wir wie in
(3.8) vorgehen:

|(/3L - 5)m|% = |Vm‘% <

IF* = foll < 11fs — foll7 + 4x

VIl = falln
K(B)
)\2 A
16A%|m| _|_%||fL_f0Hi+%||fﬂ_fOH?T

K(8)?

<|fs = fol2 +
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Umordnen und einsetzen von A und |m| = |5|o liefert

A 2802 (L + log(2p))
E— foll2 <3| fs — foll? .
175 = Jolls < 8l = folls + == o Bl
Daher erhalten wir in beiden Féllen die Behauptung. O

3.7 Hochdimensionale Regressionsmodelle

In der klassischen Statistik liegt hédufig folgende Situation vor: kleine Anzahl
von Parametern p, grole Anzahl von Beobachtungen n. Klassische Resultate
beschreiben daher das Verhalten von Schéitzern fiir n — oo und p fest.
Allerdings findet sich in aktuellen Anwendungen oft das umgekehrte Bild:
grofle Anzahl an Parametern p, Anzahl von Beobachtungen n mit n ~ p
oder sogar p > n (Beispiele: Genanalyse (der Mensch besitzt ~ 25000 Gene),
Bildanalyse (10® — 10° Pixel), Webseiten sammeln groe Mengen an Daten
ihrer Kunden, etc.).

Ein prototypisches hochdimensionales Regressionsmodell ist gegeben
durch

Y{:f()(l'(i))—l-fi, 1=1,...,n,

mit €1, ..., €, ii.d. mit ¢ ~ N(0,0?), 2z 2™ e RP mit p > n und

fo(z) = (z, Bo)

mit sg := | supp(fp)| klein. Das heifit die Anzahl der Parameter ist sehr viel
grofer als die Anzahl der Beobachtungen, die meisten Parameter kénnen bei
der Beschreibung von Y allerdings herausgenommen werden. Wir betrachten
im Folgenden den Lasso-Schéatzer mit den Koordinatenfunktionen ¢;(z) = z;
als Worterbuch. Wir konnen also Satz [3.31] anwenden, wollen dabei aber
unsere funktionale Schreibweise durch eine Matrizen-Schreibweise ersetzen.
Setzen wir

xgl) m},l)
X = : :
ORI D

so kann dass Modell auch geschrieben werden als
Y =Xby+¢€ (3.10)

mit € ~ N(0,02I). Des Weiteren gelten die folgenden notationellen Entspre-
chungen:

(fo@M), - fo@™)NT =XB,  Gp=(1/n)X'X

1 o 1 ~
I£l3 = —IXBI% 1FF = folld = ~IX (5" = Bo)?
Wir erhalten aus Satz B.o1t
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3.32 Satz. Wir betrachten das Regressionsmodell (3.10). Die Diagonal-
elemente von (1/n)XTX seien gleich 1. Sei sy = |supp(Bo)|. Sei BX der
Lasso-Schitzer definiert durch 5% = argmingcgr |Y — X812 /n+ A|B|1 mit A
wie in . Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — e~ F

28525

HX(B - /BO)HZ < R(B)Q

(L +log(2p)). (3.11)

4 Klassifikation und statistische Lerntheorie

H&aufig miissen in der Statistik Entscheidungen zwischen zwei oder mehr
Alternativen aufgrund komplexer Daten getroffen werden. Dies fiihrt auf
sogenannte Klassifikationsprobleme. Beispiele sind Spam-Filter (Klassifikatio-
nen zwischen ’mit Sicherheit Spam’, 'mit Sicherheit kein Spam’ und Klassen
dazwischen), medizinische Datenanalyse (wie EKG weist auf Krankheit hin
oder nicht) oder Schrifterkennung (ASCII-Code auf der Basis von Pixelmus-
ter). Hier werden wir nur bindre Klassifikation mit Klassen (Labels) 0 und 1
betrachten.

4.1 Modell

Sei (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen wobei X Werte in (5,.%) und Y
Werte in {0,1} annimmt. Wir bezeichnen mit 7 die Regressionsfunktion
gegeben durch

nz) =EY|X =2)=PY =1X =x).

4.1 Definition. Eine messbare Funktion i : S — {0,1} heifit Klassifizierer.
Fiir einen Klassifizierer i heif3t

R(h) = PO # (X)) = [ Lyuney dP¥Y (ay)
Klassifizierungsfehler von h. Der Klassifizierer h* definiert durch

B () = {1, falls n(x) > 1/2

0, falls n(z) <1/2
heifit Bayes-Klassifizierer.

4.2 Satz. FEs gilt
R(h*) = rnhin R(h),

wobei das Minimum tber alle Klassifizierer genommen wird.
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Beweis. Fiir einen Klassifizierer gilt Y — h(X) € {0, —1,1} und

P(Y # h(X)) = Elyux)
E(Y — h(X))?
= E(Y —n(X))* + E(n(X) — h(X))*.

Der erste Term héangt nicht von A ab. Nach Definition von h* gilt
(n(@) = h(2))* > (n(x) — h*(x))*  VzeS.
Daher erfiillt der zweite Term
E(n(X) = h(X))* > E(n(X) — h*(X))?
und die Behauptung folgt. O

Man nennt

R*=R(h") = m}{n R(h)

auch das Bayes-Risiko. Der Bayes-Klassifizierer besitzt also minimales Ri-
siko. Die Verteilung von (X,Y) ist unbekannt, daher kann der Bayes-
Klassifizierer nicht berechnet werden. Wie im Regressionsmodell mit zu-
falligem Design nehmen wir nun an, dass wir n unabhéngige Kopien
(X1,Y1),...,(Xp,Yn) von (X,Y) beobachten. Unser Ziel ist es einen Klas-
sifizierer h,, = Bn(Xl, Yi,...,X,,Y,) 0 S — {0,1} zu konstruieren, so dass
das sogenannte Exzessrisiko von b

R(hy,) — R*

moglichst klein ist. Beachte dabei, dass R(ﬁn) eine Zufallsvariable ist, der
Erwartungswert wird nur beziiglich (X,Y) genommen (betrachte R als
Funktion definiert auf der Menge aller Klassifizierer):

R(ﬁn) = /1%&}3”(@ dPX’Y(:E,y).

Dabei interpretieren wir R(hy,) als den mittleren Fehler den wir machen
wenn wir h, zum Klassifizieren einer neuen Beobachtung (X,Y’) verwenden.

Parametrische Modellierung

Die Verteilung von (X,Y) ist bestimmt durch » und PX. Angenommen P¥
besitzt eine Dichte f beziiglich des Lebesguemafes. Setze m; = P(Y = 1)
und 79 = P(Y = 0). Wir nehmen weiter an, dass 71 € (0,1). Dann gilt

P(X € AV =1) = P(XPTYA’:Z)_ D _ /A ’7(””3:;(””) dr, Ac %
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und analog
P(X € AlY = 0) —/AWM, A€ B
0

Setze fi(x) = n(x)f(z)/m und fo(x) = (1—n(z))f(x)/mo (bedingten Dichten
von X gegeben Y = 1 beziehungsweise Y = 0). Dann erhalten wir f(z) =
m1f1(x) + 7 fo(z) und somit die Bayesformel

71 f1(x)
w1 f1(z) + mo fo(z)

Setzen wir dies in die Definition des Bayes-Klassifizierers ein, so folgt

h*(z) = {L falls 71 f1(z) > 7o fo(z),

(PX-f.i.)

n(z) =

0, falls 7T1f1(CL‘) < WQfQ(IE).

Beachte, dass die Verteilung von (X,Y") auch bestimmt ist durch 71, fy und
f1. Ein beliebtes parametrisches Modell ist gegeben durch S = R, f; Dichte
einer Normalverteilung mit Erwartungswert pg und Kovarianz g und f;
Dichte einer Normalverteilung mit Erwartungswert p; und Kovarianz ¥3;.
Gilt zusatzlich ¥ = ¥ = ¥4, so ist der Bayes-Klassifizierer gegeben durch

/e +
W () = {1, falls <E Yy — po), o — %> — log(mo/m1) > 0,

0, sonst,

das heifit der Bayes-Klassifizierer ist ein affiner Klassifizierer. Ersetzen wir
X, 71, o, p1, o durch ihre (natiirlichen) empirischen Versionen, so erhalten
wir einen berechenbaren Klassifizierer.

Nichtparametrischer Plug-in Ansatz

Ist 7), ein Schétzer aus Kapitel [ so kénnen wir
o ={y o <

betrachten. Dann gilt (siehe |4, Theorem 1.1]):

4.3 Aufgabe. Es gilt ER(hy,) — R* < 2(E||fin — 1]22px)) .

Allerdings verfolgt man in der statistischen Lerntheorie den Ansatz
nur so viele Annahmen an die Verteilung von (X,Y’) zu machen, wie fur
das vorliegende Problem (hier Klassifikation) notwendig sind. Insbesondere
wollen wir keine parametrischen Annahmen machen. Da das Schétzen der
Regressionsfunktion schwieriger zu sein scheint als das Klassifikationsproblem
wollen wir im Folgenden auch keine Glattheitsannahmen an n machen. Die
beiden oben beschriebenen Ansétze reichen also nicht aus.
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4.2 Empirische Risikominimierung

4.4 Definition. Fir einen Klassifizierer h heifit
1 n
Ru(h) = — > Ayzn(x,)
i=1

empirischer Klassifizierungsfehler von h. Ist H eine Menge von Klassifizieren,
so heif}t ein Klassifizierer h,, ERM-Klassifizierer, falls

A~

hy, € argmin Ry, (h).
heH

4.5 Bemerkungen.

1) Ein Minimum existiert immer, da R, (h) nur die Werte 0,1/n,...,1
annchmen kann.

2) Empirische Risikominimierung ist ein grundlegendes Prinzip welches
wir bereits im Fall der nichparametrischen Regression mit zufélli-
gem Design kennengelernt haben: Setze R(f) = E(Y — f(X))? fiir
f € L*(PX). Dann erfiillt die Funktion f*(z) = E(Y|X = z)
gerade R(f*) = minger2pxy R(f). Des Weiteren setze R,(h) =
(1/n) 311 (Y; — f(X;))?. Ist nun F eine Klasse von Funktionen so

A

ist fn € argmin ez Ry, (f) (sofern ein Minimum existiert) gerade der

KQS tiber F. Fiir das entsprechende Exzessrisiko R( fn) — R(f*) von fn
haben wir im Beweis von Lemma gezeigt, dass es mit Adem Vorhersa-
gefehler iibereinstimmt, d.h. es gilt R(f,) — R(f*) =E || fn — f*||%2(PX).

Wie schon im Fall der nichparametrischen Regression spielt die Wahl von
‘H eine entscheidende Rolle. Das Analogon zur Bias-Varianz-Zerlegung ist:

R(hn) — R* = R(hn) — jnf R(h)+ inf R(h) — R".

(1) 2)

Dabei ist Term (2) ein (deterministischer) Bias-Term. Er misst wie nah die
Klasse H an den Bayes-Klassifizierer herankommt und wird kleiner je gréfier
wir ‘H wihlen. Der Term (1) heifit auch stochastischer Fehler. Er misst den
Fehler, den wir machen wenn wir beim Minimieren R durch R,, ersetzen. Es
gilt:

4.6 Lemma. Sei H eine Menge von Klassifizieren und by, ein zugehoriger
ERM-Klassifizierer. Dann gilt

R(hy) — inf R(h) < 2sup |R,(h) — R(h)|.
heH heH
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Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma Fireine >0
sei he € H mit R(he) < infpey R(h) + €. Dann gilt

R(hy) — jnf R(h) < R(hy) — R(he) + €

= R(hy) — Ry(hy) + Ry(hy) — R(h) + €
< R(hy) — Ru(hy) 4+ Ryu(he) — R(he) + €
< 2}slu£ |Rn(h) — R(h)| + ¢,

wobei wir in der zweiten Ungleichung die Definition von h., verwendet haben.
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

4.3 Vapnik-Chervonenkis-Theorie

Wir wollen im Folgenden obere Schranken fiir den stochastischen Fehler
herleiten. Dabei beschranken wir uns auf den Erwartungswert. Diese Re-
sultate konnen mittels der Konzentrationsungleichungen aus Kapitel [2| zu
Schranken, die mit hoher Wahrscheinlichkeit gelten erweitert werden. Ein
erstes, vorlaufiges Resultat ist wie folgt:

4.7 Proposition. Sei H = {hi,...,hy} eine endliche Menge von Klassifi-
zierern und h, ein zugehdriger ERM-Klassifizierer. Dann gilt die folgende
Orakelungleichung

E R(hn) — min R(h) < | 2282M).

heH n

Beweis. Aus Lemma [4.6] folgt, dass

. - ‘ ‘
E R(hy) 2&1}{1R(h)_21€j:1111’?1)’(M’Z]’ (4.1)

mit
1 n
Zj =22 Yvin;x) — Elvign,x)-
=1

Dabei gilt wegen Hoeffdings Lemma 1y, (x,) — E ly,z4,(x;) € SG(1/4),
da die Zufallsvariable Werte in einem Intervall der Lange 1 annimmt. Aus
Lemma [2.4] folgt, dass Z; € SG(1/(4n)) und Aufgabe liefert

1
E max |Z;| < —=y/2log(2M).
nax, 7] < —7=/2log(2M)

Setzen wir dies in (4.1)) ein, so folgt die Behauptung. O

Eine typische Wahl fiir # im Fall S = R? ist die Menge aller affinen
Klassifizierer, d.h. H = {h(z) = 1({z,w) — b > 0) : w € R, ||w|| = 1,b € R}.
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Diese Menge ist allerdings unendlich und obiges Resultat nutzlos. Allerdings
ist die Kardinalitdt von H nicht die richtige Groflie um den stochastischen
Fehler in den Griff zu bekommen. Eine (kombinatorische) Gréfie welche den
stochastischen Fehler besser beschreibt ist die folgende:

4.8 Definition. Fiir eine Menge von Klassifizierern und n € N heifit

Su(n) = max |[{(h(x1),...,h(z,)): h € H}|

T1yesTn €
n-ter Shatter-Koeffizient (Zerschmetterungskoeffizient).

Es gilt immer Sy (n) < 2™. Gilt Sy (n) = 2", so existieren x1,...,z, € S
mit |[{(h(z1),...,h(xy)) : h € H}| = 2". Man sagt auch, dass ‘H die Menge
{z1,...,2n} zerschmettert. Man kann den Shatter-Koeffizienten auch wie
folgt beschreiben: die Menge H steht in Bijektion zu A = {A C S : h =
14 € H}. Setzen wir nun A(xy,...,zn) = {AN{z1,...,2,} : A € A} fur
T1,..., oy €5, 50 gilt Sy(n) = maxy, . z.es |A@1,...,z5)|

4.9 Aufgabe. Sei S = R und seien x1,...,x, € S paarweise verschieden.
(a) Ist H = {1400 : a € R}, s0 gilt Syy(n) =n+1.
(b) Ist H = {1(4p : a < b}, so gilt Sy(n) = ("h.

4.10 Satz. Sei H eine Menge von Klassifizieren und by ein zugehoriger
ERM-Klassifizierer. Dann gilt

R(h 2log(2
ER(h,) — inf R(h) < 4 2log(25y(n))
heH n

Beweis. Verwenden wir Lemma [£.6| und den Symmetrisierungstrick, so folgt

ER(}AT,”) — 1“11613{[ R(h) < QE}SLlElp — Z 1Y7$h X)) — E 1Y¢7éh( s

<4Esup |— €1
sup Z ily,2h(x,)|

wobei €1, ..., €, ii.d. Rademacher Zufallsvariablen sind. Wir schlieffen, dass

ER(h,) = jnf R(h) <4 mox maxEsup |- Z@ yirth(e:)

Fir y € {0,1}" und = € R" setze

T’H(l’,y) = {(1y1¢h(z1)¢ R 1yn7£h(a:n)) the H}
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Dann gilt |[Ty(z,y)| < Su(n), da Ty(z,y) in Bijektion zu
{(h(z1),...,h(xy)) : h € H} steht und es folgt

L 1 |2log(283(n))
E R(hy) — inf <4 \f\/m 2 = ¢y 2R
R(hy) — inf R(h) < jana ma /o 0g(25y(n)) -

wobei wir Aufgabe und die Tatsache, dass (1/n) 370 €i1y,2p;(2;) €
SG(1/n), verwendet haben. O

4.11 Definition. Sei H eine Menge von Klassifizieren. Die Vapnik-
Chervonenkis-Dimension (VC-Dimension) ist definiert durch

V(H) = max{n € NU{oo} : Sy(n) = 2"}.
Ist die Menge leer, so setzen wir V(#H) = 0.
4.12 Aufgabe. Sei S = R
(a) Ist H = {h(z) = 1((z,w) > 0) : w € R}, s0 gilt V = d.
(b) Ist H = {h(z) = 1({(z,w) —b>0):w € R b e R}, so gilt V=d + 1.

4.13 Lemma (Sauers Lemma). Sei ‘H eine Menge von Klassifizieren mit
V =V(H) < oco. Dann gilt fir allen > 1

v
Sp(n) <> (?) < (n+1)Y.
=0

4.14 Bemerkung. Es gilt also entweder Sy(n) = 2" fir alle n > 1 oder
Sy (n) wichst hochstens polynomiell in n.

4.15 Aufgabe. Es gilt sogar

V (n) ne\”

Yol < () :

=0 \J v
Beweis. Die zweite Ungleichung folgt aus

i(") szjgz<y>nﬂ‘:(n+1)v.

V(H) n
Sp(n)< > <3> (4.2)
fir alle H mit V(H) < oc.
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Sei zuerst n = 1. Ist V(H) = 0, so gilt Sy (1) = 1 = (;)). Ist andererseits
V(H) > 1, so gilt Si(1) =2' = () + (})-

Wir nehmen nun an, dass fur n — 1 erfullt ist. Sei H mit V(H) > 1
(im Fall V(H) = 0 gilt wegen Sy(n) =1) und z1,...,z, € S beliebig.
Setze H(x1,...,xn) = {(h(z1),...,h(x,)) : h € H}. Wir miissen also zeigen,
dass

ey /.
Hersan) € 3 () (143)
i=0 \J

Sei F = {h|(z,,..2,} : h € H}. Dann gilt V(F) < V(H) und die Behauptung
folgt, falls wir (4.3)) fiir F zeigen kénnen. Wir nehmen daher im Folgenden
an, dass S = {x1,...,z,} und F = H. Wir setzen

H ={heH:h(x,) =1and h— 1y, 1 € H}
Dann gilt H(z1,...,2,) = H (x1,...,20) U(H\ H)(2z1,...,2,) und somit
[H(z1, - mn)| < H (21, x0)| + [(H\ H ) (21,0, 20))]

Wir beschrinken beide Terme auf der rechten Seite separat.

1. Beh. Es gilt
Vo1
|H (21,...,2,)| < Z < . )
=0\ J

Bew. Es gilt |[H'(z1,...,2,)| = |H (21,...,2p-1)| da h(z,) = 1 fiir alle
h € H'. AuBerdem gilt V(H') < V(H) — 1. In der Tat sei V = V(H’)
und {x;,,...,2;,} eine Menge die von H' zerschmettert wird. Dann gilt
Ty & {xi,..., 2} da h(z,) =1 fir alle h € H'. Nach Konstruktion von
H' folgt, dass {z;,,...,xi,} U{zy} von H zerschmettert wird und es folgt
V < V(H) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung schlieen wir

V(H) -1
-1
|H (21, .. x0)| = [H (21, ..., 201)] < Z <n , )

=0 \ 7

2. Beh. Es gilt

v n—1
(HA\H) (21, .. 20)| < Z( ; )
j=0

Bew. Es gilt wieder |(H \ H')(z1,...,2)| = [(H\ H)(21,...,2p-1)]- In
der Tat, sind h,h' € H \ H' zwei Klassifizierer mit h(x;) = h/(x;) fiir alle
i=1,...,n—1 so folgt, dass auch h(z,) = h/(z,) gelten muss, da sonst
h oder h' in H' enthalten wire. Die Behauptung folgt also wieder aus der
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Induktionsvoraussetzung.
Kombinieren wir die 1. und 2. Behauptung, so folgt

VH)-L s VH) 1o VH) /o
A,z <Y ( | ) Yy ( , ) -y ()
=0 J i=0 \ J i=0 \J
was zU zeigen war. O
Kombinieren wir Satz mit Sauers Lemma, so erhalten wir

4.16 Korollar. Sei H eine Menge von Klassifizieren mit V = V(H) < oo.
und hy, ein zugehoriger ERM-Klassifizierer. Dann gilt

. 2V 1og(2n + 2
E R(hy) — inf R(h) <4 M'
heH n

4.4 VC-Dimension und Entropie

4.17 Satz. Sei H eine Menge von Klassifizierern mit ¥V = V(H) < oo und
Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (S,S). Dann gilt

de de
log M(H, ||l (q), € )<V<log( )—l—loglog( )—i—l) Ve < 1. (4.4)

4.18 Bemerkung. Ist p > 1 und sind h,h’ € H, so gilt ||h — h’||Lp @ =

|h—H[L1 (@), da h—h' € {0, +1}. Satz{4.17] “hefert also auch die allgemeinere
Schranke

log M(H, || lr (@) €) < V(log (4 )—I—loglog (4 )—l—l) Ve < 1. (4.5)

Beweis. Ist V = 0 so gilt |H| = 1 und die Aussage ist klar. Wir nehmen
also im Folgenden an, dass V > 1. Sind h,h’ € H zwei Klassifizierer und
sind A, A" C S so dass h = 14 und h' = 1u so gilt | — /|1 =
QA A A", wobei A A A" die symmetrische Differenz von A und A’ ist. Sei
M = M(H,LYQ),¢) und seien hy,...,hy € H mit

A;AA in ||h; —
min Q( k) = min || = hillrg) > €

Ohne Einschrankung sei im Folgenden M > 2 und logM > V, da (4.4)
sonst klar ist. Wir wenden die probabilistische Methode an. Seien hierfiir
X1,..., X, ii.d. mit Verteilung @), wobei n spéter geeignet gewahlt wird.
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Dann gilt

Wir wahlen nun

2log M
n=| ; |
Dann folgt

P({(h;(X1),...,hj(Xp)) : j < M} < M) <exp(2logM —en) <1,
d.h.
P({(hy (X1);. ., hy(Xa)) : j < MY = M) > 0.
Wir erhalten also

M < Sy(H) < (’;‘f)v (4.6)

wobei die zweiten Ungleichung aus Aufgabe folgt. Mit y :=log(M)/V
und z := log(4e/¢) gilt also

log M 4log M
1 () < () <t

1%

Aus y —logy <z, z,y > 1, folgt y < x +logx +1 da y — y — log y monoton
wachsend ist auf [1,00) und auBerdem

z+log r+1—log(z+log x+1) = z+1—log(1+(log(z)+1)/x) > xz+1-log(2) > =
gilt. Einsetzen liefert
log M < V(log (4e/¢€) + loglog (4e/e) + 1)

und die Behauptung folgt. O
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Kombinieren wir Bemerkung [4.18| (angewendet auf das empirischem Maf
und p = 2) mit Dudleys Entropieschranke, so folgt fiir alle y € {0,1}" und

x € S™, dass
1 1/2 V
< f/ Viog2M (G, . € de < Oy

Setzen wir dies in den Beweis von Satz ein, so erhalten wir

E R(hy,) — inf R(h) < C\/?,
n

heH

E sup €1
yz7éh x;)
heH Z

d.h. der logn Faktor aus Korollar [£.16] kann vermieden werden, indem wir
Chaining anwenden.

4.5 Modellwahl

Firm =1,..., M sei H,, eine Menge von Klassifizierern und B ein zu Mo,
gehoriger ERM-Klassifizierer. Ziel ist es einen Klassifizierer mit moglichst
kleinem Klassifizierungsfehler auszuwéhlen.

4.19 Satz. Se:

« 21og(2
m € argmin Ry (h,,) + pen(m) mit pen(m) > 2 M.
m=1,....M n
Dann gilt
« log(2M
ER(hs) <  min ( inf R(h)+ 2pen(m)) +C log(2M)
m=1,....M \hEHm n
mit einer absoluten Konstanten C > 0.
Beweis. Wir setzen
A, (m) = sup |Ry(h) — R(h)|, m=1,...,M. (4.7)

h€Hm

Wir fixieren nun ein m € {1,..., M}. Dann gilt

R(hi) = R(hi) = Ra(ha) — pen(i) + R (hy) + pen(i)

< max (R(Bm/) — Ry (hpy) — pen(m’ )) + Ry(hy) + pen(i)
< max (A, (m') = pen(m’)) + Rp(hy,) + pen(r).

Auflerdem gilt

Ry (h) 4 pen(m) < Ry (ha) + pen(m) < Ap(m) + i R(R) + pen(m),
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wobei die erste Ungleichung aus der Definition von m folgt und die zweite
Ungleichung wie folgt gesehen werden kann: Fir alle h € H,, gilt

A~

R, (hm) < Ry(h) = R,y(h) — R(h) + R(h) < Ap(m) + R(h)
und durch Infimumsbildung folgt

R, (hy) < A, inf R(h).
(hm) < (m)+hg;{m (h)

Insgesamt erhalten wir also

Rlha) € max | (Au(m') = pen(m')) + Au(m) + inf R(k) + pen(m)

Nehmen wir den Erwartungswert und setzen Aufgabe (b) und (c) ein,
so folgt

5 . log(2M)
ER(hys) < inf R(h)+2 Cy|————=.
(hm) <, inf R(h)+2pen(m) + -
Da m beliebig war, folgt die Behauptung. O

4.20 Aufgabe. Seien pen(m) und A,(m) aus Theorem [{.19 bzw. (4.7).
Zeige:

(a) Es gilt

P(|An(m) — EA,(m)| > u) < 2exp(—2nu?) Yu > 0.
(b) Es gilt EA,(m) < pen(m) und

P (mgllax (Ap(m) — pen(m)) > u) < 2M exp(—2nu?) u > 0.

10ty

(¢) Aus (a) und (b) folgt, dass

log(2M)
— < - 7
E mﬁxﬂ (An(m) pen (m)) C n

mit einer absoluten Konstanten C > 0.

4.6 Der SVM-Klassifizierer

In den letzten Kapiteln haben wir gesehen, dass der ERM-Klassifizierer

. 1 &
hEEM ¢ aremin — 1y 2n(x,
n heH n; z7é ( l)

gute statistische Eigenschaften besitzt. Allerdings kann er in der Praxis oft
nicht verwendet werden, da er nur schwer zu berechnen ist (sowohl H als auch

88



die Indikatorfunktion sind nicht konvex). Ahnlich wie im Fall der Modellwahl
(Lasso-Schétzer) ist es unser Ziel eine konvexe Relaxation zu finden.

1. Schritt. Wir nehmen an, dass Y (und somit auch die Klassifizierer h) Werte
in {£1} annimmt (dies wird durch die Transformation Y — 2Y — 1 erreicht).
Dann gilt

1 — 1 «

o 2 Wiy = 3 2 Levin(xi)>0)-
i=1

n =1

2. Schritt. Wir ersetzen H durch eine konvexe Menge von Funktionen f :
S — R. Ein f kann zum Klassifizeren verwendet werden indem wir

+1, falls f(z) >0,

sign(f) = {—1, falls f(z) < 0.

betrachten.

3. Schritt. Wir ersetzen 1,0y durch eine konvexe Funktion ¢(z) mit p(z) >
1(.>0) fir alle z € R.

Wir betrachten also Klassifizierer, die folgendes 16sen

o = sign(f) mit fu€ Y p(-Vif(X0).
=1

Dieses Minimierungsproblem kann immer noch als ERM-Problem interpre-
tiert werden indem wir

1 n
Ro(f) =E@(=Y (X)) und Rnp=—3> o(-Yif(Xy))
i=1
setzen. Wir konzentrieren uns im Folgenden auf die folgenden beliebten
Wahlen fiir F und ¢:
1. ¢(2) = (1 + 2)4+ hinge loss,
2. F={f € Fi:|flr. <R} Kugel in einem RKHS F;, vom Radius R.

Hinge loss
In Analogie zu Satz [£.2] gilt

4.21 Lemma. Im Fall p(z) = (1 + 2)4 gilt

Ry(f) = Rp(h") = 2R

min
f:S—R messbar

mit Bayes-Klassifizierer h* (d.h. h*(x) =1 falls n(z) =P(Y =1|X =z) >
1/2 und h*(x) = —1 sonst).
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Beweis. Durch Bedingen erhalten wir

E(p(=Y (X)X =2) = o(=f(2)) P(Y = 11X = z) + o(f(2)) P(Y = —1|X = z)
= (1= f@)n(x) + (1 + f(2))+(1 = n(x))
> 2(n(z) A (1 =n(x))),

wobei wir verwendet haben, dass (1 +a); + (1 —a)- >14+a+1—a=2.

Gleichheit gilt, falls f = h* und die Behauptung folgt, indem wir den
Erwartungswert nehmen. Die zweite Gleichheit folgt analog. O

RKHS

Ein Hilbertraum H von Funktionen f : S — R heifit RKHS, falls die
Punktevaluationen stetige Funktionale sind. Mit Hilfe des Rieszschen Dar-
stellungssatzes existiert dann fir alle x € S ein k; € H mit f(x) = (f, kz)
Vf € H. Die k, kénnen zu einer Funktion k : S x § — R zusammen genom-
men werden, welche dann gewisse Eigenschaften erfiillt. Wir wéhlen hier
jedoch einen umgekehrten Zugang zu der Theorie der RKHS und starten mit
positiv definiten Kernen:

4.22 Definition. Eine Funktion k£ : S x S — R heifit positiv definiter Kern,
falls

(a) fir alle z,y € S gilt k(z,y) = k(y, z),
(b) fir alle m > 1, z1,...,2y € Sund ay,...,a, € R gilt

m m
Z Za]akk xj,xp) > 0.

j=1k=1

4.23 Beispiele. Sei S = R?
1. k(z,y) = (x,y) linearer Kern,
2. k(x,y) = x Ay Histogramm-Kern (d = 1),
1. k(z,y) = exp(—||z — y||?/(20%)) GauBscher Kern (o > 0).

Wir iiberlassen es dem Leser zu iiberpriifen, dass die Eigenschaften aus
Definition .22 tatsichlich erfiillt sind. Fiir den GauBschen Kern kann dabei
die folgende Aufgabe verwendet werden:

4.24 Aufgabe. (a) Sind ki, ke : X X X — R zwei positiv definite Kerne
und a > 0, so sind auch aki, k1 + ko und ki - ko positiv definite Kerne.

(b) Ist kyp : X x X — R, n > 1, eine Folge von positiv definiten Kernen
die punktweise gegen eine Funktion k : X x X — R konvergiert, so ist
auch k ein positiv definiter Kern.
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(c) Ist k: X x X — R ein positiv definiter Kern, so ist auch k' : X x X —

R definiert durch k'(x,y) = k(z,y)/k(x,2)k(y,y), falls der Zihler
ungleich Null ist, und k' (z,y) = 0, sonst, ein positiv definiter Kern.

Es gilt nun:

4.25 Satz. Sei k : S xS — R ein positiv definiter Kern. Dann existiert
genau ein Hilbertraum Fj, von Funktionen f :S — R mit

(a) k(x,-) € Fy fir allex € S,
(b) f(z) = (f,k(z,-))F, firallex €S und alle f € Fj.
Fi heifit auch der zu k gehorige RKHS (reproducing kernel Hilbert space).
Ein Beweis des Satzes ist in Appendix [A1] gegeben.

4.26 Beispiel. Sei S = R? und k(z,y) = (z,y) der lineare Kern. Dann ist
Fi, der Raum aller Linearformen mit (f, g) 7, = (w,v) fiir f(z) = (w,z) und

9(x) = (v, z).

Die Norm || f|| 7, ist stark mit Glattheitseigenschaften von f verbunden.
Dies wird in den folgenden Beispielen und Aufgaben herausgearbeitet.

4.27 Beispiel. Sei ¢y, ..., $, ein Orthonormalsystem in L?([0,1]) und

Z prdr(z ) fiir beliebige py, > 0.

Dann gilt Fj, = span(¢1, ..., ¢p) mit

P

Z Yfs )2 (g, dn) e

Offensichtlich ist (Fy, (-, ) 7, ) als endlichdimensionaler Innenproduktraum
ein Hilbertraum. Es bleibt also zu zeigen, dass (a) und (b) gelten. Dabei ist
(a) klar und (b) folgt aus

p

(f, = N o) 2 > ar(d, b))

=1

=i
Zf7¢k 20k(x) = f().

Dieses Beispiel lasst sich auf unendliche Reihenentwicklungen (p = o0)
verallgemeinern, sofern k(z,y) wohldefiniert ist. Ein wichtiges Beispiel dafiir
ist wie folgt (vergleiche mit den periodischen Sobolev-Kugeln aus Bemerkung
1.25)):
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4.28 Aufgabe. Sei S = [0,1], (¢r)r>1 die trigonometrische Basis, puj =
(1+ k)~ fir a > 1/2 und k(z,y) = X32, pwdr()x(y). Dann gilt

{f€L201 Zu f¢kL2<oo}

mit

«szzulzl<fﬂ¢k>L2<gv¢k>L27 vf?.gE-Fk

4.29 Aufgabe. Sei S =1[0,1] und k(z,y) =z Ay. Dann gilt
Fr={f:10,1] = R: f(0) =0, f absolut stetig, f' € L*([0,1])}
mit )
= / f'(z)d (z) dz Vf, g€ Fk.
0

(Hinweis: Verwende den Hauptsatz der Integralrechnung fiir absolut-stetige
Funktionen.)

4.30 Aufgabe. Sei S = R? und k(x,y) = exp(—|jz — y||>/(20?)), o > 0.
Dann gilt

Fi = {f € Co®RY) N L' (RY) : / F £ () 2”12 dy < o0}

Rd

(o) F = /dyf(u)yg(u)ea2llu\\2/2 du,  Vf.geFi
R
Dabei ist F f die Fouriertransformierte von f definiert durch

1

ﬁf(u)zw

Fe i dy,  ueRrd,

(Hinweis: Verwende die Fourierinversionsformel F2f(x) = f(—x) und die
Formel Z ¢ = ¢ fiir ¢(x) = exp(—||z|*/2).)
4.31 Definition. Sei £ : S x S — R ein positiv definiter Kern, Fj der

zugehorige RKHS und R > 0. Dann ist der SVM-Klassifizierer IA”L,SLVM definiert
durch

. 2 .7 . 1 &
=sign(f5YM) mit f5YM ¢ argmin —Z(l—Y;f(Xi)p.

BSVM
" n
FeFfll7, <R ™ =1

4.32 Bemerkung. Alternativ kann man auch

. 1
fu € argmin— 31— Vif (Xi)+ + Al fI%, (4.8)
feFe M

betrachten.

92



4.33 Satz (Darsteller-Formel). Sei k : S x S — R ein positiv definiter
Kern, fk der zugehorige RKHS und X\ > 0. Dann gilt fir fn aus . dass

fn_ 1/8] ( 7)mZt
Beargmin(lz<1—ZBJYk ) +Zﬁzﬁj XZ,X)>

BeRn nz 1 7.7 1

Beweis. Sei V = span(k(X1,-),...,k(Xp,-)) und V* das orthogonale Kom-
plement in Fj. Ist f € Fj, so schreibe f = fy + fi,r mit fyy € V und
fyr € V. Damn gilt || fl|%, = [ fvl%, + I fy]|%, und

f(Xa) = (f, k(Xe, ) 7, = (fv, k(Xi, ) 7, = fv(Xa).
Es folgt, dass

R () + Mz, = Buo(fv) + vl + 1ol

und somit erfiillt ein Minimierer f,, dass (f,)y-. = 0. Daher gilt

Dies zweite Behauptung folgt nun indem wir

n 2 n
| ok = D0 B k(X ), k(X > BB X))
j=1 kg g=1 i,j=1
einsetzen. ]

4.34 Satz. Seik:S xS — R ein positiv definiter Kern, Fy, der zugehérige
RKHS, p(z) = (1+ z)+ das hinge loss und R > 0. Dann gilt

ER(MhSYM) < inf R (f)+8R Ek(X, X)
Ifll7, <R

Beweis. Es gilt
ROV = [ 1(=ghi" ™ (@) > 0 dP¥Y (ay)
< [1-uF V@) > 0)dPYY (@)

< [@=gfM @) P (@) = RAFV).

Also
R(ASVMY < R, (fSVMy— inf R,(f)+ inf R,(f
( )< Bl ) £l <R o(/) 1f I, <R o)
<2 sup ‘Rn,cp(f)_Rw<f)|+ inf Rs@(f)a
I fll7, <R I£lF, <R
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wobei die zweite Ungleichung wie im Beweis von Lemma folgt. Es bleibt
zu zeigen, dass

Ek(X, X
E sup |Ruy(f) - Ro(f)] < 4Ry 2HEE),
1llr, <R n

Mit Hilfe des Symmetrisierungstrick folgt, dass

E sup |Rno(f) — Ro(f)l
I fll7, <R

n

1

=E S (= Yif(X))s — 141 —E(1 - Vi f(X;

LN P BCER G (1 Vi (X))
1 n

<2E — e ((1—Yif(X; —1

- IIfS;l:)<Rn; ( FX))+ )’

n
=2ExyE: sup |-
Ifll7 <R ' =

U (=Yif (X)),

mit €1,...,€, i.i.d. Rademacher Zufallsvariablen. Die Funktion ¥ ist 1-
Lipschitz stetig und erfiillt ¥(0) = 0. Das Konstraktionsprinzip (siehe [2]
Theorem 11.6] oder [3, Theorem 3.2.1]) liefert nun

n

2E. sup
Ifll7<R'T ;21

e aea)l

n

1
<4E. sup (=Y —eYif(X))
”f”]—'k<R‘n i=1

17
= 4Ee sup - Z 6Zf(XZ) )
Ifllz, <R'™ ;3

wobei wir in der letzten Gleichheit verwendet haben, dass die —¢;Y; die
gleiche (gemeinsame) Verteilung haben wie die ¢;. Wir verwenden nun die
Hilbertraumstruktur von Fj. Es gilt

n
‘ > ef(Xi Z ek ) Fi
i=1
wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet haben, und

ek = 32 aqk(xix)
=1

i,j=1

< IFll7

I

Zfz s ‘]__

k
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Wir schlief3en

n

1
E sup [Ruo(f) — Ro(f)l <4E sup |= ) ef(Xi)
Wl <r ’ IIfkaR‘”;
AR &
< S Bl e,
AR n 2
<= EH;Eik(Xia‘)H]__k
_ AR E Y eek(Xi, X;) = 4R w.
n ij=1 n
0

A Zusatzliche Beweise

A.1 Beweis von Satz [4.25]

Wir setzen
Fo= {f:S—HR:f:Zaik(:L‘i,-),neN,xi €S,a; eR,i= 1,...,n}.
i=1
Sind f = 371" aik(wi,-) und g = 377, bik(y;, ) aus Fo, so setzen wir

n

(f.9)rm=>_ f: aibjk(z, y;)-

i=1j=1

A.1 Lemma. (Fo,(-,)r) ist ein Innenproduktraum mit f(z) =
(f,k(z,-))F, fir allex € S und f € Fo.

Beweis. Es ist klar, dass Fy ein Vektorraum ist. Desweiteren ist (-,-)z,
wohldefiniert, da

(frgy Fo=>_Y abik(zi,y;) =>_ aig(z:) = b;f(y;)- (A1)
i=1j=1 i=1 j=1
Hieraus folgt, dass

fir alle z € S und f € Fo. Es ist klar, dass (-, -) 5, bilinear und symmetrisch
ist und dass || f||z, = 0 falls f = 0. Insbesondere gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung: (£, 9) 7| < |11 g5, fix alle £, g € Fo. Setzen wir g = k(z, ),
so folgt

[f (@) = [{f, k2, N rl < fll 7k, )l 7 =\ k(@ 2)[[ 7. (A2)

Somit impliziert ||f||z = 0, dass f = 0. O

95



A.2 Lemma. Sei (f,) eine Cauchyfolge aus Fo. Dann konvergiert die Folge
(fu(@)) fiir alle x € S.

Beweis. Aus (A.2)) folgt, dass fiir alle n,m € N

[fn(2) = fm(@)] < \J (2, 2) || fo = frmll 7o

Dabher ist fiir beliebiges = die Zahlenfolge (f,(x)) eine Cauchyfolge und die
Behauptung folgt aus der Vollsténdigkeit von R. O

A.3 Lemma. Ist (f,) eine Cauchyfolge in Fy die punktweise gegen 0 kon-
vergiert, so gilt || fnl|7, — 0 fiir n — oo.

Beweis. Da Cauchyfolgen beschrénkt sind, existiert ein M > 0 mit || f, || 7, <
M fir alle n > 1. Wahle nun N so gro$, dass ||f, — fn|lr < ¢/M fir
allen > N. Da fy € Fo, gibt esm € Nyx; € S;a; € Rji = 1,...,m, mit
fn =X k(zi, ). Nun gilt

||fn”%-‘0 = (fnafn>]—'0 n_fNafn>fo+<fN7fn>]:o

=
(o= s FadFo + D aifulai)

=1

<ed Y aifa(z).
i=1

Daher gilt limsup,, ., ||f2]l%, < €. Da e > 0 beliebig war, folgt die Behaup-

tung. [

Sei nun Fj der Raum aller Funktionen f : S — R die punktweise Limiten
von Cauchyfolgen (f,) aus Fy sind. Fiir f, g € Fj, setze

<f7 g>.7:k = nh—>Igo<fn’ gn>]:0,

wobei (f,) und (g,) Cauchyfolgen sind die punktweise gegen f und g kon-
vergieren.

A.4 Lemma. (Fy,(-,-)r,) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Sind (fy,) und (gn) zwei Cauchyfolgen in Fy, so ist ({fn, gn))x, eine
Cauchyfolge in R. Diese konvergiert da R vollstidndig ist. Seien nun (f) und
(g1,) zwei weitere Cauchyfolgen welche punktweise gegen f und g konvergieren.
Dann sind (f, — f},) und (g, — g,) Cauchyfolgen die punktweise gegen 0
konvergieren und Lemma impliziert || fn, — f1 |70, | fn — fLll7, — O fiir
n — 0. Es folgt, dass

‘(fnagn>}—o - <f7{L7g’lrL>}—O’ < an - fr/LH]:ngnH]’—o + HfaImH}'o”gn - g?”LHJ_—O —0
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fir n — 0. Daher ist (-,-) 7, wohldefiniert. Es ist nun einfach zu sehen,
dass (-,-) 7, ein Skalarprodukt auf Fj, ist welches (-, )7, erweitert. Gilt z.B.
| fll7 =0, d.h. limy, 0 || fnl| 7, = 0 mit (fy) Cauchyfolge in Fy die punktweise
gegen [ konvergiert, so folgt f(x) = limy, oo frn(2) = limy—oo (fn, k(z, ) <
limy, oo || frll 7 [V E (2, 2)|| = 0 und somit f = 0. Ist nun f € Fj und (f,)
Cauchyfolge in Fy die punktweise gegen f konvergiert, so folgt aus der
Konstruktion des Skalarproduktes, dass lim,_,« || f — fn|l7, = 0. Somit liegt
Fo dicht in Fj. Wir zeigen nun, dass Fj, vollstandig ist. Sei hierfiir (f,,) eine
Cauchyfolge in Fi. Aus der Dichtheit von Fy folgt, dass es fiir alle n > 1
Funktionen f], € Fy gibt mit || f, — f1,|| < 1/n. Dann ist (f}) eine Cauchyfolge
und es folgt aus Lemmal[A.2] dass diese punktweise gegen ein f € v konvergiert.
Es folgt lim, o || f — f1, |l = 0 und somit lim, o || f — full7, = 0. O

Es bleibt zu zeigen, dass der so konstruierte Hilbertraum Fj die Eigen-
schaften (a) und (b) erfiillt. Eigenschaft (a) ist klar. Um (b) zu zeigen seien
f € Fx, x € S und (f,) eine Cauchyfolge in Fy die punktweise gegen f
konvergiert. Dann konvergiert f, auch in Norm gegen f und es folgt aus der
Stetigkeit des Skalarprodukts, dass

n—oo

O

A.5 Bemerkung. Der in Satz konstruierte RKHS hat folgende zusétz-
liche Eigenschaften.

(a) Ist k(z,-) messbar fir alle x € S, so ist Fj ein Raum messbarer
Funktionen. (Beweis hierfiir: Nach Konstruktion besteht Fj aus Line-
arkombinationen von k(z,-) und (gewissen) punktweise Limiten von
diesen.)

(b) Ist (S,d) ein metrischer Raum, k(x,-) stetig fir alle x € S und k
beschrankt, so ist Fj, ein Raum stetiger Funktionen. (Beweis hierfiir:
Sei f € Fi, x € S und € > 0. Sei (f,) eine Cauchyfolge in Fy die
punktweise gegen f konvergiert. Dann gibt es ein m > 1 mit || f— f,|| <
¢/(3M) (siehe Beweis von Lemmal[A.4) und | f(z) — fm(z)| < €/3, wobei
M = sup,cqk(z,z) < co. Da f, stetig ist, existiert ein § > 0, so
dass |fm(z) — fm(y)| < €/3 fiir alle y mit d(x,y) < 0. Fiir alle y mit
d(z,y) < € folgt somit

[f(@) = FW < [f(@) = fn(@)| + [fm (@) = fm(®)] + [fm(y) — ()]

<€/3+¢/3+\/k(z,x)||f — fml] <€

und die Behauptung folgt.)

Ist (.S, d) zusétzlich separabel, so ist Fj separabel. (Beweis hierfiir: Sei
So C S dicht und abzéhlbar. Ist f L span(k(x,-) : x € Sp), so gilt
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f(x) = (f,k(z,-)) =0 fir alle x € Sy. Da f stetig ist folgt f(z) =0
fir alle x € S.)
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