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o-Algebren und Borel-Mengen

.1 Algebren, o-Algebren

Definition 1. Sei F eine nichtleere Menge und A C Z(FE) ein Mengensy-

st

(

em. Man nennt A eine Algebra (auf F), wenn
(i) E € A,

(ii) fiir alle A € A gilt A° € A,

iii) fiir alle A, B € Agilt AUB € A.

Definition 2. Sei F eine nichtleere Menge und A C #(FE) ein Mengensy-

st

(

em. Man nennt A eine o-Algebra (auf £), wenn
(i) E € A,
(ii) fiir alle A € A gilt A° € A,

iii) fiir alle Folgen (A,,),>1 von Mengen aus A gilt Un21 A, €A

Beispiele.

a) Jede o-Algebra ist auch eine Algebra.

(c
(d) Fiir jede Teilmenge B C E ist {(), E, B, B°} eine o-Algebra.

(a)

(b) A= {0, E} ist eine o-Algebra.
) A= P(E) ist eine o-Algebra.
)



(e) Fiir eine unendliche Menge F ist A := {A C E : A endlich oder A¢ endlich}
eine Algebra, aber keine o-Algebra.

Lemma 1. Sei A eine Algebra. Dann gilt
(a) O € A,
(b) fir alle A,B € A gilt AN B € A,
(c) fir alle Ay,. .., Ay € A gilt |}, Ak, N, Ax € A.
Lemma 2. Ist A eine o-Algebra, so gilt dariberhinaus
A,eAn>1= ﬁAneA.
n=1

Lemma 3. Sei E eine nichtleere Menge und (A;);er eine Familie von o-
Algebren, wobei I eine nichtleere Indexmenge ist. Dann ist

ﬂAi:{AgE:AGAiﬂiralleiel}

iel
ebenfalls eine o-Algebra. Kurz: Der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren
ist eine o-Algebra.

Lemma 4. Sei § C Z(E) ein Mengensystem. Dann ist
a(8) = m {A: A ist eine o-Algebra auf E mit S C A}

eine o-Algebra, die S umfasst. Sie ist die kleinste o-Algebra, die S umfasst.

Definition 3. Die o-Algebra o(S) heifit die von S erzeugte o-Algebra, das
Mengensystem S nennt man einen Erzeuger der o-Algebra o(S).

Lemma 5. Sei E eine nichtleere Menge.
(a) Ist A eine o-Algebra auf E, so gilt o(A) = A.

(b) Sind §,8" C P(E) zwei Mengensysteme mit S C §', so gilt o(S) C
o(S').

Definition 4. Jedes Paar (F, .A), wobei E eine nichtleere Menge und A eine
o-Algebra auf E ist, heiit messbarer Raum. Eine Teilmenge A € A heifit
A-messbare oder kurz messbare Menge.



1.2 Die Borelsche o-Algebra

Definition 5. Sei §; € Z(R) das Mengensystem aller nach links halboffenen
Intervalle
(a’ b:l’ <_w’ b:l’ (a’ +OO)7 (_OO7+OO>7

wobei a,b € R, a < b.
Definition 6. Die o-Algebra
%R =0 (81)

heifit die Borelsche o-Algebra auf R. Eine Teilmenge A € % heifit Borel-
Menge.

Lemma 6. Jedes der folgenden Mengensysteme ist auch ein Erzeuger der
Borelschen o-Algebra:

(a) {(a,b] : a,b € R, a < b},
(b) {(a,b):a,beR, a <b},
(c) {[a,b] :a,b € R, a < b},
(d) {(a,00) :a € R},
(e) {la,0) : a € R},

Definition 7. Eine Menge U C R heifit offen, wenn es zu jedem x € U
eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass (z — ¢,z +€) C U. Eine Menge V' C R heifit
abgeschlossen, wenn ihr Komplement R \ V' offen ist.

Satz 1. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge von R ist eine Borel-
Menge. Bezeichnet Uy bzw. V, das Mengensystem aller offenen bzw. abge-
schlossenen Teilmengen von R, so gilt insbesondere

@R = O'(ul) = O'(Vl).
Beispiele.
(a) Fir jedes = € R ist {} Borel-Menge.

(b) Jede abzéhlbare Teilmenge A C R ist eine Borel-Menge. Insbesondere
ist Q eine Borel-Menge.



(c) Die Cantor-Menge C' ist eine Borel-Menge.

Lemma 7. Das Mengensystem
Fi= {U Ii:meN, I,..., I, €8 paarweise disjunkt}
i=1

ist eine Algebra. Sie ist die kleinste Algebra, die S; umfasst.
Definition 8 (Der allgemeine Fall). Fir n > 1 sei
S = {ﬁ(ak,bk]ﬂR” c—oo < ap <b,<o0, k= 1,...,n}
k=1
das Mengensystem aller (nach links) halboffenen Quader im R™. Dann heift
P = 0 (S7)
die Borelsche o-Algebra auf R". Eine Teilmenge A € %~ heifit Borel-Menge.

Definition 9. Eine Menge U C R" heif3t offen, wenn es zu jedem = € U eine
Zahl € > 0 gibt, so dass [[,_,(zx — €, 24 + €) C U. Eine Menge V' C R heifit
abgeschlossen, wenn ihr Komplement R\ V' offen ist.

Satz 2. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge des R™ ist eine Borel-
Menge. Bezeichnet U,, bzw. V,, das Mengensystem aller offenen bzw. abge-
schlossenen Teilmengen des R™, so gilt insbesondere

PByrn = o(Uy,) = o(Vy).

Aufgabe 1. Das Mengensystem

Fn = {U Qr:-meN, Q,...,Q, €S8, paarweise disjunkt}
k=1

ist eine Algebra. Sie ist die kleinste Algebra, die S,, umfasst.



1.3 Verhalten unter Abbildungen

Satz 3. Fiir eine Abbildung f : E — F von einer nichtleeren Menge in einen
messbaren Raum (F,B) ist das Mengensystem

F1B)={f"(B): Be B}
eine o-Algebra (auf ).

Lemma 8. Seien E, I nichtleere Mengen und f : E — F eine Abbildunyg.
Ist (B;)ier eine Familie von Teilmengen von F, wobei I eine nichtleere In-
dexmenge ist, so gilt

f (UBz> :Uf‘l(Bi).

Ist B eine Teilmenge von F', so gilt
fHBY) = (f1(B)"

1.4 Monotone Klassen*

Definition 10. Sei E eine nichtleere Menge und B C Z?(E) ein Mengensy-
stem. Man nennt C eine monotone Klasse (auf E), wenn

(i) fiir alle A, B € Bmit A C B gilt B\ A € B,

(ii) fiir alle monoton wachsenden Folgen (A,,),>1 von Mengen aus B (A, C
Apt1, n > 1) gilt U, An € B.

Definition 11. Sei E eine nichtleere Menge und S C Z?(E) ein Mengensy-
stem. Man nennt S durchschnittsstabil, wenn AN B € S fiir alle A, B € S.

Lemma 9. Sei E eine nichtleere Menge und (B;);cr eine Familie von mo-
notonen Klassen auf E, wobei I eine nichtleere Indexmenge ist. Dann ist
Nics Bi ebenfalls eine monotone Klasse.

Definition 12. Sei E eine nichtleere Menge und S C Z?(E) ein Mengensy-
stem. Dann heift

M(S) = ﬂ {B : B ist eine monotone Klasse auf E mit S C B}

die von S erzeugte monotone Klasse.



Satz 4. Sei E eine nichtleere Menge und S C P (E) ein durchschnittsstabiles
Mengensystem mit E € S. Dann gilt

M(S) = a(S).

2 Mafle

2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 13. Sei (E,A) ein messbarer Raum. Eine Funktion z : A — R
heiit Maf auf A (oder auf (£, .A)), wenn

(1) u(@) =0,
(i) u(A) >0 fiir alle A € A,

(iii) p ist o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A,,) paarweise disjunkter Mengen

aus A gilt
H <U An) = ZM(AH>‘
n=1 n=1

Zusatz 1. Gilt u(F) < oo, so heifit u endliches Mafs; gilt pu(E) = 1, so heifit
w Wahrscheinlichkeitsmaf. Gibt es eine Folge (F,) von Teilmengen von E
mit £ =J ", B, und p(E,) < 0o, so heifit u o-endliches Maf.

Lemma 10. Sei (E, A) ein messbarer Raum und p ein Maf$ auf A.

(a) Fiir Ay, ..., Ay € A paarweise disjunkt, m > 2, gilt

K <U An) = ZM(AH>'
n=1 n=1
(b) Fir A,Be A mit AC B gilt
w(A) < u(B).

(¢) Fir A,B e A mit AC B und pu(A) < oo gilt

u(B\ A) = u(B) — u(A).



Beispiele.

(a) Zihlmafs: fuir A € P(F) sei u(A) die Anzahl der Elemente von A,
falls A endlich ist, und p(A) := 400, falls A unendlich viele Elemente
enthalt. Dann ist 4 ein MaB (das sogenannte Zéhlmafl) auf Z2(F).

(b) Diskrete WahrscheinlichkeitsmajfSe: Fiir E abzéhlbar und p : E — [0, 1]

mit > _pp(x) = 1, definiere u(A) = > _,p(z), wobei A € Z(F).
Dann ist p ein MaBl auf & (FE). Ist E endlich und p(z) = 1/|F| fur alle
x, so heifit u gleichméBige Verteilung auf E.

(c) Lebesgue-MafS: Betrachte den messbaren Raum (R, %g). Im néchsten
Kapitel zeigen wir, dass es ein eindeutiges Mafl A auf B gibt welches
A((a,b)) = b—a fiir alle —oo < a < b < +oo erfiillt.

Satz 5. Sei (E, A) ein messbarer Raum und p ein Maf$ auf A.

(a) Ist (A,) eine Folge von Mengen aus A mit A, C Apy1, n > 1, dann

qilt
lim p (A (U Ak)

(b) Ist (A,) eine Folge von Mengen aus A mit A, O A1, n > 1, und
w(Ay) < oo, dann gilt

e (4 (ﬂ Ak) -

Definition 14. Ein Mafraum ist ein Tripel (E, A, 1) bestehend aus einer
nichtleeren Menge F, einer o-Algebra A auf F und einem Maf} i auf A. Gilt
u(E) =1, so heifit (E, A, pu) auch Wahrscheinlichkeitsraum. Ist E endlich
oder abzdhlbar unendlich und gilt A = Z(E), so heiit (E, A, ) diskreter
Mafsraum.

2.2 Konstruktion von Maflen

Definition 15. Sei A eine Algebra auf einer nichtleeren Menge F. Eine
Abbildung pg : A — R heifit Inhalt auf A, falls

(i) po(0) =0,



(ii) po(A) > 0 fiir alle A € A,
(ili) po (AU B) = po(A) + po(B) fiir alle disjunkten A, B € A.

Ein Inhalt heiit Pramaf, falls fiir jede Folge (A,,) paarweise disjunkter Men-
gen aus Amit (J~ A, € A

Ho <U An) = ZNO(An)

gilt.

Satz 6 (Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz). Sei E eine nichtleere Menge,
A eine Algebra auf E und ug ein o-endliches Pramaf$ auf A. Dann gibt es
ein eindeutig bestimmtes o-endliches Maf$ u auf der o-Algebra o(A) mit

1(A) = po(A)
fiir alle A € A.
Zusatz 2. Ist A € o(A), so gilt

p(A) = inf {iuo(An) tA, e AAC D An} :

n=1

2.3 Das Lebesgue-Maf} auf (R, %y)

Lemma 11. Fir A = ;" (ay, by] € F1 mit (ax, by] paarweise disjunkt, setze

Ao (U(%ﬁk]) = (bk - ak)

k=1 1

(und X\og(A) := +o0, falls A € Fy ein unendliches Intervall (—o0,bl, (a, +00)
oder (—o0, 4+00) enthdlt). Dann ist Ny ist ein Inhalt auf der Algebra F.

Satz 7. Der in Lemma 11 konstruierte Inhalt \y ist sogar ein o-endliches
Primaf$ auf F1. Dieses kann nach dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz
eindeutig zu einem o-endlichen MafS A auf PBr fortgesetzt werden.

Definition 16. Das Mafl A aus Satz 7 heifit das Lebesgue-Mafl auf %x.



Bemerkung 1. Fiir das Lebesgue-Mafl \ auf %y gelten:
(a) A({x}) =0 fiir alle z € R,
(b) A((a,b]) = A((a,b)) = A([a,b]) = b — a fir alle a,b € R,
(c) Ist A C R abzidhlbar, so gilt A\(A) =0,
(d) MA+z) = AA) fir alle A € By, x € R.

Bemerkung 2. Man kann zeigen: es existiert keine Funktion p : Z(R) —
[0, +00] mit folgenden Eigenschaften:

(i) Monotonie: ist A C B C R, so gilt u(A) < u(B).
(ii) Translationsinvarianz: u(A + x) = u(A) fir alle A C R, z € R.

(i) o-Additivitét: fir jede Folge (A,) disjunkter Teilmengen von R gilt
i (UnZy An) = 2202, 1(An).

(iv) Sind a < b zwei reelle Zahlen, so gilt x ([a,b]) = b — a.

2.4 Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, %g)

Definition 17. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf g ist die Vertei-
lungsfunktion F : R — [0, 1] definiert durch

F(z) = p((—o0,z]), z€R.

Satz 8. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf $Br. Dann hat die Vertei-
lungsfunktion F' von p folgende Eigenschaften:

(a) F ist monoton wachsend,
(b) Es gilt lim,|_~ F(z) =0 und lim F(z) =1,
(c¢) F' ist rechtsstetig, das heifit, fir alle x € R gilt F(x) = limy, F'(y).

Satz 9. Sei umgekehrt F' : R — R eine Funktion mit den FEigenschaften
(1)-(iii) aus Satz 8. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlich-
keitsmafS pp auf Br mit der Figenschaft, dass

pr (=00, 2]) = F(z)

fiir alle x € R.
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Bemerkung 3. Zusammengefasst werden die Sétze 8 und 9 auch Korrespon-
denzsatz genannt. Sie liefern Bijektion zwischen der Menge der Wahrschein-
lichkeitsmafle auf #r und der Menge der Funktionen mit den Eigenschaften

(1)-(ii).
3 Messbare Funktionen

3.1 Messbare Abbildungen

Definition 18. Seien (F,.A) und (F,B) zwei messbare Rdume. Eine Abbil-
dung f : E — F heifit (A, B)-messbar (oder kurz messbar), falls f~1(B) € A
fur alle B € B. Ist (F,B) = (R", Bgn), so heiit f auch Borel-messbar.

Lemma 12. Ist S ein Erzeuger von B, so ist f bereits messbar, falls f~1(S) €
A fiir alle S € S.

Korollar 1. Sei (E, A) ein messbarer Raum und f : E — R eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(a) f ist Borel-messbar.
(b) {z € E: f(z) >a} € A fir alle a € R.
(c) {reE: f(x

(

( a} € A fir alle a € R.
(d) {x e E: f(x

(

>
<

)
)
) <a} € A fir alle a € R.
(e) {r € E: f(z) <a} € A fir alle a € R.

Korollar 2. FEine Funktion f : E — R™ ist bereits Borel-messbar, falls
fHU) € A fiir alle offenen Mengen U C R™. Insbesondere sind alle stetigen
Funktionen f : R™ — R™ Borel-messbar.

Lemma 13. Seien f,g: F — R zwei Borel-messbare Funktionen und c € R.
Dann sind die Funktionen

cf, % f+g, fo. If

Borel-messbar.
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Lemma 14. Ist (f,,) eine Folge Borel-messbarer Funktionen f, : E — R, so
sind auch die Funktionen F' und f definiert durch

Borel-messbar, sofern diese Funktionen jeweils wohldefiniert sind. Falls f,(x)
fiir jedes x € E konvergiert, so ist auch die Funktion f* definiert durch
f(x) = lim,, o fn(x) Borel-messbar.

3.2 Induzierte Mafle

Lemma 15. Sei (E, A, ) ein Mafiraum, (F,B) ein messbarer Raum, sowie
f eine (A, B)-messbare Abbildung. Dann wird durch

p'(B) = p(f(B)) =nu({zr € E: f(x) € B}), BeB,

ein Map auf B definiert. Ist i ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist u! ebenfalls
ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Definition 19. Das Maf8 i/ nennt man das von f induzierte Maj.

3.3 Einfache Funktionen

Lemma 16. Sei (E,A) ein messbarer Raum. Sind oy, ... 0, € R und
Ay, A, € A, so st die Funktion

F=Y ol (3.1)
j=1

Borel-messbar.

Definition 20. Eine Familie (A;);c; paarweise disjunkter Mengen aus A mit
E = J;c; Ai heiBt eine Zerlegung von E.

Zusatz 3. Ist f von der Form (3.1), so gibt es eine Darstellung in der
(A;)j=1,..m eine Zerlegung von E ist. Diese Darstellung wird eindeutig, wenn
wir zusétzlich fordern, dass o, ..., a,, verschieden und Ay, ..., A,, nichtleer
sein sollen. Letztere Darstellung wird auch die kanonische Darstellung von f
genannt.

Definition 21. Eine Funktion von der Form (3.1) mit a4, ..., a,, € R und
A, ..., A, € A heiit einfach.

12



3.4 Approximation Borel-messbarer Funktionen

In der Integrationstheorie hat es sich als zweckméfig erwiesen, auch Funktio-
nen zuzulassen, die die Werte +00, —oo annehmen. Solche Funktionen wer-
den auch numerische Funktionen genannt. Hierfiir betrachtet man auf den
erweiterten reellen Zahlen R die folgende o-Algebra:

PBr =0 ({(a,0]:a€R}) ={AUB|A € Bg,B € {—00, +0}}.

Definition 22. Sei (E,.A) ein messbarer Raum. Eine numerische Funktion
f :+ E'— R heifit Borel-messbar, wenn sie (A, %g)-messbar ist. Nach Lemma
12 ist dies genau dann der Fall, wenn

{reFE:f(r)>a}eA
fiir alle @ € R.

Man kann nun zeigen, dass sich die obigen Resultate in Korollar 1, Lemma
13 und Lemma 14 auf solche Funktionen erweitern lassen (siehe zum Beispiel
Chapter 2 in Bartle, Kapitel 4.1 in Kiichler oder Kapitel I1I, §4 in Elstrodt).

Satz 10. Sei (E, A) ein messbarer Raum und f : E — R eine nicht-negative,
Borel-messbare Funktion. Dann ezistiert eine Folge (f,) einfacher Funktio-
nen maut

(a) 0 < fu(z) < for1(x) < f(z) fir allen>1, z € E,
(b) lim, o0 fr(z) = f(2) fiir alle z € E.

4 Das Integral

Im Folgenden sei (E, A, i) stets ein Mafiraum.

4.1 Integral fiir einfache Funktionen

Definition 23. Sei f eine nichtnegative, einfache Funktion und f = ZTzl a;lla;
eine Darstellung von f in der (4;),=1,.m eine Zerlegung von E ist. Dann set-
zen wir

.....

/ Fdp:= " a;u(4y),
E ey

wobei wir stets 0- 0o = 0 und a + co = oo setzen, und nennen [, f du das
Integral von f ber E beziiglich .

13



Lemma 17. Sei f eine nichtnegative, einfache Funktion mit den Darstel-
lungen [ = Z] Lol = Yoy Brlp,, wobei sowohl (Aj)j=1.. .m als auch
(Bk)k=1....n €ine Zerlegung von E sind. Dann gilt

Z a;u(A Z Butt(Br).

Insbesondere ist obige Definition des Integrals wohldefiniert.

.....

Beispiele.
(a) Sei (B, A, pn) = (R, Bg, \). Dann gilt

[ Vs dn=(a.t) =~ a
R

und

/Rﬂ@du — \Q) =0.

(b) Sei E={1,...,n}, A= Z(FE) und pu ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
A. Dann ist jede Funktion f : E — [0, 00) einfach und es gilt

/Efdu Zf u({k)).

Lemma 18. Fiir nichtnegative, einfache Funktionen f, g und eine reelle Zahl

ceR gt
/chd,u:c/Efd,u
/]E(erg)du:[Efdqu/Egdu-
[ raus [ gdn

und

Ist f < g, so gilt

14



4.2 Integral fiir nichtnegative Funktionen

Definition 24. Wir bezeichnen mit M*(E, A) die Menge aller nichtnegati-
ven, Borel-messbaren Funktionen f: F — R.

Definition 25. Fir f € M*(E, A) setzen wir

/fdu = sup{/godu:gpeinfach, OSQOSf} € [0, o0]
E E

und nennen [ fdu das Integral von f dber E beziiglich pu. Aquivalente Be-
zeichnungen sind [ fdu, [, f(y)p(dy), [5 f(y)du(y), etc. Fir A € A setzen

wir
/Afdu :=/E]1Afdu.

(a) Fiir f,g € MT(E, A) mit f < g gilt

/Efdus/Egdu.

(b) Fir fe MT(E, A) und A,B € A mit AC B gilt

/Afdus/deu.

Satz 11 (Satz von der monotonen Konvergenz). Sei (f,) eine monoton wach-
sende Folge von Funktionen aus M™(E,A) die gegen f konvergiert. Dann
qgilt

Lemma 19.

/fd,u: lim [ f,du.
“>*JE

Korollar 3. Sei f € M™*(E, A) und (f,) eine monoton wachsende Folge
nichtnegativer, einfacher Funktzonen die gegen f konvergiert. Dann gilt

/fd,u: lim/fnd,u.

15



Beispiel. Integrale beziiglich diskreter Wahrscheinlichkeitsmafe: Sei E = N,
A = Z(N) und p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf &2(N). Dann gilt fiir eine
Funktion f: N — [0, 00):

/fdu Zf u({k)).

Korollar 4. Fir f,g € MT(E, A) und ¢ >0 gilt

/chd,u:c/Efd,u
/E(f+g)du=/Efdu+/Egdu-

4.3 Integrierbare Funktionen

und

Definition 26. Fiir eine Borel-messbare Funktion f definieren wir den Po-
sitivteil f* und den Negativteil f~ durch

[T (z) := max(f(z),0) und f~(z):=max(—f(x),0).

Definition 27. Eine Borel-messbare Funktion f : E — R heiBt integierbar
(beziiglich des Mafles p), falls

/f+du<oound/f_d,u<oo.
E E

In diesem Fall setzen wir

[Efdu:=[Ef+du—/]ﬂfdu

und nennen [ fdu das Integral von f dber E bezz’iglich . Aquivalente Be-
zeichnungen sind [ fdu, [, f(y)u(dy), [, f(y)du(y), etc. Fiir A € A setzen

" /Afdu :=/Af+du—/Afdu.

Die Menge aller integrierbaren Funktionen wird mit £1(E, A, 1) bezeichnet.

16



Bemerkung 4. Fiir eine Borel-messbare Funktion f : E — R sind folgende
Aussagen dquvalent:

(a) f€LUE A, p).
(b) [f| € LYE, A, p).

Bemerkung 5. Sind f1, fo zwei nichtnegative, Borel-messbare Funktionen mit

I =fi— f2, so gilt
[ tdu= [ nin= [ i

Definition 28. Man sagt, dass eine Aussage iiber die Punkte x € E u-fast-
tiberall gilt (kurz p-f.i.), falls es ein N € A mit pu(A) = 0 gibt, so dass diese
Aussage fiir alle x € N¢ gilt.

Satz 12 (Eigenschaften des Integrals). Seien f,g € LY (E, A, u) und ¢ € R.
Dann gilt:

(a) cf, f+ge€ LYE, A pn) und

[etan=c[ ran [read= [ sins [ gan

(b) Ist f < g, so gilt
[ rauns [ gau
E E

/,;fd“’§[E|f‘d“'

(d) Ist A € A mit u(A) =0, dann gilt

/Afdu:o.

/ |fldp=0< f =0 p-fast dberall.
B

(c)
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Korollar 5. Sind f,g € LY(E, A, p) mit f = g u-fast diberall, so gilt

/fdu /Egdu-

Satz 13 (Allgemeine Transformationsformel). Seien (E, A, ) ein MafSraum,
(F,B) ein messbarer Raum und T eine (A, B)-messbare Abbildung. Dann gilt
fiir alle Funktionen h € M™(F, B)

/E BT (2))du(x) = / h(y)diT (y). (4.1)

Eine Borel-messbare Funktion h : F — R ist genau dann in LY(F,B, ")
enthalten, wenn h o T in LY(E, A, i) enthalten ist, und dann gilt (4.1).

4.4 Konvergenzsitze

Satz 14 (Satz von der dominierten Konvergenz). Seien f, f,, n > 1, Borel-
messbare Funktionen mit

(a) lim, o fn(x) = f(x) fir alle x € E,

(b) es existiert eine Funktion g € LY(E, A, u) mit |f.(z)] < g(x) fir alle
re K, n>1.

Dann gilt f € LY(E, A, p) und

n—oo

lim fn dp = / fdu.
E

Definition 29. Eine Folge ( fn) von Funktionen konvergiert p-fast iiberall
gegen eine Funktion f, falls es ein N € A mit u(N) = 0 gibt, so dass
lim,, o0 fn(x) = f(2) fiir alle z € N

5 Produktmafle

5.1 Produkt-o-Algebren

Definition 30. Seien (E,.A) und (F,B) zwei messbare Rdume. Dann heifit
ARB=0c({AxB:Aec A BEeB})

die Produkt-o-Algebra auf £ x F'.
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Lemma 20. Seien (E,A) und (F,B) zwei messbare Raume und S bzw. T
ein Erzeuger von A bzw. B. Dann ist jedes der folgenden Mengensysteme
auch ein Erzeuger der Produkt-o-Algebra A ® B:

(a) {AxF:Ae AJU{E x B: B € B},
(b)) {SxF:SeS}U{EXT :TeT},

(c) {SXxT:Se€8TeT}, falls E€S und FeT.
Bemerkung 6.

(a) Sind (E;, A;) (i = 1,...,n) messbare Rdume und S; Erzeuger von A,
mit F; € §;, so erhélt man durch iterative Anwendung der Produktbil-
dung

A1®®An20({A1XXAnAz€AI})
=0 ({Si x x5, : 8 €8})

und nennt A4; ® -+ ® A, die Produkt-o-Algebra auf [] | E;. Insbe-
sondere gilt Brn = Br @ -+ ® Br. Definiert man die Projektionen
I : [, B — Ej, (v1,...,x,) — xj, so gilt auBerdem

A®- A, =0 (UH;%AQ) .
=1

(c) Ist allgemeiner (E;, A;);es eine Familie von messbaren Rédumen, so heift
RAi=0c (U Hil(Ai))
i€l il

die Produkt-o-Algebra auf [ [, E;. Sie ist die kleinste o-Algebra beziiglich

der alle Projektionen II; : [, ; £ — Ej, (;)ier + x; messbar sind.

5.2 Das Produktmaif}

Satz 15. Sind (E, A, n) und (F,B,v) zwei Mafriume mit u, v o-endlich,
so existiert genau ein Mafl © auf A ® B mit

m(A X B) = p(A)v(B)
fiir alle A€ A, B €B.

Definition 31. Das Mafl © auf A ® B heifit das Produktmafl von p und v.
Man schreibt m = p ® v.
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5.3 Der Satz von Fubini
Satz 16. Seien (E, A, u) und (F,B,v) zwei Mafsraume mit p, v o-endlich.

(a) (Tonelli) Fiir jedes f € MT(E x F, A® B) liegen die Funktionen

xH/Ff(:Ir,y)dV(y), yH/Ef(x,y) dp(z)

in MT(E, A) bzw. M*(F,B) und es gilt

/Efod” v /E (/F f(z,y) dV(y)) du(z)
- [ ([ s i) vt

(b) (Fubini) Sei f € LY(E x F,A® B,u® v). Dann gilt

A={zeE: flz,)e LNF,B,v)}c A
B:={yecF:f(,y) el (E Apn}ecB

mit W(A) = v(B) = 1, die Funktionen x — [, f(z,y)dv(y) bzw. y
[ [z, y) du(z) sind integrierbar iber A bzw. B und es gilt

/Expfd”®” - /A (/F f(z,y) dv(y)) dp(x)
:/B (/E f(z,y) du(aﬁ)) dv(y).

Korollar 6. Ist f : E x ' — R Borel-messbar und eines der Integrale

[ExF\fldue@u, /E</F|f(:c,y>!du(y)) dp(z), /F(/Elf(oc,y)]du(m)) dv(y)

endlich, so sind alle Integrale endlich und gleich, f ist in LY(E x F, A ®
B, ®v) und es gelten die Aussagen unter Satz 16 (b).

20



5.4 Unabhingige Zufallsvariablen
Im Folgenden sei (€2, A, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 32. Zwei o-Algebren A;, A; C A heilen unabhéngig, wenn
P(A1 N Az) = P(A1)P(As)
fiir alle A; € Ay, Ay € As.

Definition 33. Eine (A, %g)-messbare Abbildung X : £ — R nennt man
auch (reellwertige) Zufallsvariable. Eine (A, Q). Br)-messbare Abbildung
X : E — R” nennt man auch (reellwertigen) Zufallsvektor.

Definition 34. Zwei Zufallsvariablen X; und X5 heiflen unabhéngig, wenn
die o-Algebren X; (%) und X, (%) unabhingig sind.

Definition 35. Sei X : E — R" eine Zufallsvektor. Das von X induzierte
Wahrscheinlichkeitsmafl PX auf $Bgn = ®?:1 PBr

P¥(B) =P(XY(B)) =P{w € Q: X(w) € B}), B € Bpn,
heifit Verteilung von X.

Lemma 21. Sind X, und Xy zwei Zufallsvariablen, so gilt fir die Abbildung
(X1, X5) : Q@ = R? w = (Xi(w), Xo(w)), dass

(X1, X5) "1 (B1 X By) = X, '(B1) N X5 ' (By)

fiir alle By, By € PBg. Insbesondere ist (X1, Xs) ein (zweidimensionaler) Zu-
fallsvektor.

Lemma 22. Zwei Zufallsvariablen X, und X sind genau dann unabhdingig,
wenn

PEX2) = pXa g pX2,

Korollar 7. Sind X, und Xy zwei unabhdingige Zufallsvariablen mit X1, Xo €
LY, A P), so gilt

/QXIXQdIP’: (/ﬂdeP> . (/QXQdIP’>.
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6 Erginzungen

6.1 [P-Raume
Im Folgenden sei (F, A, i) stets ein MafBraum.

Definition 36. Fiir 1 < p < oo bezeichnen wir mit £P = LP(FE, A, 1) die
Menge aller Borel-messbaren Funktionen f : £ — R mit

/ |fIP dp < oo.
E
Fir f € LP(E, A, pu) setze

1/p
11l = ( / If\pdu) .

Bemerkung 7. Eine Funktion f € L heifit auch p-fach integrierbar (beziiglich
). Im Fall p = 2 nennt man sie auch quadratisch integrierbar (beziiglich ).

Satz 17 (Holdersche Ungleichung). Seien 1 < p,q < oo mit % + % = 1. Fir
feLrundge LI gilt fg € LY und

gl < 17 1pllglla:

/Elfgldué (/E\f\pdu)l/p~(/E\f|qdu)1/q.

Satz 18 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind f, g € £2, so ist fg € L}
und es gilt
2
(/ fgdu> < (/ deu) ~ (/ deu)- (6.1)
E E E

(a) Wendet man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf |f| und |g| an,
so erhélt man

d.h.

Beispiele.

1£glle < I 2llgll2-
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(b) Fiir z,y € R" gilt

($) =(89)- ()

(c) Sind f, g : [a,b] — R quadratisch integrierbar beziiglich des Lebesgue-
Mafes, so gilt

([ st dx)2 < ([ werar)- ([ toayrar).

(d) Ist p ein endliches Mafl und f quadratisch integrierbar, so gilt

([E|f|du)2 < u(E)- (/Ef%m).

(e) Es gilt genau dann Gleichheit in (6.1), wenn es Zahlen s,¢ € R gibt
mit |s| + [t| > 0 und sf + tg =0 p-f.ii.

Satz 19 (Minkowskische Ungleichung). Sind f,g € LP, p > 1, soist f+g €
LP und es gilt
1f 4+ gl < 171l + llgllp-

Korollar 8. Seip > 1. Dann gilt
frge LPa,be R = af +bg € LP.
Insbesondere ist LP ein linearer Raum tiber R.
Korollar 9. Seip > 1. Dann gult
(i) llafll, = lalll fll, fir alle f € LP, a € R,
(@) 1+ glly < |fllp + llglly fir alle f,9 € L7,
(i) | fllp =0 f =0 p-fi.

Insbesondere ist || - ||, eine Halbnorm auf LP.
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Bemerkung 8. Identifiziert man zwei Funktionen f, g € £?, wenn f = g u-f.ii.
(d.h. wenn sie sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden), so erhélt man
den Raum

LV = LP(E, A, p) = A{[f]: [ € LNE, A p)}

wobel
fl={9€ LP(E, A p):g=f ptfii}
Man setzt

1+ 19 =1 +dl, laf]=alf], (= [1f]

Insbesondere kann Korollar (9) (iii) als ||f||, = 0 < [f] = [0] geschrieben
werden und || - ||, ist somit eine Norm auf LP. Man sagt LP ist ein normierter
linearer Raum. Der Fall p = 2 ist dabei besonders wichtig, da die Norm || - |2
zusétzlich durch ein Skalarprodukt gegeben ist: ||[f]|l2 = /{[f], [f]), wobei

(U1 Lol = (f.g) = /E fgdu.

6.2 Die Transformationsformel

Definition 37. Sei U C R" eine offene Menge und ¢ : U — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung. Dann heif3t

Ber(z) ... Bo(y)
Dy(z) = :
Zen (z) 5 ()

die Funktionalmatriz (oder Jacobi-Matriz) von ¢. Ist V' C R™ eine offene
Menge, so heifit ¢ : U — V ein Diffeomorphismus, wenn sie umkehrbar
(=bijektiv), stetig differenzierbar und Dp(zx) invertierbar (d.h. det(Dp(x)) #
0) fiir alle z € U ist.

Satz 20. Seien U,V C R" zwei offene Mengen und ¢ : U — V ein Diffeo-
morphismus. Eine Funktion f:V — R ist genau dann integrierbar beziiglich
A" Giber V., wenn (f o ¢) - |det Dy| integrierbar ist beziiglich \* iber U. Es
gilt dann

/V £(y) dX"(y) = / £(o(x))] det Dp(a)] AN (2).
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Korollar 10. Sei M € R™ " invertierbar und M : R" — R", x — Mx die
zugehdrige lineare Abbildung. Ist f : R™ — R integrierbar beziiglich \™ tiber
R™, so gilt

fly)dX*(y) = [det M| | f(Mz)dA\"(z).

R R”

Beispiel (Zweidimensionale Polarkoordinaten). Die Abbildung
¢ :(0,00) x (0,27) — R*\ ([0,00) x {0}), (r,0) > (rcos @, rsinf)

ist ein Diffeomorphismus mit

det Do(r, 0) = det (COSH —7sin 0)

sinf rcos@

Fiir f > 0 Borel-messbar gilt also

e 2m
//f(:cl,xg)dxgdxl—/ / rf(rcos,rsinf) didr.
R JR o Jo

Damit zeigt man, dass A*(B;(0)) = und [ e /2 = \/2r.
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