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1 Klassifizierung

H&aufig miissen in der Statistik Entscheidungen zwischen zwei oder mehr
Alternativen aufgrund komplexer Daten getroffen werden. Dies fithrt auf
sogenannte Klassifikationsprobleme. Beispiele sind Spam-Filter (Klassifikatio-
nen zwischen ‘mit Sicherheit Spam’, ‘mit Sicherheit kein Spam’ und Klassen
dazwischen), medizinische Datenanalyse (wie EKG weist auf Krankheit hin
oder nicht) oder Schrifterkennung (ASCII-Code auf der Basis von Pixelmus-
ter). Hier werden wir nur bindre Klassifikation mit Klassen (Labels) 0 und 1
betrachten. Verallgemeinerungen mit mehr als 2 Klassen werden teilweise in
den Ubungen besprochen.



1.1 Bayes-Klassifizierer

Sei (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen wobei X Werte in (X,.%#) und Y
Werte in {0, 1} annimmt. X ist der gegebene Featurevektor, Y das gewiinschte
Label. Sei n: X — [0, 1] gegeben durch

n(z) =PY =1|X = z).

Wir gehen kurz auf die Definition und Bedeutung von 7 ein. Ist X diskret,
so kann man P(Y = 1|X =2) =P(Y =1,X = z)/P(X = z) setzen. Fiir
allgemeines X definieren wir P(Y = 1|X = z) = E(Y|X = z) als bedingte
Erwartung von Y gegeben X = x, wobei wir ausnutzen, dass Y nur die Werte
0 und 1 annimmt und somit Y = 1yy_yy gilt. Wir bemerken auflerdem, dass
die Verteilung von (X,Y’) durch n und der Verteilung P¥ von X eindeutig
bestimmt ist: fiir eine integrierbare Funktion ¢ gilt

Eg(X.Y) = [ (9. 1n(a) +g(a.0)(1 = n(a))) 4P (z).

Man kann (X, Y) also wie folgt erzeugen: erst X ~ PX dannY ~ Ber(n(X)).

1.1 Definition. Eine messbare Funktion h : X — {0, 1} heiit Klassifizierer.
Fiir einen Klassifizierer i heif3t

R(h) =P (X)) = [ Lgpney dPYY (@.y)

Klassifizierungsfehler von h. Dabei bezeichnet PX+Y die Verteilung von (X, Y).
Der Klassifizierer h* definiert durch

B () 1, falls n(z) > 1/2
) =
0, falls n(x) <1/2

heifit Bayes- oder MAP-Klassifizierer.
1.2 Satz. Es gilt

R(h") = min R(h) = Emin(n(X), 1 - n(X)),
wobei das Minimum iber alle Klassifizierer genommen wird.

Beweis. Zunéachst gilt
R(h) = / P(Y # h(z)|X = ) dP™ (x).
X

(Ist X diskret, so folgt dies gerade aus der Formel von der totalen Wahr-
scheinlichkeit, ansonsten verwende R(h) = El{yp(x)y = EE(L{y2p(x)11X))-



Weiter gilt (fur das a-posteriori Risiko)

P(Y # h(z)| X = x)

—P(Y £ h(z),Y = 1|X = 2) + P(Y # h(z),Y = 0|X = z)
_P(0 = h(z),Y = 1|X = ) + P(1 = h(z),Y = 0|X = 2)

= Lm0y P(Y = 1|X = 2) + Lypa)—1} P(Y = 0|X = 2)

= Lip(@)=0yn(®) + Lip(zy=13(1 — n(z)). (1.1)

Dieser Ausdruck wird minimal fur

W) = 1, falls n(z) >1—n(x)
|0, falls p(z) <1—n(z)

Dies ist gerade der Bayes-Klassifizierer und die Behauptung folgt. O

Man nennt

R*=R(h") = mgn R(h)

auch das Bayes-Risiko. Der Bayes-Klassifizierer besitzt also minimales Risiko.
Die Verteilung von (X,Y) ist unbekannt, daher kann der Bayes-Klassifizierer
in der Realitdt nicht verwendet werden. Stattdessen beobachten wir Trai-
ningsdaten

(X1, Y1)y, (X, Yn) mit (X1, Y1),..., (X, ), (X,Y) iid.
Unser Ziel ist es einen Klassifizierer
B = (X1, Y1, .., X, V) : X — {0,1}
zu konstruieren, so dass der sogenannte Generalisierungsfehler von hin
R(hy)

moglichst nah an R* ist. Beachte dabei, dass R(hy) eine Zufallsvariable ist,
der Erwartungswert wird nur beziiglich (X,Y’) genommen (betrachte R als
Funktion definiert auf der Menge aller Klassifizierer):

5 XY
hp) = /]l{y;éﬁn(a:)} dP*" (z,y).

Dabei interpretieren wir R(hy,) als den mittleren Fehler den wir machen
wenn wir h, zum Klassifizieren einer neuen Beobachtung (X,Y’) verwenden.



1.2 k-NN-Klassifizierer

In diesem Kapitel sei X = R?P versehen mit dem Standardskalarprodukt
(,y) = X0_) x;jy; und zugehériger Euklidischer Norm [|z]| = \/(z, z), 2,y €
RP. Fir z € RP sei

eine Umordnung von X7y, ..., X,, mit der Eigenschaft, dass
XG5y (@) — 2l < X(sny(x) —2fl,  Vi=1,...,n—-1
Dabei heifit X(;)(x) j-nédchste Nachbar von x. Des Weiteren sei
Ni(z) = {Xq)(2), ..., Xpy(2) }-

1.3 Methode. Der k-NN-Klassifizierer h*"NN : RP? — {0,1} ist definiert
durch

R 1, > Ly > > Lyvi—o
Wi N(z) = i:X;ENy (x) ey X €Nk () { }~
0, sonst

Wihrend obige Definition auf einer Mehrheitsregel basiert, kann der
k-NN-Klassifizierer auch als Plug-in-Methode verstanden werden:

fzk'NN(x) _ 1, #*NN(z)>1/2
" 0, sonst

mit Schétzer 7 von n definiert durch

ﬁk—NN(x):% Y vi=Y w). wi(x):{l/k, X; € Ny(x)
1

X, €Ny () i= 0, sonst

Zum Beispiel gilt h;7NN(2) = Y; mit X; = X(3)(x). Der 1-NN-Klassifizierer
ist also eine interpolierende Klassifikationsmethode.

1.4 Satz. Die Zufallsvariable X nehme Werte in [—M, M|P an und n sei
L-Lipschitz-stetig (d.h. |n(x) —n(a’)| < Lljlz — 2'|| fir alle x,2" € RP). Dann
gilt

ER(hI-VN) < 2R* + On 711
mit einer Konstanten C = C(L, M,p) > 0.

1.5 Bemerkungen.



1) Fiir n — oo konvergiert der erwartete Generalisierungsfehler gegen das
doppelte Bayesrisiko. Der 1-NN-Klassifizierer ist also nicht konsistent.
Man kann zeigen, dass es fiir grofles p sogar interpolierende Klassifika-
tionsmethoden die annéhrend konsistent sind (siehe zum Beispiel [1]).
Solche Resultate sind von Interesse, da viele aktuelle Methoden des
maschinellen Lernens stark tiberfitted werden und trotzdem noch gute
Generalisierungseigenschaften besitzen.

2) Der Term n~'/(P+1) kann mit etwas mehr Aufwand durch n=/? ersetat
werden (vgl. Aufgabe [1.7| unten).

3) Fluch der Dimension: Fiir n~/P < ¢ benétigen wir n > ¢ P Datenpunk-

te, fiir kleineres n sind die Punkte X1,..., X, in der Regel zu isoliert.
In hoher Dimensions wird daher oft erst eine Dimensionsreduktion
durchgefiihrt.

Beweis von Satz[1.]} Es gilt (vergleiche (L.1)))
M@M%=Axmwwmﬂmuwwww%%na—mmnﬂ“u»
Des Weiteren gilt
P(h, N (@) = 1X1, .., Xn) = 0(X () ()
und somit
P(h, N () = 1) = En(X(1)(X))-
Wenden wir aulerdem die Lipschitz-Stetigkeit von n an, so folgt
ER(hN) = E[(1 = (X1, (X)))n(X) + n(X)(X)(1 = (X))

= E[((n(X) = n(X(1y(X))) 2n(X) = 1) + 20(X)(1 = (X))
< LE[| X = X(1)(X)|] + 2E[5(X)(1 = n(X))]-

E[2n(X)(1 —n(X))] < E[min(n(X),1 —n(X))] = R",

folgt die Behauptung aus folgendem Lemma:

1.6 Lemma. Unter den Voraussetzungen aus Satz[1.4) gilt
_1
E[|X — X(X)[] < 75

mit einer Konstanten C = C(M,p) > 0.



Wir miissen noch Lemma zeigen. Sei hierfur 0.B.d.A. M =1, so dass

X € [-1,1]P. Fiir N € N sei Q1,...,Qn)» eine Uberdeckung von [—1,1]?
aus Quadern mit Duchmesser /pN —1. Expliziter betrachten wir also die
Quader [T7_,[(a; —1)/N,a;/N] mit a; € {~N+1,...,N},j=1,...,N. Es
gilt

E[[|X = X1)(X)[|L{xeq;

S E[[X — X0)(X)[1ixeq, L{zixieq;]

+ E[[[X = X) (X)L {xeq, Lvixigq;]

< VPN~ 1]P’(X € Qj) +2ypP(X € Q;)(1 - P(X € @Qy))".
Setzen wir ¢; = P(X € Q;), so folgt

(2N)P

E[| X = Xqy(X)1 < > B[IX = X0y (X)) Tixeq,)]
=1
(2N)?

< VPN 29D Y gi(1—-g)"
i=1
< VPN +2yp(2N)” max q(1 - )"

Setzen wir

1 1
g1 —q)" < qe™ ™ = —nge ™M < —
n ne

(verwende hierfir 1 +z < e*, x € R, und xze™* < el x> 0) ein, so folgt

E[IX — X (0)l] < 20/p(N "+ Z00) < ypn™ T 422 et

wobei wir nt/®P+D) < N < pl/®+D) 41 < 95/ gewihlt haben. O

1.7 Aufgabe. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz[1.4 mit p > 2. Dann
gilt sogar

B[ X = X@y(X)[l] < Cn™ v
mit einer Konstanten C = C(M,p) > 0.

Beweis. Wir geben hier nur die Hauptschritte im Beweis und iiberlassen
es dem Leser die Details auszuarbeiten. Als erstes zeigt man, dass P(||X —
Xay(X)|| > 6) =E(1 — u(Sx,))" fiir alle 6 > 0 gilt, wobei u die Verteilung
von X ist und Sy 5 = {y € R? : ||z —y|| < &}. Als néchstes zeigt man mit
Hilfe eines #hnlichen Uberdeckungsargumentes wie im Beweis von Lemmas
dass E(1 — u(Sx5))" < Co~P/n. Die Behauptung folgt dann aus diesen
beiden Schritte in Kombination mit der Formel EZ = [(*P(Z > z)dz <
a+ [PP(Z > z)dz, giiltig fiir alle Zufallsvariablen Z > 0 und reelle Zahlen
a > 0. O



1.8 Satz. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz mit k < n/2 und
p > 2. Dann gilt

2 kN
ER(hE-VNY —R* < — 4 C(=)"
(™) - R <+ ()
mit einer Konstanten C = C(L, M,p) > 0.

Der Beweis verwendet die Interpretation des k-NN-Klassifizierer als Plug-
in-Methode und basiert auf folgender Aufgabe:

1.9 Aufgabe. Sei h: X — {0,1} ein Klassifizierer. Zeige:
(a) Es gilt
R(h) = En(X) + Lnx)=13(1 = 2n(X))].
(b) Ist h* der Bayes-Klassifizierer, so gilt
R(h) = R(h*) = 2E[|n(X) — 1/2[L{n(x)2n=(x)}] -

(c) Fir eine (feste) Funktion 7 : X — [0,1] betrachte nun den Plug-in-
Klassifizierer h(x) = Lip(py>1/2)- Dann gilt

R(h) = R(h") < 2E[|n(X) — A(X)|].

1.10 Bemerkungen.

1) Fir n - oo und k£ — oo mit k/n — 0 konvergiert der erwartete
Generalisierungsfehler gegen das Bayesrisiko. In diesem Fall ist der
k-NN-Klassifizierer also konsistent.

2) Die Wahl von k hat starken Einfluss auf die Gite. Ein k von der
GroBenordnung n~%/(+P) liefert eine Schranke von der GréBenordnung
n~1/2+P) In der Vorlesung Nichtparametrische Statistik wird gezeigt,
dass n~1/(2%P) die optimale Konvergenzrate fiir das Schétzen von 7
unter Lipschitz-Bedingungen ist.

3) Im Fall k& = 1 liefert Satz ein schwicheres Resultat als Satz
Dies liegt daran, dass der Beweis von Satz auf Aufgabe [I.9] beruht,
das Schétzen von 1,)>1/2) im Allgemeinen jedoch einfacher ist als
das Schétzen von 7.

(a) Fir Beispiele siehe Figures 2.13, 2.15, 2.16 in [5].

Beweis von Satz[L8. Mit w;(x) = (1/k)1{x,en, ()} gilt

Yowix)=1  und  §N(z) =Y wi(2)Y
i=1 i=1



Verwenden wir aulerdem Aufgabe so gilt
ER(hENN) — R
< 2E[N(X) — (X))

— 28] Y wi(X)(%: — (X))
=1

< 28 3 w0 — 160 + 2B] 3 (X)X ~ ()| = 2(5+ D).
i=1 =1

Der Term S ist ein stochastischer Fehler, der Term D ein Approximations-
fehler. Es gilt nun

S?<E Y wi(X)w;(X)(Y; — n(X)(Y; — n(X;))
ij=1

:EZw%mm—mxw,

wobei wir in der ersten Ungleichung die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, und in der zweiten Ungleichung die Unabhéngigkeit
von (X1,Y1),...,(X,,Y,),(X,Y) und die Identititen E(Y; — n(X;)) =
E(Y; — E(Yi]X)) = 0 verwendet haben. Benutzen wir auflerdem, dass
die nicht-negativen Gewichte w;(X) beschrankt sind durch 1/k und sich
aufsummieren zu 1, so folgt

52 < Emaxwi(X)Zwi(X) <1/k.
‘ i=1

Fiir den Approximationsfehler gilt

D<EZM )n(Xs) —

i=1

| /\

L k
B X2 16 (0) - XI|

Diese Ausdriicke kénnen mit einem Trick auf 1-nédchste Nachbarn zuriick-
gefithrt werden. Zerlege hierfur die Daten S = {Xi,...,Xp} in < k+1
Segmente

Sj:{ z_(g—l)MH J[%J} 1<j<k

und sofern n/k keine natiirliche Zahl ist zusétzlich noch

Sk_,_l:{Xi:i:k{%J +1,...,n}.



Definieren wir nun X, ;)(X) als 1-nédchste Nachbar von X in Sj, j <k, so
gilt

k k

1
DX (X) - X[ < z » X5 (X) = X||
Jj=1 j=1

==

und somit

1&E &
EEZ [ X5 (X) = X < EEZIIXW)(X) - X
=1 j=1

1 1

— _ nTe pi1(FY
= El|Xq(X) - X|| < C| 7] T <or(2)7,
wobei wir in der vorletzten Ungleichung Aufgabe angewendet haben (mit
|n/k]| anstatt n Beobachtungen) und in der letzten Ungleichung |n/k| >
n/k —1 > n/(2k) verwendet haben. O

Obwohl das k-NN Verfahren einen einfachen Ansatz verfolgt, liefert es
oft sehr gute Ergebnisse. Des Weiteren bemerken wir noch, dass das k-NN
Verfahren nicht dem ERM-Prinzip folgt, sondern (zumindest fiir £ > 1) auf
einem (nichtparametrischen) Plug-in-Prinzip beruht.

1.3 ERM-Prinzip

1.11 Definition. Fir einen Klassifizierer h heifit
1 n
Ru(h) = — > Livizn(x,)
i=1
empirischer Klassifizierungsfehler von h. Ist H eine Menge von Klassifizierern,
so heiflt ein Klassifizierer h,, ERM-Klassifizierer, falls
h, € argmin Ry, (h).
heH
1.12 Bemerkung. Ein Minimierer existiert immer, da R, (h) nur die Werte
0,1/n,...,1 annehmen kann (ist i.A. jedoch nicht eindeutig).

Die Wahl von H spielt eine entscheidende Rolle. Das Analogon zur Bias-
Varianz-Zerlegung ist:

R(hy) — R* = R(hy,) — jnf R(h) + jnf R(h) — R*.

(1) (2)

Dabei ist (2) ein (deterministischer) Bias-Term. Er wird kleiner je grofier wir
‘H wéhlen. Dieser Term wird entweder ignoriert oder mit Hilfe von Modell-
annahmen in den Griff bekommen. Andererseits ist (1) ein stochastischer
Fehler. Er misst den Fehler, den wir machen wenn wir beim Minimieren R
durch R,, ersetzen.

10



1.13 Lemma. Sei H eine Menge von Klassifizierern und h,, ein zugehoriger
ERM-Klassifizierer. Dann gilt

ER(h,) — jnf R(h) < E}slgg{Rn(h) — R(h)}.

Beweis. Fiir ein € > 0 sei he € H mit R(he) < infpey R(h) + €. Dann gilt
hn) — inf R(h) < R(hy) — R(he
R(hn) — inf R(h) < R(ha) — R(he) + ¢
= R(hn) = Ru(hn) + Ru(hn) — R(he)

A~

+
< R(hyp) — Rn(hy) + Ru(he) — R(he) + €
< }slu%{R(h) — Ry(h)} + Ry (he) — R(he) + ¢,

wobei wir in der zweiten Ungleichung die Definition von hy, verwendet haben.
Nehmen wir den Erwartungswert, so folgt

ER(hy) — inf R(h) < Esup{R(h) — Ru(h)} +c.

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

H endlich

1.14 Aufgabe. Sei H = {hy,...,hp} eine endliche Menge von Klassifizie-
rern und h, ein zugehérige ERM-Klassifizierer. Dann gilt

) 2log M
ER(hy) < min R(hj) + 24/ 2=
Jj<M n

1.15 Aufgabe. Sei H = {hy,...,hp} eine endliche Menge von Klassifizie-
rern mit der Eigenschaft, dass R(hj) =0 fiir ein j < M. Des Weiteren sei
hy, ein zugehoriger ERM-Klassifizierer. Beweise schrittweise, dass

1+ log M
- )

ER(fn) <
(a) Es gilt Ry(hy) = 0 fast sicher.
(b) Es folgt P(R(hn) > €) < pping)se P(Rn(hg) = 0) < M(1 =)™

(¢) Die Behauptung folgt aus (b) und ER(hy) = I P(R(hy) > €) de.

Man spricht von einer schnellen Rate (fast rate).

11



Affine Klassifikation

AD jetzt nehmen wir an, dass (X1,Y7),...,(X1,Y,), (X,Y) Werte in RP x
{#£1} annehmen, d.h. wir ersetzen die Labels 0,1 durch —1,+1.

Wir beginnen damit einige Fakten aus der Vektorgeometrie aufzulisten.
Fir z,y € RP seien das Standardskalarprodukt und die zugehorige Eukli-
dische Norm definiert durch (z,y) = ¥'_, 2jy; und ||z| = /(z,z). Es
gilt:

1) Die Menge H = {z : (w,x) + b = 0} ist eine Hyperebene in RP.

2) Sind 1,29 € H, so gilt (w,z1 —x2) = 0, d.h. w, x; — x5 sind orthogonal.
Der Vektor w* = w/||w]|| heit auch Normalenvektor von H.

3) Ist z € RP, so ist der Abstand zwischen x und H gegeben durch

yw1||‘<“”x> b)), € H. (1.2)

4) Ist x € RP, so ist ||w|| 1 ({(w,z) +b) = (w*, 2 — 2¢) der Abstand mit
Vorzeichen.

Wir betrachten im Folgenden also alle Klassifizierer h : RP — {£1} der
Form

+1, falls (w,z) +b> 0,

h(z) = sign({w, z) + b) := {—1 falls (w,z) +b<0

mit w € RP und b € R.

1.16 Aufgabe. Sei H = {h(z) = sign({w,z) +b) : w € R?,b € R} die
Menge aller affinen Klassifizierer und h,, ein zugehdrige ERM-Klassifizierer.
Dann gilt

> 2(p+1)1 1
]ER(hn)gminR(h)+2\/ (p+1)log(n+1)
heH n

Allerdings ist die ERM-Methode im affinen Fall fiir grofles p nicht mehr
implementierbar. Als Illustration betrachte den Fall p > n und Xy,..., X,
linear unabhéngig. Dann lésst sich jede Teilmenge von {Xj,..., X,,} und de-
ren Komplement durch eine Hyperebene separieren. Bei der Berechnung des
ERM-Klasifizierers miissen also im schlimmsten Falle alle 2" Mdoglichkeiten
iiberprift werden, was schon im Fall n &~ 40 — 80 zu Berechenbarkeitsproble-
men fithrt (NP-schweres Problem). Eine Ausnahme bildet dabei der Fall, dass
das Trainingssample durch eine Hyperebene trennbar ist, d.h. es existiert
(w,b) € RP x R, so dass Y;((w, X;) +b) >0 fir allei =1,...,n.

12



1.17 Aufgabe. Betrachte Rosenblatts Perzeptron-Algorithmus:
input: A training set (x1,y1),. .., (Tn,yn) € RP x {£}
initialize: wY = (0,...,0)

fort=12 ...
if (Fi s.t. yi<w(t),:ci) <0) then wt D = ® 4 Yil;
else output w®

Wir nehmen an, dass es einw € RP gibt mit y;(w, x;) > 0 fir allei =1,...,n.
Sei M = max;<y, ||z;||, B = min{||w| : Vi, yi{w,z;) > 1} und w* € RP ein
Vektor der das Minimum in der Definition von B annimmt. Zeige:

(a) Lauft der Perzeptron-Algorithmus fiir T Schritte, so gilt

|wT*V2 < TM? und (w0, wTTY) > T,

(b) Schlieflen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass
T < B*M?*.

Der Perzeptron-Algorithmus stoppt also nach hichstens B2M? Schritten
und liefert einen linearen Klassifizierer h(z) = sign({w, x)) welcher alle
Beobachtungen aus der Trainingsmenge richtig klassifiziert.

1.4 Support vector machines (SVM)
Motivation

Sind (z1,41),. ., (Zn,yn) durch eine Hyperebene separierbar, d.h. existie-
ren w € RP und b € R mit y;((w,x;) +b) > 0 fir alle i = 1,...,n, so
stellt sich die Frage welche separierende Hyperebene man wahlen soll. Eine
Idee besteht darin den Abstand (margin) zwischen der Hyperebene und
den Daten zu maximieren. Dies fithrt zu einem Optimierungsproblem mit
Nebenbedingungen:

maximiere min [(w, z;) + b tiber w € R?, ||w|| =1,b € R
i<n (1.3)
unter der NB  y;((w,z;) +b) >0 i=1,...,n.
Eine dquivalente Formulierung von (|1.3)) ist wie folgt:
minimiere [lwl] iiber w € RP,b € R (1.4)

unter der NB  y;((w,2;) +b) >1 i=1,...,n.

Ist (w, 13) eine Losung von (1.4) und H die Hyperebene definiert durch H =
{z : (0, z) + b =0}, so ist der Abstand zwischen H und den Datenpunkten
gerade gegeben durch (vergleiche (|1.2))

1
[

. 1. -
Z:ninnn —Hw” |(W, x;) + b| =

S
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Es wird also wieder gerade der Abstand maximiert unter der Nebenbedin-
gung, dass alle Datenpunkte richtig klassifiziert werden. Daher folgt, dass
(w/]w],b/|]) eine Losung von ist. Die dquivalenten Methoden (1.3])
werden oft auch Hard-SVM genannt.

Nun kénnen Klassen in der Regel nicht durch eine Hyperebene separiert
werden. Wollen wir diese Bedingung verhindern, so miissen wir die Nebenbe-
dinungen in abschwéchen. Eine Idee ist es nur y;((w, ;) +b) > 1 —¢;
zu fordern fiir sogenannte Schlupfvariablen (slack variables) & > 0. Aller-
dings miissen wir diese zusétzlich bestrafen, sonst sind die Nebenbedingungen
trivialerweise erfiillt. Fiir A > 0 betrachten wir also das Optimierungsproblem

minimiere AMw|? + L5 iiber w € R b € R, € R™
unter der NB  y;((w,2;) +b0) >1-& i=1,...,n
& >0 i=1,...,n.
(1.5)

Ist (1, b, &) eine Losung von (1.6), so gilt & > max(1 — y;((1, 2;) + b),0). Es
gilt sogar Gleichheit, da sonst eine Widersprch zum Minimum entsteht. (|1.5),
ist also dquivalent zu

1.18 Methode. Fir A > 0 betrachte

A 1
(,b) € argmin — > max(1 — y;((w,2;) + b),0) + Aljw|*. (1.6)
weRP beR T ;7

Dann heifit der Klassifizierer
b M () = sign((w, z;) +b)
Stiitzvektor-Klassifizierer (SVM-Klassifizierer).

Die dquivalenten Methoden (|1.5) und (1.6)) werden oft auch Soft-SVM
genannt. Die folgende Aufgabe lésst sich mit elementaren Methoden, oder
aber leichter mit den Rechenregeln des Subdifferentials aus Appendix [A22]
16sen.

1.19 Aufgabe. Zeige, dass die Losung W des Optimierungsproblems (1.6))
von der Form w = Y"1 | &;y;x; ist, wobei

a; =0, falls yl(<ﬁ)7$l> + b) > 1,
& = 1/(22n), falls y;((w, z;) +b) < 1,
&; € [0,1/(2Mn)],  falls y;({@, z;) + b) = 1.

Vektoren x; mit &; # 0 heiffen auch Stitzvektoren (support vectors).
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Der Generalisierungsfehler des SVM-KIlassifizierers

Seien nun wieder (X1,Y7),...,(Xp,Y,), (X,Y) ii.d. mit Werten in RP x {£1}.
Wir beginnen mit einer weiteren Interpretation des SVM-Klassifizierers als
konvexe Relaxation des affinen ERM-Klassifizierers. Fir H = {h(z) =
sign((w, z)) : w € RP, ||lw|| = 1} ist der zugehorige ERM-Klassifizierer defi-
niert durch

7 ERM RS

P € argmin R (h) = argmin 3 1(-vin0x)>0):
wobei wir in der Gleichheit verwendet haben, dass Y;h(X;) nur die Werte
+1 annimmt. Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur affine
Klassifizierer und setzen b = 0. Der allgemeine kann auf den linearen Fall
zuriickgefiihrt werden indem man X; — (X;,1) € RP*! betrachtet und
(w,z) +b = ((w,b),(x,1)) schreibt. In den letzten Kapiteln haben wir
gesehen, dass der ERM-Klassifizierer gute statistische Eigenschaften besitzt.
Allerdings kann er in der Praxis oft nicht verwendet werden, da er nur
schwer zu berechnen ist (sowohl # als auch die Indikatorfunktion sind nicht
konvex). Ahnlich wie im Fall der Modellwahl (Lasso-Schiitzer) ist es unser
Ziel eine konvexe Relaxation zu finden.
1. Schritt. Wir ersetzen 1;_.~ ¢y durch das hinge loss (1—2); = max(1 - z,0)
fiir alle z € R.
2. Schritt. Wir ersetzen H durch {h(z) = (w,z) : ||w|| < X'}. Ein h kann

zum Klassifizeren verwendet werden indem wir sign(h) betrachten.

Das resultierende Minimierungsproblem kann immer noch als ERM-
Problem interpretiert werden indem wir

. . 1
RM(w) =E(1 — YV{(w, X))+ und Ry (w) = - > (1= Yi(w, X))+
i=1
setzen.
1.20 Methode. Fiir ) > 0 betrachte
WSVM e argmin  RDPEC(w). (1.7)

wWERP: ||w]|| <N
Dann heif3t der Klassifizierer

By "M () = sign((w, ™, 2))

Stiitzvektor-Klassifizierer (SVM-Klassifizierer).

1.21 Satz. Es gelte X < M fast sicher. Dann gilt fiir den SVM-Klassifizierer
aus (L.7)), dass

. . N M
ER(hSVM) < min RMMe(w) + .
( )‘nwns» (w) Vvn
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Insbesondere, falls P(Y (w*, X) > 1) =1 fiir ein Vektor w* € RP, so folgt mit
der Wahl X' = ||w*|, dass

2w M

ER(ASVM) <
n

1.22 Bemerkungen.

1) Die Rate n~'/2 heifit auch langsame Rate. Unter der Zusatzannahme
P(Y(w*, X) > 1) = 1 fiir ein Vektor w* € RP kann man sogar eine
sogenannte schnelle n~!-Rate beweisen, allerdings mit schwierigerem
Beweis mittels lokalen Rademacher-Komplexitaten.

2) Die zweite Schranke in Satz hangt nur von M und ||[w*|| ab. Sie
ist insbesondere Dimensionsunabhéngig (fithrt zu kernel SVM).

3) In der Praxis muss \ adaptiv gewéhlt werden.
Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma [I.13]
1.23 Lemma. Der SVM-Klassifizierer aus Methode erfillt

ER(}AL%VM) < ”gﬁin)\, Rhinge(w) +E ” SWEX {ha’nge(w) o Rzmge(w)}'

Beweis. Zunichst gilt mit hSYM(z) = sign((wSVM, z)),
R(RVM) = /1{—yh§VM(x)>0} dP*Y (z,y)
= / L{_ g gy 20p AP (2,9)
< [ g, a)) dPYY () = RU(@5Y),
Es folgt, dass

ER(hSVM) < Hn‘l‘1<n>\, Rhlnge( ) +ERhinge(uA)7§VM) _ Hnlll1<n>\, Rhinge(w)_ (1.8)

Sei nun w’ € RP mit [|w’|| < N und

RhingE(w/) — tin Rhinge(w).
flwll<N

Dann gilt
Rhinge(zSVM) _ phinge ;)
— Rhinge(pSVM) _ phinge(;pSVMy | phinge(;SVM) _ phinge 1)
My 4 Rhlnge(w) Rhinge ()
(w

< | Shlf)\ {Rhinge(w) o R}ﬁlnge w }+ Rzlnge ) Rhinge(w/)’
w||< /

~S
Wy,
< Rhinge (’lf}gVM) o R}ﬁinge( ~SV
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wobei wir in der ersten Ungleichung die Definition von @EVM verwendet

haben. Nehmen wir den Erwartungswert, so folgt

VM) — min Rhinge(w) <E sup {Rhinge(w) . qu;inge(w)}.

ERhinge(,uA}S
[w] <N [|w|| <A

n

Einsetze in ([1.8]) liefert die Behauptung. O
Proof of Satz[3.28 Verwenden wir Lemma [I.23] so bleibt zu zeigen, dass

. . IN M
E sup {Rhnee(yw) — RhinEe(y)) < .
||w||gx{ } vn

Mit Hilfe des Symmetrisierungstrick aus Lemma erhalten wir

E sup {R""(w) - RE™(w)}
wl|<N
1 n
=E sup {=3 —(1-Yi{w, X))y +E(1 - Yi(w, X)) }
Jwl[<A T35
1 n
<2E sup — > (1 —Yi(w, X;))¢
wl <y T35
n

1
<2 max sup E sup — ) (1 —yi(w,x))+,
ye{0,1}" ze B (0)  [w||<N T ; ' ' '

mit €y, ..., €, i.i.d. Rademacher Zufallsvariablen und By;(0) = {z € RP :
||z|| < M}. Die Funktion (1 — z)4 ist 1-Lipschitz stetig. Das Konstraktions-
prinzip aus Lemma [A73] liefert nun

n

1
2E. sup — Z (1 —yi(w, 7)) ¢
wl<x T2
n

1
<2E. sup — Z —€yi (W, T;)
lwl<x ™52

1 n
:2E6 sup 726i<w7$i>7
lwli<x ™ 523
wobei wir in der letzten Gleichheit verwendet haben, dass die —e¢;y; die

gleiche (gemeinsame) Verteilung haben wie die ¢;. Es gilt nun fiir ||w| < N
und z € (By(0))", dass

n

LS ) — (. LS ) < 1i‘.
=3 eilw, @) = {w, ;em) < ”w”Hg L

=1

<N

1 n
n =1
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wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet haben. Es folgt fiir
x € By(0)", dass

1 n
E. sup fZel(w,xi) < 2)'E

w| <N T2

1 n
e
n =1

< X(EHiiem 2>1/2
= X(E(% i eie](:c,,x]))l/2
i,j=1
< (E(h ) < 2
i=1
Einsetzen liefert die Behauptung. O

1.5 LDA und logistische Regression

1.24 Aufgabe. Sei (X,Y) ein Paar von Zufallsvariablen mit Werten in
RP x {0,1} und Verteilung

P(Y =k)=mn; und P(X €dx|Y =k) = fp(z)dx, ke{0,1},x € RP,
wobei mg + w1 = 1 und fy, f1 zwei Dichten in RP sind. Zeige:

(a) Der Bayes-Klassifizierer h* ist gegeben durch h*(x) = Lir, ¢, (2)>mo fo(x)}
und das zugehorige Bayes-Risiko erfillt

R = /R min(mo fo(a), m fi(2)) da.

Seien fo und fi nun gegeben durch die Normalverteilungsdichte

_ _ 1 .
fr(z) = (27) p/Q\/det(ElC Dexp ( - i(x — ) T2 N~ uk)), k=0,1,
mit invertierbaren Kovarianzmatrizen Xy, € RP*P und Mittelwerten ui € RP.

(b) Gilt g =1 =X und po # p1, so ist die Bedingung 71 f1(x) > mo fo(x)
dquivalent zu

_ +
(11 = 1) 27 (& = B EL) > log(mo /).

1.25 Methode. Seien (X1,Y1),...,(X,,Y,) € R? x {0,1} Daten. Fur k =
0,1 setze n = [{i : Y; = k}| sowie
“ ng N & 1 N A N\T
=" k= > Xy, Y= — Yoo > (=) — )

i:Y;=k k=0,14:Y;=k




Dann heif3t

ALDA () — {1 (1 — po) T2t ($ - %) > log(mo/m1)

0 sonst

LDA-Klassifizierer.

Im Modell der logistischen Regression nimmt man an, dass

P(Y =1|X = 2) -
1 = R RP. 1.9
OgIP’(Y:O|X::U) a+ B, aeR,pBe (1.9)
Dies ist dquivalent zu
ea+,BTx 1

1.26 Methode. Seien (X1,Y1),...,(Xy,Y,) € RP x {0,1} Daten. Fiir

A~ n e)/i(a"'BTXi)
(&, B) € argmax ——rx
aER,,BE]RP =1 1 + ea‘i’ﬁ [

heif3t

0 sonst

a+B8T A AT
B () = 1 1jewﬂm>1/2:{1 a+pTz>0
0 sonst

Logistische-Regression-Klassifizierer.

Sowohl unter dem Modell der logistischen Regression als auch unter
dem Modell der LDA aus Aufgabe [1.24{(b) gilt (1.9). Beide Klassifizierer
sind zudem affin. Der Unterschied liegt darin wie o unf 5 geschéitzt werden,
LDA verfolgt einen parametrischen Ansatz, logistischen Regression einen
semiparamterischen Ansatz.

2 Hauptkomponentenanalyse (PCA)

2.1 Motivation: Die erste Hauptkomponente

Seien Xi,..., X, € RP Daten. Wir nehmen an, dass diese in einem ersten
Schritt schon zentriert wurden, d.h. es gilt >°7' | X; = 0. Um die Daten
moglichst gut durch eine Gerade durch 0 zu beschreiben, betrachten wir das
Optimierungsproblem

1 n
minimiere — E 1 X5 — (v, Xi)vl|? iiber v € R? |jv]| = 1. (2.1)
n 4
i=1
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Es gilt

1 1
= NIXs = (o, Xapol? = =D (1X6]1? = (v, X3)?)
n =1 n =1
1 n
= X7 — v XX ).
=1

Mit empirischer Kovarianzmatrix 3 = n~1 "X X st (2.1) also dquiva-
lent zu

maximiere 0730 = (S, v) tiber v € R, |lv]| = 1. (2.2)

Wir suchen also gleichzeitig die Richtung mit maximaler empirischer Varianz.
Sei nun im Folgenden 4 eine Losung von ([2.1) bzw. (2.2)).

2.1 Definition. Der Vektor ((Xi,?1),...,(X,,41))7 € R"™ heifit erste
Hauptkomponente (PC).

Moglicherweise werden die Daten nicht gut genug durch die erste PC
reprasentiert. Wir betrachten daher im Folgenden Approximationen durch
d-dimensionale lineare Unterrdume V von RP.

Bevor wir das tun, wollen wir noch sehen, dass #; eine Eigenvektor von
3 ist mit Eigenwert A1, d.h.es gilt

Sty = May mit A\ = (Sdg, ). (2.3)

Verwenden wir die Definitionen von % und 5\1, so erhalten wir
(S(ay + ah), 4y +ah) < A\ {4y +ah, 4 +ah) Vo € Rh € RP
und somit durch Umformungen wegen 3= f)T,
(S — Ay, h) + a®(Sh— Mh,h) <0 VaeR,heRP.
Setzen wir a = e(ﬁ]ﬁl — 5\1@1, h) mit € > 0 beliebig klein, so folgt
(8@ — M, h) =0  Vh e R,

und wir erhalten . Mathematisch haben wir es bei PCA also mit der

Diagonalisierung der empirischen Kovarianzmatrix zu tun.

2.2 Elementare Eigenschaften von PCA
Notationen und Definition von PCA

Fiir z,y € RP sei

(z,y) = ijyb HxH =V <.1‘,.CI}>
j=1
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Sei RP*P die Menge aller p x p-Matrizen. Schreibweise A = (aj;). Fir
A, B € RP*P gind die Spur, das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt sowie die
Frobenius- bzw. Hilbert-Schmidt-Norm definiert durch

p
tr(A) = Z Qjjs
Jj=1

p P
<A, B>HS = tI‘(ATB) = Z Z a,jkbjk, HAHHS =14/ <A7A>HS
j=1k=1

A € RP*P heifit positiv semi-definit (Schreibweise A > 0), falls (Az,z) >0
fiir alle z € RP. A heiit symmetrisch, falls A = A”.

Ist V ein linearer Unterraum von RP (Schreibweise V' < RP), so bezeichnet
Py € RP*P die Orthogonalprojektion auf V. Ist v1,...,vq eine Orthonormal-
basis (ONB) von V, so gilt

d
Py =Y vju] = (v1---va)(v1---va)".
j=1

Allgemeiner erfiillt Py die Eigenschaften P‘% = Py, P‘:f =Py, BildPy =V
und ist zudem durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt (Ubung 11.2).

2.2 Definition. Fir V < RP heif3t

1 n

R (V) =~ SOIX; — PrXi|?
i=1
empirischer Rekonstruktionsfehler von V.
2.3 Methode. Fiir d < p berechnet PCA
V; € argmin R,,(V). (2.4)
dim V=d

Charakterisierung von

Fiir V < RP gilt

1 n
> IXi — Pu Xl
[t

Ry (V)

1 n
= S ONXG? = (X, Py Xs) — (PrXs, Xo) + || Py X||?
=1

1 n
=3 1017 — NP Xl
n i=1

1 n
- HZXZ-TXi - XI'PyX;
=1

1 .
==Y (XX - X, X' Py) =tx(S(I - Pv))
n -
i=1
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mit empirischer Kovarianzmatrix

Somit ist (2.4) dquivalent zu
maximiere  tr(SPy) iber V <RP dimV =d (2.5)

oder konkreter dquivalent zu

d

maximiere Z(f)vj, vj) iiber vy,...,vg ONS in RP. (2.6)

j=1
Wir erhalten also zwei Interpretationen von PCA: bedeutet minimaler
Rekonstruktionsfehler, bedeutet maximale Variabilitdt bzw. Streuung

in den projizierten Daten.
Da ¥ symmetrisch und positiv semi-definit ist, folgt aus dem Spektralsatz,
dass es reelle Zahlen 5\1 > > 5\[, > 0, sowie eine ONB 4y, ..., 1, von R

gibt, so dass f]ﬂj = Xjaj fir alle j =1, ..., p, oder kompakter

p
S =" Nyal = (g dp) diag(Ar -~ Ap) (g - - 1) "

2.4 Satz. Das Minimierungsproblem in (2.4) besitzt die Losung

V= span(dy,...,0q) und es gilt Rp( Z Aj.
j>d

2.5 Bemerkung. Die Losung Vy ist eindeutig bestimmt falls A > 5\d+1-
Beweis. Wegen (2.6)) reicht es zu zeigen, dass

d
MA-+ A= max S0, v,
! d v1,...,ug ONS inRP;< 7 J>

und das Maximum wird angenommen fiir 41, ..., 4q. Dies ist eine Variations-
charakterisierung fiir Teilspuren, welche die Charakterisierung des maximalen
Eigenwertes aus Kapitel 2] erweitert.

7 <7, Setzen wir 11, ..., g ein, so folgt

~

d
ZEUJ,U] A4+ A
7=1

7> 7. Ist nun vy, ..., vg Orthonormalsystem (ONS) in RP, so gilt
d . d D R P .
Eojus) = 3 Ml ) = 3 (z 6, 0; )

1 =1k

i 1
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Es gilt nun

(e, vj)* < |l]|* =

M-

<
Il
—_

und andererseits
p d
SN g, v5)? Z loj]1? =
k=1j=1
Es folgt
d A
ZEUJ,UJ <\ 4+ 4 Ag
j=1

Somit gilt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt aus Rn(Vd) =
tr(X) — tr(EPVd) = Zj>d Aj. O

2.6 Satz. Fir k> 1 gilt

A 1
ay € argmax  (Xv,v) = argmax  — Y (X;,v)°.

lvl|=1,0Ld1,...05_1 lv|=1vLas,...a5—1 ¥ ;4

Dies ist eine weitere Variationscharakterisierung fiir Eigenvektoren bzw.
Eigenwerte. Die 4y sind also die sukzessiven Richtungen mit maximaler
empirischer Varianz.

Beweis. Fiir [[v|| =1 mit v L dy,... 051 gilt v = 3,5, (v, 4;)t; und es folgt
P P A ,
=D Ailv, ) Z v, = Aflo]* = Ay
i=k =k
mit Gleichheit fir v = 4. O

2.7 Definition. Der Vektor ((X1, ), ..., (X, 4x))" € R™ heifit k-te Haupt-
komponente (PC).

2.8 Bemerkungen.

1) Im Allgemeinen (sofern nicht EX; = 0 fiir alle 7) sollte man PCA auf
die zentrierten Daten X; — X = X; —n~! >y X; anwenden.

2) Die Dimension d wird héufig so gewéhlt, dass ein gewisses Perzentil
(z.B. 50%, 75%, 90%) der erklérten Varianz Z;lzl A;j der gesamten

Varianz °%_; \; erreicht wird.
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Berechung von PCA

In vielen Anwendungen ist p viel groBer als n (kernel PCA, Gesichtserkennung
p = 1024%). Dann ist die Diagonalisierung von ¥ viel zu aufwendig. Es bleibt
die Frage, ob und wie die PCs in diesem Fall berechnet werden kénnen. Setze
hierfiir

x{
X=|: [ eR™P
XT
Dann gilt
XTX = n3 € RP*P
und

XXT = (X, X))y € RV

Die Matrix XX heifit auch Gramsche Matrix. Betrachte nun die Diagonali-
sierung

T
T _ A2 A AT
XX* = Zajvjvj
7=1
mit 61 > --- > 6, >0, 01,...,0, ONS in R” und

r = Rang(XX") = Rang(X”X) = Rang(%).

2.9 Proposition. Es gilt t; = o; ' X70;, j=1,...,7.

Beweis. Zunachst bilden 61_1XT171, . ,&;1XT®T ein ONS in RP:
(6:'XT05,6; ' X 0y) = 677167 (XX T 0y, 0) = Lo I=k
J 1Yk Vi k 7 0’ j # ]{;,
Des Weiteren gilt
X"X67 ' X 0, = 6, ' XXX 05 =676, X 0y, j=1,...,m
Es folgt also Aj = 62/n und d; = 67 ' X 0;, j=1,...,r. O

2.10 Korollar. Die k-te PC ist gegeben durch &y0y.

Beweis. Es gilt

(X1, kY, oy (X, )T = Xy, = 65, ' XX 0y, = 640
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2.11 Aufgabe. Seien X1,..., X, € X und ® : X — RP eine Abbildung.
Zeige:

(a) Wenden wir PCA auf ®(X1),...,9(X,,) an, so missen wir zur Berech-
nung der ersten k Hauptkomponenten nur die k grofiten Eigenwerte
und die dazugehorigen Eigenvektoren von

K = ((2(X;), 2(X;)))ij=1 € R™"
berechnen.

(b) Wenden wir PCA auf die zentrierten Daten ®(X;) —n~' 30 ) ®(Xj),
1=1,...,n an, so missen wir zur Berechnung der ersten k Haupt-
komponenten nur die k grofiten Eigenwerte und die dazugehérigen
Eigenvektoren von

K-1,K-K1,+1,K1,
berechnen, wobet (1,,);; = 1/n fir allei,j =1,...,n.

PCA als beste affine Approximation der Daten

2.12 Aufgabe. Fir Xi,...,X, € RP und d < p, betrachte das Optimie-
rungsproblem

n
min X —p— V| 1
i, S~V o
diber p € RP, 21,...,2p ERI mit 01 2 =0 und V = (v1 - - -vg) € RP*4 mit

V1,...,0g ONS in RP. Zeige: -
Eine Losung (fi, (%), V) ist von der Form =X =n~'3 0, X;, 2 =
VT(X; — X) und V ist eine Losung des Optimierungsproblems

; X _ Ty _ Y)\||2
mvln;erz X -vviX, - X)|

iiber V= (v1 ---vq) € RP*4 mit vy, ...,vq € RP ONS.

2.3 Der Generalisierungsfehler von PCA
PCA als empirische Risikominimierung

Seien X1, ..., X,, X unabhingige und identisch verteile Zufallsvariablen mit
Werten in RP. Der Einfachheit halber nehmen wir im Folgenden an, dass
EX = 0. AuBerdem gelte E||X||? < co. Fiir V < RP? heifit

R(V)=E[IX - Py X|?
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Rekonstruktionsfehler von V. Sei d € N. Setze

Vg € argmin R(V). (2.7)
dim V=d

Dann ist V; ein Unterraum der Dimension d welcher X am besten beschreibt.
In der Realitét konnen wir V; nicht berechnen da die Verteilung von X (und
daher auch R(-)) unbekannt ist. Stattdessen betrachten wir wie in Kapitel
den empirischen Rekonstruktionsfehler

1 n
R, (V) = - S OIIXi — PrXi|?
i=1
und berechnen
Vg € argmin R, (V).
dim V=d

Unser Ziel ist es obere Schranken fiir R(V;), den Rekonstruktionsfehler
von PCA, zu finden. Genauer gesagt wollen wir obere Schranken fiir das
sogennante Exzessrisiko (excess risk) von Vy

A

E(Va) = R(Vy) — R(Vy)

beweisen. Beachte dabei, dass R(V}) eine Zufallsvariable ist (betrachte R als
Funktion definiert auf der Menge aller Unterrdume), der Erwartungswert
wird nur beziiglich X genommen:

R(Va) = Ex|| X — Py, X|.

Dabei interpretieren wir R(Vy) als den Fehler den wir machen wenn wir eine
neue Beobachtung X = X, auf V; projizieren.

Charakterisierung von Vj;
Wie im Fall des empirischen Rekonstruktionsfehlers gilt fiir V' < RP
R(V) =E|X - PvX|* = E(IX|* - |PvX|?) = tx(2(I — Pv)).
mit Kovarianzmatrix ¥ = EX X7 von X. Somit ist dquivalent zu
maximiere tr(XPy) iber V<RP dimV =d (2.8)

oder konkreter dquivalent zu

d
maximiere Z(Evj, vj) iiber vy,...,vq ONS in RP. (2.9)
j=1
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Da ¥ symmetrisch und positiv semi-definit ist, folgt aus dem Spektralsatz,
dass es reelle Zahlen Ay > --- > X, > 0 und eine ONB uy,...u, von R? gibt,
so dass Yu; = A\ju; fiir alle j = 1,...,p, oder kompakter

p
Y= Z AjUju?.
j=1

Setzen wir die Spektralzerlegung in (2.9)) ein, so erhalten wir mit dem gleichen
Argument wie im Beweis von Satz [2.4] die folgende Beschreibung von V.

2.13 Satz. Das Minimierungsproblem in (2.7) besitzt die Losung
Vg =span(uy,...,uq) undesgilt R(Vy) = Z Aj.

j>d
Der Satz von Davis-Kahan

Sei im Folgenden

p p
— 2 : T S 3 A~ AT
Y= )\jujuj s Y= E )\jujuj
J=1

j=1
mit Ay > --- > A, > 0 und 3\1 > e > 5\1, > 0 reelle Zahlen und uq,...,u,
und 4y, ..., 4, Orthonormalbasen in R?, und
Vg = span(uq, .. .,uq), Vg = span(ty, ..., Uq).

Wir betrachten £ = X + (£ — %) als Stérung von . Wir wollen nun die
folgende Frage beantworten. Wie verdndern sich die Eigenrdume bei einer
solchen Storung? Wie nah liegt V; an V;?

2.14 Satz (Davis-Kahan, sin ©-Satz). Es gilt

Py — Py 2« < min 2d, ———=> | .

2.15 Bemerkungen.
1) Zur Erinnerung: (A, B)us = tr(ATB) und ||A||%4¢ = (A, A)ps =
P p 2
=1 21 i
2) Im Fall d = 1 gilt

1Py, — Puillfis = ltndi] —wiuf [[fs = 2 — 2(d1, u1)® = 2sin®(£ (@1, u1)).

In diesem Fall kann der Satz von Davis-Kahan also umgeschrieben
werden als

V2|2 — Zlus
Ad — A1

Eine analoge Interpretation von ||Py, — Py, |%g wird in Aufgabe
auch fiur den Fall d > 2 erarbeitet.

sin(&(ﬁl, ul)) S
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3) Man kann anhand von Beispielen sehen, dass der Satz von Davis-Kahan
bis auf Konstanten scharf ist. Sei hierfiir

1+ 0 1 1T 0 OT
(0200 ) ) e () 0)
und

S (1) o (V) (V2 T+(1_) AN ETVAN
e 1) TV TN yve) \1yve I\-1ve) \1yve)
Daher folgt
o 1 12 12— 3us
K == —_—n=——_———
sin(£ (G, u1)) B B2 B M
Beweis. Setze
d
P=Py,=> wu; ud P=P, =) ai.
j=1 j=1
Dann gilt
IP = Plliis = (P — P, P = P)us = | Plliis + || Pllfis — 2(P, P)us.

Setzen wir die Identitdten
d
IPllfis = D llusll* = d, 1Pllfis = d
j=1

ein, so erhalten wir
IP — Plfs = 2d — 2 (P, P)us < 2d,
N——
>0
und der erste Teil der Ungleichung folgt. Weiter gilt
P-P=(I-P+PP-P(I-P+P)=(I-P)P—-P(I-P)
mit
p
I—-—P= Z UjuJT

j=d+1

Orthogonalprojektion auf le. Daher folgt
(£, P = Pyus = (%, (I = P)P)us — (%, P(I — P))us

p
=Y N (uj, (I = Puj) — > Mg (ug, Puy)
j=1 >0 k=d+1 >0
d R p R
> Xy (uj, (I = P)ug) = Aaya Y (uk, Pug)
=1 k=d+1

Aa(d — (P, P)us) — Agy1(d — (P, P)ys).
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Es folgt

2%, P — P)ng
Ad — Ad+1
_ 2% — 3, P — P)yg
- Ad — Ad+1
2|2 — Sus|| P — Pllus
Ad — Ad+1

1P — Pllfis = 2d —2(P, P)us <

)

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Tatsache benutzt haben,
dass (X, P)us > (2, P)us (P maximiert den Term (3, Py)pg fiir V' mit
dim V = d). Teilen durch ||P — P||gs und quadrieren liefert den zweiten Teil
der Ungleichung. O
2.16 Aufgabe. Sei A = ((uj,ﬁk>);l7k:1 e R4 mit Singuldrwertzerlegung
A= Z;-l:lajwjapjr, wobei 1 > o1 > -+ > 04 > 0 und ¥1,...,%q und
©1, ..., pq Orthonormalbasen von R%. Dann heifst

0 := 9;(Vy, Vy) := arccos(a;) € [0,7/2)]

der j-te Hauptwinkel (principal angle) zwischen Vg und V. Zeige:
(a) Es gilt

cos(¥h) = max (v, w)| :
veEV,wEVy ||UH HwH
Formuliere und beweise eine analoge Formel fir cos(¥;), j =2,...,d.
(b) Es gilt

d
1Py, = Prllfis = 2D sin®(9;).
j=1

Exzessrisiko von PCA

2.17 Satz. Fird < p gilt

; (]2 2 EI X~ 153
ER(Va) - R(Va) < min M SEIX D) )

Man spricht von einer langsamen n~'/2-Rate und einer schnellen n~'-
Rate. Allerdings héngt die schnelle Rate von der spectral gap Ag — Agy1 ab,

die prinzipiell sogar gleich Null sein kann. Es kénnen also beide Teile der
Ungleichung dominieren.
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2.18 Beispiel. Im Fall X ~ N(0,%) gilt E|X||* = tr%(2) + 2||Z[|4g <
2t1r%(X) + ||X||}g und wir erhalten

N 2d 2 tr}(%)
ER(Vy) — R(Vy) < min (\/;tr(ﬁ), v >\d+1)
Beweis. Es gilt
R(Vg) — R(Vy) = te(S(I = Py)) — te(S(I — Py,))
= tI‘(Z(PVd - PVd)) = <E, PVd — PVd>HS'
Es folgt, dass
R(Va) = R(Va) < (£ =%, Py, — Py ))us < |15 = Eusl| Py, — Py, |lus.

Setzen wir nun Satz [2.14] ein, so erhalten wir

R(0 - (e 25— Sl
4) — R(Vy) < min 2d||2 — X||us, .
Ad — Ad+1

Nehmen wir den Erwartungswert und wenden die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung an, so folgt

. - 2E||S — X||?
ER(Vy) — R(V;) < min (N/szHz [ ”’HS> .

Ad — Ad+1

Wir miissen also noch E||% — ¥||%g berechnen:

. 1 & T 2
IS - Dl = B[, S xxT -3
_ % SOS Ea((XXT - B)(X; X7 - %)
i=1j=1

= %Etr((XXT - I)(XX" -¥%)).

Der letzte Ausdruck ist gleich mit E[|X|* — [|2[/%g und die Behauptung
folgt. O

Das Exzessrisiko mittels Rademacher-Komplexitiaten

2.19 Aufgabe. FEs gelte | X|| < M fast sicher. Zeige:

(a) Es gilt
ER(Vi) —R(Vi) <E sup (R(V)— Rn(V))
dim V=1
—E s, % S (0, X002 — B{v, X)2).
vl|=17" =1
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(b) Seien e€1,...,€, i.i.d. Rademacher Zufallsvariablen, unabhdingig von
X1,...,X,. Erklire die folgenden Rechenschritte:

n n
E sup =3 ({0, Xi)? — E(v, X;)?) < 2B sup ~ 3" ei{o, X,)?
[oll=1 T ;=1 [oll=1 T ;=1
1 n
<4ME sup — Z€i<U,X¢>-
[oll=1 "7 ;=4

N

(¢) Es folgt ER(V}) — R(V;) < 43

B

3 Kern-Methoden

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es die Ausdruckstidrke von linearen Ver-
fahren wie SVM und PCA zu vergrofiern indem wir die Daten mittels
Featureabbildung (feature map) in einen hoher-dimensionalen Featureraum
(feature space) abbilden. Als motivierendes Beispiel betrachte (z;,y;) mit
i=-10,-9,...,0,1,...,9,10, z; =i und y; = 1 falls |i| <2 und y; = —1
falls |i| > 2. Des Weiteren sei ® : R — R? gegeben durch ®(z) = (z,2?).
Dann koénnen die eingebetteten Daten (®(x;),y;) durch die Hyperebene
((0,1)T,x) — 5 = 0 separiert werden.

3.1 SVM, Ridge-Regression und PCA mit Featureabbildung

SVM
Seien (X1,Y1),...,(Xpn,Yn) € X x {£1} Daten und ® : X — H eine Ab-
bildung mit (H, (-,-),| - ||) (moglicherweise unendlichdimensionaler) Hilber-

traum (zum Beispiel H = RP). Wir wollen SVM auf die eingebetteten Daten
(®(X;),Y;), anwenden. Betrachte also fiir A > 0

. 1l &

DS € argmin — 3 (1= Yilw, &(X,)))+ + Aw]? (3.1)
wEH n i=1

und

hiy ™M () = sign((ay ™, &(2))).

3.1 Lemma (Darsteller-Formel). Es gilt

ay M =34 9(X;) (3.2)

mit
n

b e aigerﬂlgin (:l Zzzl (1 - Y;(Ka)i)+ + )\aTKa>,
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wobei
K = ((®(X;), ®(X;)1

i,j=1"

Des Weiteren gilt

BSVM(‘,E) _ 1 Z;’Z:l OA‘J<(I)($)7¢.(XJ)> >0 )
" 0 sonst
Wir miissen bei der Berechnung von @w5Y™ und hS$VM(z) also nicht unbe-
dingt ® berechnen, es reicht die Funktion (®(-), ®(-)) : X x X — R (an den
Beobachtungen und z) zu kennen.

Beweis. Sei V = span(®(X3),...,®(X,)) und V+ das orthogonale Kom-
plement von V in H. Ist w € H, so schreibe w = wy + wy,1. mit wy € V
und wy. € V4. Dann gilt ||w|]? = [wy|? + [[wyL]? und (w, ®(X;)) =
(wy, ®(X;)) fur allei = 1,...,n. Es folgt, dass

n

L3 Vil (X)) s+ Al

i=1

= LS v ) A [+ Moy
=1

Ist daher w eine Losung von (3.1]), so muss wy,1 = 0 gelten und w ist von
der Form (3.2). Fiir w =377 a;®(Xj) gilt

n
(wy, ®(X;)) =Y Kijoy = (Ka);, Jw|* = o' Ka.
j=1
Setzen wir dies in (3.1)), so folgt die letzte Behauptung. O

Wir merken noch an, dass (3.1)) eine eindeutige Losung besitzt. Existenz
folgt dabei mit Hilfe eines Kompaktheitsargument, Eindeutigkeit folgt aus
der Konvexitit des hinge losses in Kombination mit der strengen Konvexitat
des Strafterms:

w+w 2 1 1
|| = 3wl + 2001 = flw = w'?) < 5 (ol + ']

fir alle w,w’ € H mit w # w'.

Ridge-Regression

Seien (X1,Y1),...,(Xn,Yn) € X x R Daten und ¢ : X — H eine Abbildung
mit Hilbertraum H. Betrachte fiir A > 0

n

. 1
e € argmin — Y (Y; — (w, ©(X;)))? + A w]|?. (3.3)

weH n =1
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3.2 Lemma. FEs gilt
) n
By = Y a0 (X;) (3.4)
j=1

mit & € R™ gegeben durch
& = (K +n\)7tY,
wobei K = ((®(X;), ®(X;)))i =y und Y = (Y1,...,Y,)T.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mit dem gleichen Argument wie fiir den
SVM-Klassifizierer. Fiir w = >} a;®(X;) gilt

(w,®(X;)) = (Ka); und |jw|? = o Ka.
Setzen wir dies in (3.4) ein so folgt, dass

& € argmin ||Y — Ka|> + nha” Ka.
a€ER”

Bilden wir den Gradienten, so erhalten wir, dass & die folgende Gleichung
erfiillen muss

—2K(Y — K&) 4+ 2nAKa = 0,
d.h.
K(=Y + (K 4+ nAl)a) = 0.

Also ist & von der Form (K + nAI)~}(Y + ) mit K3 = 0. Ein solches 3
erfilllt 377, B;®(X;) = 0 (die Norm zum Quadrat ist gleich 3K = 0) und
hat somit keinen Einfluss auf (3.4]). O
PCA

Seien X1,...,X, € X Daten und ® : X — H mit Hilbertraum H. Betrachte

1 n
4] € argmax — Z(w, d(X;))? (3.5)
weH, ||lwl|=1"7 ;=3

und iterativ fiir j = 2,...,n,

1
aj € argmax — Z(w, d(X;))?

Hw||:1,wj_ﬁ1,...,ﬁj,1 i=1

33



3.3 Lemma. FEs gilt

n
i =" 40(X,) (3.6)
j=1
mit & € R™ gegeben durch
& =67 "0,
wobei 62 mazimaler Figenwert von K = ((Xi), ®(X;)))i'j=1 und Dy

zugehoriger Figenvektor ist. Insebsondere ist die erste Hauptkomponente
(41, ®(X1)), ..., (41, ®(X,)))T gegeben durch 610;.
Beweis. Ist w € H, so schreibe wieder w = wy + wy 1 mit wy € V =
span(®(X1),...,o(X,)) und w1 € V*. Dann gilt
1 & s 1 s 1 9
= (w, @(X)* = =D (wy, 2(Xy))? < = D (wy/|lwv ]|, (X))
iz iz iz
Dabher ist eine Losung von (3.5)) von der Form (3.6). Fiir w = 3774 a; ®(X})
gilt

1 & 1
— Z(w,@(Xﬁ)Q = —o'K?a und |w|*=aoTKa.
n n

i=1

Setzen wir dies in (3.5)) so folgt, dass
& € argmax o’ K2a.
aTKa=1

Es folgt, dass K'/2& = ©; und somit & = 61_1@1 + 6 mit K = 0. Ein solches
B erfiillt 3°7 4 B;®(X;) = 0 und hat somit keinen Einfluss auf (3.5)). O

In all diesen Beispielen (SVM, Ridge, PCA) mussten wir ® nicht unbedingt
ausrechnen, es reichte die Funktion

(P(-),P(1)) : X x X =R

(ausgewertet an den Beobachtungen) zu kennen.

Wir wollen nun einen umgekehrten Zugang finden. Anstatt ® zu konstru-
ieren und dann die inneren Produkte zu berechnen, wollen wir mit einem
sogenannten Kern k£ : X x X — R starten der unsere inneren Produkte in
einem (moglicherweise unbekannten) Featureraum berechnet. Man spricht
vom sogenannten Kern-Trick (kernel trick).

3.4 Definition. Eine Funktion k : X x X — R heiflt Kern, falls es einen
(moglicherweise unendlichdimensionalen) Hilbertraum (H, (-,-)) und eine
Abbildung ® : X — H gibt, so dass

k(z,y) = (®(z),®(y),  Vr,yed.
® heifit Featureabbildung (feature map), H Featureraum (feature space).

Wir wollen im Folgenden unter anderem die beiden Fragen beantworten:
Wann ist £ ein Kern? Wie konnen Kerne konstruiert werden?
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3.2 Charakterisierung von Kernen

3.5 Definition. Eine Abbildung k£ : X x X — R heifit positiv definit, falls

fir alle m > 1, x1,...,2pm € X und a1,...,am € R
m m
ZZCL agk(xj, xp) > 0.
j=1k=1

E heifit symmetrisch, falls k(z,y) = k(y, x) fur alle z,y € X.

3.6 Satz. Eine Abbildung k : X x X — R ist ein Kern genau dann, wenn
sie symmetrisch und positiv definit ist.

Beweis. Wir zeigen hier nur die einfachere Hinrichtung, die Riickrichtung
befindet sich nach Satz Ist k ein Kern, so folgt aus der Darstellung
k(z,y) = (®(z), P(y)), dass k symmetrisch ist. Des Weiteren folgt

ZZ ajapk(xj, x)) = iia] D(xx) —HZa] (x; H
G=1k=1

j=1k=1

Also ist k symmetrisch und positiv definit. O

3.3 Konstruktion von Kernen

3.7 Lemma (Summe von Kernen). Sind ki, k2 : X x X — R zwei Kerne,
so ist auch k1 + ko ein Kern.

Beweis. Wegen Satz [3.6] sind k1, k2 symmetrisch und positiv definit. Also
folgt, dass k1 + k2 symmetrisch ist und es gilt 377" 374" | ajar(k1(zj, zx) +
(ko(zj, 1)) > 0. Also folgt die Behauptung aus Satz [3.6] Alternativ kann
man fiir Featureabbildungen ®; : X — Hj;, j = 1,2, auch &1 @ ®3 : X —
H, @ Hy,x — (®1(x), P2(x)) betrachten. O

3.8 Lemma (Produkt von Kernen). Sind ki,k2 : X x X — R zwei Kerne,
so ist auch ki - ko ein Kern.

Beweis. Wegen Satz sind k1, ko symmetrisch und positiv definit. Es
folgt, dass ki - ko symmetrisch ist. Sei nun m > 1, z1,...,z,, € X und
ai,...,a;,; € R. Dann ist K = (k‘l(iﬂj,m))%:l symmetrisch und positiv
semi-definit, d.h. wir kénnen Ky = FFT schreiben mit F = (fj) € R™*™.
Hieraus folgt k(x;,xx) = > %y fjifri und somit

> Z jarky (g, wp)ko(zj, 2) = (Z > ajfjiakfkikZ(wjaxk)) >0,
j=1k=1 i=1 j=1k=1

wobei wir in der Ungleichung verwendet haben, dass ke positiv definit ist.
Also folgt die Behauptung aus Satz Alternativ kann man auch mit
Tensorprodukten und deren Vervollstandigung argumentieren. O
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3.9 Lemma (Polynomialer Kern). Fiir natirliche Zahlen m > 0 und d > 1
und eine relle Zahl ¢ > 0 ist die Funktion k : R4 x RY — R gegeben durch
k(xz,y) = ((x,y) +¢)™ ein Kern.

Beweis. Offensichtlich sind (-, -) und die konstante Funktion k(z,y) = ¢ fiir
¢ > 0 Kerne. Die Behauptung folgt nun durch Anwendung von Lemma
und Lemma B8 O

3.10 Aufgabe. Zeige, dass sich der Kern aus Lemma[3.9 mit ¢ =1 durch
eine Featureabbildung ® : R* — RP mit D = (d;m) realisiert werden kann.

3.11 Lemma (Limiten von Kernen). Sei ky, : X x X — R, n > 1, eine Folge
von Kernen die punktweise gegen eine Funktion k: X x X — R konvergiert
(d.h. limy, o0 kn(z,y) = k(x,y)). Dann ist k ein Kern.

Beweis. Wegen Satz [3.6]sind die k,, symmetrisch und positiv definit. Symme-
trie von k folgt aus k(x,y) = limy, 00 kn(z,y) = lim, 00 kn(y, ) = k(y, ).
Positive Definitheit folgt analog aus

m m m m
Z Z jark(xj, ) = hm Z Zajakkn(acj,mk) > 0.
Jj=1k=1 ] 1k=1
Also folgt die Behauptung aus Satz [3.6 O

3.12 Lemma (Exponential-Kern). Fir eine natirliche Zahl d > 1 und
eine reelle Zahl ¢ > 0 ist die Funktion k : R? x R® — R gegeben durch
k(z,y) = exp({z,y)/0?) ein Kern.

Beweis. Aus Lemma und Lemma folgt, dass 3 <, k,—gk fiir alle
n > 1 einen Kern definiert. Da dieser Ausdruck fiir n — oo punktweise gegen
exp((z,y)/0?) konvergiert, folgt die Behauptung aus Lemma O

3.13 Aufgabe. Sei k : X x X — R ein Kern. Zeige, dass die Abbildung

E' X x X = R definiert durch k' (z,y) = k(z,y)/Vk(x,2)k(y,y), falls der
Nenner ungleich Null ist und k' (x,y) = 0, sonst, auch eine Kern ist.

Kombinieren wir diese Aufgabe mit Lemma [3.12] so erhalten wir den
wichtigen GauB-Kern (RBF kernel):

3.14 Lemma (GauB-Kern). Fir eine natirliche Zahl d > 1 und eine relle
Zahl 0 > 0 ist die Funktion k : R? x R — R gegeben durch k(xz,y) =
exp(—||z — y[*/(20?)) ein Kern.

3.15 Lemma (Histogramm-Kern). Die Funktion k : [0,1] x [0,1] — R
gegeben durch k(x,y) = x Ay = min(z,y) ist ein Kern.
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Beweis. k ist symmetrisch und es gilt

1
k(z,y) =z Ay = /O 1.0 (£) 0.y (£) dlt

Aus dieser Darstellung folgt leicht die positive Definitheit:

m m 1,m 2
Z Z ajakk:(xj, .I'k) = /() (Z aj]l[()’xj}(t)) dt > 0.
j=lk=1 J=1

Also folgt die Behauptung aus Satz O

3.4 Reproducing kernel Hilbert spaces (RKHS)

3.16 Satz. Sei k : X x X — R eine symmetrische und positiv definite
Abbildung. Dann existiert genau ein Hilbertraum Hjy von Funktionen f :
X — R mit

(a) k(x,-) € Hy, fir alle xz € X,
(b) f(z) = (f,k(z,"))n, fir allex € X und alle f € Hy.

Hy, heifit auch der zu k gehdorige RKHS (reproducing kernel Hilbert space).
Man nennt k oft auch reproduzierender Kern (reproducing kernel) und (b)
die reproduzierende Figenschaft (reproducing property).

Wir zeigen zunéchst wie man mit Hilfe von Satz [3.16] die Riickrichtung
aus Satz [3.6] zeigen kann. Ist k£ : X x X — R eine symmetrische und positiv
definite Abbildung und Hj, der zugehdrige RKHS, so kann man

o: X — Hxw k(z,)
betrachten. Dann gilt

(@(), @(y)) b, = (k(x,-), Ky, ) . = k(2 y),

wobei wir in der zweiten Gleichheit die reproduzierende Eigenschaft verwen-
det haben. Wir erhalten also, dass k ein Kern ist. Man nennt ® auch die
kanonische Featureabbildung.

3.17 Beispiel. Sei X = R? und k(x,y) = (z,y) = Z?zl x;jy;. Dann ist der
zu k gehorige RKHS gegeben durch den Raum aller Linearformen Hj =
{fw = (w,") : w € RY} versehen mit dem Skalarprodukt (fu, fo)m, =
(w,v), v,w € R Offensichtlich ist (Hy, (-,-)p,) ein endlich-dimensionaler
Innenproduktraum und somit ein Hilbertraum. Des Weiteren gilt k(x,-) =
(z,-) = fr € Hy, fiir alle z € R? und

<fw7k(x7 )>Hk = <fw7fz>Hk = <w737> = fw(x), Vo, w € R,
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3.18 Beispiel. Sei X = [0, 1] und k(z,y) = A y. Dann ist der Raum
H; = {f :[0,1] = R : £(0) = 0, f absolut stetig mit f' € L?|0, 1]}

versehen mit dem Skalarprodukt (f, g)m, = fol f(t)g'(t) dt, der zu k gehorige
RKHS. Man zeigt zunéchst, dass (Hg, (-, -)m,) ein Hilbertraum ist (die Voll-
stindigkeit erhélt man dabei aus der Vollstéindigkeit von L2[0, 1], angewendet
auf die Ableitungen). Wir setzen nun Ry : [0,1] = R,y — x Ay = k(z,y).
Dann gilt Rl, = T4 da [§ 1o (t)dt =z Ay. Es folgt k(z,-) = R, € Hy,
und

ke N = [ P de= [ £0d =500

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die RKHS-Norm stark mit Glattheits-
eigenschaften der Funktionen verbunden ist. Ein analoges Resultat gilt fiir
Sobolevrdume héherer Ordnung.

3.19 Beispiel. Ist (Hg, (-, )n,) ein RKHS mit reproduzierendem Kern k,
so gilt fiir alle x € X und f € Hy,

[F @) = [{fs k(s ) m | < Wl 1R, )l = (/R 2) | 1]

wobei wir in den Gleichheiten die reproduzierende Eigenschaft und in der
Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet haben. Die Punk-
tevaluationen L, : H — R, f — f(z) sind also alle beschrankt (d.h. fir alle
x € X existiert ein M > 0 mit |L, f| < M| f|| fiir alle f € Hy). Konvergiert
nun (f,) in Hi Norm gegen f, so gilt

1f(2) = fu(@)| < k(@ 2)|If — fullg, —20, Vzedk,

d.h. Konvergenz in Norm impliziert punktweise Konvergenz. Insbesondere
kann der Hilbertraum (L2[0, 1], (-,-)z2), wobei (f, g)12 = fol f(z)g(x) dz kein
RKHS sein kann.

Umgekehrt kann man sehen, dass man fiir jeden Hilbertraum H von
Funktionen f : X — R, fiir den die Punktevaluationen L, : H — R, f — f(x)
beschréankt sind, eine symmetrische, positiv definite Abbildung k : X x X — R
konstruieren kann, so dass (a) und (b) aus Satz erfilllt sind. In der
Tat erhélt man mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes (siche Satz
fir alle x € X ein R, € H mit Ly, = (Rg, ). Setze nun k(x,y) =
(Rz, Ry) = Ry(y) = Ry(x). Dann gilt k(z,-) € H fir alle 2 € X und
(fok(z, ))a = (f,Re)u = Lxf = f(x) fir alle z € X und f € H.
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Beweis von Satz [3.16]
Wir setzen
m
Hy = {f:X—>R:f:Zaik(xi,-),mEN,xi ceX,a;, €R,i= 1,...,m}.
i=1
Sind f = >3 a;k(z;, ) und g = 377 bjk(y;, ) aus Hy, so setzen wir
m n
i=1j=1

3.20 Lemma. (Ho,(:,-)m,) ist ein Innenproduktraum mit f(x) =
(f,k(z,))H, fir allex € X und f € Hy.

Beweis. Es ist klar, dass Hy ein Vektorraum ist. Desweiteren ist (-,-)m,
wohldefiniert, da

(fr9)m =YY abik(i,y;) =Y aig(z:) =D bif(y))- (3.7)
1=17=1 =1 J=1

Hieraus folgt, dass

([, k(z, )y my =1 f(z) = f(z)

fir alle z € X und f € Hy. Es ist klar, dass (-, -) g, bilinear und symmetrisch
ist und dass || ||z, = 0 falls f = 0. Insbesondere gilt die Cauchy-Schwarz-

Ungleichung: [{f, 6)m,| < Ifllnollgll, fix alle £, g € Hy (siche Sats [L.15).
Setzen wir g = k(x,-), so folgt

[f @) = [{f k@, ) ol < N F k@, )i =\ k(@ 2)l| fllm,- (3.8)
Somit impliziert || f||z, = 0, dass f = 0. O

Ein Innenproduktraum bzw. Prahilbertraum kann zu einem Hilbertraumk
vervollstdndigt werden indem man Hj als den Raum aller Cauchyfolgen mo-
dulo aller Nullfolgen setzt. Wir wollen allerdings Hy, als Raum von Funktionen
[+ & = R realisieren und miissen deshalb ein wenig Vorarbeit leisten.

3.21 Lemma. Sei (f,) eine Cauchyfolge aus Hy. Dann konvergiert die Folge
(fn(z)) fir alle z € X.

Beweis. Aus (3.8)) folgt, dass fiir alle n,m € N

[fn(2) = fm(@)| < \J (2, 2) | = fmll o

Dabher ist fiir beliebiges x die Zahlenfolge (f,(x)) eine Cauchyfolge und die
Behauptung folgt aus der Vollsténdigkeit von R. O
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3.22 Lemma. Eine Folge (f,) ist eine Cauchyfolge in Hy die punktweise
gegen 0 konvergiert genau dann, wenn || fullm, — 0 fir n — oco.

Beweis. Da Cauchyfolgen beschriankt sind, existiert ein M > 0 mit || ||z, <
M fiir alle n > 1. Wéhle nun N so grof}, dass ||fn, — fn||m, < €/M fiir alle
n > N. Da fy € Hy, gibt es m € Nyx; € S;a; € Rji = 1,...,m, mit
fn =220 k(g -). Nun gilt

I fallry = (s ) ito = (Fn = FN Fu)Ho + (FN Fu) o
o= v b+ i fu(i)

i=1

<e+ Y aifalzi).

i=1

Daher gilt limsup,, ., || 2], < €. Da € > 0 beliebig war, folgt die Hinrich-
tung. Fiir die Riickrichtung bemerken wir zunéchst, dass jede Nullfolge auch
eine Cauchyfolge ist. Des Weiteren gilt wegen (/3.8)

F(@)] < k(o) full, 222 0.

Also impliziert die Konvergenz in Hy Norm die punktweise Konvergenz. [J

Sei nun Hy, der Raum aller Funktionen f : X — R die punktweise Limiten
von Cauchyfolgen (f,) aus Hy sind. Fir f, g € Hj, setze

<f7 g>Hk = T}gg@(fnv gn>H07

wobei (fy,) und (g,) Cauchyfolgen sind die punktweise gegen f und g konver-
gieren. Verwendet man die Lemmata und so sieht man, dass diese
Konstruktion gerade mit dem Raum aller Cauchyfolgen modulo Nullfolgen
iibereinstimmt.

3.23 Lemma. (Hy, (-, )u,) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Sind (fy) und (g,) zwei Cauchyfolgen in Hy, so ist ({(fn,gn)H,) eine
Cauchyfolge in R. Diese konvergiert da R vollstindig ist. Seien nun (f},) und
(g1,) zwei weitere Cauchyfolgen welche punktweise gegen f und g konvergieren.
Dann sind (f, — f},) und (g, — ¢g,) Cauchyfolgen die punktweise gegen 0

konvergieren und Lemma impliziert || fn — f1 || mo, | fo — f1 ||y — O fir
n — 0. Es folgt, dass

|<fnagn>H0 - <fr,wg;z>Ho| < an - frleHngnHHo + Hfr/zHHngn - g'/nHHO —0

fir n — 0. Daher ist (-, )y, wohldefiniert. Es ist nun einfach zu sehen,
dass (-,-)m, ein Skalarprodukt auf Hj ist welches (-,-)p, erweitert. Gilt
z.B. || flla, = 0, d.h. lim,, 0 || fnll#, = 0 mit (f,) Cauchyfolge in Hy die
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punktweise gegen f konvergiert, so folgt f = 0 aus Lemma [3.22] Ist nun
f € Hy und (f,) Cauchyfolge in Hy die punktweise gegen f konvergiert, so
folgt aus der Konstruktion des Skalarproduktes, dass lim,, 0 || f — fr |/ m#, = 0.
Somit liegt Hy dicht in Hy. Wir zeigen nun, dass Hj vollstindig ist. Sei
hierfiir (f,,) eine Cauchyfolge in Hy. Aus der Dichtheit von Hy folgt, dass
es fiir alle n > 1 Funktionen f], € Hy gibt mit || f, — f}|| < 1/n. Dann ist
(f) eine Cauchyfolge und es folgt aus Lemma dass diese punktweise
gegen ein f € Hy konvergiert. Es folgt lim,,_,o ||f — f},||z, = 0 und somit
liy o | — fullm, = 0. O

Wir zeigen nun, dass der so konstruierte Hilbertraum Hy, die Eigenschaften
(a) und (b) erfiillt. Eigenschaft (a) ist klar. Um (b) zu zeigen seien f € Hy,
x € X und (f,) eine Cauchyfolge in Hy die punktweise gegen f konvergiert.
Dann konvergiert f,, auch in Norm gegen f und es folgt aus der Stetigkeit
des Skalarprodukts, dass

F@) = lim fule) = lm (fo ke, ) = (f, k(z,)).

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also Hj, ein weiterer Hilbertraum
von Funktionen f : X — R welcher (a) und (b) erfiillt. Dann ist (Ho, (-, ) #,)
ein Unterraum von Hj und es folgt aus der Vollsténdigkeit, dass auch
(Hg, (-, ) m,) ein Unterraum von Hj, ist. Ist nun f € Hj mit f L Hy, so
gilt f(z) = (f, k(z,-)) = 0 fiir alle x € X und wir erhalten f = 0. Also gilt
H; = Hj,. O

3.24 Bemerkung. Der in Satz konstruierte RKHS hat folgende zuséitz-
liche Eigenschaften.

(a) Ist k(x,-) messbar fiir alle z € X, so ist Hp ein Raum messbarer
Funktionen. (Beweis hierfir: Nach Konstruktion besteht Hj, aus Line-
arkombinationen von k(zx,-) und (gewissen) punktweise Limiten von
diesen.) Hieraus kann man auch schlielen, dass die kanonische Featu-
reabbildung ® : X — Hj messbar ist.

(b) Ist (X,d) ein metrischer Raum, k(z,-) stetig fiir alle z € X und k
beschriankt, so ist Hy ein Raum stetiger Funktionen. (Beweis hierfiir:
Sei f € Hg, € X und ¢ > 0. Sei (f,) eine Cauchyfolge in Hy
die punktweise gegen f konvergiert. Dann gibt es ein m > 1 mit

\f — fllE, < €/(3M) (siehe Beweis von Lemma und |f(z) —
fm(z)| < €/3, wobei M = sup,cy Vk(z,z) < oco. Da f, stetig ist,
existiert ein 6 > 0, so dass |fm(x) — fm(y)] < €/3 fir alle y mit
d(z,y) < 0. Fur alle y mit d(z,y) < € folgt somit

@)~ )] < 1F (@) ~ @)+ fin @) ~ fn@)] + | faly) — F)]
<e/3+¢/3+ k@ a)f — fulln, <
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und die Behauptung folgt.)

Ist (X, d) zusétzlich separabel, so ist Hj, separabel. (Beweis hierfiir:
Sei Xy C S dicht und abzahlbar. Ist f L span(k(z,-) : z € Ap), so gilt
f(z) = (f,k(z,)) =0 fir alle x € Xy. Da f stetig ist folgt f(z) =0
fir alle z € X.)

RKHS einer Featureabbildung
3.25 Beispiel. Sei X = R? und k(z,y) = (z,y)?. Setze

o (d+1d [ a? 1<j<d
O:R* >R 2, &x)= (ﬂx]zx] 1§i<j§d>'

Dann gilt k(z,y) = (®(x), (y)) fir alle z,y € X. Somit ist P eine zugehorige
Featureabbildung. Wir fragen uns wie der zu k gehorige RKHS aussieht. Man
sieht zunéchst leicht, dass wegen (a) aus Satz alle Koordinatenabbildun-
gen von ® (d.h. die Funktionen = +— x;, z — v/2x;x;) in Hy liegen miissen.
Verwendet man nun (b), so sieht man, dass die Koordinatenabbildungen
aulerdem orthonormal sein miissen. Wir erhalten also, dass

Hy = {fu = (w,®()) - w e R7"}

(d+1)d
versehen mit dem Skalarprodukt (fuy, fo)m, = (w,v), v,w € R e , der zu

k gehorige RKHS ist. In der Tat ist (Hy, (-, -)n, ) ein Hilbertraum mit

k() = (D(), () = foq € Hy, Va € R?

und

(d+1)d

(Fu k@, ) b = (Fs fa) 1 = (w, ®(@)) = ful@), VreRLweR =
Allgemeiner kann man zeigen:

3.26 Satz. Sei k: X x X — R ein Kern und ® : X — H eine zugehdrige
Featureabbildung mit k(x,y) = (®(x), ®(y)) fir alle x,y € X. Dann ist

Hy={f:X—>R:3weH mit f(z) = (w,®(x)) fir alle x € X'}

versehen mit der Norm || f| g, = min{||w|| : w € H mit f(-) = (w, ®(-))} der
zu k gehérige RKHS.

Mit Hilfe von Satz kann man die folgende Aufgabe l6sen:

3.27 Aufgabe. Sind Hy und Ho zwei RKHS mit reproduzierenden Kernen
ki,ko: X X X — R, so ist Hy + Hy ein RKHS mit reproduzierendem Kern
k1 + ko. Bestimme den RKHS von ki + ko in dem Fall, dass X = [0,1],
k1(z,y) = min(z,y) und ko(x,y) = 1.
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Man betrachtet hierfiir die Featureabbildung ® : h — H{ & Hy,xz +—
(k1(z,+), ko(z,+)) und verwendet ((f1, f2), ®(x)) = fi(x) + fa(z).

Beweis von Satz[3.26. Betrachte die lineare Abbildung
L:H — Hp,w— (w,®(+)).

Des Weiteren sei ker L = {w € H : Lw = 0} der Kern von L. Man sieht
zunéchst leicht, dass ker L eine abgeschlossener Unterraum von H ist: fiir eine
Folge (wy,) in ker L mit wy, — w € H gilt (w, ®(z)) = limy,—o0 (wy, ®(x)) fir
alle z € X, d.h. w € ker L. Sei nun (ker L)+ das orthogonale Komplement
von ker L und

Ly : (ker L)* = Hy,w — (w, ®(-)),

die Einschrankung von L auf (ker L)*. Wir zeigen zunichst, dass L surjektiv
ist. Ist f € Hjy, so existiert nach Konstruktion ein w € H mit f(-) =
(w, ®(+)). Aus Satz folgt, dass w = wp + w, mit wy € ker L und
w, € (ker L)*. Hieraus erhalten wir, dass Lw = Lwy + Lw, = Lw, und
somit die Surjektivitit. Da L auBerdem injektiv und linear ist und (ker L)+

als abgeschlossener Unterraum von H selbst ein Hilbertraum ist (siehe Satz
A.17)), kobnnen wir Hj mit einer Hilbertraumstruktur versehen, indem wir

(f,9)m, = (L', L7'g),  f.g€Hy

setzen. Es gilt nun ®(x) € (ker L)* fiir alle # € X und somit k(z,-) =
(®(x), ®()) € Hy, fur alle z € X und

(fok(z, )m, = (LT'f,@(x)) = f(z), Ve €X, f€H.

Es bleibt noch die Behauptung iiber die Norm zu zeigen, d.h. || f||zr, = ||L7"f]]
stimmt mit der Definition aus dem Satz iiberein. Sei hierfir w € H mit f =
(w, ®(+)). Dann gilt mit w; = L7 f, dass w = w) +w—w; mitw, € (ker L)+
und w—w | € ker L. Es folgt ||w||? = ||w ||?+||w—w_|* = ||f||%_]k+”w—’UJJ_||2.
Also gilt ||w|| > || f|| &, und Gleichheit gilt fir w = w) . O

Der Generalisierungsfehler von kernel SVM

Sind nun (X1,Y1),---,(Xp,Ys) € X x {£1} Daten, ® : X — H eine
Featureabbildung mit Kern k(-,-) = (®(-), ®(-)) und Hy der zu k gehorige
RKHS, so ist das Minimierungsproblem
o 1< 2 .
minimiere  —» (1 — Yi(w, ®(X;)))+ + A|w||® iiber w € H
n
i=1
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dquivalent zu
. 1 < 2 .
minimiere  — Z(l = Yif(Xi))+ + Al fllz, iiber f € Hy (3.9)
i=1
Wir sehen also, dass der RKHS der gewissermaflen kleinste Featureraum von
k ist und somit eine kanonische Wahl darstellt. Betrachtet man anstelle von

B3.9) fiir X' >0

hl:L—SVM k—SVM)

— sign(f"

. 1
ESVM ¢ argmin — 3 (1 - Yif(X0))+,

1 ller, <A T30
so erhalt man fiir den Generalisierungsfehler von kernel-SVM unter der
Annahme, dass (X1,Y1),...,(Xn, Ya), (X,Y) iid.
3.28 Satz. Es gelte k(z,x) < M? fiir alle x € X. Dann gilt

N , 2N M
ER hfL-SVM < min Rhmge + )
( )< [Fime=X () Vn

Beweis. Setzt man f(x) = (f,k(x,-))m,, so ist der Beweis vollig analog zum
Beweis von Satz in dem man (RP, (-,-)) durch (Hy, (-,-)g,) und X;
durch k(Xj,-) ersetzt, und am Schluss noch ||k(X5, )| g, = V(X Xi) < M

O

verwendet.

4 Hochdimensionale Statistik

4.1 Das diinn besetzte lineare Modell in hoher Dimension

Ziel des Kapitels ist ein kurzer Einblick in das diinn besetzte lineare Modell in
hoher Dimension und dessen Bedeutung in der Statistik und im Compressed
Sensing. Fir Y € R?, X € R™P und 8* € RP betrachten wir das lineare
Gleichungssystem (LGS)

Y = Xp*
oder mit € € R™ das lineare Modell
Y =Xp" +e

Dabei sind Y, X bekannt und 5* unbekannt. Wir sind an dem Fall p > n bzw.
p sehr viel grofer als n, d.h. p > n interessiert. Wir wollen also im ersten
Fall ein (hochgradig) unterbestimmtes LGS losen. Um dies zu erméglichen
nehmen wir an, dass 8* diinn besetzt, d.h. sparse ist:

180 =Hj:B; #0} <s mit s<n.
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Compressed Sensing

In diesem Fall heifit 5* oft auch Signal (zum Beispiel lassen sich Fotos
mittels Waveletsystem oft sparse darstellen), X Messmatrix und Y = X f* =
((Xi., B%))i, erfasstes Signal. Das Ziel ist es eine Messmatrix X mit moglichst
kleinem n zu finden, so dass sich sparse Vektoren * aus Y rekonstruieren
lassen.

. eisplel. Betrachte =D i__ e2m , t €10,1]. Wir tasten das
4.1 Beispiel. B h t M mBrer™ ke 0,1 W d
Signal f zu Zeitpunkten t1,...,t, ab:
f(tl) 6—271'th1 . e?ﬂ'iMﬁ
Y = : = : : 5* = Xﬁ*
f(tn) 6727rthn . eQm’Mtn
mit p = 2M +1. Man kann leicht sehen, dass die Matrix X im Falln = 2M +1

und t; = j/(2M + 1), j =0,...,2M invertierbar ist. Diese Tatsache ist mit
Shannons Abtasttheorem verbunden, welches (unter anderem) besagt, dass

1 2M+1

f(t) = oM + 1 Jz:{; f(2M3+1>DM(t_2M]+1

) t€0,1]

mit Dirichlet-Kern D,,,(t) = YM ,,e*™# Es reicht also f an 2M + 1
Punkten abzutasten um f exakt zu rekonstruieren. Im Compressed Sensing
zeigt man hingegen, dass man im Fall ¢1,...,¢, i Unif[0, 1] alle s-sparsen
Signale §* exakt rekonstruieren kann (mit hoher Wahrscheinlichkeit), falls

n > Cslog(p).

Motivation aus der Statistik

In diesem Fall heifit Y; Antwortvariable und X;. zugehoriger Kovariatenvektor.
In vielen aktuellen Anwendungen ist X;. ein hoch-dimensionaler Vektor mit
p > n, von dem die meisten Eintrige keinen oder nur einen sehr geringen
Einfluss auf Y; haben. Zum Beispiel kann Y; ein Merkmal der i-ten Pflanze
sein (z.B. deren Grofle) und X;. verschiedene Genexpressionen der i-ten
Pflanze.

Notationen

Wir verwenden im Folgenden fiir 8 € RP,
' p p 1/2
18llo =i = 8; # 0}, 181 =Y 1851, 1182 = (D 8)
j=1 j=1

und

1Bllcc = max |5;].

1<j<p
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Die Menge {j : 5; # 0} heifit der Trager von g*. Ist S C {1,...,p} und
B € RP so definieren wir Sg € RP durch

5]'7 .] € Sa
0, sonst.

(Bs)j = {

4.2 Rekonstruktion mittels /!-Minimierung

In diesem Kapitel betrachten wir zunédchst das LGS Y = X 3*. Eine erste
Losungsstrategie besteht in

minimiere ||5|lo unter der NB Y = Xp.

Dies ist allerdings im Allgemeinen ein NP-schweres Problem (16se Y = Xgf
mit 8 € RIS fiir |S| = 1,2,...,5). Ein Ausweg besteht darin | - ||o durch
|| - |1 als naheste konvexe Norm zu ersetzen:

minimiere |31 unter der NB Y = Xf5. (4.1)

4.2 Definition. Die Matrix X besitzt die Nullraumeigenschaft (null space
property) beziiglich S C {1,...,p} falls

{A eRP:||Age|ls < ||Agll1} Nker X = {0},
wobei ker X = {A € RP : XA = 0}.
4.3 Satz. Fir S C {1,...,p} sind die folgenden FEigenschaften dquivalent:

(a) Fiir alle 8* € RP mit Triger enthalten in S hat die £*-Minimierung in
(4.1) angewendet auf Y = X[3* die eindeutige Losung B = B*.

(b) X erfillt die Nullraumeigenschaft.

Beweis. (b) = (a): Die Vektoren é’ und B* erfiillen V' = X3 = XB*. Also
folgt ||Bll1 < [|8*]|1 und somit fiir A = 5 — §*
1851 = 187l = 1811 = 18" + Al = 185 + Asll + [ Asells
> 185l = 1As]lL + | Ase |-
Es gilt also A € ker X und ||Age||1 < ||Agl1. Die Nullraumeigenschaft liefert
A =0,dh g=p*%
(a) = (b): Fir A € ker X wende (4.1) auf ¥ = XAg an. Dann gilt

wegen XA = XAg+ XAge =0,dass Y = XAg = X(—Agc) und es folgt
|Ag|l1 < |[Age||1 aus der Eindeutigkeit in (a). O

4.4 Definition. Die Matrix X besitzt die Restricted Isometry Property
(RIP) der Ordnung s, falls es ein d5 € (0,1) gibt, so dass

(1= 0)IBI3 < IXBIIZ < 1 +3)BlI3 VB R, [IBllo < 5.
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4.5 Bemerkung. Sind «a, 8 € RP s-sparse mit disjunktem Tréger, so gilt
unter RIP auch

(X, XB)| < 0os|ex|2]| B]]2-

Um dies zu sehen, reicht es den Fall ||a|j2 = 1 und ||5]|2 = 1 zu betrachten.
Dann gilt

4(Xa, XB)| = [[IX (a+ B3 — X (a = B3]
=X (a+B)5 —2+2— [IX(a — B)II3] < 2025 + 202

4.6 Proposition. Erfillt X die RIP der Ordnung 2s mit s < 1/3, so erfillt
X die Nullraumeigenschaft fir alle S C {1,...,p} mit |S| < s.

Insbesondere kénnen in diesem Fall alle s-sparsen Vektoren B* € RP
mittels ' -Minimierung aus Y = X 5* rekonstruiert werden.

Beweis. Sei A € ker X und Sy die Menge der Indizes der s grofiten Eintréage
von A. Es reicht zu zeigen, dass

[Asollr < [[Asg -

Konstruiere nun weiter Sp, S1, So, ... mit [S;| = [s| (< s fiir die letzte Menge)
und |Ap| < [Ag fiirallea € Sjund b € Sji1. Es gilt also A = Ag, 437,51 Ag;.
Verwenden wir sukzessive die RIP, die Identitit XAg, = —37,5 XAg;, die
Dreicksungleichung und Bemerkung [4.5] so folgt

1 1
1As, 5 < T 50 1 X Asyll3 = 5 (XAgy, Y XAg))|
1 2s 1 2s j>1

1
< E ‘<XASO,XAS].>‘
1= 025 75

625
< 1-4 Z ||ASOH2”ASjH2

und somit
628

A <

> lAs |2

s j>1
Aus der Konstruktion der S; folgt, dass [[Ag,,, oo < s7![|Ag,[l1 und daher
[As; 1 l2 < s_l/QHAsj.Hl. Wir schlieen

25
V5> || Ag e <

1 — das >1

525
1 — 0o

1As [l < Vsl A, ll2 < (1As 1+ D 1As,[h)-

j=>1
und somit

523
1 — 2694

Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass d25/(1 — 2d25) < 1 genau dann,
wenn dgs < 1/3. O

1As, 1 <

[Asgl1-
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4.3 RIP fiir Zufallsmatrizen

4.7 Satz. Betrachte X = (n~Y2g;;) € RP*™ mit g, S N(0,1). Sei 6 €
(0,1). Dann existieren Konstanten ci,ca > 0 die nur von 6 abhdingen, so
dass X die RIP der Ordnung s mit Konstante 0 mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — e~ 2" erfillt falls slog(ep) < c¢n.
4.8 Bemerkungen.
1) Analoge Resultate gelten fiir andere Zufallsvariablen, z.B. g;; i
Rademacher.

2) Warum Zufallsmatrizen? Fir X aus Satz gilt zum Beispiel
R 2
E|XBI3 =B > (Y 9ibi) =8I
i=1  j=1

Die RIP kann also als Konzentrationsresultat interpretiert werden.

3) Was das Losen eines sparse LGS betrifft, so ist die Bedingung s < n
offensichtlich notwendig fiir die Existenz einer eindeutigen Losung. Der
zusétzliche logp Term ist der Preis den wir zahlen dafiir dass wir die
positiven Koordinaten nicht kennen.

4.9 Lemma. Fir X = (n='/2g;;) € RP*™ mit g;; g N(0,1) und § € (0,1)
gilt
52
P((1-8)8l5 < IXBI5 < (L +6)|BII3) = 1 —2¢7"/%
fiir alle 5 € RP.
Beweis. Sei ohne Einschréankung ||3||2 = 1. Dann gilt

s I~ /v 2 1,
1X815 = =3 (Y gui) ~ —x*(n)
=1 j=1
Daher folgt die Behauptung aus standard Konzentrationsungleichungen fiir
x? Verteilungen wie sie im ersten Teil der Vorlesung hergeleitet wurden. [

4.10 Lemma (Uberdeckungsargument). Sei B = {3 € R* : ||B|]2 < 1} die
abgeschlossene Einheitskugel im R® und sei 6 € (0,1). Dann existiert Q C B,
|Q| < (3/6)® mit der Eigenschaft

VeeB dge@ mit ||B—ql2<56.
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Beweis. Der Beweis beruht auf einem Volumenvergleichsargument. Seien
qi,---,qm € B mit |lg; — qxll2 > ¢ fiir alle j # k und M maximal. Dann
gilt existiert fiir jedes 8 € R® ein j < M mit || — ¢;|l2 < 0. Wir miissen
also noch M < (3/9)° zeigen. Aus der Konstruktion folgt, dass die Kugeln
B(qj,8) = {B € R* : |3 — gjll2 < 6} disjunkt und es gilt U}, B(g;,6/2) €
B(0,1+ 6/2). Wir erhalten also, dass

M(8/2)° vol(B) < (1 + 6/2)° vol(B)

d.h. 5 . .
M<<1+5/2> :<2+6> <<3> 7
- 0/2 0 —\d
wobei wir 6 < 1 in der letzten Ungleichung verwendet haben. 0

4.11 Lemma. Fir S C{1,...,p} mit|S| <s und d € (0,1) gilt
P((1 - 20)||8]3 < [IXBII5 < (1 +30)8]13, V8 mit Triger in S)
12\s 5230
>1-2(=)e

Beweis. Sei Xg € R™¢ die Matrix der Spalten von X Index aus S.

Dann reicht es zu zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 —
2(12/6)86—7152/327

1-20<||XBI3<1+430 VB e RSBz = 1.

Wihle nun @ aus Lemma mit ¢/4. Dann folgt aus Lemma und
der Bonferroni-Ungleichung, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 —
2(12/5)86_”’62/32,

(1=0/2)llal3 < 1 Xqll3 < (1 +06/2)llall3 Vg€ Q. (4.2)

Wir nehmen nun an, dass (4.2) gilt und setzen A > 0 als die kleinste Zahl
mit

[XBll2<1+A  VBeR[B]2=1.

Wir behaupten, dass A < §. Um dies zu sehen betrachte 5 € R®, ||8]]2 = 1,
und ¢ € @ mit || — ¢g||2 < /4. Dann gilt

[XBll2 < [[Xqlla + X (B = q)ll2 <1+ 6/2+ /4 + A5/2,

wobei wir die Dreiecksungleichung, (&.2)), (14 6/2)"2||q|l2 < 1+ 6/2 und die
Definition von A verwendet haben. Es folgt A < §/2+40/4+ Ad/2 und somit

5/2+6/4 30
< = < 0.
AST 5 1= =°
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Analog gilt || XS|l2 > 1 — 6. Wir schlielen, dass mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — 2(12/8)%e /32,

1-0<[|XBl2<1+0  VYBER A2 =1
und die Behauptung folgt durch Quadrieren. O

Ende des Beweis des Satzes[{.7. Aus Lemma und der Bonferroni-
Ungleichung folgt, dass

P((1-20)[18]13 < | XBII3 < (1+ 3018113, 5 € R, [|Bllo < s)

>1-2 (i) (15—2)86—"52/32.

Es gilt und

P\ 12\¢ _,52/30 12 né?  nd?

= < oy o= 7
2<8> ( 5 ) e < exp (s log(p) + log(2) + slog ( 5 ) TR )
und die Behauptung folgt indem man
12 &
slog(p) + log(2) + slog (?) - 7274 <0

fordert. O

4.4 Lasso

Im Fall des linearen Modells Y = X/3* + € kann die ¢/!-Minimierung auf
verschiedene Art und Weise erweitert werden:

minimiere || 3]|o unter der NB ||Y — X2 < b.

Dabei ist b eine obere Schranke fur das Fehlerniveau. Man kann alternativ
fir R > 0 auch folgendes betrachten:

minimiere ||Y — X ]2 unter der NB  ||8]lo < R. (4.3)

Man spricht auch vom constrained Lasso. Der Lasso hingegen ist die Losung
der folgenden dquivalenten Problems

minimiere ||Y — X2 + Al|Bllo tiber [ €RP,
wobei A\ eine Konstante ist.

4.12 Definition. Die Matrix X erfiillt die Restricted Eigenvalue Condition
beziiglich S C {1,...,p} mit Parameter x > 0, falls

1XA|3 > s||A3 fiir alle A mit ||Age|1 < [[Ag]|1-
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Offensichtlich ist die Restricted Eigenvalue Condition eine Verstarkung
der Nullraumeigenschaft.

4.13 Satz. FEs gelte die Restricted Eigenvalue Condition beziiglich S C
{1,...,p} mit Kk > 0. Des Weiteren sei der Triger von B* in S enthal-
ten. Dann erfillt jede Losung B von mit R = ||5*||1 die folgenden
Ungleichungen:

(@) 15— B*ll2 < V5l X ellc
(6) 1X(3 =52 < Jv/sl1 X el|oc

Sind insbesondere €1, ..., e, K" N(0,0%) und gilt max; || X ]2 < 1, so
erhalten wir mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 —e™", u > 0,

A N 40
Hﬁ - B HZ < ;\/g 210g(25) + 2u.

Beweis. Wegen R = ||3*[|1 erfiillen sowohl 8* als auch 3 die Nebenbedingung
in (4.3). Es folgt also, dass Y —XB|3 < ||Y —XB*|]2 = ||e]|3- Mit A = 3—3*
gilt also |le — XA||? < ||€||3, oder dquivalent
IXAJ3 < 2(e, XA).
Also
IXAll2 < 2/(e, XA)| < 21{XTe, A)| < 2| X elloc [ A1

Wegen || 3] < [|3*]|1 folgt wie im Beweis von Satz dass ||[Age| < || Ag|h.
Wir koénnen also die Restricted Eigenvalue Condition anwenden und erhalten
RIANS < [ XA[Z < 20X elloo | All < 201X elloo ([ Asellt + | As]l1)
< 4 X ellool| sl < 4Vsl| X elloc [ Asll2 < 4v/51 X T elloolIA2-
Teilen durch ”AHQ liefert (a). Die Ungleichung in (b) folgt analog in dem wir
in der obigen Kette an Ungleichungen die RIP am Ende anstatt am Anfang

anwenden. Um den Zusatz zu sehen, setze O'JZ = 02| X3 < 0. Dann gilt
unter Verwendung der Bonferroni-Ungleichung

P(| X" €lloo > t) = P( max [(X;,€)| > 1)
J=L

P p

p
<Y P((X e >t) =) P(lo;Z| > t) = Z (0,7 > 1)
j=1

]:1 :

mit Z ~ N(0,1). Setzen wir nun
P(0;7 > 1) < BePM X — @IV /220 o (0?32/2-0 ASL/o® 12 /20°

ein, so folgt die Behauptung aus der Wahl ¢t = o/21og(2p) + 2u. O
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A Anhang

A.1 Rademacher-Komplexitiaten

A.1 Lemma (Symmetrisierungstrick). Seien Z1,...,7Z, i.i.d. Zufallsva-
riablen mit Werten in Z und F eine (abzdhlbare) Menge von gleichmdfsig
beschrinkten Funktionen f: Z — R. Des Weiteren seien €1, ..., €, unabhdn-
gige Rademacher Zufallsvariablen (d.h. P(e; = +1) = P(¢; = —1) = 1/2)
unabhdngig von Z1,...,Z,. Dann gilt

E sup — Zf Ef(Z )<2Esup Zelf

fermn

Beweis. Sei (Z1,...,Z],) eine unabhéngige Kopie von (Z1,...,7Z,) (d.h.
Z1yeeeyZiny 2y, ..., Z), iid., man spricht von einer Phantom-Stichprobe
(ghost sample)). Dann sind die Zufallsvariablen f(Z;) — f(Z]) unabhingig,
symmetrisch und haben daher die gleiche Verteilung wie €;(f(Z;) — f(Z))).

Es folgt

E sup — Zf Ef(ZZ)ZE?UP:LZf(Zz)_Ef(Z;)

fer

< Esup — Zf f(Z)

fe]-'”z 1

< Esup — Zelf —HEJsup Z_Elf
fer

fer

=2Esup — » ¢f(Z
fermn Z '
wobei die erste Ungleichung mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung folgt.
Alternativ kann man auch verwenden, dass fir ¢ € R und Uy =
(1/n) 377y f(Z]) folgendes gilt: sup s (a—EUy) < sup; E(a—Uy) < Esups(a—
Uy). O

A.2 Definition. Seien €1, ..., €, unabhingige Rademacher Zufallsvariablen,
21, ..., 2n € Z feste Elemente und F eine (abzahlbare) Menge von gleichméfig
beschrankten Funktionen f : Z — R. Dann heif3t

R, (F)=R,.(F)=Esup € f(zi)
(F) = Bu(F) = fefnzzl

Rademacher-Komplexitat von F. Ist allgememer T C R"™, so heifit

R, (T) =Esup — ZGH

teT M 225
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Rademacher-Komplexitit von T

A.3 Lemma (Kontraktions-Prinzip). Sei T' C R™ beschrinkt und ¢ : R — R
L-Lipschitz-stetig. Weiter seien €1, ..., €, unabhdingige Rademacher Zufalls-
variablen. Dann gilt R, (p(T)) < R, (T), d.h.

1 & 1 &
Esup — €ip(t;) < LEsup — €it;.
teTnZZ;Z (&) teTn;“

Beweis. Wir nehmen o0.B.d.A. an, dass L = 1. Setzen wir T; =
{(t1,. .. tic1,0(ti), tix1, ..., ty) : t € T}, so reicht es die Aussage fur al-
le T, T; zu zeigen, d.h.

Ru(T3) < Ra(T).

Betrachte hierfiir i = 1, die anderen Félle folgen analog. Es gilt nun
n
nR,(T;) = Esup {eup(tl) + Z eiti}

n
= Een ... Eq ?161713 {61(,0(?51) + ; Giti}

1 n n
— iEG" . E, igj;z {go(tl) + ; eiti} + ?2? { —o(t1) + ; eiti}
1 n n
= 5Ee, - Eey sup {ip(tr) — o(th) + Y eiti + Y eit |
Lyer =2 =2

n n
< 3Ee, . Eq, sup {Its =i+ D eiti+ Y et}
t'er =2 =2

)

n n
5 e - Ee, t,StlflepT {tl — t’l + Z;eiti + ;eztg}

Folgen wir der gleichen Kette an Argumenten riickwérts, so erhalten wir,
dass der letzte Ausdruck gleich ist mit

n
E t iti v = Ry (T
§g${61 1+;€z z} n( )

und die Behauptung folgt. O

A.4 Aufgabe. Fir T = {t1,...,tr} gilt

v2log M

BalT) < mpesc it ===
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A.2 Das Subdifferential einer konvexen Funktion

Wollen wir das Minimum einer stetig differenzierbaren Funktion f : R™ — R
finden, so besagt ein Standardresultat aus der Analysis, dass ein solches
(sofern es existiert) in der Menge {z : V f(x) = 0} zu finden ist. Ein dhnliches
Kritertium exisitiert im Fall konvexer (nicht notwendigerweise differenzierba-
rer) Funktionen unter Verwendung des Subdifferentials. In diesem Anhang
fiihren wir das Subdifferential ein und geben einige Rechenregeln an mit dem
sich das Subdifferential in vielen Féllen effektiv berechnen l&sst. Insbesondere
konnen diese Rechenregeln im Fall des LASSO-Schétzers und des SVM-
Klassifizierers (vgl. Aufgabe 10.3) einfach angewendet werden. Interessierte
Leser konnen weitere Informationen in [6] oder [4] finden.

Konvexe Funktionen

A.5 Definition. Eine Menge C' C R™ heifit konvex, falls Az + (1 — \)y € C
fir alle z,y € C und alle X € [0, 1].

A.6 Definition. Eine Funktion f : R"™ — R heiflt konvex, falls

fOz+ (1 =Ny) <Af() + (1= N)f(y)
fir alle z,y € R und alle A € [0,1].

Es folgt direkt aus den Definitionen, dass eine Funktion f : R® — R
genau dann konvex ist wenn der Epigraph

epif ={(z,r) eR" xR:r > f(x)}

eine konvexe Menge ist. Was Optimierung betrifft, besitzen konvexe Funk-
tionen gute Eigenschaften. Zum einen ist eine lokale Minimalstelle einer
konvexen Funktion f : R™ — R immer auch ein globale Minimalstelle (siehe
Proposition 3.1 in [6]), zum anderen ist eine konvexe Funktion f:R"™ — R
immer stetig (siche Proposition 3.3. in [6]).

Das Subdifferential einer konvexen Funktion

A.7 Definition. Fiir eine konvexe Funktion f : R™ — R ist das Subdifferen-
tial von f and der Stelle x definiert durch

Of () ={w e R": f(y) > f(x) + (w,y — z) fir alle y € R"}.

Die Wichtigkeit der Definition zeigt sich in der folgenden Charakterisie-
rung von Minimalstellen.

A.8 Lemma. Fir jede konvexe Funktion f:R"™ — R gilt

x* € argmin f(x) <= 0€df(z").
rER?
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Beweis. Beide Bedingungen sind dquivalent zu f(z) > f(z*) + (0,2 — z*)
fiir alle x € R™. O

Das folgende Lemma besagt, dass das Subdifferential einer differenzierba-
ren konvexen Funktion gerade mit dem Gradienten {ibereinstimmt und dass
das Subdifferential im allgemeinen Fall eine nicht leere (konvexe) Menge ist.

A.9 Lemma. Ist f: R"™ — R eine konvexe Funktion, so ist f(x) nicht leer
fir alle x € R™. Ist f zusdtzlich differenzierbar in x, so gilt 0f (x) = {V f(z)}.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen.
Es folgt zum Beispiel aus Lemma 4.2.1 in [4], dass ein (w,b) € R™ x R
existiert mit

(w,y) +br > (w,z) + bf (x) V(y,r) € epi f.

Mit r — 400 folgt b > 0, mit y = x — w folgt b # 0. Wir kénnen also 0.B.d.A.
annehmen, dass b = 1 und erhalten mit der Wahl (y,r) = (v, f(y)) € epi f,

fy) = f(@) + (w,z —y)

und somit —w € df(x). Es folgt, dass 0f(x) nicht leer ist.
Sei nun f zusétzlich differenzierbar in x. Ist n = 1, so gilt (Bild!)

S0 @) _ ) < FG) = S@)

Yy— z—x

Yy <z <z,

was f'(x) € Of (x) impliziert. Fiir allgemeines f setze g(t) = f(z + t(y — x)),
t € R. Dann ist g konvex, differenzierbar in 0 mit f'(0) = (Vf(x),y — z),
und es folgt

fly) = g(1) > g(0) + ¢'(0) = f(z) +(Vf(x),y — ).

Wir haben also V f(z) € 0f(z) gezeigt. Ist nun w € df(x), so folgt aus der
Taylorschen Formel, dass

t{w, by < f(x £ th) — f(z) = £HV (), h) + o(t).
Mit t — 0 erhalten wir (Vf(z),h) = (w,h) fir alle h € R", und somit
Vi(z)=w. O
Zwei einfache Beispiele

A.10 Beispiel (Betragsfunktion). Sei f: R — R,z + |z|. Dann ist f mit
der Ausnahme von & = 0 in allen Punkten differenzierbar und es gilt

+1, falls z > 0,
of (x) =< —1, falls = < 0,
[—1,1], falls z=0.
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A.11 Beispiel (Hinge loss). Sei f : R — R,z — max(1 — z,0). Dann ist f
mit der Ausnahme von x = 1 in allen Punkten differenzierbar und es gilt

0, falls x > 1,
of(x) =< —1, falls x < 1,
[—1,0], fallsz=1.

Rechenregeln fiir das Subdifferential

Um Lemma [A .8 auch fiir kompliziertere konvexe Funktionen als in den obigen
zwei Beispielen behandeln zu kénnen, benétigen wir noch einige Rechenregeln
fiir das Subdifferential.

Skalare

Ist f: R™ — R eine konvexe Funktion und a > 0, so gilt

daf)(z) =adf(x) Vx € R™.

Summenbildung

Sind g, f : R™ — R zwei konvexe Funktionen, so gilt
g+ f)(x) =090g(x)+df(x) VreR™ (A.1)

Die Inklusion dg(z) 4+ 0f(x) € 9(g + f)(x) folgt direkt aus der Definition,
die umgekehrte Inklusion kann wieder mit dem Trennungssatz fiir konvexe
Mengen gezeigt werden, siehe zum Beispiel Theorem 3.39 in [6] fiir die Details
(oder Theorem 4.1.1 in [4] fiir einen weiteren Beweis).

Kettenregel unter affine Transformationen
Ist A : R™ — R eine konvexe Funktion, A € R™*" und b € R™, so gilt fiir
die (konvexe) Funktion f: R™ — R,z +— h(Az +b), dass

Of(x) = ATOh(Az +b)  Va e R™ (A.2)

Die Inklusion ATOh(Az + b) C 0f(x) folgt wieder direkt aus der Definition,
die umgekehrte Inklusion zeigt man am einfachsten iterativ mit Hilfe der
Singuldrwertzerlegung von A, siehe Theorem 3.40 in [6] fiir eine allgemeinere
Aussage (oder Theorem 4.2.1 in [4] fiir einen weiteren Beweis).
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Aufgaben

A.12 Aufgabe (LASSO-Schéatzer). Fir Y € R", X € R™? und A > 0,
betrachte

W € argmin £ (w), ZL(w) =Y = Xw|* + \|w|:.
weRP

Dann gilt

XTxop=XTy — %07

wobei & € RP mit & = sign(w;) falls wj # 0 und &; € [—1,1] falls w; = 0.
Beweis. Unsere Aufgabe ist es das Subdifferential von £ zu bestimmen.
Setzen wir f : R — R,z — |z, so gilt

P

ZL(w) =Y = Xw|? + A flejw)

j=1

wobei e; der j-te Standardvektor ist. Mit (A.1]) und (A.2)) folgt
P
0L (w) = —2XT(Y — Xw) + A Z ejaf(eJTw).

j=1
Verwenden wir auflerdem, dass 0 € 0.Z(w) aus Lemma so erhalten wir

P

0€ —2XT(Y — X)) + A > _e;df (i)
j=1
und die Behauptung folgt. O
A.13 Aufgabe (SVM-Klassifizierer). Fiir gegebene (x1,y1), ..., (Tn,yn) €
RP x {—1,+1} und X > 0, betrachte
. : 1 & 2
W € argmin £ (w), L(w)=— Zmax (1 = yi(w, 2;),0) + AfJw||*.
weR? n i=1
Zeige, dass W von der Form @ = Y ;" &;y;x; ist, wobei
ai = 07 falls y’b<wa IZ> > 1)

& =1/(2xn), falls y; (W, z;) <1,
&; €10,1/(2X\n)], falls y;(w, x;) = 1.
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A.3 Hilbertraume

A.14 Definition. Eine Abbildung (-,-) : H x H — R auf einem rellen
Vektorraum H heifit Skalarprodukt, falls

(a) (f +tg,h) = (f,h)+t{g,h) fir alle f,g,h € H und t € R;
(b) (f,g) =g, [f) fir alle f,g € H;

(¢) {f,f) >0 fiir alle f # 0.

(d) (f, f) = 0 impliziert f = 0.

Ein reeller Vektorraum H vershen mit einem Skalarprodukt (-, -) heiit auch
Innenproduktraum oder Prahilbertraum.

A.15 Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Unter (a)-(c) aus Defnition
gilt (f,9)* < {f, f){g.9) fir alle f,g € H.

Beweis. Nach Vorausssetzung gilt fiir alle t € R,

0 < (f +tg, f+tg) = (f, [) +2t{f,q) +t*(g,9).

Ist (g,g) = 0 und (f, f) =0, so folgt (f,g) = 0 in dem wir t = —(f, g) setzen.
Ansonsten gilt (g, g) # 0 oder (f, f) # 0 und wir kénnen ohne Einschrédnkung
(9,9) # 0 annehmen. In diesem Fall folgt die Behauptung aus der Wahl

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt man, dass durch

[FARERVAVEN )

eine Norm auf H definiert ist, d.h. es gilt
(a) I + gl < £l + gl fir alle £,g € H:
(b) |[tfIl = |t|]|f]| fir alle f € H und t € R;
(c) |If]l > O fur alle f # 0.

Eine Folge von Elementen (f,),>1 heifit Cauchyfolge, falls fir alle € > 0
eine natiirliche Zahl N exisitiert, so dass || f, — fm|| < € fur all n,n > N.
Konvergiert jede Cauchyfolge (fy)n>1 gegen ein Element f € H, so heifit H
(bzw. die Norm || - ||) vollstandig.

A.16 Definition. Ein Hilbertraum (H, (-,-)) ist ein vollstdndiger Innenpro-
duktraum.

Fiir eine Teilmenge A C H heifit A+ = {f € H: (f,g) =0 fiir alle g €
A} orthogonales Komplement von A.
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A.17 Satz. Ist Hy eine abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H,
so ist auch Hi- ein abgeschlossener Unterraum von Hy. Des Weiteren besitzt
jedes Element eine eindeutige Zerlequng f = g+ h mit g € Hy und h € Hi-.

Beweis. Offensichtlich ist Hi- ein abgeschlossener Unterraum von H;. Setze
c=1inf{||f — gl : g € H1}. Sei (g,) eine Folge aus H; mit || f — gn| \ c
Dann gilt

lgn = gmll* = 2llgn = FII* +2gm — FII* — llgn — f + gm — fII?

= 2go — 71+ 2lgm — 71 — 4] 2 I |

Da (gn + gm)/2 € H; folgt, dass der letzte Term grofer gleich 4c ist. Wir
erhalten also, dass (g,) eine Cauchyfolge ist. Nach Voraussetzung existiert
also ein g € Hy mit ||g — f|| = ¢. Wir setzen h = f — g und behaupten, dass
h € Hi. Dies kann man wie folgt sehen. Fiir alle ¢’ € H; und ¢ € R folgt
aus der Definition von f, dass

1R < llh +tg' I = [IR]1* + 2th, o) + 2]|9'|1%

Waire (h,g') # 0, so wiirde die Wahl ¢ = e(h, ¢’) mit € > 0 gentigend klein zu
einem Widerspruch fiihren.

Es bleibt nch die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen. Sei also f =
g+h=g +h mit g,¢ € Hy und h,h’ € Hi-, so folgt g — ¢’ = h — I’ und
somit (¢ —¢',g—¢) = (9 —¢',h—h') = 0. Also gilt ¢ = ¢’ und analog
h=~h. O

A.18 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei L ein lineares Funktional (d.h.
eine lineare Abbildung L : H — R) welches zusdtzlich beschrinkt ist, d.h. es
existiert M > 0 mit |L(f)| < M| f|| fir alle f € H. Dann existiert genau
ein g € H mit L(f) = (f,g) fir alle f € H.

Beweis. Ist L die Nullabbildung, so setze g = 0. Ist L # 0 so ist wegen Satz
A.17| (ker L)* ein eindimensionaler Unterraum von H. Sei nun f € (ker L)+
mit L f = 1. Dann ist die Abbildung definiert durch L—(f,-)/(f, f) sowohl auf
ker L als auch auf (ker L)+ die Nullabbildung. Es folgt Lh — (f,h)/{f, f) =0
fiir alle h € H. Also gilt die Behauptung mit g = f/(f, f). O

Literatur

[1] Mikhail Belkin, Daniel J Hsu, and Partha Mitra. Overfitting or perfect
fitting? risk bounds for classification and regression rules that interpolate.
In S. Bengio, H. Wallach, H. Larochelle, K. Grauman, N. Cesa-Bianchi,
and R. Garnett, editors, Advances in Neural Information Processing
Systems 31, pages 2300-2311. Curran Associates, Inc., 2018.

99



2]

[10]

[11]

Christophe Giraud. Introduction to high-dimensional statistics, volume
139 of Monographs on Statistics and Applied Probability. CRC Press,
Boca Raton, FL, 2015.

Trevor Hastie, Robert Tibshirani, and Jerome Friedman. The elements
of statistical learning. Springer Series in Statistics. Springer, New York,
second edition, 2009. Data mining, inference, and prediction.

Jean-Baptiste Hiriart-Urruty and Claude Lemaréchal. Fundamentals
of convex analysis. Grundlehren Text Editions. Springer-Verlag, Berlin,
2001. Abridged version of 1t Convex analysis and minimization algo-
rithms. I [Springer, Berlin, 1993; MR1261420 (95m:90001)] and 1t II
[ibid.; MR1295240 (95m:90002)].

Gareth James, Daniela Witten, Trevor Hastie, and Robert Tibshirani.
An introduction to statistical learning, volume 103 of Springer Texts in
Statistics. Springer, New York, 2013. With applications in R.

Jean-Paul Penot. Calculus without derivatives, volume 266 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer, New York, 2013.

Shai Shalev-Shwartz and Shai Ben-David. Understanding Machine
Learning: From Theory to Algorithms. Cambridge University Press,
USA, 2014.

John Shawe-Taylor and Nello Cristianini. Kernel Methods for Pattern
Analysis. Cambridge University Press, USA, 2004.

Ingo Steinwart and Andreas Christmann. Support vector machines.
Information Science and Statistics. Springer, New York, 2008.

M. Trabs, M. Jirak, K. Krenz, and M. Rei}. @ Methoden der
Statistik und des maschinellen Lernens: Eine mathematische Ein-
fithrung. Buchprojekt, verfiighar unter https://www.math.uni-
hamburg.de/home/trabs/Lehre/BuchEntwurf.pdf, 2018.

Martin J. Wainwright. High-dimensional statistics, volume 48 of Cam-
bridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics. Cambridge
University Press, Cambridge, 2019. A non-asymptotic viewpoint.

60



	Klassifizierung
	Bayes-Klassifizierer
	k-NN-Klassifizierer
	ERM-Prinzip
	Support vector machines (SVM)
	LDA und logistische Regression

	Hauptkomponentenanalyse (PCA)
	Motivation: Die erste Hauptkomponente
	Elementare Eigenschaften von PCA
	Der Generalisierungsfehler von PCA

	Kern-Methoden
	SVM, Ridge-Regression und PCA mit Featureabbildung
	Charakterisierung von Kernen
	Konstruktion von Kernen
	Reproducing kernel Hilbert spaces (RKHS)

	Hochdimensionale Statistik
	Das dünn besetzte lineare Modell in hoher Dimension
	Rekonstruktion mittels 1-Minimierung
	RIP für Zufallsmatrizen
	Lasso

	Anhang
	Rademacher-Komplexitäten
	Das Subdifferential einer konvexen Funktion
	Hilberträume


