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Vorwort

Dozent: ,,Leider gibt es hierfiir kein passendes Buch.*
Student: ,,Warum schreiben Sie dann keins?*
Dozent (im Scherz): ,,Aber nur, wenn Sie mitschreiben.*

Dieser kurze Dialog in einer Statistikvorlesung zwischen zwei Autoren dieses
Buches war seine Initialziindung. Selbstverstidndlich gibt es zahlreiche hervorragende
Statistikbiicher. Es gibt jedoch einige Aspekte, die selten gemeinsam behandelt
werden und deren Zusammenspiel wir in den Vordergrund riicken mochten.

Die Verbindung von Theorie und Praxis. Wir leben im sogenannten Informati-
onszeitalter. Das heilit nichts anderes, als dass unsere gesamte Lebenswirklichkeit
vermessen und gespeichert wird. Um die Probleme und Losungsansitze, die mit
dieser Datenvielfalt einhergehen, zu beschreiben, wurde der Begriff Data Science
erfunden. Ein fundamentaler Baustein hiervon ist die Statistik. Ihr Ziel ist es, Riick-
schliisse von den Daten auf die zugrunde liegenden Zusammenhinge zu ziehen. Wir
werden im Laufe des Buches zahlreiche statistische Methoden kennenlernen. Der
Fokus dieses Buches liegt darauf, zu verstehen und mathematisch sauber nachzu-
weisen, ob und unter welchen Annahmen diese Methoden tatsidchlich funktionieren.
Andererseits werden wir die Verfahren anhand von Beispielen aus der realen Welt
illustrieren. Um die Breite der mdglichen Anwendungen zu unterstreichen, studieren
wir Datensitze aus der Medizin, betrachten makrookonomische Fragen und unter-
suchen Klimadaten.

Die Briicke zwischen Statistik und maschinellem Lernen. Wir werden nicht nur
klassische und bis heute wichtige statistische Methoden, wie die Regressions- und
Varianzanalyse, kennenlernen, sondern auch moderne Verfahren des maschinellen
Lernens studieren (wobei wir uns auf das sogenannte supervised learning beschrin-
ken). Letztere sind insbesondere fiir Klassifikationsprobleme wichtig. Fast alle diese
Methoden lassen sich auf einige wenige statistische Grundprinzipien zuriickfiihren,
namlich auf das Maximum-Likelihood-Verfahren, den Likelihood-Quotiententest und
den Bayes-Ansatz. Daher setzen wir uns zu Beginn des Buches intensiv mit diesen
Grundprinzipien in einfachen statistischen Modellen auseinander.



vi Vorwort

Nichtasymptotische Resultate. Dank moderner Informationstechnik kénnen im-
mer mehr Daten erhoben und verarbeitet werden. Damit gibt es viele Beobachtun-
gen, die von statistischen Methoden beriicksichtigt werden konnen und sollen. Auf
einem mathematischen Level fithrt dies dazu, dass die Dimension der Beobachtun-
gen und Modellparameter sehr grof3 werden kann und mdglicherweise sogar die
Stichprobengrofe iibersteigt. Man spricht in diesem Fall von hochdimensionalen
Modellen. Klassische Verfahren und Analysetechniken funktionieren dann nur noch
sehr eingeschrinkt oder gar nicht mehr. Vor allem die asymptotische Theorie, bei
der die Stichprobengrofie gegen unendlich konvergiert und alle anderen Einfluss-
groBen dominiert, beschreibt beispielsweise eine grofle Parameterdimension nur
unzureichend. Deshalb konzentrieren wir uns in diesem Buch auf nichtasymptoti-
sche Resultate. Insbesondere sind unsere Hauptresultate in spéteren Kapiteln keine
zentralen Grenzwertsitze, wie sie in vielen Lehrbiichern zu finden sind, sondern
Orakelungleichungen.

Dieses Buch hat seinen Ursprung in einer vierstiindigen Vorlesung an der
Humboldt-Universitit zu Berlin, deren Horerschaft vorwiegend aus fortgeschritte-
nen Bachelorstudierenden und beginnenden Masterstudierenden in Mathematik und
Statistik bestand. Es baut auf solide Kenntnisse in der Wahrscheinlichkeitstheorie
auf, wobei eine kurze Einfiihrung in die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
im Anhang zu finden ist. Zusitzliche Einfliisse aus Vorlesungen an der Universitit
Hamburg und der Technischen Universitit Braunschweig erweiterten den Stoffum-
fang und erhohten das Niveau einiger weiterfithrender Abschnitte.

Die Anspriiche an das Leserpublikum wachsen im Laufe des Buches. Wihrend
die ersten beiden Kapitel und der Beginn des dritten Kapitels von grundlegender
Natur sind, gibt es im zweiten Teil des Buches einige Abschnitte (3.2.1] .2} {.4.2]
und[5.6) fiir Fortgeschrittene, die jedoch beim ersten Lesen auch weggelassen werden
konnen.

Der Inhalt des Buches eignet sich sowohl fiir eine zwei- bis vierstiindige Ba-
chelorvorlesung zur Einfiihrung in die mathematische Statistik (Kapitel [T] bis [3.1]
und gegebenfalls eine Auswahl der anschlieBenden Kapitel) als auch als Quelle fiir
eine Mastervorlesung zu den mathematischen Grundlagen der Datenwissenschaften
(Kapitel [3.2] bis [5)) oder fiir eine Spezialvorlesung zum (verallgemeinerten) linearen
Modell (Kapitel und [). Jedes Kapitel schlieSt mit einer Aufgabensammlung
ab.

Dieses Lehrbuch bewegt sich im Spannungsfeld zwischen mathematischer Sta-
tistik und maschinellem Lernen. Daher profitierten wir sowohl von klassischen sta-
tistischen Lehrwerken wie (Georgii| (2007), Lehmann und Casellal (1998)) und |Shao
(2003)) als auch von Darstellungen der modernen statistischen Lerntheorie wie|Hastie
et al.|(2009)), Richter| (2019) und |Shalev-Shwartz und Ben-David| (2014).

Wir bedanken uns fiir die Unterstiitzung durch viele Kommentare, Impulse und
Hinweise sowie fiir die Hilfe beim Korrekturlesen bei Randolf Altmeyer, Markus
Bibinger, Brigitte Deest, Thorsten Dickhaus, Nick Kloodt und Martin Wahl. Unser
Dank gilt zudem unseren Studierenden, insbesondere Herrn Eric Ziebell, fiir Riick-
meldungen und fleiBiges Losen unserer Aufgaben, sowie Frau Stella Schmoll und
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Frau Iris Ruhmann vom Springer-Verlag fiir die kompetente, freundliche und sehr
gute Zusammenarbeit. Wir freuen uns auch {iber Ihre Hinweise, die Sie uns bitte via
mathias.trabs @uni-hamburg.de zukommen lassen.

Hamburg, Wien, Erfurt und Berlin, Mathias Trabs
November 2020 Moritz Jirak
Konstantin Krenz

Markus Reifs
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Abbkiirzungen und Symbole
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Abbkiirzungen und Symbole

1 n

Stichprobenmittel X, = 7 2j=1 Xj einer Stichprobe
X, Xy

a-Quantil der Standardnormalverteilung

a-Quantil einer Verteilung V € {U(A),N(u,0?),...}

Euklidische Norm und euklidisches Skalarprodukt auf R¢
Vektor- oder Folgennorm fiir p € [0, o]

Spektralnorm bzw. Frobeniusnorm einer Matrix

Menge der reellen Matrizen mit m € N Zeilen und n € N
Spalten

Einheitsmatrix mit n € N Spalten und Zeilen

Raum der p-fach integrierbaren Funktionen bzw. Aquiva-
lenzklassen

Spann, das heiflt linear Unterraum aufgespannt durch die
gegebenen Vektoren

Bildbereich einer Funktion (englisch: image)

Spur einer Matrix (englisch: trace)

Rang einer Matrix

Vorzeichen einer reellen Zahl, d. h. sgn(x) = 1, fallsx > 0
und sonst —1.

Weitere Symbole und Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie sind im Anhang

zu finden.



Kapitel 1
Grundlagen der Statistik

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe und Konzepte der Statistik
eingefiihrt. Der Startpunkt ist die mathematische Formulierung eines statistischen
Modells. Davon ausgehend werden wir Konstruktionsprinzipien fiir Parameterschit-
zer, Hypothesentests und Konfidenzbereiche kennenlernen. Nachdem diese in den
einfachen Beispielen dieses Kapitels verstanden sind, konnen wir aus diesen Grund-
prinzipien heraus neue Methoden in den komplexeren Modellen spiterer Kapitel
entwickeln.

1.1 Das statistische Modell

Wihrend die Wahrscheinlichkeitstheorie anhand eines gegebenen Modells die Ei-
genschaften der (zufilligen) Ereignisse untersucht, ist das Ziel der Statistik entge-
gengesetzt: Wie kann man aus den gegebenen Beobachtungen Riickschliisse auf das
Modell ziehen?

Beispiel 1.1 (Saskias Umfrage) Versetzen wir uns in die Lage der Studentin Saskia,
die fiir ihre Masterarbeit eine Befragung unter den 20.000 Studentinnen und Stu-
denten ihrer Uni durchfiihren mochte. Von ihnen mochte Saskia wissen, ob sie mit
ihrem Studium zufrieden sind. Dazu fiihrt sie eine Online-Umfrage durch, bei der es
nur eine Frage mit zwei Antwortmoglichkeiten gibt — man ist zufrieden oder nicht.
Sie lisst den Studierenden die Umfrage iiber den internen Mailverteiler der Uni
zukommen. Alle erhalten die Umfrage, aber nur ein Teil von ihnen macht sich die
Miihe, die Umfrage zu beantworten. Welche Schliisse kann Saskia aus ihrer Umfrage
ziehen?

Nehmen wir an, die gewidhlten Ficher sind zu gleichen Teilen zufriedenstellend
und nicht zufriedenstellend, das heiflit 50% sind zufrieden, und die Umfrage wird
wahrheitsgemill beantwortet. Wiirde nur eine Studentin antworten, so entspriche
das Ergebnis nicht der Wahrheit, denn es konnte nur eine einhundertprozentige
(Un)Zufriedenheit ermittelt werden. Eine sogenannte Stichprobengrofie von 1 ist also
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Abb. 1.1 Happiness-Score (links) und Lebenserwartung bei guter Gesundheit (rechts) in Abhén-
gigkeit von Bruttoinlandsprodukt pro Kopf aus 156 Lindern auf Grundlage des World Happiness
Reports von 2019. Die resultierenden Regressionsgeraden aus Beispiel [[.2]sind violett eingezeich-
net.

zu niedrig. Je mehr Leute antworten, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Anteil der positiven Antworten in der Umfrage niher an den wahren 50% liegt. Nur
wenn alle 20.000 Studierenden antworten wiirden, konnte Saskia sicher sein, den
wahren Wert gefunden zu haben. Im Allgemeinen wird das Ergebnis von Saskias
Umfrage also von Unsicherheit behaftet sein. Um die Aussagekraft des Ergebnisses
einschitzen zu konnen, benotigen wir statistische Methoden. Andersherum wire es
fiir Saskia gut zu wissen, wie viele Antworten sie benotigt, um ein aussagekriftiges
Ergebnis zu erzielen.

Beispiel 1.2 (Happiness-Score) Im World Happiness Report der Vereinten Natio-
nen (UN) wird jéhrlich ein Gliicksindex bzw. ein Happiness-Score zur Lebenszu-
friedenheit der Bevolkerung aus verschiedenen Lindern bestimmt. Wir wollen die
Abhingigkeit des Happiness-Scores aus dem Jahr 2019 vom jeweiligen Pro-Kopf-
Bruttoinlandsprodukt untersuchen und betrachten hierzu das Modell

Yi:aXl-+b+8,-, i=1,...,156, (11)

wobei die zufilligen Storgrolen €; Unsicherheiten bei den Bevolkerungsumfragen
sowie ldnderspezifische konomische/geographische/soziale Einfliisse etc. modellie-
ren. Analog kdnnen wir versuchen, die Lebenserwartung bei guter Gesundheit durch
das Bruttoinlandsprodukt zu erkléren, siche Abbildung@ Plausible Annahmen an
das Modell sind:

1. (&;) sind unabhingig (niherungsweise),

2. (&;) sind identisch verteilt,

3. E[&;] = 0 (kein systematischer Fehler),

4. g; normalverteilt (wegen des zentralen Grenzwertsatzes).

Naheliegende Ziele bzw. Fragestellungen sind:
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1. Fiir welche Parameter a, b beschreibt das Modell (I.T)) die gegebenen Daten am
besten? Ein mogliches Schitzverfahren ist der Kleinste-Quadrate-Schditzer

n
(@, E) := arg min Z(Yi —aX; - b)?
a,b i=1
(wir minimieren die Summe derAquadrierten Residuen), den wir in Kapitel E]
kennenlernen werden. Mit @ und b erhalten wir die Regressionsgrade

y=ax+b.

2. Sind die Modellannahmen erfiillt? Hierzu konnen Histogramme, Boxplots und
Quantil-Quantil-Diagramme (QQ-Plots) der Residuen Y; — aX; — b verwendet
werden.

3. Wenn wir die Verteilung von @ kennen (Verteilungsannahme an & notig!), konnen
wir Intervalle der Form I = [a@ — c¢,a + ¢] fiir ¢ > 0 konstruieren, sodass der
tatsichliche Parameter a mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit in 7 liegt.

4. Wie kann man festen, ob das Bruttoinlandsprodukt tatsédchlich einen Effekt auf
die Lebenszufriedenheit hat, das heift gilt die Hypothese Hy : a = 0 oder kann
sie verworfen werden? Ein mogliches Verfahren ist, die Hypothese zu verwerfen,
falls |a@] > c fiir einen kritischen Wert ¢ > 0. Um einen sinnvollen Wert zu
bestimmen, bendtigen wir wieder Verteilungsannahmen an die Fehler (g;).

Im Laufe der folgenden Kapitel werden solche und dhnliche Fragen beantwortet,
doch vorher miissen wir statistische Modelle formal einfiihren.

Definition 1.3 Sei X die Menge aller moglichen Beobachtungen, der sogenann-
te Stichprobenraum. Ein messbarer Raum (X, ¥), versehen mit einer Fami-
lie (Py)seco von WahrscheinlichkeitsmaBen mit einer beliebigen Parametermenge
O # 0, heilt statistisches Experiment oder statistisches Modell.

Durch die Wahl der Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen im statistischen Mo-
dell wird zielgerichtet eine Verdnderlichkeit oder Unsicherheit des Modells forma-
lisiert. Je nachdem, welche statistische Aufgabe gegeben ist, wihlt man statistische
Methoden, die wiederum Riickschliisse auf das Modell erlauben. Zuletzt werden die
im Experiment gewonnenen Daten in die Methoden eingesetzt, sodass man Infor-
mationen iiber den zugrunde liegenden Parameter ©} gewinnt, unter dem die Daten
generiert wurden.

Definition 1.4 Essei (Q, A, (Py)y o) ein statistisches Modell und (X, ) ein Mess-
raum. Jede (A, F)-messbare Abbildung X : Q — X heilit Beobachtung oder Sta-
tistik mit Werten in (X, #) und induziert das statistische Modell (X, 7, (Pfg)ﬂeg).
Sind die Beobachtungen Xj, ..., X,;,n € N, fiir jedes ©# € ® unabhiingig und iden-
tisch verteilt (kurz i.i.d. fiir independent and identically distributed), so nennt man
X1, ..., X, eine mathematische Stichprobe.
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In der Statistik konzentrieren wir uns auf die Beobachtungen und ihre Verteilung.
Entsprechend der vorangegangen Definition betrachten wir also das statistische Ex-
periment (X, ¥, (Pﬁ)ﬁ <o), indem die Werte von X : Q — X liegen. Das statistische
Modell (Q, A, Pyep), in dem die Urbilder von X liegen, bleibt hiufig unspezifiziert.
Dies ist vollkommen analog zur Rolle der Zufallsvariablen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Der Einfachheit halber schreiben wir X ~ Py und nicht X ~ Pg.

Bemerkung 1.5 Fiirn € Nsei X1, ..., X,, eine mathematische Stichprobe mit Werten
in X und Randverteilung X; ~ Py mit Parameter € ®. Dannist der Stichprobenvek-
tor (X1, ..., X,) gemiB dem ProduktmaB P$" = (X)i, Py auf (X", F=") verteilt,
siehe Definition [A. 201

Beispiel 1.6 (Statistisches Modell, mathematische Stichprobe) Kommen wir auf Bei-
spiel [I.1] zuriick. Die Studentin Saskia bekommt n Anworten auf ihre Umfrage zur
Studienzufriedenheit unter N = 20.000 Studentinnen und Studenten. Da wir davon
ausgehen, dass eine bereits befragte Person nicht noch einmal an der Umfrage teil-
nimmt, bietet sich die hypergeometrische Verteilung Hyp(N, M, n) zur Modellierung
an, wobei die Anzahl M der zufriedenen Studierenden der unbekannte Parameter ist.
Falls deutlich weniger als N Antworten eingehen, konnen wir die hypergeometrische
Verteilung durch die Binomialverteilung beziehungsweise mittels eines Vektors von
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen approximieren (siche Bemerkung [A.48).

Folglich kann Saskia die eingegangenen Antworten X, ..., X, als unabhédngige
Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen modellieren, wobei O fiir ,,unzufrieden* und 1
fiir ,,zufrieden” steht. Der Erfolgs- bzw. Zufriedenheitsparameter ¢ = M /N € [0, 1]
ist gerade der Anteil der zufriedenen Studentinnen und Studenten. Wir erhalten das
statistische Modell (X, F, (Pg)gco) mit

X={0,1}", F=P(X), Py =Ber(#)®* und © =[0,1].

Wie bereits dieses einfache Beispiel zeigt, bilden Modelle nicht die gesamte
Wirklichkeit ab, sondern dienen immer auch der Vereinfachung. Folgendes Zitat
sollte man sich daher immer vor Augen halten: , Alle Modelle sind falsch, doch
manche sind niitzlich. “ (George Box).

Viele statistische Fragestellungen kann man einem der drei Grundprobleme Para-
meterschétzung, Hypothesentests und Konfidenzmengen zuordnen. Diese werden im
Folgenden eingefiihrt und spiter weiter vertieft. Weitere wichtige statistische Auf-
gaben wie Vorhersage oder Klassifikation werden sich durch leichte Modifikationen
ergeben.

1.2 Parameterschitzung

Unser erstes Ziel ist, aufgrund von Beobachtungen den unbekannten Parameter
¥ € O zu schitzen. Wir sagen ,,schitzen™ und nicht ,,bestimmen®, weil wir in den
meisten Féllen mit Wahrscheinlichkeiten, Fehlern und unvollstindigen Stichproben
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konfrontiert sind, wie in Beispiel[I.6|mit Saskia, in dem nur eine zufillige Teilmenge
von n < 20.000 Menschen Saskias Umfrage beantwortet. Wir konnen also nicht
erwarten, den ,,wahren* zugrunde liegenden Parameter, sollte es ihn iiberhaupt geben,
zu finden. Stattdessen soll auf Grundlage der Daten ein Parameterwert gefunden
werden, mit dem das resultierende Modell die Daten mdglichst gut beschreibt.

1.2.1 Konstruktionsprinzipien

Ein Schitzer ist eine Funktion, manchmal auch Schdtzfunktion genannt, die jeder
realisierten Beobachtung x € X einen Parameter ¢ € ® zuordnet. Wenn wir auch
die Schitzung von abgeleiteten Parametern p() zulassen, wobei p: ® — RP, fiihrt
dies auf folgende Defintion:

Definition 1.7 Sei (X, ¥, (Py)gco) ein statistisches Modell und p: ® — R? ein
(abgeleiteter) p-dimensionaler Parameter fiir p € N. Ein Schétzer ist eine messbare
Abbildung p: X — RP. Gilt Eg[p] = p(1?) fiir alle € ©, so heit p unverzerrt
oder erwartungstreu (englisch: unbiased).

Da fiir ® C RP obige Definition die Identitdt p(¥}) = ¢ einschlieft, ist die
Betrachtung von abgeleiteten Parametern etwas allgemeiner als nur die Untersuchung
von Schitzern des gesamten Parameters.

Beispiel 1.8 (Schditzer, abgeleiteter Parameter — a) Wir setzen Saskias Beispiel
fort und betrachten die mathematische Stichprobe X1, ..., X;, ~ Ber(#}) mit Parameter
¥ € [0, 1]. Da der Parameterraum nur eindimensional ist, betrachten wir die Identitét
p(9) = 9. Als Schitzer wihlen wir den Anteil der zufriedenen Studierenden unter
allen Antworten, das heil3t

1<
Pui= - Z;X (1.2)

Wiirden wirklich alle 20.000 Studentinnen und Studenten an der Umfrage teilneh-
men, wiirde p,, exakt den Anteil der zufriedenen Studierenden ergeben. Unter unserer
Modellannahme ist p,, aber auch sonst sinnvoll: Es gilt

B BN SRR B (1 -0
Bolfi] = - D BplX] =0 und Varg(F) = 5 ) varg(x = X2
i=1 i=1

Das heiBt, der Schiitzer p,, ist erwartungstreu, und fiir groBer werdenden Stich-
probenumfang n sinkt seine Varianz. p,, konzentriert sich also fiir wachsendes n um
das wahre . Beide Eigenschaften sind wiinschenswert. Wir werden spiter Beispiele
sehen, bei denen wir jedoch eine Abweichung des Erwartungswerts E[p,,] vom wah-
ren Parameter, man spricht dann von einem Bias, in Kauf nehmen, um die Varianz
zusitzlich zu reduzieren.
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Beispiel 1.9 (Schditzer, abgeleiteter Parameter — b) Es sei X, ..., X;, eine normalver-
teilte mathematische Stichprobe, das heiBt X; ~ N(u, o-?). Der unbekannte Parame-
ter ist

9 = (u,0%) € Rx (0, 00) =: O.

Interessieren wir uns nur fiir den Erwartungswert u, dann miissen wir von dem
zweidimensionalen Parameter ¢ nur noch die erste Komponente schitzen. Hier
kommt nun die den Parameter ableitende Funktion p ins Spiel, die ¢} auf das reduziert,
was uns interessiert. Wir definieren also p: ® — R, (i, 07%) — u. Als Schiitzer fiir
p(9) verwenden wir wieder das arithmetische Mittel X,,, auch Stichprobenmittel
genannt, das hier ebenfalls erwartungstreu ist (dies zu zeigen sei den Leserinnen und
Lesern iiberlassen)

Um die Giite eines Schitzers zu bestimmen, werden Verlustfunktionen und deren
zugehoriges Risiko verwendet. Diese messen den (erwarteten) Abstand zwischen
geschitztem und wahrem Parameter.

Definition 1.10 Eine Funktion £: ® X R”? — R, heilt Verlustfunktion, falls £(1, -)
fiir jedes ¢ € ® messbar ist. Der erwartete Verlust R(3, p) := Ey[£(9, p)] eines
Schitzers p heiBt Risiko. Typische Verlustfunktionen sind

1. der 0-1-Verlust £(%,7) = L(,25(9)}
2. der absolute Verlust £(,r) = |r — p()| (euklidischer Abstand im R”) sowie
3. der quadratische Verlust £(9,r) = |r — p(9)|%.

Das Risiko beziiglich des quadratischen Verlusts nennt man auch quadratisches
Risiko bzw. mittleren quadratischen Fehler (englisch: mean squared error, kurz:
MSE). Dieser ldsst sich in Bias und Varianz zerlegen. Wir erinnern hierfiir daran,
dass der Erwartungswert eines Zufallsvektors X = (X1,...,X4)" € R4 koeffizien-
tenweise gebildet wird, das heiBt E[X] := (E[X;],...,E[X4])", und die Varianz
durch

d d
Var(X) = E[|X - E[X]]*] = Z E[(X; - E[X:])?] = Z Var(X;)

i=1 i=1
definiert wird.

Lemma 1.11 (Bias-Varianz-Zerlegung) Sei (X, F, (Py)gco) ein statistisches Mo-
dell und p: X — RP ein Schiitzer des Parameters p(©) mit Eg[|p|*] < oo fiir alle
¥ € ©. Dann gilt fiir das quadratische Risiko

Eo[15~ p()F] = Vary (5) + [Eo[5] - p()* fiir alle 9 € ©.

Die mittlere Abweichung des Schdtzers vom wahren Wert Eg|[p] — p() wird Bias
genannt.
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Beweis Fiir Vektoren a, b € R? gilt |a+b|> = (a+b)T (a+b) = |a|* +2a" b +|b|>.
Aus der Linearitit des Erwartungswerts folgt fiir alle ¢ € ©:
Eg[lp - p(D*] =Es[1p ~ Eo[p] +Es[p] - p(9)]
=Eg[1p —Es[0]1°] + 2E4 [(6 — Es[6) " (B[] - p(9)]
+[Eg[p] - p(9)I?
=Vary(p) +2 (Eg[p] —Es[p])" (Es[p - p(9))])
+[Es[p] - p(3)I?
=Vary(p) + [Bs[p] - p(9)I?

Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Beispiel 1.12 (Quadratisches Risiko) Im Saskia-Beispiel[I.8|betrachten wir nun den
Schitzer p, = (X, X; + 1)/(n +2). Dieser hat den Bias

- 1-29
E -9 =
ﬁ[pn] ) )
und die Varianz 91— )
- n -
Vi n) = ——.
a-r‘ﬁ(p ) (n + 2)2

Damit gilt Ey [p,] = p(¢) ausschlieBlich fiir ¢ = 1/2, sodass p,, kein unverzerrter
Schitzer ist. Er besitzt aber einen kleineren quadratischen Fehler als p,, wenn

|9 —1/2] < 1/V8.

Obwohl wir nur wenig Asymptotik behandeln, also das Verhalten der Schitzer bei
Stichprobenumfingen n — oo, seien noch zwei weitere wichtige Grundbegriffe
erwahnt, die ebenfalls als Giitekriterien eines Schitzers dienen.

Definition 1.13 Fiir jedes n € N sei X, ..., X, iid. Py eine mathematische Stich-
probe. Dann heiBt eine Folge von Schitzern p,, = p, (X1, ..., X,) des abgeleiteten
Parameters p(1#) konsistent, falls fiir alle J € ©

— Pf
P — p(9) fiir n — oo.

Falls Eg [|py]?] < oo fiir alle ¢ € © und unter jedem Py

- -~ d e
rn (P = p(8)) — N(ug. o) fiir n— oo

gilt, nennen wir p, asymptotisch normalverteilt mit Konvergenzrate r, — oo,
asymptotischem Bias g € R und asymptotischer Varianz 0'129.

Warum ist es sinnvoll, einen Schitzer (genauer eine Folge von Schitzern) in die-
sem Fall , konsistent zu nennen? ,,Konsistent™ bedeutet in der Philosophie, genauer
in der Logik, ,,zusammenhingend in der Gedankenfiihrung* und tatsichlich stellt
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obige Definition einen (asymptotischen) Zusammenhang zwischen dem Schitzer p,,
und dem zu schitzenden Parameter p () her.

Ein stiarkeres Kriterium beschreibt die asymptotische Verteilung eines Schitzers.
Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes sind viele Schitzer asymptotisch normal-
verteilt, so auch in Beispiel [I.8] Daher kommt der Untersuchung von statistischen
Modellen unter Normalverteilungsannahme eine besondere Bedeutung zu.

Bisher haben wir unsere Beispielschitzer eher intuitiv gefunden. Stattdessen wol-
len wir nun zwei wichtige Konstruktionsprinzipien einfiihren, die Momentenmetho-
de und die Maximum-Likelihood-Schditzung, die in einem sehr allgemeinen Rahmen
eingesetzt werden konnen. Beide Ansétze liefern hiufig gute Schitzmethoden.

Wir beginnen mit der Momentenmethode. Wie der Name suggeriert, wollen wir
die Momente von Zufallsvariablen verwenden, um den unbekannten Parameter zu
schétzen. Betrachten wir ein statistisches Modell (X, ¥, (Py)gce) mit ® C R”, so
hingen die Momente my () := Eg[X*] einer Beobachtung X ~ Py im Allgemeinen
vom Parameter ¢ ab. Die Idee ist nun, die p Komponenten von ¢ zu rekonstruieren,
indem man ein Gleichungssystem mit p Gleichungen basierend auf den (ersten) p
Momenten my () 16st. Fiir den Fall, dass dieses Gleichungssystem eine eindeutige
Losung besitzt, muss man nur noch die Momente schitzen. Haben wir n i.i.d.
Beobachtungen Xi, ..., X,, ~ Py zur Verfiigung, konvergiert nach dem Gesetz der
groBen Zahlen das k-te Stichprobenmoment my, := %Z?zl XJ].‘ fiir n — oo gegen
miy (19) .

Methode 1.14 (Momentenmethode, Momentenschiitzer) Sei ¥ € R” der unbe-
kannte Parameter einer mathematischen Stichprobe Xi, .. ., X,, reeller Zufallsvaria-
blen mit Ey [|X|?] < co. Fiir k € {1, ..., p} bezeichne

ln
.— = k My = 4
my = m(9) :=Eg[XK]  bzw. i ~—;ZIX,~
<

das k-te Moment von X, bzw. das k-te Stichprobenmoment. Der Momentenschitzer
¥ von ¥ ist definiert als die Losung der p Gleichungen

mi() =iy, my(d) =2, ... my(D) =i, (1.3)

In vielen Fillen ist das Gleichungssystem mit p Gleichungen eindeutig 16sbar,
aber es gibt Beispiele, in denen keine eindeutig bestimmte Losung existiert. In diesen
Fillen hilft gegebenenfalls das Hinzuziehen der ndchsthoheren Momente. Ganz all-
gemein stellt sich die Frage, wann die Folge der Momente (my )i>1, falls sie existiert,
die Verteilung Py eindeutig bestimmt. Eine mogliche Antwort auf dieses sogenannte
Momentenproblem liefert der Satz Uber die Monome X* hinausgehend, kann
man die Momentenmethode auch auf Erwartungswerte allgemeinerer Funktionale
f(X) verallgemeinern.

Beispiel 1.15 (Momentenschdtzer) Sei Xi,...,X, iid. N(u,0?). Dann ist
my =E, »[Xi] =pundmy =E, ;> [X]2] = Var, ,2(X1)+E [X1]? = o2+ 2.
Wir erhalten das Gleichungssystem

u,0?
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n n
o 1

ZXj und G+ @2 = r—lZX]2

J=1

S| =

ﬁ =
Mithilfe des Stichprobenmittels X,, = % ;le X erhalten wir die Losung

A Y (O R P IVC AR
Jj= Ji=

j=1
Kurzbiografie (Karl und Egon Pearson) Karl Pearson wurde 1857 in London
geboren. Er studierte in Cambridge, Heidelberg und Berlin Mathematik, Physik,
Deutsche Literatur, Biologie, Philosophie, Jura und Geschichte. Den GrofBteil seiner
Laufbahn verbrachte er am Londoner University College. Unter seinen Arbeiten in
zahlreichen wissenschaftlichen Disziplinen sind die ,,Mathematical Contributions to
the Theory of Evolution® sein wertvollster Beitrag zur Statistik. Unter anderem ent-
wickelte er darin die Momentenmethode, den Korrelationskoeffizienten (nach einer
dhnlichen Idee von Francis Galton) und den y>-Test der statistischen Signifikanz.
Karl Pearson starb 1936 in Coldharbour, Surrey.

Auch Karl Pearsons Sohn Egon Sharpe Pearson (geboren 1895 in Hampstead,
gestorben 1980 in Sussex) wurde einer der fiihrenden britischen Statistiker. Egon
Pearson folgte seinem Vater an das University College London, und als Karl Pearson
in den Ruhstand ging, wurde sein Lehrstuhl auf seinen Sohn Egon sowie [Ronald

aufgeteilt. Egon Pearson ist insbesondere fiir das [Neyman-Pearson-|
[Cemmadl bekannt.

Fiir die zweite Konstruktionsmethode von Schitzern bendtigen wir etwas mehr
Struktur, die wir auch im weiteren Verlauf immer wieder aufgreifen. Wir fordern
Absolutstetigkeit der Wahrscheinlichkeitsmalle (siehe Definition @]), sodass uns
der Satz von Radon-Nikodym (siehe Satz Dichten liefert.

Definition 1.16 Ein statistisches Modell (X, ¥, (Py)s<e) heifit dominiert, falls es
ein o-endliches Mal} u gibt, sodass Py absolutstetig beziiglich y ist fiir alle ¢ € ©.
Fiir jedes ¢+ € © bezeichnen wir die Radon-Nikodym-Dichte von Py beziiglich u
mit

dP,
9()c), P eB,xelX,
du

und nennen sie Likelihood-Funktion oder kurz Likelihood.

L(9,x) =

Da wir aufgrund von gegebenen Daten X den zugrunde liegenden Parameter ¢ schiit-
zen wollen, wird in der Statistik die Likelihood-Funktion als durch x parametrisierte
Funktion in 9 aufgefasst. Somit ist & +— L() = L(3, X) eine zufillige Funktion,
der sogenannte Likelihood-Prozess.

Beispiel 1.17 (Likelihood-Funktionen)

1. Betrachte das statistische Modell (R,B(R),(N(,u,0'2))(%(,2)6RX(0’00)). Als
dominierendes Mall kann das Lebesgue-Mall gewihlt werden, sodass die
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Likelihood-Funktion durch die Lebesgue-Dichte der Normalverteilung gegeben
ist: L((u, 02),x) = (2710'2)‘1/26(‘(x‘”)2/(2"2)),x e R.

2. Jedes statistische Modell auf dem Stichprobenraum (N, £ (N)) oder allgemeiner
auf einem abzéhlbaren Raum (X, P (X)) ist vom ZdhlmaB dominiert. Damit ist
die Likelihood-Funktion durch die Zidhldichte gegeben.

3. Ist © = {1, ¥, ...} abzdhlbar, soist u = }}; ¢;Py, mitc; > Ound }};c; = 1 ein
dominierendes Mal3.

Methode 1.18 (Maximum-Likelihood-Schétzer) Fiir ein dominiertes statistisches
Modell (X, 7, (Py)gce) mit Likelihood-Funktion L(#,x) heiBt eine Statistik
9: X — O (O trage eine o-Algebra) Maximum-Likelihood-Schitzer (englisch:
maximum likelihood estimator, kurz: MLE), falls gilt:

L(ﬁ(x),x) =sup L(¥,x) fiir u-f.a. x € X und alle 9 € @
PAS(O)

Die Grundidee der Maximum-Likelihood-Schitzung ist im Fall diskreter Be-
obachtungen intuitiv: Wir wihlen denjenigen Parameter ¢*(x) aus, unter dem die
Beobachtung X = x die grofite Wahrscheinlichkeit besitzt. Im allgemeinen Fall, zum
Beispiel bei einer Likelihood-Funktion beziiglich des Lebesgue-Malfles, fiihrt das
Maximum-Likelihood-Prinzip sehr hiufig, aber durchaus nicht immer, zu verniinf-
tigen Schétzern.

Kurzbiografie (Ronald Aylmer Fisher) Sir Ronald Aylmer Fisher wurde 1890 in
London geboren. Von 1909 bis 1912 studierte er in Cambridge. Fisher lehrte zunédchst
an verschiedenen offentlichen Schulen, bevor er anfing an der Rothamsted Experi-
mental Station zu arbeiten, wo er in den Feldern Genetik, Evolution und Statistik
forschte. Nach Ausscheiden iibernahm er seine Professur am University
College London. 1943 besetzte er dann den Lehrstuhl fiir Genetik in Cambridge.
Fisher prigte die theoretische Basis der Statistik und trug mafigeblich zu ihrem
heutigen Wesen bei. Unter anderem fiihrte er die Likelihood-Funktionen und den
Maximum-Likelihood-Schdtzer, die analysis of variance (ANOVA), das Konzept der
Suffizienz, die nach ihm benannte Fisher-Information und vieles mehr ein. Ronald
Aylmer Fisher starb 1962 in Adelaide, Australien.

Beispiel 1.19 (Maximum-Likelihood-Schdtzer — a) Betrachten wir wieder eine ma-

thematische Stichprobe Xi, ..., X, normalverteilter Zufallsvariablen. Dann ist das
statistische Modell (R", B(R"), (Pf’"a_z)(ﬂ,(rz)eRx(o,m)) mit P, > = N(g, o?) vom

Lebesgue-Mal auf R” dominiert mit Likelihood-Funktion

(_ (xj — w)?

557 ), x=(xg,...,x,) €R™.

L(p, 0% x) = 2ro?) ™2 | Jexp
j=1

Um den Maximum-Likelihood-Schitzer zu berechnen, nutzen wir, dass Extrem-
stellen unter monotonen Transformationen erhalten bleiben. Die Anwendung des
Logarithmus auf die Likelihood-Funktion ist eine solche monotone Transformation,
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die den Vorteil hat, dass aus dem Produkt eine Summe wird (schon Fisher verwendete
diesen Trick). Diese sogenannte Loglikelihood-Funktion ist hier

n

ja,07:2) = log L(,0%1x) = =7 (log(2m) +log o) = )
J=1

(x; — p)?
202

An einer Maximalstelle von ¢ verschwinden die ersten Ableitungen und wir erhalten

n

n 1 n
0=0'_25(xj—u) —=—§(x-—,u)2.
’ 2 4 J
= 20 20 =

Umstellen der ersten Gleichung nach y liefert 7 = X,, und Einsetzen in die zweite
Gleichung ergibt 0 = n™' ¥ ;(X; — X,)2. Es ist leicht nachzupriifen, dass /7 und
o tatsichlich das Maximierungsproblem 16sen (und messbar sind). In diesem Fall
stimmt der Maximum-Likelihood-Schitzer also mit dem Momentenschitzer aus
Beispiel [T.15]iiberein.

Beispiel 1.20 (Maximum-Likelihood-Schéitzer — b) Es sei Xi,..., X, ~ Poiss(2)
eine Poisson-verteilte mathematische Stichprobe mit Parameter 4 > 0, das heif3it
P,(X; = k) = 2¥¢7%/k!. Dann ist die gemeinsame Verteilung gegeben durch

/lk1+---+k,, e—ml
P/I(Xlzkl"'-vxn:kn):m’ kl?""kHENO?
und wird vom Zdhlmaf} dominiert. Ableiten der Loglikelihood-Funktion nach A und
Nullsetzen fiihrt auf den Maximum-Likelihood-Schitzer 4 = X,,. Der zugehdrige
Nachweis einer hinreichenden Bedingung sei der Leserin iiberlassen.

Beispiel 1.21 (Maximum-Likelihood-Schdtzer — ¢) Erinnern wir uns an das Saskia-
Beispiel[I.6] Dort hatten wir die Stichprobe als Bernoulli-verteilt angenommen und
das arithmetische Mittel der Stichprobe als Schitzer gewihlt. Zu welchem Schétzer
fiihrt der Maximum-Likelihood-Ansatz mit logarithmischer Transformation? Tipp:
Die Zihldichte pg (k) der Bernoulli-Verteilung ldsst sich als

po(k) =951 -9)'"%  wobei k € {0,1}, ¢ € [0,1],

schreiben.

1.2.2 Minimax- und Bayes-Ansatz

Wir haben nun verschiedene Schitzmethoden, wie den Maximum-Likelihood-
Schitzer oder die Momentenmethode kennengelernt. Natiirlich gibt es weitere Kon-
struktionen und zahlreiche Variationen. Welche Konstruktionsmethode sollte anhand
des gegebenen Schitzproblems ausgewihlt werden?
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Betrachten wir ein statistisches Modell (X, 7, (Pg)gceo) mit abgeleitetem Pa-
rameter p: ® — RP. Weiter sei eine Verlustfunktion ¢ gegeben. Als mogliches
Vergleichskriterium hatten wir bereits die Risikofunktion R(3, p) = Ey[€(9, p)]
eines Schitzers p eingefiihrt. Man beachte jedoch folgendes Beispiel:

Beispiel 1.22 (Risiken von Schdtzern — a) Es sei X ~ N(u,1), ¢ € R, und
€(u, 1) := (i1 — p)>. Wir betrachten die beiden Schitzer i1; = X und fi» := 5.
Die Risiken sind dann gegeben durch

R(u, i) =Eg[(X —p)*1=1 und Ry i) = (5-p)*

Damit hat j1; genau dann ein kleineres Risiko als fip, wenn u ¢ [4,6]. Welchen
Schiitzer sollen wir nun wihlen in Anbetracht dessen, dass y unbekannt ist? Ein
moglicher Ansatz ist, die maximalen Risiken der Schitzer iiber alle u € © zu
bestimmen und dann den Schitzer zu wihlen, der das kleinste maximale Risiko
besitzt. Da R(u, 1) = 1 konstant in u € R ist, wihrend u +— R(u, i) eine nach
oben geoffnete Parabel beschreibt und damit beliebig grofl werden kann, wiirden wir
den Schitzer j1; verwenden.

Definition 1.23 Im statistischen Modell (X, 7, (Pg)g <o) mit abgeleitetem Parame-
ter p: ® — RP und Verlustfunktion ¢, heiit ein Schitzer p minimax, falls fiir das
zugehorige Risiko R

sup R(9, p) = inf sup R(J, p)
9 €O P 9eO®

gilt, wobei sich das Infimum iiber alle Schitzer (das heil3t messbaren Funktionen)
p: X — RP erstreckt.

Anstatt den maximal zu erwartenden Verlust zu minimieren, konnten wir die
Risiken abhingig von ¥} gewichten und diese vergleichen. Der Schitzer mit dem
geringsten gemittelten Risiko wird dann gewihlt. Die nétige Struktur dafiir gibt uns
folgende Definition.

Definition 1.24 Der Parameterraum © trage eine o-Algebra Fg, ¥ +— Py (B) sei
messbar fiir alle B € ¥, und die Verlustfunktion ¢ sei produktmessbar, das heif3t

t: (6®R”, Fo ® B(R")) — (R4, B(RY)).

Als a-priori-Verteilung 7 des Parameters @} bezeichnen wir ein Wahrscheinlich-
keitsmaB auf (©, Fg). Das zu 7 assoziierte Bayes-Risiko eines Schitzers p ist

Re(f) = BxlR@.50) = [ [ 0,50 @om(an).
Der Schitzer p heit Bayes-Schitzer oder Bayes-optimal (beziiglich ), falls
R(p) = il%fRn(m,

wobei sich das Infimum iiber alle Schitzer (das heifit messbaren Funktionen) p: X —
RP erstreckt.
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A-priori-Verteilung oder englisch prior distribution ist insofern ein passender Name,
als dass diese Verteilung gewihlt wird, bevor die Daten beobachtet werden.

Bemerkung 1.25 (Bayes-Risiko) Das Bayes-Risiko kann auch als insgesamt zu erwar-
tender Verlust in folgendem Sinne verstanden werden: Definiere Q := X X © und die
gemeinsame Verteilung von Beobachtung und Parameter P auf (X X0, F ® Fo) ge-
miB P(dx, ) = Py (dx)r(dd). Bezeichnen X und T die Koordinatenprojektionen
von Q auf X bzw. ©, dann gilt R (p) = Ez[{(T, p(X))].

Beispiel 1.26 (Risiken von Schiitzern — b) Offensichtlich kann 11> aus Beispiel [1.22]
kein Minimax-Schétzer sein. Tatsichlich werden wir spiter beweisen, dass {1 mi-
nimax ist. Unter der a-priori-Verteilung 4 ~ 7 = U([4, 6]) besitzt jedoch i ein
kleineres Bayes-Risiko:

_ ) 6 51 1 _
Ro(7D2) = B[ (5 - 9)°] :/4 (59540 = 5 < 1 = B[] = Re(fir)

Die Ergebnisse zweier Methoden zur Beurteilung von Schitzern kdnnen sich also
unter Umstdnden widersprechen. Dabei sei aber bemerkt, dass die a-priori-Verteilung
1 ~ U([4, 6]) sehr kiinstlich erscheint und stark auf z; zugeschnitten ist.

Die a-priori-Verteilung 7 wird auch als subjektive Einschitzung der Verteilung
des zugrunde liegenden Parameters interpretiert. Nachdem eine Beobachtung ge-
macht wurde, mochte man die Parameterverteilung mithilfe der zusétzlichen Infor-
mation aktualisieren. Um diesen Vorgang formal zu beschreiben, erinnern wir uns
an die bedingten Dichten aus Definition [A.34und die Bayes-Formel (Satz[A.35).

Definition 1.27 Sei (X, ¥, (Py)gco) ein von u dominiertes statistisches Modell mit
Dichten fXIT=? .= d(]%. Sei 7 eine a-priori-Verteilung auf (@, Fg) mit Dichte f7
beziiglich eines MaBes v. Ist fXT=": X x ® — R, (¥ ® Fg)-messbar, dann ist die
a-posteriori-Verteilung des Parameters, gegeben die Beobachtung X = x, definiert
durch die v-Dichte

FXI= 0 7 (0)
Jo PXT=1 @) fT (1)v(de)”

fTIX=x(9) = o, (1.4)

fiir PX-f.a. x € X mit dem WahrscheinlichkeitsmaB PX aus Bemerkung Das
a-posteriori-Risiko eines Schitzers p, gegeben X = x, ist definiert durch

Ra(Blx) = /@ £ ) fTX= (9)v(dD). (1.5)

Der Name der a-posteriori-Verteilung oder englisch posterior distribution suggeriert
bereits, dass diese Verteilung nach einer gemachten Beobachtung x € X berechnet
wird.

Bemerkung 1.28 (a-posteriori-Verteilung und -Risiko)
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* Beachte, dass im Nenner von (T4) die Randdichte /X = [ fXI"= () fT ()v(ds)
beziiglich ¢ von X in (X X ©,F ® 7”@,@) steht, sodass (T.4) fiir PXfaxeX
wohldefiniert ist.

* Im diskreten Fall wird das Integral in (I.5)) und im Nenner von (T.4) zu einer
Summe, sodass wir genau die klassische Bayes-Formel erhalten.

Beispiel 1.29 (a-posteriori-Verteilung und -Risiko) Sei (X, F, (Pg)gco) ein von u
dominiertes statistisches Modell. Setze ® = {0, 1}, Fg := P(®), {(&,r) = |9 —r]| (0-
1-Verlust) und betrachte eine a-priori-Verteilung 7 mit 7({0}) =: 7o und 7 ({1}) =:
m = 1 — mp. Die Wahrscheinlichkeitsmalle Py und P; mogen Dichten py und p
beziiglich eines Mafes u besitzen (zum Beispiel ¢ = Py + P;). Dann ist die a-
posteriori-Verteilung auf ® durch die Zahldichte

mipi(x)
mopo(x) + mp1(x)’

fT |X=X (l) - l = O, l, (ﬁx-fu)

gegeben. Damit ist das a-posteriori-Risiko eines Schitzers 9 X > {0, 1} als Er-
wartungswert beziiglich der a-posteriori-Dichte gegeben durch

P mopo(x) + (1= H)mip1 ().

Ry (Fx) = mopo(x) + w1 p1(x)

Das a-posteriori-Risiko ist minimal fiir 9 (x) := 1(7; p1 (x) > mopo(x)), was genau
dem spiter zu besprechenden Bayes-Klassifizierer entspricht (siche Kapitel [3)).

Kurzbiografie (Thomas Bayes) Thomas Bayes wurde um 1702 in London geboren.
Er schrieb sich 1719 an der University of Edinburgh ein und studierte Logik und
Theologie. Von etwa 1734 bis 1752 war er Pfarrer der presbyterianischen Kirche in
Tunbridge Wells bei London. Erst in seinen spéten Jahren vertiefte er sein Interesse an
der Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten und schrieb seine Ideen und Ergebnisse
in Manuskripten nieder, die nach seinem Tod verdffentlicht wurden. Er war damit
einer der ersten Statistiker, der sich mit Wahrscheinlichkeit befasste. Nicht nur der
Satz von Bayes wurde nach ihm benannt, auch das gro3e Gebiet der Bayes-Statistik.
1761 starb Thomas Bayes in Tunbridge Wells.

Satz 1.30 (Bayes-Risiko) Es gelten die Bedingungen der vorangegangenen Defini-
tion. Fiir das Bayes-Risiko eines Schdtzers p mit R, (p) < co gilt dann

Re() = [ Rel@n (o).
Minimiert p(x) fiir PX-fast alle x das a-posteriori-Risiko im Sinne von
R(plx) = min / (&, r) fTX=5(9)v(d®),
reRpP 0

dann ist p ein Bayes-Schditzer.
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Beweis Umstellen von (T4) ergibt f71X=*(9) fX(x) = fXT=7(x) T (). Setzen
wir dies fiir die Dichte von Py (dx)7(d¥) ein, ergibt sich

Ra(p) = /@ /X 008, 5(x))P g (d) ()
- /@ /X £, F0) TR (9) £X () () v (dD)
- /X R (A1) X (0) (),

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini anwenden konnen, da die Integran-
den nichtnegativ sind. Minimiert p(x) punktweise den Integranden, so ist auch das
Integral minimal. t

Dieser Satz liefert uns eine neue Methode zur Konstruktion von Schitzern. Hier-
zu erinnern wir uns daran, dass der Median einer Verteilung gerade durch das
0,5-Quantil gegeben ist. Das Wahrscheinlichkeitsmalf besitzt also genauso viel Mas-
se unterhalb wie oberhalb des Medians. Der Median ist daher auch ein wichtiger
Lageparameter, der im Gegensatz zum Mittelwert kein endliches Moment erfordert.
Der Modalwert einer Verteilung ist durch die Maximalstelle der Dichte gegeben (was
sowohl stetige Dichten als auch Zihldichten einschlief3t). Er existiert immer, ist aber
nicht notwendigerweise eindeutig.

Korollar 1.31 Unter quadratischem Verlust ist der Bayes-Schditzer gegeben durch
den a-posteriori-Mittelwert

Bx) = /@ () fTX=5 (9)v(dD).

Der Bayes-Schiditzer beziiglich absolutem Verlust ist gegeben durch den Median der
a-posteriori-Verteilung

p(x) = inf{q eR: [: FTIX=x(9)y(d9) > %}

Fiir den 0-1-Verlust ist der Bayes-Schitzer der Modalwert der a-posteriori-
Verteilung, den man auch MAP nennt (Maximum a-posteriori).

Den Beweis dieses Korollars iiberlassen wir der Leserin als Ubung. Fiir den wichtigen
Fall, dass p die Identitit ist, ergibt sich der Bayes-Schitzer

9(x) = /@ 9 fT X=X (9)v(d9).

In einfachen Modellen ist der Parameterraum entweder endlich oder ein Intervall aus
R. In diesen Fillen ist v normalerweise das ZdhlmafB bzw. das Lebesgue-MaB, sodass
sich das vorangegangene Integral als Summe bzw. als Riemann-Integral schreiben
l&sst.
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Methode 1.32 (Bayes-Schatzer) Durch die Wahl des 0-1-Verlusts, des absoluten
oder des quadratischen Verlusts und einer a-priori-Verteilung im statistischen Modell
erhalten wir nach Berechnung der a-posteriori-Verteilung und durch das vorange-
gangene Korollar einen expliziten Bayes-Schitzer.

Beispiel 1.33 (Bayes-Schditzer) Stellen Sie sich vor, Sie gehen auf einen Jahrmarkt
und sehen, wie sich eine aufgebrachte Menge um einen Mann versammelt. Viele
Leute behaupten emport, der Mann hitte sie betrogen. Sie erinnern sich an die
bisherige Lektiire dieses Buches und sagen bestimmt: ,,Lassen Sie mich durch! Ich
bin Statistiker.“ Sofort werden Sie nach vorn gelassen zu dem angeblichen Betriiger.
Er habe eine Miinze, die so gezinkt sei, dass sie hdufiger Zahl (0) zeige als Kopf (1).
Sie stellen sich ein statistisches Modell

({0, ....n}, P ({0, ....n}), (Bin(n, p))pefo.1])

vor und lassen den Mann n = 5 Mal die Miinze werfen. Fiir mehr Miinzwiirfe und das
Erstellen eines statistischen Tests ist keine Zeit, denn der Mob tobt. Sie entscheiden
sich dafiir, lediglich den Parameter zu schitzen. Nur einmal von den sechs Wiirfen
zeigt die Miinze Kopf. Wiitende ,,SEHEN SIE!?* kommen von allen Seiten. Die
Zihldichte fXI"=P der Binomialverteilung liefert dieser Erfolgsanzahl X = 1 den
Wert

FXIT=r (1) = (?)pl(l -p)t=5p(1-p)*.

Da Sie iiber den zu schitzenden Parameter p keinerlei Information haben, verwenden
Sie als a-priori-Verteilung 7 die Gleichverteilung U([0, 1]) mit zugehoriger Dichte
T (p) = 1j0.1(p) fiir p € [0, 1]. Die Dichte f71X=* der a-posteriori-Verteilung ist
also fiir die Beobachtung X =1

FTIX=1(p) = Sp(-p)t

: =30p(1-p)*.
Jo 5t(1—1)*ds

Schnell erkennen Sie, dass die vorliegende a-posteriori-Verteilung eine Beta-
Verteilung zu den Parametern @ = 2 und 8 = 5 ist. Der Erwartungswert (als
Bayes-Schitzer unter quadratischem Verlust) von p unter dieser Beta-Verteilung
ist
a 2
a+p 7

der Modalwert (bei Betrachtung des 0-1-Verlusts) ist

a—1 1

ai B2
und mit Threm Smartphone bestimmen Sie numerisch, dass der Median (Annahme
des absoluten Verlusts) bei rund 0,265 liegt. Sie verkiinden, dass erste Schitzungen
darauf hindeuten, dass hiufiger Zahl (0) als Kopf (1) fillt. ,,ACH WAS?!*, ruft
jemand ironisch von hinten.
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In diesem Beispiel haben wir gesehen, dass die Gleichverteilung als a-priori-
Verteilung und die Binomialverteilung als Verteilung der Stichprobe zur Beta-
Verteilung als a-posteriori-Verteilung fiihrt. Diese Konjugation (lat. ,,Verbindung®)
wollen wir als formalen Begriff in der Bayes-Statistik definieren:

Definition 1.34 Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen nennt man Ver-
teilungsklasse (oder auch Verteilungsfamilie). Sei (X, F, (Pg)gco) €in von y do-
miniertes, statistisches Modell mit Likelihood-Funktionen ( fX"=%)4.g. Eine Ver-
teilungsklasse D auf (®, Fg) heit durch (Py)sco konjugiert (lateinisch fiir ,,ver-
bunden®), falls fiir jede a-priori-Verteilung 7 € D und jede Beobachtung X = x die
a-posteriori-Verteilung ebenfalls zu D gehort.

Beispiel 1.35 (Bayes-Schdtzer, Konjugierte Verteilungsklasse) Sei Xi,..., X, ~
N(u, 0?) eine mathematische Stichprobe mit bekanntem o> > 0 und a-priori-
Verteilung 4 ~ N(a, b?). Mithilfe der Bayes-Formel kann die a-posteriori-Verteilung
fiir eine Realisierung x = (x1,...,x,) berechnet werden. Da f71X=* wieder eine
Dichte, also normiert, sein muss, brauchen wir die Konstanten nicht mitzuberechnen
und verwenden das Symbol « fiir Gleichheit bis auf eine multiplikative Konstante:

FIE=x () o fXT=1 () T ()

2 - 2
ue=2ux, p°—2au
*exXp ( 202 /n 22 )
3 (_ (b2+0'2/n),uZ—Zu(bz)_cn+ao'2/n))
i 2b202/n
1/n 1 b*x, ac?/n \2
ocexp(— 5(; " ﬁ)(ﬂ CB2+0n b2+0'2/n) )

Gegeben die Beobachtung X, ist ¢ also gemif

N b? e 072 n 1)—1
(,,z+cr_2 ”+bz+a_2“’(ﬁ+ﬁ )
n n

a-posteriori-verteilt. Der Bayes-Schétzer beziiglich quadratischem Verlust, gegeben
durch den a-posteriori-Mittelwert, ist damit

2 a?

Eva n

= X, + a

n 2 n 2
2 o 2 o

b+—n b+—n

Wir gewichten also den empirischen Mittelwert X, und den a-priori-Mittelwert ent-
sprechend des Verhéltnisses der Varianzen ‘772 und b2. Zudem sehen wir, dass die
Verteilungsklasse der Normalverteilungen durch Normalverteilungen mit unbekann-
tem Erwartungswert und bekannter Varianz konjugiert werden.
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Bemerkung 1.36 Wenn eine konjugierte Verteilungsklasse vorliegt, wie soeben gese-
hen, dann ist es besonders einfach, die Bayes-Schitzer zu berechnen. Fiir komplexere
Modelle fiihrt die Berechnung der a-posteriori-Dichte mitunter auf hochdimensio-
nale Integrale. Dazu werden hiufig numerische Methoden wie MCMC-Methoden
(Markov Chain Monte Carlo) verwendet.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch einen Zusammenhang zwischen
Minimax- und Bayes-Schitzer deutlich machen.

Lemma 1.37 Unter den Bedingungen von Definition gilt fiir jeden Schdtzer p

sup R(9, p) = sup R (p),

DASC) n
wobei sich das zweite Supremum iiber alle a-priori-Verteilungen m erstreckt. Insbe-
sondere ist das Risiko eines Bayes-Schditzer stets kleiner oder gleich dem Minimax-
Risiko.
Beweis Natiirlich gilt R, (p) = f® R(9,p)n(d¥) < supgee R(I, p) fiir alle x.

Andererseits folgt durch Betrachtung der a-priori-Punktverteilungen 64, ¢ € 0,
dass sup, Rz (p) > supgee R(¥, p) gilt und somit die Behauptung folgt. O

Durch dieses Lemma erhalten wir untere Schranken fiir das Minimax-Risiko iiber
das Risiko von Bayes-Schitzern. Mogliche Anwendungen illustriert der folgende
Satz.

Satz 1.38 Sei X1, ..., X,, eine N(u, 0%)-verteilte mathematische Stichprobe mit un-
bekanntem Erwartungswert p € R und bekanntem % > 0. Beziiglich quadratischem
Risiko ist das arithmetische Mittel X,, ein Minimax-Schditzer von p.

Beweis Wir betrachten a-priori-Verteilungen 7 = N(0, b?) fiir u. Nach Beispiel
ist die a-posteriori-Verteilung

bZYn n ) -1
e (207 )
n

Der Bayes-Schiitzer beziiglich quadratischem Risiko ist gegeben durch den a-
posteriori-Erwartungswert i1, = b°X,/(b* + o>n~") und sein a-posteriori-Risiko

ist gegeben durch die Varianz der a-posteriori-Verteilung. Ist f X die Randdichte von
X beziiglich P, folgt aus Satz

R (i) = /R Vary oo (1) £X () dx
=/ (no'_2 + b_z)_le(x)dx = (n()'_2 + b_z)_1
Somit konnen wir das Minimax-Risiko nach unten abschitzen:

inf sup R(u, pr) = inf sup R () > inf sup R g p2) (1)
M ueR H 7 H b>0
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> sup inf Ry 52) (1)
b>0 H

=sup (no2+b72) 7" = Z,
b>0 n

wie behauptet, da R(u, X,,) = 0% /n. O
Damit ist i1, aus Beispiel [1.22] wie in Beispiel behauptet, minimax.

Bemerkung 1.39 Auch in htheren Dimensionen ist das koeffizientenweise Stichpro-
benmittel X,, ein Minimax-Schiitzer fiir den Mittelwertvektor der Normalverteilun g,
das heifit das maximiale Risiko ist kleinstmoglich. Ab Dimension 3 gibt es jedoch
Schiitzer, inbesondere den sogenannten James-Stein-Schdtzer, deren Risiko fiir jedes
u € R stets kleiner ist als das Risiko von X,,. Dieser Effekt ist als Stein-Phinomen
bekannt, siche|Lehmann und Casellal(1998)). In der Sprache der Entscheidungstheo-
rie wird X,, als nicht zuldssig bezeichnet. Hierbei gibt es keinen Widerspruch zur
Mimimax-Eigenschaft von X, denn die Verbesserung des James-Stein-Schiitzers
wird beliebig klein fiir |u| — co.

1.3 Hypothesentests

Wir wenden uns nun der zweiten grundlegenden Fragestellung zu. Haufig ist weniger
die gesamte zugrunde liegende Verteilung von Interesse als die Frage, ob eine be-
stimmte Eigenschaft erfiillt ist. Hierfiir formuliert man die gefragte Eigenschaft als
Hypothese und entscheidet dann, ob die gemachten Beobachtungen fiir oder gegen
diese Hypothese sprechen. Die Entscheidung dafiir oder dagegen beruht auf einem
statistischen (Hypothesen-)Test.

1.3.1 Statistische Tests und ihre Fehler

Als einfiihrendes Beispiel kann man sich ein Gerichtsverfahren vorstellen, bei dem
eine Person beschuldigt wird, eine Straftat begangen zu haben. Das Gericht geht
prinzipiell von der Annahme aus, dass der Angeklagte unschuldig ist. Diese Annah-
me nennen die Juristen Unschuldsvermutung, wir Statistiker nennen sie abstrakter
Nullhypothese Hy. Die Alternativhypothese H, lautet, dass der Angeklagte schuldig
ist. Es wird nun versucht, die Schuld des Angeklagten zu erortern.

Das Gerichtsverfahren soll verhindern, den Angeklagten zu Unrecht zu verurtei-
len. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen sogenannten Fehler I. Art soll anhand von
Indizien und Argumentationen moglichst gering sein. Dies beeinflusst aber auch den
sogenannten Fehler 2. Art: Ein Schuldiger sollte nicht freigesprochen werden. Beide
Fehlerarten werden nicht gleichzeitig minimiert werden konnen. Die Unschuldsver-
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mutung impliziert eine asymmetrische Gewichtung der Fehler erster und zweiter
Art. Ganz dhnlich werden wir bei der Konstruktion statistischer Tests vorgehen.

Definition 1.40 Wir betrachten ein statistisches Modell (X, F, (Pg)g<o). Die Pa-
rametermenge sei in zwei disjunkte Teilmengen ®g und ®; zerlegt, das heif3t
0O =0)U0O; und 0 = By N O;. Das Testproblem liest sich dann als

Hy: 9 €©®y gegen Hi: ¥ €0

Dabei werden Hy, H; als Hypothesen bezeichnet, genauer heif3t Hy Nullhypothese
und H; Alternativhypothese oder Alternative.

Beispiel 1.41 (Hypothesentest) Denken wir wieder an unser Saskia-Beispiel[T.6] Die
Studierenden in der Umfrage hatten nur zwei Auswahlmoglichkeiten: Sie stimmten
fiir 1, wenn sie mit ihrem Studium zufrieden waren, und fiir O, wenn Sie mit ihrem
Studium unzufrieden waren. Die Antworten Xi, ..., X,, hatten wir als Bernoulli-
verteilt modelliert mit Parameter & = P(X; = 1) € (0, 1).

1. Laut einer Umfrage unter 6000 Studierende sind 74,9% der Studierendenschaft
eher zufrieden bis ganz und gar zufrieden mit ihrem Studium. Dieses Ergebnis
kann Saskia anhand ihrer eigenen Erhebung iiberpriifen. Die entsprechende Null-
hypothese lautet dann formal Hy : ¢ € [%, 1) =: ©¢. Da wir die Parametermenge
® = (0,1) nach obiger Definition in disjunkte Teilmengen aufteilen miissen,
bleibt fiir die Alternativhypothese H| der Parameterbereich ®; = (0, %) iibrig.
Das Testproblem lautet ausformuliert

Hy:9 € [%, 1) gegen H;: 9 € (0, %).

2. Saskia konnte auch die Hypothese aufstellen, dass das Verhéltnis zwischen Stu-
dierenden, die mit ihrem Studium zufrieden bzw. unzufrieden sind, ausgewogen
ist. Dies wiirde zur Nullhypothese Hy : @ = 1/2 und Alternative H; : ¢ # 1/2
fiihren.

Ein statistischer Test entscheidet nun zwischen Nullhypothese und Alternative
aufgrund einer Beobachtung x € X.

Definition 1.42 Ein nichtrandomisierter statistischer Test ist eine messbare Ab-
bildung
e (X, F) = ({0,1}, P({0,1})),

wobei ¢(x) = 1 bedeutet, dass die Nullhypothese verworfen/abgelehnt bzw. die
Alternative angenommen wird, und ¢(x) = 0 bedeutet, dass die Nullhypothese nicht
verworfen wird bzw. akzeptiert wird. Die Menge {¢ = 1} = {x € X : ¢o(x) = 1}
heiflt Ablehnbereich von ¢.

L HIS (2008). Studenten, die gegenwiirtig mit den folgenden Bereichen ihres Lebens eher zu-
frieden bis ganz und gar zufrieden sind. In Statista: https://de.statista.com/statistik/
daten/studie/1440/umfrage/zufriedenheit-von-studenten/| (Zugegriffen am 05. No-
vember 2020).


https://de.statista.com/statistik/daten/studie/1440/umfrage/zufriedenheit-von-studenten/
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Ein randomisierter statistischer Test ist eine messbare Abbildung ¢: (X, F) —
([0, 1], B([0,1])). Im Fall ¢(x) € (0, 1) entscheidet ein unabhiingiges Bernoulli-
Zufallsexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = ¢(x), ob die Nullhypothese
verworfen wird.

Testen beinhaltet mogliche Fehlentscheidungen:

(i) Fehler 1. Art (auch a-Fehler, englisch: type I error oder false positive genannt):
Entscheidung fiir H;, obwohl Hy wahr ist,

(ii) Fehler 2. Art (auch S-Fehler, englisch: type Il error oder false negative genannt):
Entscheidung fiir Hy, obwohl H| wahr ist.

Wir werden uns zunichst auf nichtrandomisierte (statistische) Tests konzentrieren.
Im folgenden Abschnitt wird sich jedoch auch zeigen, dass randomisierte Tests ihre
(mathematische) Berechtigung haben.

Im einfiihrenden Gerichtsbeispiel hatten wir die Schwierigkeit angemerkt, eine
sinnvolle Schwelle zu finden, ab wann geniigend Indizien und Argumente fiir eine
Verurteilung vorliegen. Wir wollen nicht, dass ein Unschuldiger zu Unrecht verurteilt
wird (Fehler 1. Art), und wir wollen auch nicht, dass ein Schuldiger frei gesprochen
wird (Fehler 2. Art). In dieser Analogie soll also ein statistischer Test entscheiden,
ob geniigend Indizien und Argumente vorliegen.

Definition 1.43 Sei ¢ ein Test der Hypothese Hy: ¥ € ©¢ gegen die Alternative
H,: ¥ € O im statistischen Modell (X, ¥, (Py)gco). Die Giitefunktion von ¢ ist
definiert als

Bo:©® =Ry, &= Eglo].

Ein Test ¢ erfiillt das Signifikanzniveau « € [0, 1] (oder ¢ ist ein Test zum Niveau
@), falls B, () < afiiralle ¥ € O gilt. Ein Test ¢ zum Niveau « heifit unverfilscht,
falls B, () > « fiir alle ¢ € ©y.

Erfiillt ein Test ein vorher festgelegtes Niveau e, so nennen wir das Ergebnis des Tests
statistisch signifikant (zum Niveau «). In Definition legen wir also a € [0, 1]
vorher fest und konstruieren den Test ¢ anschlieBend so, dass fiir alle Parameter
¥ € ©q der Nullhypothese der Erwartungswert E 4 [¢] kleiner gleich « ist.

Ist p: (X, F) — ({0,1},P ({0, 1})) ein nichtrandomisierter Test, so vereinfacht
sich diese Forderung: Da

Egle] =0-Py(p=0)+1-Py(p=1)=Py(p=1)
gilt, erfiillt ¢ das Signifikanzniveau «, falls
Py(p=1) <a firalled € Qg

gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass unser Test die Nullhypothese ablehnt, obwohl H
stimmt, soll also hochstens a sein. Das Signifikanzniveau a beschrinkt damit die
Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art.

Greifen wir noch einmal die Analogie zum Gerichtswesen auf. Fiir Juristen ist es
schlimmer, Unschuldige zu Unrecht zu verurteilen als Schuldige félschlicherweise
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freizusprechen (Unschuldsvermutung). Fiir sie sind also Fehler 1. Art schwerwie-
gender als Fehler 2. Art. Deshalb wird versucht, die Fehler 1. Art durch ein geringes
Signifikanzniveau « klein zu halten. Typische Werte sind @ = 0,05 und @ = 0,01.

Auf der Alternativmenge ©®; sollte die Giitefunktion moglichst grof} sein, damit
der Fehler 2. Art eines (nichtrandomisierten) Tests ¢ klein ist:

Po(p=0)=1-Py(p=1)=1-8,(p) fiird e

Die Unverfilschtheit ist hierbei eine sehr schwache Bedingung, die im Wesentlichen
,;unsinnige* Tests ausschlief3t.

In der Regel lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. und 2. Art nicht
gleichzeitig minimieren. Deshalb verfihrt man im Allgemeinen so, dass

(i) zuerst die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art durch ein vorgegebenes Signifi-
kanzniveau begrenzt wird und dann

(i) unter der MaB3gabe von (i) ein Test ¢ gesucht wird, der die Wahrscheinlichkeit fiir
Fehler 2. Art minimiert.

Als Nullhypothese Hy sollte im Allgemeinen der bisherige Standard oder die auf-
grund theoretischer Uberlegungen erzielte Modellierung gewihlt werden. Wird Hy
nicht zugunsten von H; abgelehnt, heiflt das noch lange nicht, dass Hy ,,wahr* ist,
sondern nur, dass H; die Daten nicht besser als Hy erkldrt. Wird hingegen H( ab-
gelehnt, besteht Grund zu der Annahme, dass die Modelle unter Hy die Daten nicht
hinreichend gut beschreiben.

Als Nichstes betrachten wir zwei Formen von Testproblemen, die oft in der Praxis
auftauchen.

Definition 1.44 Es sei (X, ¥, (Py)sco) ein statistisches Modell, wobei ® C R ein
zusammenhingendes Intervall ist.

1. Testprobleme der Form Hy: ¥ < 9y gegen H;: ¥ > ¥ oder Hy: ¢ > ¥y gegen
Hi: 9 < 9 fiir ein ¥ € O heillen einseitig.

2. Testprobleme der Form Hy: 9 = 9 gegen H;: 9 # ¥y fiir ein 9y € O heillen
zweiseitiges.

Hypothesentests fiir einseitige bzw. zweiseitige Testproblems werden selbst einseitig
bzw. zweiseitig genannt.

Beispiel 1.45 (Einseitiger Binomialtest) Von den 13 Todesféllen unter 55- bis 65-
jahrigen Arbeitern eines Kernkraftwerks im Jahr 1995 waren 5 auf einen Tumor
zuriickzufiihren. Die Todesursachenstatistik 1995 weist aus, dass Tumore bei etwa
1/5 aller Todesfille die Ursache in der betreffenden Altersklasse (in der Gesamt-
bevolkerung) sind. Ist die beobachtete Haufung von tumorbedingten Todesféllen
signifikant zum Niveau 5%? Das heif3t, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 5 von
13 Kernkraftwerksarbeitern an Tumoren gestorben sind, in Anbetracht dessen, dass
allgemein jeder 5. an Tumoren stirbt, kleiner oder gleich 5%?

Um diese Frage zu beantworten, beschreiben wir die Anzahl der Tumortoten
als Zufallsvariable X € {0, 1,...,n} mit n = 13. Als statistisches Modell, in das X
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abbildet, wihlen wir X = {0, ...n}, F = P(X) und P, = Bin(13, p). Der Parameter
p € [0, 1] ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person an einem Tumor gestorben ist.
Wir wollen wissen, ob 5 von 13 Todesfillen eine signifikante Haufung zum Niveau
a = 5% sind. Diese Fragestellung fiihrt auf das Testproblem

Hy: p<1/5 gegen H;:p>1/5.

Wir miissen nun einen geeigneten (nichtrandomisierten) Test ¢ zum Niveau @ =
0,05 konstruieren. Naheliegenderweise wihlen wir

@(x) = Lxsey (1.6)

Hierbei wollen wir den kritischen Wert ¢ > 0 so wihlen, dass 8,(p) < «a fiir alle
p < 1/5 gilt. Wegen der zugrunde liegenden Binomialverteilung nennen wir diesen
Test Binomialtest. Fiir p < 1/5 gilt

!
Bo(p) =Pp(e=1)=P,(X >c) < sup Pp,(X >¢) <a. (1.7)
p<1/5
Um eine moglichst grofle Giite des Tests zu erreichen, sollte ¢ unter dieser Neben-

bedingung moglichst klein gewéhlt werden. Fiir die Verteilungsfunktion P, (X < k)
unserer Binomialverteilung gilt fiir k € X

k

P <= (F)pa-pt

=0

Da p — P, (X < k) fiir alle k € X monoton fallend auf [0, 1] ist (dies sieht man
durch Ableiten), folgt, dass p — P, (X > ¢) = 1 -P, (X < c) monoton steigend ist.

Folglich gilt mit (1.7), dass

| !
sup ]PP(X>C):P1/5(X>C) <a=005 & P]/S(XQC) > 0,95.
p<1/5

Da c eine natiirliche Zahl sein sollte und wegen
Pi5(X <4)= 0,901 und Py;5(X <5) = 0,970,

wihlen wir ¢ = 5, siche Abbildung [T.4] auf Seite [33] Unser Test lautet also ¢(x) =
1{x>5y. Setzen wir nun die Anzahl 5 von Kernkraftwerksarbeitern, die an einem
Tumor gestorben sind, in ¢ ein, so erhalten wir 0. Das heif3t, unser Test ¢ akzeptiert
zum Niveau @ = 0,05 die Nullhypothese, dass die beobachteten Todesfille nicht
signifikant sind.

Die Giitefunktion von ¢ ist

2 (13
ﬁ¢(P)=Pp(X>5)=Z(l)Pl(l—P)B_l, p € [0,1].

1=6
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Wie zuvor gesehen, ist sie monoton wachsend und stetig, und es gilt

sup ,BAp(P) = ﬁ«p(l/s) ~ 0,03 < 0,05 =a.
p<l1/5

Aufgrund des diskreten Stichprobenraums kann der Binomialtest das Niveau also
nicht voll ausschopfen und der Fehler 2. Art ist nahe der Grenze 1/5 sehr groB.

Dieses Beispiel fiihrt uns auf ein allgemeines Konstruktionsprinzip von Tests
einer Hypothese Hy: ¥ € ®g gegen die Alternative H;: ¥ € ® mit ®g # 0 und
0 =0)\0y.

Methode 1.46 (Konstruktion von Tests durch kritische Werte) Fiir Ablehnberei-
che (Tg)ae,1y € B(R) und eine Zufallsvariable T: (X, 7) — (R, B(R)) seien
Tests gegeben durch

Yo(x) =1(T(x) €Ty), xeX,ae(0,1). (1.8)

T heiBt Teststatistik oder PriifgroBle. {T(x) € I',} wird als Ablehnbereich oder
kritischer Bereich bezeichnet. Oft werden die Ablehnbereiche als Intervalle I',, =
(¢, o) konstruiert fiir sogenannte kritische Werte

ca=inf{c€R: ;ug Py (T(X) > c) Sa}, a € (0,1). (1.9)
€0

Bemerkung 1.47 Da sup g, Py kein MaB mehr ist, sobald ®p aus mindestens zwei
Elementen besteht, ist im Allgemeinen die Eigenschaft sup g, Po (T(X) > ca) <
a nicht erfiillt. Intuitiv widerspricht das dem Sinn eines kritischen Werts. Dieses
Defizit kann leicht behoben werden: Fordert man die Giiltigkeit der Vertauschungs-
bedingung

lim sup Py(T > ¢,) = sup lim Py (T > cp), (1.10)
cnlc 9e@y 9e0 cnlc

so folgt aus der o-Stetigkeit von Maf3en

sup Py(T > cq) = sup lim Py(T > c,) = lim sup Py(T > ¢,) < a.
PASON 9e@) CniCa cnlca PASON)

Gleichung (I.I0) gilt beispielsweise fiir einfache Hypothesen, das heift fiir ©y =
{0}, da dann supy.e, Py = Py, ein MaB ist, oder wenn Montonie wie in Bei-
spiel [I.55] verwendet werden kann.

Um den kritischen Wert zu wihlen und somit das Signifikanzniveau des Tests zu
gewihrleisten, muss die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese bekannt
sein. Da man hiufig Monotonieeigenschaften nutzen kann (wie im Beispiel [I.43),
vereinfacht sich die Wahl von ¢, im Fall von ein- oder zweiseitigen Testproblemen
oft, wenn das Gleichheitszeichen in der Nullhypothese steht (siche Definition [T.44).
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Im Spezialfall ®) = {1} ist fiir einen einseitigen Test der kritische Wert ¢, genau
das (1 — a)-Quantil der Verteilung von T unter Py, .

Natiirlich hingt sowohl die Teststatistik als auch der kritische Bereich vom je-
weiligen Testproblem ab. Die Herausforderung ist also die Wahl einer Teststatistik,
die (gut) geeignet ist, um die jeweilige Hypothese zu iiberpriifen. Nachdem wir in
Beispiel [I.45] bereits einen einseitigen Binomialtest gesehen haben, illustriert das
folgende Beispiel den zweiseitigen Fall.

Beispiel 1.48 (Zweiseitiger Binomialtest) Wir wollen die Hypothese: ,,Es werden
genauso viele Jungen wie Midchen geboren.* iiberpriifen.

Sind bei n € N Geburten w Miadchen zur Welt gekommen, ist es sinnvoll,
als Stichprobenraum X = {0,...,n} zu wihlen und als statistisches Modell
(X, P(X), (Py)oefo,1]) mit Binomialverteilungen Py = Bin(n, ). Die Hypothe-
se fiihrt auf das zweiseitige Testproblem

Hy:9 =19 gegen H):9+#

fiir 99 = % wobei w € X beobachtet wird. Wir setzen das Niveau @ = 0,05. Die
Teststatistik 7 (w) = w fiihrt auf den zweiseitigen Binomialtest

Pa(W) =1 =T, (8)<w<oq ()}

mit kritischen Werten

o () :=max{k e N: Py, ({0,...,k - 1}) < a/2} und (L11)
< .

0q(P) =min{k e N: Py ({k+1,...,n}) < a/2}.

Die symmetrische Verteilung der Fehlerwahrscheinlichkeiten am unteren und am
oberen Rand ist dabei eine verniinftige Wahl, wobei auch jede andere Aufteilung des
Niveaus «a prinzipiell moglich ist.

Beachte, dass dieser zweiseitige Binomialtest nur im Fall ¢y = 1/2 symme-
trisch um 9y ist, denn nur dann ist die Binomialverteilung symmetrisch, siche
Abbildung [I.2] Im symmetrischen Fall erhalten wir die einfachere Darstellung
paw)=1- n{l%—%l«a} mit einem geeigneten kritischen Wert c,,.

Laut Statistischem Bundesamt wurden im Jahr 2018 in Hamburg 21.126 Kinder
(lebend) geboren. Durch die Berechnung der Quantile der Binomialverteilung fiihrt
dies auf

1o05(1/2) = 10421 und  o00,05(1/2) = 10.705 bzw. co 05 = 0,00672.

Von diesen 21.126 Kindern waren 10.215 Midchen. Setzen wir dies in ¢, ein,
erhalten wir

©0,05(16.391) =1 — 1 1oas 1

21.126 2 |<CO,05} -

1-0=1,

sodass unser Test ¢, zum Niveau o = 0,05 die Nullhypothese ,,Es werden genauso
viele Jungen wie Miadchen geboren. ablehnt.
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Abb. 1.2 Obere und untere Grenze des Annahmebereichs des zweiseitigen Binomialtests fiir ein
9 >1/2

Bemerkung 1.49 (Normalapproximation) Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes
kann die Binomialverteilung Bin(n, ¢) bei hinreichend groBen Stichprobenumfingen
durch eine Normalverteilung approximiert werden. Es bietet sich in diesem Fall also
an, einen Gauf-Test zu verwenden, um den Binomialtest zu approximieren: Fiir
¥ € (0, 1) normalisieren wir die Beobachtung X ~ Bin(n, ¢}) durch

X —nd
(1 =9)

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt dann, dass die Verteilung von Y fiir n —
oo gegen N(0, 1) konvergiert. Fiir die Teststatistik 7(X) := |X/n — | und eine
standardnormalverteilte Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) erhalten wir

Po(T(X) > cq) = Pﬂ(\)’% > \/ ﬂ(ln— 0)C“)

"3 P(|Z| > ﬁca)

2(1 —P(Z < \/%ca))
21 —cp(\/%ca)) 2a,

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Ist die
Gleichheit fiir einen kritischen Wert ¢, erfiillt, erhalten wir einen nichtrandomi-
sierten Test, der asymptotisch (!) fiir n — oo das Niveau a erreicht. Umformen

ergibt
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190(1 - 190) -1 o
ca——\/—n (O] (1——2)
mit ¥ = 9y unter Hy.

Die Normalapproximation hat den Vorteil, dass im Vergleich zur diskreten Bi-
nomialverteilung die Berechnung deutlich vereinfacht wird. Aufgrund der heutigen
leistungsfahigen Computer ist dieses Argument in der Praxis allerdings zu ver-
nachlédssigen. Zusitzlich vereinfacht die Approximation jedoch die Interpretation
der Teststatistik und ermdglicht einen Vergleich zwischen Studien mit verschieden
groBen Stichprobenumfingen.

Ob die Normalapproximation der Binomialverteilung tatsdchlich passend ist, kann
man gut an sogenannten QQ-Plots ablesen.

Bemerkung 1.50 (QQ-Plots) Ein Quantil-Quantil-Plot, QQ-Plot oder auch QQ-
Diagramm ist ein exploratives, grafisches Werkzeug, in dem die Quantile zweier
Zufallsvariablen gegeneinander aufgetragen werden, um ihre Verteilungen zu ver-
gleichen. Da sie im Allgemeinen von grofler Bedeutung ist, erkliren wir im De-
tail, wie man die Verteilung einer Beobachtung mit der Standardnormalverteilung
vergleicht: Die empirische Verteilungsfunktion einer mathematischen Stichprobe
Xi, ..., Xy ist definiert als

N
1
Fy(x) := v Z T x;<x)-
i=1

Fiir groBe N approximiert Fy die wahre Verteilungsfunktion F', da nach dem star-
ken Gesetz der grolen Zahlen F,(x) — E[l(x,<x}] = F(x) P-f.s. fiir alle x € R
gilt (tatsédchlich gilt diese Konvergenz sogar gleichmifig auf R nach dem Satz von
Gliwenko-Cantelli). Falls X; ~ N(u, 02), gilt F(x) = ®(=%). Fiir die Quantilfunk-
tion gilt also

Fl@x) =0 Y(®X) -oc+pu=0-x+pu,

das heift F~!' o @ ist eine Gerade. Im QQ-Plot werden der GroBe nach geordnete
Werte (xx) aus dem Intervall [0, 1] in die verallgemeinerte Inverse F,,! und in ®~!
eingesetzt, sodass man fiir jedes x; ein Quantilpaar erhilt. Diese Paare werden (als
Koordinatenpaare interpretiert) in ein Koordinatensystem eingetragen, und wenn die
X; ~ N(u, o) sind, sollten die Quantilpaare in etwa auf einer Geraden liegen.

Zur Tllustration betrachten wir eine i.i.d. Stichprobe X1, ..., X200 ~ Bin(n, 1/2)
fiir n € {20,200} in Abbildung Die QQ-Plots zeigen deutlich, dass die Nor-
malapproximation der Binomialverteilung fiir kleine n problematisch ist, aber fiir
groBle n gut funktioniert. Genauer sollte np (1 — p) hinreichend groB3 sein, was man
aus dem Satz von Berry-Esseen folgern kann. Abbildung[I.3]macht allerdings auch
deutlich, dass selbst fiir n = 200 die extremen Quantile der Binomialverteilung noch
deutlich von der Normalapproximation abweichen.

Beispiel 1.51 (Planung des Stichprobenumfangs) In Beispiel [I.1] hatten wir uns ge-
fragt, wie viele Studierende an der Umfrage von Saskia teilnehmen sollten, um ein
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Abb. 1.3 QQ-Plot fiir eine binomialverteilte Stichprobe mit den Parameter p = 1/2, n = 20 (links)
sowie n = 200 (rechts)

aussagekriftiges Ergebnis zu erhalten. Wie wir im Folgenden sehen werden, kann
diese Frage durch eine Betrachtung des Fehlers 2. Art beantwortet werden.
Gemil Beispiel [T.6] wihlen wir das statistische Modell

({0, 1", ({0, 1}"), (Ber(9)) g2 . 1)

Die Summe Y = X + - - - + X, der zufriedenen Studentinnen und Studenten ist also
wieder binomialverteilt. In Beispiel [I.41]interessierten wir uns fiir das Testproblem
Hy : 9 > 9y gegen H; : ¥ < 9y mit Jy = 3/4. Wir legen ein Signifikanzniveau
@ € (0, 1) fest und betrachten den Test ¢, (x) = L{x,+...+x,<c,}- Eine Normalappro-
ximation liefert den kritischen Wert

cn = ny + @ (a)ndo(1 — %)

(dem/der Lesenden sei die Uberpriifung iiberlassen, dass dies tatséichlich ein Test
zum asymptotischen Niveau « ist). Wir modifizieren nun die Alternative etwas zu
H, : 9 < 9, fireind; < ¥y, sodass die Parameter der Hypothese und der Alternative
voneinander getrennt sind. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art auf
hdchstens 1 — S begrenzen, das heifit, es soll infy<g, By, (F) = By, (¥1) > B gelten
(die Giitefunktion ist monoton fallend). Wir berechnen

=
A -

ﬁq:n (191)

Pﬁrl(zxj < Cn)
j=1

(Z?:I X/ - l’lﬂ] < Cn — I’lﬁl
o
o (T=01)  ndi (1=91)
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. (ZZLI Xj—nby (= 91) + &' (o) V(T - ﬁ@)
L
A\t (1= ) Vo (1=91)
ZGzWS CD( 19()—191 +<I)_1(CZ) 190(1 —190)).

W«/ﬁl(l —9) (1 =91)

Wir erhalten damit die Bedingung

S 91(1 -9)

9o(1 —ﬁ@)z
7 (90— %h)? ‘

-1 -1
(cb (B) = " (@) [ 5T
Insbesondere sehen wir, dass mehr Beobachtungen benétigt werden, um den Fehler
2. Art auch nahe der Nullhypothese, das heifit wenn ¢y — ¢ klein ist, durch 1 — 8 zu
beschrinken.

Setzen wir ¥ = 3/4, 9 = 0,7, @ = 0,1 und B = 0,9, dann erhalten wir n ~ 522,
was relativ wenig ist bei einer Grundgesamtheit von 20.000 Studierenden. Wollen
wir hingegen die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. und 2. Art weiter reduzieren,
sagen wir mit @ = 0,05 und 8 = 0,95, erhalten wir n ~ 860. « = 0,01 und 8 = 0,99
fiihren zu n ~ 1720.

Ein wichtiges Konzept in der Anwendung statistischer Tests sind p-Werte. Um
diese zu motivieren, bleiben wir beim Saskia-Beispiel. Wir wollen aber das Testpro-
blem etwas umformulieren. Die Nullhypothese ist, dass die Studierenden eher sehr
zufrieden sind mit ihrem Studium (Hy : 9 € [3/4, 1)), und wir wollen testen, ob sie
mit ihrem Studium eher nicht zufrieden sind (H; : ¢ € (0,3/4)). Nehmen wir an,
wir erhalten durch die Umfrage eine Stichprobe, die im arithmetischen Mittel 0,5
ergibt. Die Hilfte ist also mit dem Studium (un-)zufrieden. Nun koénnte man sich
fragen, wie stark dieses Ergebnis der Nullhypothese widerspricht, denn immerhin
ist die andere Hilfte der Stichprobe zufrieden und es haben (mit sehr hoher Wahr-
scheinlichkeit) nicht alle Studierenden die Umfrage beantwortet. Eine Antwort auf
diese Frage liefert der p-Wert.

Definition 1.52 Sei (X, 7, (Py)geco) ein statistisches Modell und der Test ¢ der
Hypothese Hy: ¢ € ®g # 0 gegeben durch (1.8). Dann ist der p-Wert p,(x) einer
Realisierung x € X beziiglich ¢ definiert als

= inf Po(T(X) €T).
Pe(x) e ﬁsggo 9(T(X) €Ty)

Statt nur zu priifen, ob ein Test eine Hypothese akzeptiert oder ablehnt, gibt der p-
Wert (auch ,,Signifikanzwahrscheinlichkeit*, ,,Uberschreitungswahrscheinlichkeit“
oder ,,Signifikanzwert*) das kleinste Signifikanzniveau an, zu dem eine Hypothese
abgelehnt wiirde. Damit gibt der p-Wert Aufschluss dariiber, ,,wie stark* die Daten
der Hypothese widersprechen.

Der p-Wert spielt in der Wissenschaft (Biologie, Chemie, Medizin, Physik, So-
ziologie, ... ) eine wichtige Rolle als Qualitdtsmal fiir die Relevanz beziehungsweise
Richtigkeit einer Theorie. Zum Beispiel wurde in der Arbeit |Abbott et al.| (2016),
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die erstmals die Existenz der Gravitationswellen nachgewiesen hat, ein p-Wert von
7,5 x 1078 angegeben. Zudem hat der p-Wert fiir die Theorie des multiplen Testens
eine grole Bedeutung und ist als Zwischenresultat fiir Methoden, die beispielswei-
se die false discovery rate kontrollieren, eine fundamentale GroBe, siehe Dickhaus
(2014).

Folgender Satz zeigt, warum p-Werte in der Praxis sehr niitzlich sind.

Satz 1.53 (Eigenschaften des p-Werts) Es seien (X, F, (Pg)gco) ein statistisches
Modell, ay € (0,1) und ¢ = ]l{T>ca(,} ein Niveau-aq-Test der Hypothese Hy: O €
O # 0 mit einer Teststatistik T: X — R und kritischen Werten c o aus (I.9). Unter
der Annahme

sup Py(T > cq) < fiir alle @ € (0, 1)

¥ €0

gilt fiir jede Realisierung X = x € X und t* := T(x) die Darstellung

Pe(x) = inf sup Py(T(X) > 1) (1.12)
t<t* 90

sowie

1, Salls p,(x) < ay,
o(x) =
0, Salls p,(x) > ap.

Beweis 1m Folgenden schreiben wir Py := sup 4, P (Po ist kein Wahrscheinlich-
keitsmaB!). Wir beginnen mit folgenden elementaren Beobachtungen:

(i) Aus der Monotonie der MaBe Py folgt sofort, dass die Abbildung ¢ + Po(T > ¢)
monoton fallend ist.

(i) Sei ¢ < t*, @ = Po(T > ¢) und ¢, der entsprechende kritische Wert. Aus der
Definition der kritischen Werte folgt sofort ¢, < ¢, und laut Voraussetzung gilt
Po(T > c4) < @. Aus der Monotonie (i) folgt dann aber

a=Py(T >c) <Py(T > cqy) < a,

und somit Py (T > ¢4) = a.

Im Fall Po(T > ¢*) = 1 folgt aus (i)

Pe(x) = inf Po(T >co) > Po(T >17) > 1.
at*>cq

Zusammen mit der trivialen oberen Schranke p,(x) < 1 und inf; <+ Po(T > t) >
Po(T > t*) > 1 gilt somit Gleichheit in (T.12).

Sei nun Po(7 > ¢*) < 1 und S := {co, < t*} die Menge aller kritischen Werte
kleiner als t*. Wir zeigen zuerst § # 0. Sei dazu 9 € ©g beliebig. Da Py ein
WahrscheinlichkeitsmaB ist, gilt lim._,_o, Py(T > ¢) = 1. Es gibt also ein ¢ < t*,
sodass Py (T > ¢) > Py(T > t*). Daraus folgt

Po(T > ¢) 2 Py(T > ¢) > Po(T = l‘*).
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Sei ¢, der entsprechende kritische Wert zu @ = Py(T > ¢). Dann gilt ¢, < ¢ < t¥,
und somit ¢, € S.

Betrachte das Supremum s := sup{c, < t*} der kritischen Werte kleiner ¢*,
wobei nicht zwingend s = ¢* gelten muss. Wir zeigen jetzt, dass s auch ein kritischer
Wert ist, es also ein @ € [0, 1] mit s = c,, gibt. Sei dazu oy = Po(T > s) und cg,
der entsprechende kritische Wert mit ¢, < s. Wegen der Monotonie (i) und (ii) gilt
firallec, € S

Po(T > ca) 2 Po(T > 5) = s =Po(T > cq,).

Aus der Monotonie (i) folgt dann ¢,, > ¢, fiir alle ¢, € S. Damit ist c,, ei-
ne obere Schranke fiir § und muss aufgrund von c,, < s mit dem Supremum s
ibereinstimmen. Aus der Monotonie (i) folgt sofort

inf Po(T > co) =Po(T > s). (1.13)
at*>cqy
Als Nichstes zeigen wir, dass zwischen s und ¢* keine ,,Masse” mehr ist. Dazu
argumentieren wir per Widerspruch. Angenommen, es gibt ein s < s” < t*, sodass
Po(s" < T) <Py(s <T) =ay.Seia’ =Py(s" <T)und cy <5’ der entsprechende
kritische Wert. Aus (ii) folgt Pop(cor < T) = «’. Andererseits folgt aus (i) und
a’ < ag auch, dass ¢, > s gelten muss. Wegen ¢ < t* ist das ein Widerspruch zur
Supremumseigenschaft von s. Folglich gilt
inf Po(T > s") =Po(T > s),
s<s/<t*
und zusammen mit (T.13) folgt die Giiltigkeit von (T.12).

Man beachte nun, dass ¢(x) = 1 genau dann gilt, wenn T'(x) = t* > c4,. Die
Annahme an die kritischen Werte und die Monotonie (i) von Py liefern nun

Qg = Po(T > C(,O) > inf P()(T > Ca,) = p¢(x).
a.cqo<t*

Aquivalent impliziert p,(x) > ap, dass ¢(x) = 0 gelten muss. Im Fall p,(x) < ag
folgt aus

Pox) = LH<1£ Po(T > c),

dass es ein ¢ < 1" mit p,x) < Po(T > ¢) < ap gibt. Die Definition der kritischen
Werte impliziert nun, dass ¢ > c4, sein muss, und wegen t* > ¢ > cq, folgt
px)=1. O

Bemerkung 1.54 (p-Wert)

1. Unter den Voraussetzungen von Satz[I.53] kann man den p-Wert alternativ auch
durch
Po(x) =inf{a € (0,1) : " > cq}

darstellen (Ubung 1[8).
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2. Alle Rahmenbedingungen des Experiments, insbesondere also das Signifikanzni-
veau, miissen vor seiner Durchfiihrung festgelegt werden! Ein Signifikanzniveau
darf nicht a posteriori aufgrund der erzielten p-Werte bestimmt werden. Dies
widerspricht korrekter statistischer Praxis! Mathematisch wire « eine Zufallsva-
riable (als Funktion in den Beobachtungen), und der vorangegangene Satz kann
nicht angewendet werden.

3. Der Vorteil von p-Werten ist, dass sie unabhéingig von einem a priori festgesetzten
Signifikanzniveau a berechnet werden konnen. Deshalb werden in allen géngigen
Statistik-Softwaresystemen statistische Hypothesentests iiber die Berechnung von
p-Werten implementiert.

Beispiel 1.55 (p-Wert) Auf Grundlage von i.i.d. normalverteilten Beobachtungen
X100, X ~ N(y, 0'2) mit unbekanntem Mittelwert u € R und bekanntem o= > 0
soll das Testproblem

Ho: p < po gegen Hy:p>po

untersucht werden. Da wir bereits wissen, dass im resultierenden statistischen Modell
(R™, B(R)®", (P, )yer) mit P, = N(u,0%)®" das Stichprobenmittel X, ein guter
Schitzer von u (sogar ein Minimax-Schitzer) ist, wihlen wir den Test ¢(x) =
1z, >, fiir kritische Werte (cq)ae(0,1) und der Teststatistik T'(x) = X,. Wegen
X, ~ N(u,02/n) unter P, und der Monotonie der Verteilungsfunktion ® der
Standardnormalverteilung gilt fiir jedes ¢ € R

\/ﬁ(c—#o))‘

sup PM(Y,,>C)= sup {I—Q(@)}zl—cb( p

M Ho M Ho
Zum einen folgt hieraus ¢, = ug + \/%q]_a fiir das (1 — @)-Quantil von N(0, 1)
und zum anderen ist die Bedingung sup,, ., ]P’ﬂ(fn > cq) < a aus Satz
erfiillt. Wir erhalten fiir den einseitigen Gaufs-Test ¢(x) = 1> Ko+ Ea1a) und fir

Realisierungen x € R" die p-Werte
Vn(Xn — o)

Po(x)=1- @(T) =inf {a € (0,1) : T(x) > cq}.

1.3.2 Das Neyman-Pearson-Lemma

Wir werden nun ein Optimalititskriterium fiir Tests kennenlernen. Zur Motivation
kommen wir auf Beispiel [T.45]zuriick.

Beispiel 1.56 (Randomisierte Tests) Wir betrachten erneut ein Binomialmodell
Bin(13, p) auf X = {0,...n}. Da die Schwelle ¢ des Binomialtests eine ganze
Zahl ist, kann der Test ¢(x) := 1(x>¢) das Niveau a = 0,05 insofern nicht voll aus-
schopfen, als dass die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art nicht perfekt minimiert
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Abb. 1.4 Die Giitefunktionen der Tests ¢ (x) := L{x>5) (griin, durchgezogen), @(x) := L{x>4)
(griin, gestrichelt) sowie des randomisierten Tests ¢ (violett) im Bin(13, 1/5)-Modell. Lila markiert
sind das Niveau a = 0,05 und der Parameterwert p = 1/5.

werden kann. An dieser Stelle hilft eine Randomisierung des Tests. Wir betrachten
einen Test der Form

0, x<ec,
o(x) =17, x=c,
1, X >c.

Statt die Hypothese wie in Beispiel [[.45] bei X = ¢ immer abzulehnen, fordern
wir nun, dass im Fall X = ¢ die Nullhypothese mit einer Wahrscheinlichkeit y
abgelehnt wird, und fiihren hierzu ein unabhéngiges Bernoulli-Experiment B ~
Ber(y) mit Erfolgswahrscheinlichkeit y durch. Wir wéhlen vy so, dass das gesamte
Signifikanzniveau ausgeschopft wird, das heif3t

!
0,05=E /5[¢] =Pi;5(X > 5)+y-Py5(X =9).

Durch Umstellen nach y ergibt sich y = 0,29. Der resultierende randomisierte Test ¢
besitzt somit das Niveau @ = 0,05 und ist zudem unverfalscht, siche Abbildung E
Da die Giitefunktion des Binomialtests stets unter der Giitefunktion des randomi-
sierten Tests liegt, hat Letzterer einen kleineren Fehler zweiter Art.

In diesem Beispiel ist es uns gelungen, den Binomialtest zu verbessern. Es stellt sich
die Frage, ob es auch einen besten Test gibt und, falls das der Fall ist, wie man diesen
konstruieren kann. Die Antwort hierauf wollen wir im einfachen bindren Modell
studieren.

In diesem Fall besteht die Parametermenge nur aus zwei Parametern, sagen wir
® = {0, 1}. Wir mochten Hy: 9 = 0 gegen H;: ¢ = 1 testen. Das folgende grundle-
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gende Resultat beschreibt Tests, die zu vorgegebenem Niveau die Wahrscheinlichkeit
von Fehlern zweiter Art minimieren.

Satz 1.57 (Neyman-Pearson-Lemma) Betrachte ein bindres statistisches Modell
(X, F, (Py)oecqo,1}) mit Likelihood-Funktion L beziiglich eines dominierenden Ma-
Jes u (zum Beispiel u = Py+P; ) sowie das Testproblem Hy: 9 = 0 gegen Hy : 9 = 1.
Dann besitzt der (méglicherweise randomisierte) Test

1,  falls L(1,x) > coL(0,x),
Ya(x) =140,  falls L(1,x) < coL(0,x), (1.14)
Ya, Jalls L(1,x) = coL(0,x)

mit Konstanten co > 0, yo € [0, 1] unter allen (auch randomisierten) Tests ¢
mit demselben Niveau Eo[¢] < Eolpo]| die kieinste Wahrscheinlichkeit fiir Fehler

zweiter Art:
Ei[l - o] = ngnEdl - ¢]

Beweis Das Resultat folgt, wenn wir E;[¢ — ¢,] < 0 gezeigt haben. Hierzu ver-
wenden wir ein geschicktes Mallwechselargument sowie ¢ — ¢, = ¢ — 1 < 0 auf
{L(1) > coL(0)}und ¢ — pq = ¢ > 0auf {L(1) < coL(0)}:

Eilp - ol = / (¢ — ¢a)L(1)du + / (¢ - ¢a) L(1)dp
{L(1)>coL(0)} {L(1)<cqL(0)}

+ / (¢ - ¢a) L(1)dp
{L(1)=coL(0)}

< / (¢ - ga)caL(0)du
{L(1)>coL(0)}

+ (¢ = pa)ca L(0)du
{L(1)<coL(0)}
+ (¢ — pa)caL(0)du
{L(D)=caL(0)}
=coBole — pal
<0,

wobei wir in der letzten Zeile die Niveaubedingung Ey[¢] < Eg[¢.] verwendet
haben. (]

Kurzbiografie (Jerzy Neyman) Jerzy Neyman (bzw. Yuri Czeslawovich) wurde
1894 in Bendery im Russischen Kaiserreich geboren. Er studierte Mathematik und
Physik in Charkiw (Ukraine). Nach dem Studium arbeitete er zunéchst an den Uni-
verstiten in Charkiw und Warschau, bevor er 1934 von ans Univer-
sity College London geholte wurde. 1938 bekam er einen Ruf an die University
of California in Berkeley, an der er das Statistik-Department aufbaute. 1981 starb
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Neymann in Kalifornien. Zu den wichtigsten Beitrdgen Neymans zdhlen die Ein-
fiihrung von Konfidenzintervallen und das zusammen mit Egon Pearson bewiesene
Neyman-Pearson-Lemma.

Definition 1.58 In einem bindren statistischen Modell (X, 7, (Pg)ge(o,1)) mit
Likelihood-Funktion L beziiglich eines dominierenden Maf3es heif3t ein Test der
Form (I.14) Neyman-Pearson-Test.

Bemerkung 1.59

1. Es sei der Leserin iiberlassen, zu zeigen, dass zu jedem Niveau a € (0, 1) durch
Wabhl von ¢, > 0 und y, € [0, 1] ein Neyman-Pearson-Test ¢, vom Niveau a
existiert (Aufgabe 29). Im Fall einer einelementigen Hypothese und Alternative,
man spricht auch von einfacher Hypothese und einfacher Alternative, kann somit
stets ein optimaler Test angegeben werden. Aus dem vorherigen Beweis ldsst sich
auch folgern, dass jeder in diesem Sinne optimale Test fast sicher von der Form
eines Neyman-Pearson-Tests ist.

2. Die Neyman-Pearson-Tests hiingen nicht von der Wahl des dominierenden Maf3es
u ab. Mittels Radon-Nikodym-Ableitungen sieht man nédmlich mit dem kanoni-

schen dominierenden MaB 1 = Py + P; und L(9,x) = %(x):

WL =00 L ).
1

dPy dPy , . d
du du

L(ﬂ,x) = E(x) =

Die Likelihood-Funktionen L und L unterscheiden sich also nur um einen in
¥ konstanten Faktor, der sich bei der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests
herauskiirzt. Beachte dazu Pﬂ(g—/’j =0) =0 fir ¢ € {0, 1} (Warum gilt das?).

Beispiel 1.60 (Einseitiger Binomialtest) Wir nehmen Beispiel[T.45|wieder auf, testen
aber nun fiir n = 13 und po = 1/5, p; = 1/4 die einfache Hypothese ,,Tod durch Tu-
morerkrankung mit Wahrscheinlichkeit p = po* gegen die einfache Alternative “Tod
durch Tumorerkrankung mit Wahrscheinlichkeit p = p;“. Wir erhalten das bindre
statistische Modell ({0,...,n},P({0,...,n}), (Py)geo,1}) mit Py = Bin(n; po)
und Py = Bin(n, py). Mit dem Zdhlmaf als dominierendem MaB u erhalten wir den
Likelihood-Quotienten

L(LK) _ @i =p)"™"  (1-p)" (p1(1 —m))k
L(0k)  (})pk(1=po)n*  (1=po)* \po(1=p1)]

Wegen p; > po wichst dieser Quotient in k£ € {0, ...,n} streng monoton, und es
gibt zu jedem ¢, > 0 ein ¢, > 0, sodass

I,  falls L(1,k) > coL(0,k) (1, falls k > Cq,
vao(k) =10, falls L(1,k) < coL(0,k) =140, falls k < ¢,
Ya, falls L(1,k) = coL(0,k) Yo, fallsk =cy,.
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Wiihlen wir nun wie in Beispiel [1.56]¢o,05 = 5, ¥0,05 & 0,29, so erreicht .05 genau
das Niveau a = 0,05 und besitzt als Neyman-Pearson-Test unter allen randomisierten
Tests zum Niveau a = 0,05 die kleinste Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art.

Der aufmerksamen Leserin ist vielleicht aufgefallen, dass die gesamte Testkon-
struktion hier nicht vom exakten Wert p; abhidngt. Wir haben nur p; > po benutzt.
Somit gilt sogar die weit stirkere Eigenschaft, dass es keinen Test ¢ von Hy: p = pg
gegen Hy: p > po vom Niveau o = 0,05 gibt, der fiir irgendein p € (po, 1] eine
grofere Giite E, [¢] besitzt als ¢ 0s. Wenn wir noch das Monotonieargument aus
Beispiel [1.43] heranziehen, dass ¢o s auch fiir die zusammengesetzte Hypothese
Hy: p < po Niveau « besitzt, so konnen wir weiter schlieBen, dass der einseiti-
ge Binomialtest auf der Alternative maximale Giite unter allen Niveau-a-Tests fiir
Hy: p < po gegen Hi: p > pg besitzt. Solche Tests nennt man auch UMP-Tests
(uniformly most powerful tests).

Beispiel 1.61 (Einseitiger Gauf3-Test) Wir beobachten eine mathematische Stichpro-
be normalverteilter Zufallsvariablen X, ..., X,, ~ N(y, 0'2) mit o > 0 bekannt und
wollen fiir feste g, ;1 € R die Hypothese Hy: u = uo gegen Hy : p = p testen. Mit
Py = N(uo, 02)®", Py = N(u1, 02)®" und dem n-dimensionalen Lebesgue-MaB als
dominierendem Mal} erhalten wir den Likelihood-Quotienten (als Statistik in den
Beobachtungen geschrieben):

L) 1 <
70 - exp (_ﬁ 2 ((Xi - - (X - ”0)2))

2 2
n v . M Ho
-— -—u)Xn+ — - =
) ((/Jo M) X+ =5 = ))
mit dem Stichprobenmittel X,, = L

- i1 Xi. Betrachten wir von nun an den Fall
U1 > o, sehen wir, dass der Likelihood-Quotient eine streng monotone Funktion in
X, ist und sonst nicht von den Beobachtungen abhingt. Also kénnen wir wie beim
Binomialtest durch Modifikation des kritischen Werts ¢, jeden Neyman-Pearson-

Test schreiben als

= exp

1, falls X, > ¢q,

Yo =10, falls X,, < Cs

Yo, falls X, = Cq
mit ¢, > 0, yo € [0, 1] geeignet. Unter Py und P; hat das Ereignis (X, = Co}
die Wahrscheinlichkeit Null, sodass wir auf Randomisierung verzichten und einfach

va = 0 setzen konnen. Da unter Py fiir das Stichprobenmittel X, ~ N(uo, 0% /n)
gilt, erhalten wir somit einen Neyman-Pearson-Test vom Niveau a € (0, 1) durch

Pa = H(Yn > Mo t+ U”_1/2q1—a)

mit dem (1 — @)-Quantil g;_, der Standardnormalverteilung, die gerade mit dem
einseitigen GauB3-Test aus Beispiel [I.55]iibereinstimmt. Genau wie beim einseitigen
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Binomialtest sieht man, dass ¢, sogar ein Test vom Niveau «a fiir Hy: u < o gegen
Hi: u > uo mit UMP-Eigenschaft ist.

Wie diese Beispiele demonstrieren, ldsst sich die Neyman-Pearson-Theorie
manchmal auch vom Fall einfacher Hypothesen auf einseitige Testprobleme iiber-
tragen. Die notwendige Strukturvoraussetzung dafiir waren immer monotone
Likelihood-Quotienten. Fiir die wichtigen zweiseitigen Testprobleme fiihrt dieser
Ansatz jedoch nicht zum Ziel, man kann sogar zeigen, dass fiir zweiseitige Binomial-
oder GauB-Testprobleme keine UMP-Tests existieren konnen. Stattdessen sollte fiir
zweiseitige Testprobleme die Klasse der unverfilschten Tests betrachtet werden,
fiir die unter geeigneten Bedingungen die Existenz von besten, unverzerrten Tests
(englisch: uniformly most powerfull unbiased, kurz: UMPU) gezeigt werden kann.

Auch fiir allgemeine zusammengesetzte Hypothesen fiihrt uns die Neyman-
Pearson-Theorie auf einen intuitiven Ansatz zur Wahl der Teststatistik. Nehmen wir
dazu ein allgemeines statistisches Modell (X, F, (Py )y ce) mit Likelihood-Funktion
L und Partition ® = B U B an, so konnen wir eine Teststatistik fiir Hy: ¢ € O ge-
gen H; : ¥ € O konstruieren, indem wir in @y und ® jeweils den Parameter wihlen,
der die Likelihood-Funktion maximiert, und damit, dem Neymann-Pearson-Ansatz
folgend, den entsprechenden Likelihood-Quotienten bilden:

supyee, L(9,x)

T(x) := .
Supz‘)e@)o L(ﬁ’ )C)

(1.15)

Mit dem so definierten Likelihood-Quotienten erhalten wir eine sehr allgemeine
Methode, Tests zu konstruieren.

Methode 1.62 (Likelihood-Quotiententest) Fiir ein dominiertes statistisches Mo-
dell (X, ¥, (Py)geco) mit Likelihood-Funktion L(#,x) betrachte das Testproblem
Hy: 9 € ©p gegen H;: ¢ € ©;. Fiir ¢, > 0 und y, € [0, 1] sowie T aus (I.19)
ist ein Likelihood-Quotiententest (englisch: likelihood ratio test, kurz: LR-Test)
gegeben durch

Pa(x) = T (x) > ca) + 7o LT (x) =ca), xeX.

Es ist leicht einzusehen, dass unter H;, i = 0, 1, fast sicher SUP . co, L(9) > 0 gilt,
sodass ein Likelihood-Quotiententest ¢, fast sicher wohldefiniert ist (ist der Nenner
in T gleich null, so setze T = +oo, da dies fast sicher nur unter H; geschieht, wo der
Zihler fast sicher positiv ist).

Eine andere Interpretation des Likelihood-Quotiententests ergibt sich, wenn die
Maximum-Likelihood-Schitzer 9y und ¢ von ¥} iiber den Parametermengen ®
bzw. ©; existieren. Dann ist der Likelihood-Quotient gerade

T(x) = L0100
T L@

und wir konnen den Likelihood-Quotiententest als einen Neyman-Pearson-Test zwi-
schen den geschitzten Parametern ¢y und ¢}, interpretieren. Beachte dazu aber,
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dass die Schitzer zufillig sind und das Neyman-Pearson-Lemma keine Anwendung
findet. Ahnlich wie bei der Maximum-Likelihood-Methode fiihrt der Likelihood-
Quotiententest haufig, aber nicht immer zu guten Tests.

Beispiel 1.63 (Zweiseitiger Binomialtest) In Beispiel[T.48/haben wir den zweiseitigen
Binomialtest fiir Py = Bin(n,¢) und Hy: ¢ = 9y gegen H;: 9 # &y kennengelernt.
Als Likelihood-Quotientenstatistik erhalten wir fiir ¢ € (0, 1) fest und 9 (k) = k/n

SUP g9, 9 (1= 9" J(R)k(1 - J(k))"*
9E(1 = 9p)nk B (1 = 9g)n*

T(k) = , ke{0,....n}

Im Fall 9y = 1/2 vereinfacht sich dies durch Einsetzen zu T(k) = (2n)"k*(n —
k)"~ Damit ist T um n/2 symmetrisch (T'(k) = T(n — k) fiir 0 < k < n/2) und
wachsend (T'(k + 1) > T(k) fiir k > n/2). Der Likelihood-Quotiententest lésst sich
somit schreiben als ¢, (k) = 1(Jk—n/2| > co)+yo1(lk—n/2| = ¢4), was genau dem
zweiseitigen Binomialtest entspricht. Beachte, dass fiir 9y # 1/2 die Asymmetrie
der Bin(n, 9¥)-Verteilung zu einer Teststatistik fiihrt, die nicht symmetrisch um @¥yn
ist.

Beispiel 1.64 (Zweiseitiger Gauf3-Test) Aufgrund einer mathematischen Stichprobe
Xi,..., X, ~ N(u, %) mit bekanntem o > 0 wollen wir fiir festes ug € R die
Hypothese Ho: p = po gegen Hy: p # o testen. Aus Stetigkeitsgriinden ist das
Supremum der Likelihood-Funktion tiber 4 € R\ {uo} gleich dem Supremum
iiber ganz R, was am Stichprobenmittel als Maximum-Likelihood-Schitzer i = X
angenommen wird, und die Likelihood-Quotientenstatistik (in den Beobachtungen
geschrieben) ist

T =exp (—%‘_2 znl ((Xl- -X)2 - (X; - ﬂ0)2)) = exp (%rz (/10 _Y)z) .
i=1

Eine einfache statistische Herleitung der zweiten Identitit ergibt sich, wenn man
1 ¢ 1 ¢
" Z(Xi = o) = (X = po)* + P Z(Xi -X)?
i=1 i=1

als Bias-Varianz-Zerlegung beziiglich der empirischen Verteilung der (X;) versteht.
Wir bemerken, dass T in |X — po| streng monoton wéchst und auf Randomisierung
verzichtet werden kann, sodass

Pa = :I]-(|Y - ﬂOl > O-n_l/qu—a//Z)

wegen X ~ N(uo, o2 /n) unter Hy ein Likelihood-Quotiententest zum Niveau « ist.
Man nennt ¢, zweiseitigen Gauf3-Test.
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1.4 Konfidenzmengen

In unserem Saskia-Beispiel [I.6] wird eine Umfrage unter Studierenden durchge-
fiihrt, die nur von einem Teil der Studierenden beantwortet wird. Die Antworten
aus der Stichprobe ergeben im Mittel einen Wert, von dem wir nicht wissen, ob er
der Durchschnittsantwort aller Studierenden (auch jener, die nicht an der Umfrage
teilgenommen haben) entspricht. Anhand dieser Stichprobe lésst sich jedoch ein In-
tervall angeben, das den wahren Mittelwert mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit
enthilt, und zwar egal, welcher wahre Mittelwert die Wahrscheinlichkeitsverteilung
bestimmt.

Statt wie in der Parameterschitzung einen einzelnen Wert zu bestimmen, der
moglichst in der Nidhe des wahren Parameters liegt, wollen wir also nun Bereiche
angeben, von denen wir mit einer gewissen Zuversicht (Konfidenz) sagen kdnnen,
dass der wahre Parameter in ihnen liegt. Daher werden diese Bereiche auch als
,,Konfidenzmengen‘ oder ,,Konfidenzbereiche* bezeichnet. In allen Wissenschaften
ist diese Quantifizierung der statistischen Unsicherheit (uncertainty quantification)
von grofler Bedeutung.

Definition 1.65 Sei (X, F, (Py)gco) ein statistisches Modell mit abgeleitetem Pa-
rameter p: ® — R?. Eine mengenwertige Abbildung

C: X - P(RY)

heiflt Konfidenzmenge zum Konfidenzniveau 1 — o (oder zum Irrtumsniveau «)
fiir @ € (0, 1), falls die Messbarkeitsbedingung {x € X : p(9) € C(x)} € F fiir alle
¥ € O erfiillt ist und

Py(p(9) € C) =Py({x e X : p(¥) e C(x)}) 21— firalled € ©®

gilt. Im Fall d = 1 und falls C(x) fiir jedes x € X ein Intervall ist, heiit C Konfi-
denzintervall.

Bemerkung 1.66 (Konfidenzmengen) Hier ist p() fixiert, wihrend C zufillig ist.
Konfidenzmengen sind also wie folgt zu interpretieren: Werden in m unabhéngigen
Experimenten fiir (verschiedene) Parameter Konfidenzmengen zum Niveau 1 — a =
0,95 konstruiert, dann liegt der unbekannte Parameter p(¢9) in 95% der Fille in
der jeweiligen Konfidenzmenge (fiir m hinreichend groB; starkes Gesetz der groB3en
Zahlen), unabhiéingig davon, welches ¥ € ® vorliegt. Man spricht aber nicht davon,
dass mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit p(#) in C(x) liegt, denn wir betrachten gar
kein Wahrscheinlichkeitsmaf auf ®.

Die Menge C = R¥ ist stets eine (triviale) Konfidenzmenge zu jedem beliebigen
Niveau, die uns aber keine Information iiber p(#) liefert. Je kleiner die Konfidenz-
menge ist, desto genauere Aussagen erhalten wir iiber den unbekannten Parameter.
Wir werden uns daher bemiihen, Konfidenzmengen moglichst klein zu konstruieren,
sodass das Konfidenzniveau gerade noch eingehalten wird.
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Wie kann von einer erhobenen Stichprobe ausgehend eine Konfidenzmenge kon-
struiert werden? Ein hédufig verwendetes Konstruktionsprinzip fiir die Konfidenzin-
tervalle ist die Verwendung eines Schétzers und seiner Verteilung, wie die nédchsten
Beispiele illustrieren.

Beispiel 1.67 (Konstruktion von Konfidenzintervallen — a) Wir wollen ein Konfiden-
zintervall fiir Saskias Umfrage zur Studierendenzufriedenheit konstruieren. In Bei-
spielhatten wir das statistische Modell ({0, 1}, P ({0, 1}"*), (Ber(p)®")pe(0,1))
betrachtet und als Schiitzer p,, wihlten wir das arithmetische Mittel der Stichprobe.
Unsere Grundidee zur Konstruktion des Konfidenzintervalls ist es, um den Schitzer
Pn ein symmetrisches Intervall

C, = [ﬁn —&n, ﬁn + Sn]

aufzuspannen, wobei wir &, noch niher bestimmen miissen. Damit C,, ein Konfi-
denzintervall zum Irrtumsniveau a € (0, 1) ist, fordern wir

n
Bp(p € Co) =Bp(In = pl < &) =By (| DX = p)| <) > 1 -0
i=1

Wegen 3., X; ~ Bin(n, p) konnen wir &, numerisch mithilfe der Quantile der Bino-
mialverteilung bestimmen. Alternativ dazu wird im Folgenden eine Normalapproxi-
mation verwendet, wobei das resultierende Konfidenzintervall dann nur asymptotisch
fiir groBBe n das Niveau 1 — « besitzt.

Es gilt fiir eine Zufallsvariable Z ~ N(0, 1)

Py(p € Cp) = PP(‘ZXi —np| < ns,,)

=Ip

| SiXi—npl __ ney )
Vnp(1=p)  ~np(1-p)

<2121 < )
n n
_q)(VP(l—p)gn)_(b(_\lp(l—p)en)
n !
_2d>( /p(l—_p)sn)—l—l—a,

wobei wir die Gleichheit mit 1 — a fordern, um das Konfidenzniveau voll auszu-
schopfen. Mit dem (1 — @//2)-Quantil g_,/> erhalten wir damit

_ [p(1-p)
En = TQI—Q/Z-

Da p unbekannt ist, ersetzen wir es durch den ungiinstigsten Fall p = 1/2, der
p(1 — p) maximiert. Wir erhalten so das Konfidenzintervall
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Cn = ﬁn - #ﬁql—d/29 ﬁn + #ﬁ‘]l—aﬂ .

Beispiel 1.68 (Konstruktion von Konfidenzintervallen — b) Selbst wenn die Vertei-
lung des Schitzers p,, nicht explizit bekannt ist, konnen Konfidenzintervalle kon-
struiert werden, sofern sich p,, um den wahren Wert p(:}) konzentriert. In diesem
Fall verwenden wir, dass die Wahrscheinlichkeit Py (|p,, — p(#)| > ¢€) klein wird,
wenn & groB wird. Wir wollen diese Idee im Modell aus Beispiel[I.67] verdeutlichen.
Fiir Cy, := (0n — &n, Pn + &) gilt wegen der Tschebyscheff-Ungleichung

Pp([’ € Cn) = Pp(lﬁn —P| < &)

= Pp(‘ Z X; — np‘ < ns,,)
i=1

_ Var(}; X;)

nlek

_ne-p) L

> 1

=1
n’el

Wir schitzen wieder p(1 — p) < 1/4 ab und erhalten ¢, = 1/ V4na. Damit erhal-
ten wir das (nicht asymptotische) Konfidenzintervall C,, = (ﬁn - 2‘/#"7, Pn + 2\/#”7)
Allerdings ist die Abschitzung mit der Tschebyscheff-Ungleichung sehr grob und
fiihrt daher zu einem sehr vorsichtigen bzw. konservativen Konfidenzintervall. Bei-
spielsweise erhalten wir fiir n = 50, = 0,05 und p = 0,5 das Konfidenzintervall
Cn = [0,361;0,639] aus Beispiel [1.67] und die gerade diskutierte Konstruktion lie-
fert C,, = [0,184;0,816]. Das Konfidenzintervall kann jedoch verkleinert werden,
wenn eine stirkere Konzentration von p,, um p(:9) genutzt werden kann.

Eine alternative Konstruktion von Konfidenzmengen bietet folgender Korrespon-
denzsatz:

Satz 1.69 (Korrespondenzsatz) Es sei (X, F, (Py)geco) ein statistisches Modell
und a € (0, 1). Dann gilt:

(i) Liegt fiir jedes ¥y € O ein Test g, der Hypothese Hy: ¢ = 9 zum Signifi-
kanzniveau « vor, so definiert C(x) := {0 € ® : @y,(x) = 0} fiir x € X eine
Konfidenzmenge zum Konfidenzniveau 1 — a.

(ii) Ist C eine Konfidenzmenge zum Niveau 1 — a, dann ist ¢9,(x) := 1 — L (x) (Fo)
ein Niveau-a-Test der Hypothese Hy: & = ty.

Es gibt also eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen Hypothesentests und Konfidenz-
mengen. Die Konfidenzmenge in (i) enthilt all jene 9y, fiir die der Test ¢y, die
Nullhypothese aufgrund der beobachteten Stichprobe x nicht verwirft.

Beweis Nach Konstruktion erhilt man in beiden Fillen

VIe®:VxeX:pyx) =0 < & eCx).
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Damit ist ¢ genau dann ein Test zum Niveau « fiir alle ¢}, wenn
I-a<Py(e=0)=Py({x: 9 € C(x)}),

und somit ist C eine Konfidenzmenge zum Niveau a. O

Bezeichnen wir den Annahmebereich der Tests ¢y mit A(:}), liefert uns der
Korrespondenzsatz folgende Methode:

Methode 1.70 (Konstruktion von Konfidenzmengen) Sei (X, F, (Py)sco) €in
statistisches Modell und @ € (0, 1). Wéhle zu jedem & € © ein A(F) € F mit
Py(A(¥)) 2 1 — @ und setze C(x) :={# € ®: x € A(I)} fiir x € X. Dann gilt

xeA(9) & 9elC(x),
woraus mit obigem Satz folgt
Ps({xeX:9eCx)})>21-a VIeO.

Man konnte zundchst meinen, dass durch diese Methode die Schwierigkeit der
Konstruktion lediglich von C(x) auf A(«9) verschoben wurde, aber dadurch haben
wir einen Vorteil erlangt: A() ist eine Teilmenge von X, die wir mit Py messen
konnen, und aus der Kenntnis von Py ergibt sich meist eine einfache Wahl eines
Ereignisses A(¢}) mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Beispiel 1.71 (Konstruktion von Konfidenzmengen) Wir wollen ein Konfidenzinter-
vall fiir die Geburtswahrscheinlichkeit von Midchen in Hamburg berechnen. In Bei-
spiel [[.48] hatten wir die Anzahl der Médchen unter n Geburten mit X ~ Bin(n, ¢)
modelliert, wobei 4 € ® := (0, 1) und der Stichprobenraum X = {0, 1, ..., n} ist.
Wir wihlen ein Niveau @ € (0,1). Die Annahmebereiche der in Beispiel
konstruierten Tests sind gegeben durch

A(W) ={x e X1 uag(?) <x<0,(9)}

mit u,(F) und 0, () aus (L.TI). Damit schneiden wir von der gesamten mogli-
chen Wahrscheinlichkeitsmasse an beiden Enden % ab, sodass in der Mitte 1 — «
iibrig bleibt (siche Abbildung[I.2). Da wir A(¢#) gewihlt haben, nutzen wir nun die

Beziehung
xeA() o JdeC(x) firallexe X, €0,

um die Konfidenzmenge C zu bestimmen. Die Leserin iiberpriife selbst, dass
ug: [0,11 — {0,1,...,n} monoton fallend und rechtsseitig stetig ist und
0q: [0,1] — {0,1,...,n} monoton wachsend und linksseitig stetig ist. Folglich
ist

C(x) := [inf{ € O : 04(9) = x},sup{t € O : uo(¥) = x}]
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ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — @. Es wird Clopper-Pearson-
Intervall genannt. Die Berechnung des Infimums und des Supremums ist eine nu-
merische Aufgabe.

Fir n = 21.126 Geburten im Jahr 2018, von denen 10.215 weiblich waren,
erhalten wir folgendes Konfidenzintervall zum Niveau 1 — @ = 0,95 fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Méddchen geboren wurde:

C = [0,4768; 0,4903]

Bemerkung 1.72 (Einseitige Konfidenzbereiche) Bisher haben wir nur zweiseitige
Konfidenzintervalle gesehen. Eine andere Variante sind einseitige Konfidenzinter-
valle. Das heif3t, dass nur eine Seite von den Beobachtungen abhéngt und die andere
fest ist. Im vorherigen Beispiel konnte man analog das Konfidenzintervall

C(x) = [0, sup{® € © : 1o (F) =x})), x€X,
konstruieren mit
Ug() :=max{k € X : Py(X < k) < a}.

Nach unten verliert diese Konstruktion des Konfidenzintervalls zwar an Aussage-
kraft, aber nach oben gewinnt es ebenjene, da die Obergrenze schirfer wird.

1.5 Aufgaben

1.1 Wir betrachten eine auf dem Intervall [a, b] gleichverteilte mathematische Stich-
probe X1, ..., X, fiir n € N und unbekannte Parameter —c0 < a < b < 0.

(a) Formalisieren Sie das statistische Modell.

(b) Bestimmen Sie Momentenschiétzer fiir a und b.

(¢) Bestimmen Sie die Maximum-Likelihood-Schétzer fiir a und b.

(d) Welches quadratische Risiko hat der Maximum-Likelihood-Schétzer?

1.2 Um die Gesamtanzahl N der insgesamt in Berlin registrierten Taxis zu schitzen,
notiert sich ein Tourist die Konzessionsnummern von n < N vorbeifahrenden
Taxis (Wiederholungen moglich). Er nimmt an, dass alle Taxis von 1 bis N
durchnummeriert sind und die beobachteten Taxinummern unabhéngig vonein-
ander und mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorbeifahren.

(a) Formalisieren Sie das statistische Modell.

(b) Berechnen Sie aus den notierten Nummern Xi,..., X, einen Maximum-
Likelihood-Schitzer N fiir N. Ist dieser erwartungstreu?

(c) Berechnen Sie approximativ fiir groBes N den relativen Erwartungswert
E[N]/N.
Hinweis: Fassen Sie einen geeigneten Ausdruck als Riemann-Summe auf.
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1.3 Sei Xi,..., X, eine mathematische Stichprobe reeller Zufallsvariablen mit der
Verteilung Py, ¢ € O. Fiir k£ > 0 betrachten wir die Funktion

-k, x< -k,
Yr: R—=> R, Yp(x)=1qx, |x| <k,
k, x> k.

(a) Beweisen Sie, dass ein i € R existiert, sodass E[(X; — hg)] = 0. Der
Huber-Schiitzer h; von hy ist definiert als Nullstelle der Funktion

R>h Zz//k(Xi—h).
i=1

Weisen Sie nach, dass auch Zk stets existiert.

(b) Zeigen Sie, dass hy fir k — 0 gegen einen Median von Py konvergiert.
Beweisen Sie im Fall E[|X|] < oo, dass Ay fiir k — co gegen den Mittelwert
von Py konvergiert.

(¢) Sei nun Py die Cauchy-Verteilung mit Parameter = (xp,y) € R X R, und
Lebesgue-Dichte

1 Y

—-——— x€eR.
7 (x —x0)2 +y?

fxo,y(x) =

Bestimmen Sie A in Abhingigkeit von 9 = (xg, y) fiir alle £ > 0.
(d) Simulieren Sie n = 200 unabhiéngige Zufallsvariablen mit den Randverteilun-

gen
(i) Lognormalverteilung log N(u, o) mit Parametern u = 1,0% = 1 sowie
2
u=1,0°=3.

(ii) Cauchy-Verteilung mit Parametern xgo =0,y = l undxo =0,y = 5.
Bestimmen Sie in allen vier Szenarien den theoretischen Median und den
Mittelwert. Berechnen Sie auBerdem hy fiir k € {%, %, 1,2,5,10,20,50}.
Stellen Sie Ihre Ergebnisse graphisch dar.

1.4 Sei (X,F,(Py)sco) mit ® = R ein von u dominiertes statistisches Modell
mit Dichten fxr-g = déﬁ und sei 7 eine a-priori-Verteilung auf (®, Fg) mit
Dichte fr beziiglich eines Males v. Nehmen Sie an, dass fx|r=.: X X ©® — R,
(F ® Fo)-messbar ist. Zeigen Sie:

(a) Unter quadratischem Verlust ist der Bayes-Schitzer gegeben durch den a-
posteriori-Erwartungswert.

(b) Unter absolutem Verlust ist der Bayes-Schitzer gegeben durch den a-posteriori-
Median.

(c) Unter 0-1-Verlust ist der Bayes-Schitzer gegeben durch den a-posteriori-
Modus (das heifit der Maximalstelle der a-posteriori-Verteilung).
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1.5 Es sei X ~ Bin(n, p) binomialverteilt mit n € N und p € [0, 1], und sei die a-
priori-Verteilung 7 fiir p auf [0, 1] gegeben durch eine Beta-Verteilung Beta(a, )
mit Parametern «, 8 > 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Gleichverteilung U([0, 1]) ein Spezialfall der Beta-
Verteilung ist.

(b) Beweisen Sie, dass die Beta-Verteilungen zur Binomialverteilung konjugiert
sind, das hei3t die a-posteriori-Verteilung ist wieder Beta-verteilt. Bestimmen
Sie die Parameter der a-posteriori-Beta-Verteilung.

(c) Folgern Sie, dass der Bayes-Schitzer unter quadratischem Verlust gegeben ist

durch
a+X

By = X
Pa a+b+n

Bestimmen Sie dessen mittleres quadratisches Risiko E,, [|Ea,l7 — p|?] in Ab-
hingigkeit von a, b und p.

(d) Wihlen Sie a*,b* > 0 so, dass maxpe[o,1] Ep[lﬁa,b — p|?] minimial ist.
Folgern Sie, dass p,- ,» minimax-Schitzer ist und der Maximum-Likelihood-
Schitzer p = X /n nicht minimax ist.

1.6 Die Vertriebsleiterin einer Getreidemiihle geht davon aus, dass ihre angebotenen
Mehlpackungen ein mittleres Fiillgewicht von 1000 g mit einer Standardabwei-
chung von 12,5 g haben. Sie mochte die Fiillmenge mit einem statistischen Test
iiberpriifen. Eine genauere Untersuchung an n = 40 Packungen zeigt, dass die
Fiillmenge im Durchschnitt 1004,32 g betrégt.

(a) Formalisieren Sie das statistische Modell und das Testproblem unter einer
Normalverteilungsannahme an die Packungsgewichte.

(b) Konstruieren Sie einen Test ¢ zum Niveau @ = 0,05 unter Verwendung des
Durchschnittsgewichts als Teststatistik. Verwirft dieser Test die Hypothese?

(c) Stellen Sie die Giitefunktion von ¢ mithilfe der Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung ®@: R — [0, 1] dar.

1.7 Am Hamburger U-Bahnhof Schlump treffen n € N Studierende ein und miissen
jeweils X; Minuten auf die Bahn warten, i = 1,...,n. Bezeichnet 9 > 0 die
erwartete Wartezeit, soll

Hy: 9 <99 gegen Hp: 9>

fiir ein Jy > O getestet werden. Hierzu wird die Teststatistik ¢, (X1,...,X,) =
Lic,o0) (X,,) mit kritischem Wert ¢ > 0 und X,, = % Y.imy Xi verwendet.
(a) Begriinden Sie, warum die Exponentialverteilungsannahme Xi, ..., X, .
Exp(A) mit Parameter A > 0 sinnvoll ist, und formulieren Sie das Testproblem
in Abhingigkeit von A.
(b) Bestimmen Sie die Verteilung von X,,. Hinweis: Exp(1) = I'(1, A).
(c) Berechnen Sie ¢ > 0 so, dass ¢, ein Test zum Niveau a € (0, 1) ist.
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(d) Notieren Sie sich die Zeit, die Sie heute auf dem Heimweg auf die U-Bahn
warten mussten.

1.8 Betrachten Sie ein statistisches Modell (X, ¥, (Pg)ge<o) und einen Test der Hy-
pothese Hy: ¢ € ®9 # 0 zum Niveau a € (0, 1) der Form ¢ = 17, mit Test-
statistik 7" und kritischen Werten ¢, @ € (0, 1). Falls supy g, P9 (T > co) < @
fiir alle @ € (0, 1), gilt fiir den p-Wert

Py(x) =inf {oz €[0,1]: T(x) > ca}.

1.9 Zeigen Sie, dass im statistischen Modell (X, ¥, (Pg)gec{0,1}) zu jedem a € (0, 1)
ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau « existiert.

1.10 Die mathematische Stichprobe X1, . .., X, sei gemiBs N(y, 0'2) verteilt mit unbe-
kanntem p € R und unbekanntem o > 0.

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer o2 fiir o2

(b) Konstruieren Sie einen Likelihood-Quotiententest fiir das Testproblem
Ho: o?=0] gegen Hy: 0 # 0]

fiir ein 0y > 0. Zeigen Sie, dass dieser Test fiir geeignete a,b > 0 von der

FormT =1-1(a < (’—i < b) ist.
90

=2
(c) Verwenden Sie, dass % unter der Hypothese )(z—verteilt ist, um @ und b so
zu wihlen, dass T ein Test zum Niveau a € (0, 1) ist.

1.11 Ein Experimentator macht n € N unabhingige normalverteilte Messungen mit
unbekanntem Erwartungswert ¢ € R. Die Varianz o> > 0 meint er zu kennen.

(a) Welches Konfidenzintervall C,, - fiir u wird er zu einem vorgegeben Irrtums-
niveau « € (0, 1) angeben?

(b) Welches Irrtumsniveau hat dieses Konfidenzintervall C,, 2, wenn die Varianz
in Wirklichkeit den Wert 5> > 0 annimmt?

(c) Simulieren Sie in 500 Durchgingen jeweils 20 unabhingige N(O, 1)-
verteilte Zufallsvariablen X1, ..., Xp9 bzw. N(0, 2)-verteilte Zufallsvariablen
Yi,..., Y. Bestimmen Sie in jeder Iteration C,; unter Verwendung von (X;)
bzw. (¥;). Fiir wie viele Realisierungen von (X;) bzw. (¥;) liegt 4 = 0in Cq 3

1L 111

fiir @ € {ﬁ, 36> 10° 4 5}. Bestimmen Sie jeweils das Verhiltnis zur Anzahl

der Simulationsdurchgénge 500.



Kapitel 2
Das lineare Modell

Mit der einfachen linearen Regression beginnend, werden wir in diesem Kapitel das
lineare Modell im Detail studieren. Dieses schlieft die multiple sowie die polynomia-
le Regression ein. Insbesondere befassen wir uns mit der verallgemeinerten Methode
der kleinsten Quadrate. Unter einer Normalverteilungsannahme an die Beobach-
tungsfehler konstruieren wir anschlieBend Hypothesentests und Konfidenzmengen
basierend auf t- und F-Statistiken. Als Spezialfall ergibt sich die Varianzanalyse.

2.1 Regression und kleinste Quadrate

Nachdem wir uns bisher mit einigen Grundbegriffen und Fragestellungen in der
Statistik befasst haben, wollen wir nun das lineare Modell studieren. Die beobachte-
ten Daten werden in dieser Modellklasse durch bekannte Einflussvariablen erklart,
wobei eine lineare Abhingigkeit von den unbekannten Parametern angenommen
wird. Lineare Modelle finden unzéhlige Anwendungen und sind mathematisch re-
lativ leicht zu analysieren. Insbesondere die Methode der kleinsten Quadrate, auf
die wir noch genauer eingehen werden, hat seit {iber 200 Jahren nicht an Bedeutung
verloren.

Regression bezeichnet die statistische Analyse des (nicht unbedingt linearen)
Zusammenhangs zwischen einer Zielgroffe Y (auch Regressand, Response-
Variable oder abhdingige Variable genannt) und einem Vektor von Kovariablen
X = (Xi,...,X;;) (oder auch Regressoren, erklirenden Variablen, unabhdngigen
Variablen). Die Kovariablen konnen zufillig oder deterministisch sein. Wir
sprechen in diesen Féllen von zufdlligem Design bzw. deterministischem Design. Im
Folgenden betrachten wir meist den letzteren Fall und schreiben der Klarheit halber
X = (x1,...,x,). Sind die Kovariablen zufillig, aber von den Beobachtungsfehlern
unabhiingig, so konnen wir auf X bedingen und die Resultate von deterministischem
Design auf zufilliges Design iibertragen.

Wir beginnen mit der einfachen linearen Regression:

47
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Okuns Gesetz, Deutschland Okuns Gesetz, 6 Griindungsstaaten der EU
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Abb. 2.1 Jihrliche prozentuale Verdnderung der Arbeitlosenquote und jéhrliches Wachstum des
Bruttoinlandprodukts zwischen 1992 und 2012 fiir Deutschland (/inks) beziehungsweise fiir die 6
Griindungsstaaten der EU (rechts) sowie jeweilige Regressionsgrade

Definition 2.1 Im Modell der einfachen linearen Regression werden
Yi=ax;+b+¢g;, i€{l,..,n},

fiir gegebene Kovariablen xq,...,x, € R beobachtet. Hierbei sind die Beobach-
tungsfehler €1, ..., &, zentrierte und unkorrelierte Zufallsvariablen (E[g;] = 0) mit
endlicher Varianz Var(g;) = o> > 0. Die Parameter a, b € R sind unbekannt und
bestimmen die Regressionsgerade y = ax + b.

Aufgrund der Beobachtungsfehler ¢; ist der Zusammenhang zwischen den Kova-
riablen x; und den Regressanden Y; nicht deterministisch. Stattdessen beobachten
wir eine zufillige Punktewolke um die Regressiongerade, die den linearen Zusam-
menhang moglichst gut beschreibt. Das Ziel ist die Schéitzung der Parameter ¢ und
b. Der Parameter o ist typischerweise nicht das Ziel der statistischen Inferenz und
somit ein Storparameter.

Beispiel 2.2 (Einfache lineare Regression, Okuns Gesetz) Y; bezeichnet das Wachs-
tum des Bruttoinlandsprodukts von Deutschland im Jahr i. Die Kovariable x; ist die
Veridnderung der Arbeitslosenquote im Vergleich zum Vorjahr. Unter Verwendung
der Daten von 1992 bis 2012 aus den World Development Indicators der Welt-
bank erhalten wir als Regressionsgrade y = —1,080x + 1,338. Betrachten wir alle
sechs Griindungsmitglieder der EU im gleichen Zeitraum, ergibt sich ganz @hn-
lich y = —1,075x + 1,819, siehe Abbildung Der lineare Zusammenhang beider
GrofBen ist als Okuns Gesetz bekannt.

Um die den Daten zugrunde liegenden Parameter a, b und damit die Regressionge-
rade zu schéitzen, werden wir die uns schon bekannte[Maximum-Likelihood-Methode]
anwenden. Dafiir nehmen wir an, dass &1, ..., &, unabhingig und N(0, 0'2)-Verteilt
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sind. Weil ax; + b fiir alle i deterministisch in R ist, gilt fiir die Beobachtungen in
der einfachen linearen Regression

Y; = ax; + b +&; ~ N(ax; + b, 5?).

Das statistische Modell ist somit durch

(R", B(R™), ( ® N(ax; + b, 0'2))
i=1

u,beR,0'>0)
gegeben. Es ergibt sich fiir y = (yy,...,y,) € R" die Likelihood-Funktion

(yi —ax; — b)z)

n
D) — 2N-1/2 _
L(a,b,o:y) = U(Zmr ) eXp( 252

i=1

= 2no?) ™ exp ( - % Z(yi —ax; — b)z).

Die Terme y; — ax; — b nennt man auch Residuen. Das Maximieren der Likelihood
iiber a, b ist also dquivalent zum Minimieren der Summe der quadrierten Resi-
duen (englisch: residual sum of squares, kurz: RSS). Auch wenn die Fehler nicht
normalverteilt sind, kann diese Methode gute Ergebnisse erzielen.

Methode 2.3 (Kleinste Quadrate) In der einfachen linearen Regression slnd die
Kleinste-Quadrate-Schitzer (englisch: least squares estimator, kurz: LSE) a, b durch
Minimierung der Summe der quadrierten Residuen gegeben:

n
(@,b) := argmin Z(Yi —ax; — b)*
(a.b)eR? j=]

Da die Kleinste-Quadrate-Schétzer nicht von o2 abhingen, sind sie auch im
Fall von unbekannter Fehlervarianz anwendbar. Zudem kann die Losung dieses
Minimierungsproblems explizit berechnet werden.

Lemma 2.4 In der einfachen linearen Regression mit unabhéngigen und N(0, 02)-
verteilten Fehlern ist der Maximum-Likelihood-Schéitzer gleich dem Kleinste-
Quadrate-Schitzer. Zudem gilt

Sy (i = %) (Vi =Y )

a= Z?:](xi _)_‘7n)2

mitY, := % i Yiundx, = % Yy xp, fallses i, j € {1,...,n} gibt mit x; # x;.

Beweis Es bleibt festzustellen, dass wir durch Differenzieren in @ und b folgende
Normalengleichungen erhalten:
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n

0= in(Yi —ax;—b) und 0= Z(Yi —ax; — b)
i=1

i=1
Man priift leicht nach, dass diese Gleichungen durch @ und b gelost werden, sofern
die Stichprobenvarianz der (x;) nicht null ist, das heift falls % iy (xi = )2 >0
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn es x;, x; mit x; # x; gibt. Offensichtlich liegt
bei (@, b) ein Minimum des streng konvexen Kleinste-Quadrate-Kriteriums vor. [J

Der Maximum-Likelihood-Ansatz liefert auch unter anderen Verteilungsannah-
men an die (g;) sinnvolle Schitzer, siche Aufgabe 2[I] Die Kleinste-Quadrate-
Methode ist jedoch aufgrund ihrer guten Eigenschaften mit Abstand die populrste.

Kurzbiografie (Carl Friedrich GauB}) Carl Friedrich Gaull wurde 1777 in Braun-
schweig geboren. Friih galt er als Wunderknabe, was ihm die Gonnerschaft des
Herzogs von Braunschweig einbrachte. Er unterstiitzte ihn vor allem finanziell, so-
dass er ab 1795 in Gottingen studieren konnte. Gau3 beschiftigte sich mit Philologie,
Mathematik, Physik und insbesondere mit Astronomie. An der Universitdt Helms-
tedt reichte er 1799 seine Doktorarbeit ein. Danach arbeitete er intensiv an seinem
einflussreichen Lehrbuch zu hoherer Arithmetik, der Disquisitiones Arithmeticae.
1801 gelang es ihm, den Zwergplaneten Ceres mithilfe seiner Methode der kleinsten
Quadrate wiederaufzufinden. Wenig spiter wurde er Universititsprofessor und Di-
rektor der Sternwarte in Gottingen. Zahlreiche Methoden und Ideen sind nach ihm
benannt, unter anderem das gausche Eliminationsverfahren zur Diagonalisierung
und Invertierung von Matrizen, die GauB3-Verteilung (trotz reichlicher Vorarbeit von
de Moivre, Laplace und Poisson) und die Methode der kleinsten Quadrate. 1855
starb Gauf} in Gottingen.

Auch wenn kein linearer Zusammenhang vorliegt, kann die lineare Regression zur
Untersuchung aller méglichen Zusammenhinge herangezogen werden: Der Abstand
zur nichsten Autobahn (Regressor) als Einfluss auf die Anzahl der néchtlich geschla-
fenen Stunden (Regressand), der Betrag des Geldes auf dem Konto (Regressor) als
Einfluss auf das Wohlbefinden (Regressand), die Anzahl der Sonnenstunden (Re-
gressor) als Einfluss auf den Vitamin-D-Gehalt im Korper (Regressand) etc. Dabei
muss man jedoch beachten, dass die Kalbrierung eines linearen Modells anhand von
Daten, die keinem linearen Zusammenhang folgen, zu einem moglicherweise gro3en
Modellfehler fithren und gegebenfalls falsche Schlussfolgerungen suggerieren, siche
Beispiel 2.9)sowie Aufgabe 23]

Bei der einfachen linearen Regression wird der Regressand durch eine Kovariable
erklirt. Allgemeiner kann man den Einfluss mehrerer Kovariablen untersuchen.

Definition 2.5 Bei k > 2 Kovariablen x; = (x1;,...,%,;)" € R", j =1,...,k,
und n Beobachtungen Y; erhalten wir das multiple lineare Regressionsmodell

k
Yi=fo+ ) Bixij+en i=l...m,
-

J
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wobei die Fehlerterme (&;);=1...., zentriert und unkorreliert sind mit 0 < Var(g;) =:
2

0“ < oo. In Vektorschreibweise erhalten wir die lineare Gleichung

Y=XB+¢
mit

Responsevektor Y=T,....Y,)" eR”,

Lxig o Xk
Designmatrix X :=|: [ e rmxGD
1 Xn,1 " Xnk
Fehlervektor g=(&1,...,&,)" €R",
Parametervektor S := (Bo,...,Bk)" € R

Bemerkung 2.6 Wechselwirkungen zwischen zwei Kovariablen x; und x; werden in
der Praxis oft durch Interaktionsterme x; x - x; ; in der Designmatrix modelliert.

Kategorielle Kovariablen konnen durch eine Menge von sogenannten Dummy-
Variablen, das heifit {0, 1}-wertigen Variablen, kodiert werden, um nicht implizit
eine (inadidquate) Metrisierung auf dem diskreten Wertebereich solcher Kovariablen
zu erzeugen. Eine kategorielle Kovariable mit £ moglichen Auspriagungen wird dabei
durch (£ - 1) viele {0, 1}-wertige Variablen représentiert. Die j-te Dummy-Variable
kodiert das Ereignis, dass die Kategorie (j + 1) bei der zugehtrigen Kovariablen
vorliegt. Sind alle (£ — 1) Indikatoren gleich null, so entspricht dies der (Referenz-)
Kategorie 1 der zugehorigen kategoriellen Kovariablen. Wir werden dieses Vorgehen
insbesondere bei der Varianzanalyse in Kapitel verwenden, wo die Faktoren
kategorielle Kovariablen sind.

Die Vektorschreibweise fiihrt uns auf die allgemeine Form des linearen Modells.
Dabei muss insbesondere die erste Spalte der Designmatrix nicht nur aus Einsen
bestehen. Zudem werden Korrelationen zwischen den Fehlertermen &; zugelassen.
Zunichst betrachten wir den klassischen Fall, in dem die Parameterdimension p
kleiner als die StichprobengroBe n ist. Fiir den Fall p > n werden wir in Kapitel [4.4]
eine Schitzmethode kennenlernen.

Definition 2.7 Ein lineares Modell mit n reellwertigen Beobachtungen Y =
(Y1,...,Y,)T und p-dimensionalem Parameter 8 € R”,p < n, besteht aus einer
reellen Matrix X € R™*? von vollem Rang p, der Designmatrix, und einem Zufalls-
vektor € = (&1,...,&,)7, den Fehler- oder StorgroBen, mit E[g;] = 0 und positiv
definiter Kovarianzmatrix £ := Cov(e) = (Cov(e;, €;))i,j=1,....n. Beobachtet wird
eine Realisierung von

.....

Y =XB+e.

Wir sprechen vom gewéhnlichen linearen Modell, falls = = o2E,, fiir ein Fehler-
niveau o > 0 gilt.
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Bemerkung 2.8 (symmetrisch, positiv-definit) Wir schreiben £ > 0, falls X ei-
ne symmetrische, positiv-definite Matrix ist. Dann ist ¥ = TDT' diagonali-
sierbar mit einer Diagonalmatrix D = diag(4y,...,4,), Eigenwerten A4; > 0,
i = 1,...,n, und einer Orthogonalmatrix 7. Wir setzen £~/ := TD '/2TT mit

D712 .= diag(/l[l/z, cee ,/l;l/z) und erhalten

(2_1/2)2 =" und |Z_1/2v|2 = (v, v).
Zusitzlich zur einfachen und multiplen Regression umfasst das lineare Modell wei-
tere wichtige Beispiele.
Beispiel 2.9 (Polynomiale Regression) Wir beobachten fiir ein p € N

-1 .
Yl-=a0+a1xi+a2xiz+---+ap,1xf’ +g;, i=1,...,n.
Die Regressionsfunktion ist damit keine Gerade mehr, sondern ein Polynom vom

Grad p—1. Die Koeffizienten des Polynoms bilden den unbekannten Parametervektor

B = (ag,...,a -1 )T. Es ergibt sich eine Designmatrix vom Vandermonde-Typ
1 x; x% xf_l
X = :
1 xpx2 e xb7!

Die Matrix hat vollen Rang, sofern p der Designpunkte (x;) verschieden sind, was
iiber die sogenannte Vandermonde-Determinante leicht nachzuweisen ist. Abbil-
dung [2.7] zeigt n = 100 Beobachtungen, die durch ein Regressionspolynom vom
Grad vier, dquidistante Designpunkte x; = (i — 1)/(n — 1) und i.i.d. Beobachtungs-
fehler £; ~ N(0;0,1) erzeugt wurden.

Beispiel 2.10 (Orthogonales Design) Beobachten wir (x;, Y;)i=1,.._n fiir reellwertige
Kovariablen x; € R und Regressanden Y;, konnen wir das Regressionsmodell in der
Form

Yizf(x,-)+8,-, i=1,...,l’l,

mit einer unbekannten Regressionsfunktion f schreiben. In der polynomiellen Re-
gression postulieren wir, dass f ein Polynom vom Grad p — 1 ist, und beschreiben
f als Linearkombination der ersten p Monome (x*~!);_; . Analog konnen an-
dere Basisfunktionen (¢ )x-1,...,p verwendet werden, um f(x) = Zf:l Brer(x) zu
modellieren. Im Hinblick auf das Beobachtungsschema ist es niitzlich, wenn die
(¢i)i=1,...,p ein Orthonormalsystem beziiglich des empirischen Skalarproduktes

(foghn = %gﬂxi)g(xi)

bilden. In diesem Fall besitzt die Designmatrix X = (¢;(x;))i=1,...n,j=1,...,
Eigenschaft X" X = nE,, weshalb wir von orthogonalem Design sprechen. Bei-
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Abb. 2.2 Beobachtungen (X;, Y;);i=1,...» aus einem polynomialen Regressionsmodell vom Grad
4 sowie die wahre Regressionsfunktion (schwarz) und geschitzte Regressionspolynome vom Grad
eins (griin, gestrichelt), zwei (griin, durchgezogen), drei (violett, gestrichelt), vier (violett, durch-
gezogen)

spielsweise konnen die Monome mittels Gram-Schmidt-Verfahren beziiglich (-, -);,
orthogonalisiert werden. Es sei bemerkt, dass fiir dquidistantes Design das empiri-
sche Skalarprodukt fiir n — oo gegen das L2-Skalarprodukt konvergiert, siehe hierzu

Beispiel F.13]

Ubertragen wir die Kleinste-Quadrate-Methode (siche Methode von der
einfachen linearen Regression auf den allgemeinen Fall, erhalten wir folgendes Ver-
fahren zur Schitzung des Parametervektors § im linearen Modell:

Methode 2.11 (Kleinste-Quadrate-Schitzer) Der  gewichtete  Kleinste-
Quadrate-Schiitzer 8 von S minimiert den gewichteten euklidischen Abstand
zwischen Beobachtungen und Modellvorhersage:

=2 - XB)IP = inf STV - Xb)P?

Im gewohnlichen Fall £ = o-2E,, ergibt sich der gewohnliche Kleinste-Quadrate-
Schitzer (englisch: ordinary least squares, kurz: OLS) 8 mit

Y - XB> = inf |Y — Xb|?,
| Bl blélRl" |

der unabhingig von der Kenntnis von o ist.

Bemerkung 2.12 (Gewichteter Kleinster-Quadrate-Schditzer) In der einfachen linea-
ren Regression hatten wir den Kleinste-Quadrate-Schitzer mit normalverteilten,
unabhiingigen und identisch verteilten Fehlern hergeleitet. Das allgemeine lineare
Modell konnen wir hierauf zuriickfiihren, indem wir die beobachteten Daten ent-
sprechend der Kovarianzmatrix = gewichten, genauer betrachten wir X~'/2Y . Fiir die
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Abb. 2.3 Geometrische Interpretation des Kleinste-Quadrate-Schitzers mit n = 3 und p =2

12

entsprechend gewichteten Fehler X~"/“¢ gilt ndmlich

Cov(z™2g) =712 Cov(e)(zVH)T =2 255712 = E,.

Aus X71/2¢ = £71/2(y — XB) folgt der Ansatz des gewichteten Kleinste-Quadrate-
Schitzers.

Beispiel 2.13 (Polynomiale Regression) Im Modell aus Beispiel 2.9] und Abbil-
dung[2.2) wenden wir nun die Kleinste-Quadrate-Methode zur Schitzung der unbe-
kannten Koeflizienten des zugrunde liegenden Regressionspolynoms an. Anhand der
Beobachtungen aus Abbildung [2.2]kalibrieren wir polynomiale Regressionsmodelle
der Grade 1, 2, 3 und 4. Da in den ersten drei Féllen das zur Schétzung verwendete
Modell nicht mit dem wahren Modell, das die Daten erzeugt hat, iibereinstimmt, wei-
sen diese Schitzungen einen Modellfehler auf. Dieser zeigt sich insbesondere fiir die
Grade eins und zwei in einer deutlichen Abweichung der geschitzten von der wahren
Regressionsfunktion. Andererseits scheint bereits ein Polynom vom Grad drei die
Daten gut zu beschreiben, da der zusitzliche vierte Grad kaum zu Anderungen fiihrt.

Wir betrachten das gewohnliche lineare Modell mit £ = E}, und einem zweidi-
mensionalen Parameter 8 € R?, das heiBt p = 2. Die Designmatrix X ist dann eine
(n x 2)-Matrix und wir beobachten einen Punkt ¥ € R". Der Kleinste-Quadrate-
Schitzer gibt nun den Wert b = E an, an dem der euklidische Abstand zwischen Y
und der Ebene Im X = {Xb : b € R?} minimal ist. Folglich ist X ,E die Orthogonal-
projektion von Y auf Im X, siehe Abbildung[2.3]

Diese geometrische Anschauung lisst sich auch ganz allgemein formulieren und
fiihrt zu einer expliziten Losung des Minimierungsproblems.

Lemma 2.14 (Kleinste-Quadrate-Schitzer) Es seien £ > 0 und X von vollem
Rang. Setze Xs = X7 '2X. Mit Ix, werde die Orthogonalprojektion von R" auf den
Bildraum Im(Xs) = {Xzb : b € RP} bezeichnet. Dann gilt

Iy, = Xs(XJ X5) ™' Xy
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und fiir den Kleinste-Quadrate-Schdtzer
B=X;' My, 2y = (xT27 ! x) X7y,

Insbesondere existiert der Kleinste-Quadrate-Schditzer, ist eindeutig und erwartungs-
treu, und es gilt Xsf8 = Mx, (Z71/%Y).

Beweis Da X > 0 symmetrisch ist, gilt ¥ = TDT " mit einer Diagonalmatrix D und
einer Orthogonalmatrix 7 (TTT = E,,). Die Symmetrie von X liefert dariiberhinaus

2= @HT und X{ = (V2T =XxT (=) T =xT 20 (20

Wir zeigen zuerst, dass Xy Xy = XTX7'X invertierbar ist: Fiir jedes v € R” mit
XTI Xv = 0 folgt aus (2.1)

0=v' X" 'xy=|2""2Xxv%

Da 2~'/2 vollen Rang hat, muss dann |Xv| = 0 gelten. Aus dem vollen Rang von
X folgt wiederum v = 0. Also besteht der Kern von XZT Xy nur aus dem Nullvektor,
und X{ X5 ist invertierbar.

Wir setzen nun Iy, := XZ(XETXZ)“XET und w = Ix, v fiir ein v € R". Dann
folgt w € Im(Xx) und im Fall v = Xsu durch Einsetzen w = IIx, Xsu = v, sodass
ITx, eine Projektion auf Im(Xy) ist. Zudem ist ILx, selbstadjungiert (symmetrisch)
wegen

(Xgx)™) = ((x"=')™) = ((xT='x)7)”!
S(xTEHX) T = (x0T = (X)L 22)
Somit ist ITx, sogar eine Orthogonalprojektion:
Vu e R",Yw € Im(Xx) : (u — Hx u, w) = (u,w) — (u, x,w) =0

Aus der Eigenschaft 8 = arg min,, [Z~1/2(Y — Xb)|? folgt, dass 3 die beste Ap-
proximation von X~!/2Y durch Xsb liefert. Diese ist durch die Orthogonalprojekti-
onseigenschaft

Mx, 2'/%Y = X358

bestimmt. Es folgt
Xy, 2712y = (X3 X5)B = (X4 Xz) ' X727y = B.
SchlieBlich folgt aus der Linearitit des Erwartungswerts und E[¢] = 0
E[B] = E[(X3 Xz) ' XT=" (XB+8)] = B+0 = B.
Damit ist E erwartungstreu. (|

Bemerkung 2.15
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« Im gewdhnlichen linearen Modell gilt 3 = (XTX)"'XTY, sodass der Kleinste-
Quadrate-Schitzer unabhiingig vom unbekannten Parameter o > 0 ist.
. X; = (XZT Xz)‘lX; heifit auch Moore-Penrose-(Pseudo-)Inverse von Xs. Die

Bezeichnung Pseudoinverse ist motiviert durch die Eigenschaften X;Xz =K,
und XZX;hm(XE) = Eplim(xy)- Insbesondere erhalten wir 3 = X;Z’I/ZY bzw. die
Vereinfachung B =X'Y im gewohnlichen linearen Modell.

Der folgende zentrale Satz der Regressionsanalyse zeigt, dass der Kleinste-
Quadrate-Schétzer optimal ist, wenn wir uns auf Schétzer beschrinken, die linear in
den Daten Y und erwartungstreu sind.

Satz 2.16 (GauBB-Markov) Im linearen Modell gilt:

(i) Der Parameter p = {B,v) fiir ein v € RP wird von p = (E,v) erwartungstreu
geschditzt, und p besitzt unter allen linearen erwartungstreuen Schdtzern die
. . _ 1.2
minimale Varianz Var(p) = |X2()§—Xz) V|-
(ii) Der Kleinste-Quadrate-Schdtzer 3 besitzt unter allen linearen erwartungstreuen
Schditzern von 8 minimale Kovarianzmatrix, namlich Cov(B) = (XZT Xs)7!, das

heif3t fiir alle linearen, erwartungstreuen Schdtzer ,E ist COV(E) - COV(,E) >0
eine positiv semi-definite Matrix.

Beweis (i) Die Linearitit ist klar und aus dem vorangegangenen Lemma folgt, dass
p erwartungstreu ist. Fiir die Varianz ergibt sich

Var(p) = E[(B - B,v)’]
=E[((XTZX)'XT= e, v)?|
=E[(e, 27 X(XTEX)"'v)?]
=y (XTzX) ' xTz ey ix (xTEx) "y
= | Xs(Xg Xz) v,

Sei nun p ein beliebiger linearer Schitzer von p. Dann gibt es ein w € R”", sodass
p = (Y, w) (Satz von Riesz). Dies impliziert, dass fiir alle 8 € R”

E[Y,w)] = p = E[Y,w)] =(XB,w) = (B,v) = (X"w-v,8) =0

und somit v = X"w = X =!/2w. Da Ilx, eine Projektion ist und £ = TDTT mit
Diagonalmatrix D und Orthogonalmatrix 7', erhalten wir mithilfe des Satzes von
Pythagoras

Var(p) = E[ (e, w)?] = E[wTeeTw]
=w'Zw = [2'2w]? = [Tx, (Z2w) P + |(E - TIg) (' 2w) .

Damit gilt

Var(p) > [lx, (2'2w)? = | Xe (X3 X2) ' X Tw]?
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= |Xz(X3 Xz)"'v]* = Var(p).

(ii) Sei B ein linearer, erwartungstreuer Schiitzer. Dann ist Cov (/3) —Cov(B) genau
dann eine positiv semi-definite Matrix, wenn

Vv € R? : vT (Cov(B) — Cov(B))v > 0.

Sei v € R”. Nach Annahme sind (v, ,E) und (v, E} lineare, erwartungstreue Schitzer
und aus (ii) folgt daher

0 < Cov({v, BY) = Cov({v, BY) = Cov(vTB) — Cov(vTB) = vT (Cov(B) — Cov(B))v.
Weiter gilt wegen (ii) fiir beliebiges v € R”
vT Cov(B)v = Cov({B, )
= Xz (X3 X5) v
(Xz (X3 X5) ™'y, Xs (X3 X5) ')
v (Xg X5) 7' XS X5 (X5 X5) 7!y
v (Xg Xs) My,

woraus Cov(f) = (X3 Xx)~! folgt. O

Kurzbiografie (Andrey Andreyevich Markov) Andrey Andreyevich Markov wur-
de 1856 in Rjasan, rund 200 km siidostlich von Moskau, geboren und wuchs in
St. Petersburg auf. Er studierte an der St. Petersburger Universitidt Mathematik und
Physik, wobei er unter anderem Vorlesungen von Tschebyscheff besuchte. Kurz nach
seiner Promotion wurde er Professor und in die russische Akademie der Wissen-
schaften gewihlt. Markov leistete wichtige Beitrige zur Stochastik und Analysis
und insbesondere zu stochastischen Prozessen, wobei etliche Resultate nach ihm
benannt wurden, beispielsweise die Markov-Eigenschaft, die Markov-Ungleichung,
der Markov-Prozess und der Satz von Gauf3-Markov. Markov starb 1922.

Da wir das Funktional p := p(8) := (v,8) mit p = p(,E) durch Einsetzen
von ,E schitzen, nennt man p plugin-Schétzer. Eine typische Anwendung sind
Vorhersagen. Aufgrund des Schitzers /; von B konnen wir fiir neue Kovariablen
V= (Xpsl, 1, s Xnal,p) | die zugehorige Beobachtung Y,,41 = v 8 + &,41 vorhersa-
gen, indem wir (v, E ) berechnen. Eine weitere wichtige Anwendung ist die Schétzung
einzelner Koeffizienten des Vektors .

Bemerkung 2.17 (BLUE, GLS)

1. Man sagt, dass der Schitzer p im Satz von GauB-Markov bester linearer erwar-
tungstreuer Schatzer (englisch: best linear unbiased estimator, kurz: BLUE) ist.
Eingeschréankt auf lineare, erwartungstreue Schitzer ist der Kleinste-Quadrate-
Schitzer damit minimax beziiglich quadratischem Verlust, siehe Definition [I.23]
Ob es einen besseren nichtlinearen Schiitzer geben kann, werden wir in Kapitel 3]
beantworten.
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2. Der Kleinste-Quadrate-Schitzer mit allgemeiner Kovarianzmatrix ~ wird im Eng-
lischen zur Abhebung vom gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schétzer (OLS) auch
verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schitzer (englisch: generalized least squa-
res, kurz: GLS) genannt und wurde erstmals von Alexander Aitken im Jahre 1934
beschrieben. Aitken hatte den Satz von Gauf3-Markov, der sich eigentlich nur mit
dem gewohnlichen Fall beschiftigte, auf das allgemeine Modell iibertragen.

3. WegenE[|Z|?] = 3y » E[Zl.z] = tr(E[ZZT]) fiir Zufallsvektoren Z € R” und
mit der Spur tr(-) einer Matrix ist der mittlere quadratische Fehler von E gegeben
durch E[|,E - B)?] = tr((XzT Xs)~!). Fiir ein gewohnliches lineares Modell mit
orthogonalem Design (Beispiel gilt XZT Xs=XT21X = %E p und daher

.....

. 2
EHﬁ—BF]=Zf: (2.3)

Die Abhingigkeit des Fehlers vom Stichprobenumfang n, der Parameterdimensi-
on p und dem Rauschniveau o ist hier besonders offenkundig.

Im Spezialfall des gewdhnlichen linearen Modells ist es von groem Interesse,
das Rauschniveau o> zu schitzen. Dieses ist der einzige unbekannte Wert in der
Fehlerformel und wird uns die Konstruktion von Tests und Konfidenzbereichen
ermoglichen.

Lemma 2.18 Im gewohnlichen linearen Modell mit o > 0 und Kleinste-Quadrate-
Schtzer B gilt X = lxY (mit Iy :=Ilx, ). R :=Y — X3 bezeichne den Vektor
der Residuen. Dann ist die Stichprobenvarianz

o _ IRP _|(Ey = T)YP
" n-p n—p

ein erwartungstreuer Schdtzer von o2

Beweis XE = IIxY folgt aus Lemma Einsetzen zeigt E[|Y — XE|2] =
E[|Y — IxY|?] = E[|(E, — IIx)&|?]. Mithilfe der Spur und Eigenschaften der
Orthogonalprojektion E,, — I1x vom Rang n — p berechnen wir

E[|(E,~Tx)el’] = w ((E,~TIx)E[ee |(E,~Tlx)) = 0 te(E,~TIx) = 0*(n—p),

was die Behauptung impliziert. (]

Eine alternative Normierung der Stichprobenvarianz ergibt sich aus dem Maxi-
mum-Likelihood-Ansatz im normalverteilten gewohnlichen linearen Modell. Dieser
liefert 77,, = |R|*/n als Schiitzer fiir o (siche Aufgabe 2@). In der Praxis wird
der erwartungstreue Schitzer 5> hiufig bevorzugt, wobei dieser jedoch eine groBere

. A2 .
Varianz als o, , aufweist.

Nachdem uns die Maximum-Likelihood-Methode auf den Kleinste-Quadrate-
Schitzer gefiihrt hat, soll nun der Bayes-Ansatz fiir das lineare Modell untersucht
werden.
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Satz 2.19 (Bayes-Schiitzer im linearen Modell) Im gewohnlichen linearen Modell
Y = XB+ & mit & ~ N(0,0E,,) und bekanntem o > 0 geniige § € RP der
a-priori-Verteilung

B ~N(m,o>M)

mit m € RP und symmetrischer, positiv definiter Matrix M € RP*P, Dann ist die a-
posteriori-Verteilung von B, gegeben eine realisierte Beobachtung y € R", wiederum
normalverteilt:

BIY =y ~N(uy,02%,) mit £y = (X X+M")", 4y =S, (XTy+M 'm)
Insbesondere ist der Bayes-Schdtzer beziiglich quadratischem Verlust gegeben durch
Boages = (X X + M) (XTY + M m).

Beweis Fiir die a-posteriori-Dichte an der Stelle t € R? gilt
FPY= @) o I () f(0)
 exp ( - riz(y —X)T(y - Xt)) exp ( - #(r —m) M (1 - m))
 exp (%tTXTy - #:TXT)Q - ﬁtTM_lt + %tTM_lm)
= exp (%l‘T (XTy + M_lm) - #IT (XTX + M_l) t)

—.y-1
=3

1 —1 -1 1 -1
= exp (;tTEy Zy(XTy+ M 'm) —EITZy t)
—_—,———
=iy

o exp (- #(fﬁ;lt = 20755y + iy 5 )
1 .
= exp (= 5 (= )55 0 = )

Daher ist 3, gegeben Y = y, normalverteilt mit der Kovarianzmatrix X, und dem
Erwartungswert y. Korollar[I.31]liefert den Rest der Behauptung. O

Bemerkung 2.20 (Mehrstufiges Bayes-Modell) Indem wir den Parameter o mit ei-
ner a-priori-Verteilung versehen und S gemdl einer von o abhédngigen a-priori-
Verteilung wihlen, erhalten wir ein mehrstufiges Bayes-Modell. Da besonders kon-
jugierte Verteilungsklassen von Interesse sind, wird hierzu oft die inverse Gamma-
verteilung verwendet: Ist Z ~ I'(a, b), so ist 1/Z ~ 1G(a, b) invers gammaverteilt
mit Parametern a, b > 0 und Lebesgue-Dichte

bu

Sap(x) = mx_(a_l)e_b/x]l(o,m) (x), xeR.
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Skalieren wir die Varianz des normalverteilten 8 mit o2, erhalten wir das Bayes-
Modell

Y|B,0% ~N(XB,0°E), Blo? ~N(m,o>M), o> ~1G(a,b).

Die gemeinsame Verteilung von (8, 02) ~ NIG(m, M, a, b) wird normal-inverse
Gammaverteilung genannt und besitzt die Dichte

C 1
180 = o9 (= 3 (B=m) M7 (B=m)+25)) i
ba

C= , ERP, 02> 0.
CorPMiPr@ PR

In diesem Modell ist die a-posteriori-Verteilung von -2, gegeben 8 und Y, gegeben

durch o2|B,Y ~1G(a’,b’) mita’ =a + % + & und

b =b+ %(Y - XB)T(Y - XB) + %(/3 -m)"M' (B - m).
Die a-posteriori-Verteilung von (B3, 0-2), gegeben Y, ist (B, 02)|Y ~ NIG(m, M, @, b)
mit den Parametern
M=X"X+M"Y", m=MM'm+XTy),
b=b+ %(YTY M = T8,
siehe |[Fahrmeir et al.| (2009, Kapitel 3.5).

In einem Spezialfall von Satz [2.19 erhalten wir eine weitere Darstellung des
Bayes-Schiitzers.

Korollar 2.21 Unter den Voraussetzungen von Satzmit m=0und M = 2"'E,
fiir ein A > 0 gilt fiir den Bayes-Schdtzer unter quadratischem Verlust

Boayes = argmin (I = XpP + AIB2).
P ERP

Beweis Tm Spezialfallm =0und M = 17'E p folgt aus Satz
Bbayes = (XTX +AE,) ' X7y,
Andererseits gilt
arg min ((YT -BTXNH(Y -XB)+ /l,BT,B)
B

— arg min ( _YTXB+BT(XTX + /lEp)ﬁ).
5
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Null setzen des Differenzials der Funktion 8 — —2YTXB+8" (X" X +AE ) liefert
0 =-2Y"X+2B8"(X"X + AE,), sodass aus der Positivitit und Symmetrie von
XTX + AE,, die Behauptung folgt. O

Der Bayes-Ansatz fiihrt uns also zu einer neuen Schitzmethode im linearen
Modell:

Methode 2.22 (Ridge-Regression) Im linearen Modell Y = X3 + ¢ ist der Ridge-
Regressionsschiitzer oder Shrinkage-Schiitzer mit Penalisierung 4 > 0 definiert
als

Bridge = argmin (|Y — XAI* + A|I%).
BERP

Der Strafterm A|8|? fiihrt zu Losungen des Minimierungsproblems, die kleine Pa-
rametervektoren 8 bevorzugen, und daher zur Bezeichnung shrinkage (,,Schrump-
fung®) fiihrt. Diesen Effekt sieht man auch direkt am Bayes-Ansatz in Satz [2.19]
da dort eine a-priori-Verteilung verwendet wird, die um S = 0 zentriert ist. Um
die Bezeichnung ridge zu verstehen, erinnern wir uns daran, dass die urspriingliche
Motivation des Kleinste-Quadrate-Schitzers das Maximum-Likelihood-Prinzip war.
Fiihren nun mehrere Parameterwahlen 8 zu vergleichbar groflen Likelihoods, dhnelt
die Kontur der Likelihood-Funktion einem Bergkamm (englisch: ridge). Das Finden
des Maximums oder dquivalent des Minimums der quadrierten Residuen (in einem
langen Tal) ist numerisch schwierig. Wenn wir durch Hinzufiigen des strikt konvexen
Strafterms das Tal an den Seiten anheben, entsteht ein leichter zu findendes globales
Minimum.

Abbildung @] illustriert diesen Sachverhalt, wobei wir fiir die Simulation fol-
gendes Modell benutzt haben: X € R!®2 X, = 1, X;, ~ U([0,1]) fiir alle
i,j=1,..,10,8=(2,1/2)T, & ~N(0,1/10) mit X =0,1- Ejpund 2 = 15.

Den Einfluss des Strafterms wollen wir im Spezialfall von orthogonalem Design,
das heiBt fiir XT X = nE p und p < n, genauer untersuchen, siehe auch Aufgabe 2@
zum Vergleich zwischen Ridge-Regressionsschitzer und dem Kleinste-Quadrate-
Schitzer.

Lemma 2.23 Im gewohnlichen linearen Modell Y = X +& mits ~ N(0, 02E,,), o >
0 und X™X = nE), gilt fiir die Ridge-Regressionsschiitzer mit Penalisierungspara-
meter A > 0

_ 1B L op
E[|Bridge — BI*] = A+n/22 A+ 22 n

Beweis Aus Korollar erhalten wir Brigee = (X7 X + A2E,,) 1 (XTY), sodass

Bridee —B=(X"X+2E,)'XTXB- B+ (XX +2E,)'X s
=—(X"X+2E) "B+ (XX +2%E,) ' X e

Aus der Bias-Varianz-Zerlegung, E[|Z|?] = tr(E[ZZT]) fiir beliebige Zufallsvekto-
ren Z € R” und dem Einsetzen von X' X = nE,, folgt
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Abb. 2.4 Quadrierte Residuen in Abhingigkeit von 8 = (81, 82)T € R? ohne Strafterm (oben)
und mit £2-Strafterm (unten)

H|(XTX+22E,) B[ + 0w (XX
+2E,) I XTX(XTX + A’Ep)7Y)

_ 18P N a’pn

(140222 (n+22)?

E[|Bridge — BI*]

Damit ergibt sich die behauptete Darstellung des mittleren quadratischen Fehlers
von ﬁridge~ O

Im Vergleich zum mittleren quadratischen Fehler E[| ,E - B’ = o?p/n des
Kleinste-Quadrate-Schitzers E wird die Varianz des Ridge-Regressionsschitzers auf
Kosten eines zusitzlichen Bias verringert. Da der Bias proportional zu |8|> wichst, ist
der Shrinkageansatz insbesondere sinnvoll, wenn || klein ist. Die richtige Wahl des
Penalisierungsparameters A ist hierbei allerdings entscheidend. Eine optimale Wahl
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von A hidngt vom unbekannten Vektor 5 ab und ist dem Statistiker nicht zuginglich
(Aufgabe 2[9).

Der Ridge-Regressionschiitzer liefert bei kleinen |3|%> auch noch gute Schitzer-
gebnisse, wenn die Parameterdimension nicht viel kleiner als die Anzahl der Beob-
achtungen ist: Die in der Dimension linear wachsende Varianz o?p des Kleinste-
Quadrate-Schitzers wird durch den Penalisierungsparameter reduziert.

Die Ridge-Regression wird insbesondere bei schlecht konditionierter Designma-
trix X, also wenn das Verhiltnis von groftem zu kleinstem Eigenwert von X7 X
grof} ist, verwendet. Dann ist einerseits die Losung des Minimierungsproblems
Bridgee = (XTX + 22E,)"'XTY numerisch stabiler, da die Matrix XTX + A°E,
besser konditioniert ist. Andererseits kann man analog zum Lemma beweisen, dass
die Varianz des Schitzers insbesondere in Richtung der Eigenvektoren zu den klei-
nen Eigenwerten von X7 X stark reduziert wird. Der Strafterm fiihrt also zu einer
numerischen wie statistischen Regularisierung.

Mochte man 8 in einem hochdimensionalen linearen Modell schétzen, also im
Fall p > n, ist auch der Ridge-Regressionsschitzer nicht mehr zielfithrend. Man
kann aber den £2-Strafterm durch einen £'-Strafterm ersetzen, was typischerweise zu
sparlich besetzten (englisch: sparse) Losungen des Minimierungsproblems fiihrt und
auch bei sehr groen Parameterdimensionen p gut funktioniert. Die resultierende
Schitzmethode ist der sogenannte Lasso-Schitzer, den wir in Kapitel .4] studieren
werden.

Bevor wir uns im niachsten Abschnitt mit statistischer Inferenz, also der Konstruk-
tion von Tests und Konfidenzintervallen, im linearen Modell beschiftigen, wollen
wir auf den Fall von zufdlligem Design eingehen.

Das lineare Modell liest sich dann als

Yi:Xl.Tﬂ+8i, i=1,...,n,

wobei der Kovariablenvektor X; € R” fiir den Regressanden Y; zufillig ist. Wir
beobachten also die Paare (X;,Y;);=1,... » und nehmen vereinfachend an, dass diese
Zufallsvektoren unabhingig und gleichverteilt sind und X; unabhingig von &; ist.
In der Notation Y = X + & aus Definition enthdlt X; = (X;1,...,X;p)" die
Eintrdge der iten Zeile der Designmatrix X. (Damit ist die doppelte Verwendung
des Buchstaben X konsistent, auch wenn sie zunichst etwas verwirrend erscheinen
mag.) Die Kovarianzmatrix der Beobachtungsfehler ist unter der i.i.d.-Annahme eine
Diagonalmatrix X = 02 E,,.

Aufgrund der Unabhingigkeit von X; und ¢; kdnnen wir durch Bedingen auf
Xi,..., X, unsere vorherigen Resultate {ibertragen. Andererseits ermdglicht die
ii.d.-Annahme eine recht einfache Analyse des Kleinste-Quadrate-Schétzers bei
groBien Stichprobenumfingen. Nach Lemma [2.14]ist der Schétzer durch

> Lo+ 0\
,8:(—X X) 2XTy
n n

gegeben, wobei
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1 1
“XTX=-) Xx'
n n l:Zl l l

gerade die Kovarianzmatrix von (X;);=1,...., schitzt, sofern diese zentriert sind:

.....

Definition 2.24 Es seien X, . . ., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvek-
toren im R” mit E[X;] = 0 und E[|X;|?] < co. Dann heifien

1 n
Y, =~ ZXiXiT und Ty = E[X;X]] = Cov(X))
n
i1

empirische Kovarianzmatrix bzw. Design-Kovarianzmatrix.

Es sei daran erinnert, dass der Erwartungswert eines Vektors bzw. einer Matrix
eintrigeweise berechnet wird. Falls X; nicht zentriert ist, ist Xx nicht mehr die
Kovarianzmatrix des Designs und man miisste eigentlich von der Matrix der zweiten
Momente sprechen, was aber nicht gingig ist.

In Ubung 2 sehen wir, dass bei einer Normalverteilung die empirische Ko-
varianzmatrix X, als Schitzung der Design-Kovarianzmatrix Xx einen Fehler in
Frobeniusnorm E[||Z, — Zx||3]'/* der Ordnung pn~'/? im Stichprobenumfang n
und in der Dimension p aufweist. Das Gesetz der groflen Zahlen impliziert (ein-
tragsweise)

%, "5y fus.
Man vergleiche hierzu auch die Konvergenz der empirischen Kovarianzmatrix unter
deterministischem dquidistanten Design in Beispiel 4.13] Wenden wir noch einmal
das Gesetz der groBen Zahlen sowie E[g;] = 0 und die Unabhéngigkeit von X; und
g; an, erhalten wir andererseits f.s.

vy - (1Zn:X Y lznlx- Y)T
n = ni:l i1 la--wni:l i,pli

"I EX Y]
= E[XiX|B] +E[Xi&1]
= E[X;X]]8+E[X]E[ei]

= Zxp.

Ist Zx invertierbar, folgt mit dem Continuous-Mapping-Theorem die fast sichere
Konsistenz von f:

“~Nn—00
B — B f.s.
Ahnlich kann man die asymptotische Normalitit von E zeigen, siche Aufgabe
Insbesondere unter zufélligem Design ist der Vorhersagefehler einer neuen unab-
hiangigen Beobachtung (X,,+1, Yy+1), die wie (X1, Y7) verteilt ist, von Interesse. Wir
betrachten hierbei den Erwartungswert nur beziiglich (X,+1, Yn+1):

E X0, Vo) [Yns1 = Xnt1B1%] = Ex,p., [[Xns1 (B — B)*] + E[£2,,]
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n ) 2
=(B-B)"Ex(B-P)+0o

Wiihrend das 0% unvermeidbar durch den Beobachtungsfehler der neuen Beobach-
tung Y41 verursacht wird, gewichten wir den Schitzfehler ,E — [ entsprechend der
Verteilung der Kovariablen. Man beachte, dass dieser Term strukturell auch bei de-
terministischem Design durch Betrachten von %EHX E -XB%] = (,E -8, (,E -B)
auftaucht.

2.2 Inferenz unter Normalverteilungsannahme

Statistische Inferenz umfasst die Konstruktion von Tests und Konfidenzintervallen.
Im Gegensatz zur Schitztheorie aus dem letzten Abschnitt, bendtigen wir hier ei-
ne explizite Annahme an die Verteilung des Fehlervektors & im linearen Modell.
Im Folgenden werden wir stets das gewoOhnliche lineare Modell unter der Nor-
malverteilungsannahme (g;) ~ N(0, 0?E,,) betrachten, da die Abweichungen der
(Mess-)Werte vieler natur-, wirtschafts- und ingenieurswissenschaftlicher Vorgéinge
durch die Normalverteilung in guter Niherung beschrieben werden kénnen.

Istdie Fehlervarianz o-2 bekannt, lassen sich unter der Normalverteilungsannahme
leicht Konfidenzintervalle konstruieren:

Beispiel 2.25 Sind die Messfehler (g;) ~ N(0, 02E,,) gemeinsam normalverteilt und
p = (v,B) fiirv e R¥, so gilt

B~NB,o*(XTX)™) und p=(B)~N(p,c(XTX) "v).

Ist o > 0 bekannt, so ist ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir p gegeben

durch
[P = q1-apo VW (XTX)" v, p+ q1_apoVvT (XTX)" 1],

mit dem (1 — @/2)-Quantil g;_,/2 der Standardnormalverteilung. Beachte, dass
dieses Konfidenzintervall iiber den Korrespondenzsatz[1.69]dem zweiseitigen Gauf-
Test aus Beispiel entspricht. Insbesondere ergibt sich fiir « = 0,05 der Wert
qo,975 = 1,96, der in Anwendungen héufig auftaucht.

Die Annahme in diesem Beispiel, dass o~ bekannt sei, ist in den wenigstens Fal-
len erfiillt. Bei unbekanntem Rauschniveau konnen wir o= durch den Schitzer o
ersetzen. Ist o konsistent, dann folgt aus Slutzkys Lemma, dass das resultierende
Konfidenzintervall beziehungsweise der entsprechende Test das vorgegebene Niveau
zumindest asymptotisch erreicht. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass man
sogar die Verteilung der normalisierten Statistiken explizit bestimmen und so Konfi-
denzbereiche und Tests konstruieren kann, die auch fiir endliche Stichprobengréfen
ein gegebenes Niveau genau erreichen.

Folgende Verteilungen sind essentiell fiir die angestrebte Inferenz und bilden die
Grundlage fiir die vielfach genutzten ¢- und F-Tests.



66 2 Das lineare Modell

Definition 2.26 Die t-Verteilung t(n) (oder Student-t-Verteilung) mit n € N Frei-
heitsgraden auf (R, B(R)) ist gegeben durch die Lebesgue-Dichte

, x€eR

N ¥2\—(n+1)/2
t(x) = 2 )

FEvm

Dabei bezeichnet I'(p) = fow tP~1e~"dt die Gammafunktion.

n

Definition 2.27 Die F-Verteilung F(m, n) (oder Fisher-Verteilung) mit (2, n) € N?
Freiheitsgraden auf (R, B8(R)) ist gegeben durch die Lebesgue-Dichte

mm/Znn/Z xm/Z—l

fm,n(-x) = B(%, %) (mx+n)(m+n)/2 ]]‘R+(x)’

x €R.

I'(p)r(q)
L(p+4q)
Lemma 2.28 Esseien Xy, ..., X, Y1, . .., Y, unabhdngige N(0, 1)-verteilte Zufalls-
variablen. Dann gilt

Dabei bezeichnet B(p, q) = die Betafunktion.

X, Lym 2
T, = —————~t(n) und Fp,:= % ~ F(m,n).
\[% ;'lzlez n &j=1 Yj
Beweis Es gilt T? = F;,, sodass mittels Dichtetransformation f Tl(x) =

fFn(x?)2x, x > 0, gilt. Da T,, symmetrisch (wie —T;,) verteilt ist, folgt £ (x)
fFin(x?)|x], x € R, und Einsetzen zeigt die Behauptung fiir 7, sofern Fy ,, F(1,n)-
verteilt ist.

Um die Behauptung fiir F,, , nachzuweisen, benutzen wir, dass X := :’;1 Xl2
bzw.Y := Yi_, Y7 gemiB x (m) bzw. x* (n) verteilt sind. Wegen der Unabhéingigkeit
von X und Y und des Satzes von Fubini gilt fiir z > 0 (setze w = x/y)

P(X/Y <2) = /0 /0 L jyeer FX 0 fY () dxdy

:/oz (/omfx(wy)fy (y)ydy ) dw.

Setzen wir die y2-Dichten ein und substituieren w = (z + 1)y und ¢ = w/2, ergibt
sich die Dichte von X /Y:

X (2) =/O @) (y)ydy
2—(m+n)/2 /m
_ m/2-1.n/2 ,~(zy+y)/2
=Y TTEN=YATEY z e d
T Jo (zy) y y

27(m+n)/2

T3 /0 (w1 (2 1) R (2 1)
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04

0,3

0,1

0,0

I I I I I
4 2 0 2 4

Abb. 2.5 Fiir n — oo konvergiert die Dichte der t(n)-Verteilung (griin) gegen jene der Standard-
normalverteilung (violett). Gepunktet entspricht t(1), gestrichelt t(5) und durchgezogen t(10).

_Zm/2—1 (Z + 1)—(m+n)/2

r(5)r)
_Zm/2—1 (Z + 1)—(m+n)/2

r(3r)

— F(me) Zm/2—l(z+ 1)—(m+n)/2 z> 0.
r(Hri) - ’

./‘00 2—((m+n)/2—l)2—1w(m+n)/2—1e—w/2dw
0

./‘00 t((m+n)/2—l)etdt
0

Dichtetransformation ergibt damit fiir F,,, = 2% die Dichte 2 fX/¥(Zy) =
Jm,n(x). U

Bemerkung 2.29 (t- und F-Verteilung) Die t-Verteilung ist symmetrisch zur Symme-
trieachse x = 0 und glockenférmig. Die Dichte fillt jedoch nur polynomiell statt
exponentiell schnell ab. Insbesondere besitzt die t(n)-Verteilung fiir jedes n € N
nur Momente bis zur Ordnung p < n. Man spricht von heavy tails, was man mit
,.schweren Flanken“ iibersetzen konnte. Fiir n = 1 ist die t(n)-Verteilung gerade die
Cauchy-Verteilung, und fiir n — oo konvergiert sie schwach gegen die Standard-
normalverteilung, was man leicht aus dem letzten Lemma folgern kann, siehe auch
Abbildung Die F-Verteilung hat ebenfalls heavy tails. Es gilt F; , = T>. Fiir
n — oo konvergiert mF,, , gegen die y?(m)-Verteilung.

Folgendes Hilfsresultat zur Verteilung von quadratischen Formen wird uns auch
bei der Konstruktion von Tests und Konfidenzbindern im linearen Modell helfen:

Lemma 2.30 Sei Z ~ N(0, E,,) und sei R € R™" eine Orthogonalprojektion vom
Rang rank(R) = r < n. Dann gilt

(i) ZTRZ ~ x*(r),
(ii) ZT RZ ist unabhiingig von BZ fiir jede Matrix B € RP™" mit BR = 0,
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(iii) fiir jede weitere Orthogonalprojektion S € R™" mit rank(S) = s < nund RS =0
sind ZVRZ und Z" SZ unabhdingig, und es gilt

sZ"RZ
IVARYA

~ F(r,s).

Beweis (i) Als Orthogonalprojektion ist R symmetrisch und idempotent (R = RT
und R? = R). Daher existiert eine Orthogonalmatrix 7' mit

. E. 0
R=TD,T und D, = .
00

Da T orthogonal ist und Z standardnormalverteilt, folgt W := TTZ ~ N(0, E,).
Wegen

Z'"RZ=Z"(TD, T"YZ=(T"2)"D,(T"Z)=W'D,W = Z w?

i=1

ist ZTRZ x*(r)-verteilt.
(ii) Wir setzen Y := BZ ~ N(0, B"B) und V := RZ ~ N(0, R). Dann gilt

Cov(Y,V) = BCov(Z)R" = BR = 0.

Weiter haben wir ZTRZ = ZTR?’Z = (RZ)"(RZ) = V'V. Da (¥,V) als Linear-
transformation von Z gemeinsam normalverteilt ist, folgt aus der Unkorreliertheit
bereits die Unabhingigkeit von ¥ und V und somit auch die von ¥ = BZ und
VTV =ZTRZ.

(iii) Genau wie in (ii) folgt die Unabhingigkeit von Y := SZ und V := RZ und
somit auch die Unabhingigkeit von Y'Y = ZTSZ und V'V = ZTRZ. Zusammen
mit (i) und dem vorangegangenen Lemma folgt die Behauptung. t

Als Folgerung erhalten wir Tests und Konfidenzbereiche fiir die Schitzung von 8
und linearen Funktionalen im gewohnlichen linearen Modell unter der Normalver-
teilungsannahme:

Satz 2.31 (F-Test) Betrachte im gewohnlichen linearen Modell unter der Normal-
verteilungsannahme & ~ N(0,0%E,) mit unbekanntem o > 0 das Testproblem
Hy: B =po,0 >0gegen Hy: B # By, > 0. Dann ist der zweiseitige F-Test (auch
Fisher-Test)

+IX(B-Bo)l?

Pa = ]l(FP,n—p(Y) > qF(p,l’pr);lftl) mit Fp,n—p = 52

b}

2

dem Kleinste-Quadrate-Schditzer E der empirischen Stichprobenvarianz o
# |Y — XB|? und dem (1 — a)-Quantil qF(p,n-p):1-a der F(p, n— p)-Verteilung ein
Likelihood-Quotiententest zum Niveau a € (0, 1).
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Beweis Da der Kleinste-Quadrate-Schiitzer gerade der Maximum-Likelihood-
Schitzer unter Normalverteilung ist, konnen wir die Likelihood fiir alle o> > 0
iiber

sup  L(c% ) = L(c%,p)
BERP\{Bo}

maximieren. Wir erhalten fiir den Likelihood-Quotienten (Methode [T.62))

_ Supg259 L(B: 0'2) _ Sup ;250 o™ exXp _ﬁ|Y—Xﬁ|2)

B sup 2.0 L(Bo, 02) B SUP 250 0" exp(—#lY - XBol?)

Wegen

d n 1 -~ n 1 —~
—(-=logo?-—|Y -X 2) =———+ —|Y - XB%,
do—z( 21080 = 5 a W = XBl) =~ 5+ g alt — XAl

wird das Supremum im Zihler von T bei G&LE L= rll Y -X E | angenommen. Analog
wird das Supremum im Nenner von 7" bei E-I\Z/ILE 0= %|Y — XpBo|* angenommen.
Nutzen wir noch X ,E = [IxY und die Orthogonalitit (E, — I1x)IIx = 0, so erhalten
wir

=- 2
T_%ﬂEI_VY—X&ﬁ)”
a-l\‘,['ﬁE’o |Y —TIxY|?

1

:(KEn—ru)Yv+|nxo’—XﬁmP)”2

—~ n/2
+mw—mw)
Y - TxY|?

(n—p)o?

mit der empirischen Stichprobenvarianz 5% = |Y —IIxY|?>/(n — p). Durch monotone
Transformation hat also ein Likelihood-Quotiententest die Form

LIX(B-Bo)*
‘pu:]]- T>Ca >

wobei wir wegen der stetigen Verteilung auf die Randomisierung verzichten konnen.
Da Ilx und E, — IIx als Projektionen auf Im(X) bzw. (Im(X))* symmetrische,
idempotente Matrizen mit Rang p bzw. (n — p) sind und (E,, — IIx)IIx = 0 gilt,
folgt aus Lemma [2.30] unter Hy:

%|X(E_ Bo)I? _(n—-p) &Tlxe
o2 T p &T(E,-Tx)e

~ F(p’ n-— P) .
Man beachte, dass sich der wahre Wert von ¢-2 im Bruch herauskiirzt. Wihlen wir
also Co = GF(p,n—p);1-a» SO besitzt ¢, Niveau a unter H. U

Im Allgemeinen bezeichnen wir einen Hypothesentest als F-Test, wenn seine Test-
statistik unter der Nullhypothese einer F-Verteilung folgt. Zwei Hauptanwendungen



70 2 Das lineare Modell

von F-Tests sind die Uberpriifung, ob die Regressionskoeffizienten in der linearen Re-
gression signifikant von vorgegebenen Koeflizienten abweichen, und der Nachweis,
ob sich die Mittelwerte aus zwei oder mehr Stichproben aus unterschiedlichen, nor-
malverteilten Populationen signifikant unterscheiden (Varianzanalyse, Kapitel[2.52).

Beispiel 2.32 (F-Test, Happiness-Score) Erinnern wir uns an den World Hap-
piness Report und speziell an den Zusammenhang zwischen pro-Kopf-
Bruttoinlandsprodukt und Happiness-Score (siehe Beispiel [I.2). Ein Gliicksforscher
gibt als Faustregel die Formel y = 2x + 4 fiir den Happiness-Score y und das pro-
Kopf-Bruttoinlandsprodukt x an. Mit p = 2 und n = 156 ist die Hypothese damit
Hy: B = Bo fiir By = (4,2)7. Wir legen das Signifikanzniveau auf ¢ = 0,05 fest.
Unter Zuhilfenahme einer Statistik-Software bestimmen wir den Kleinste-Quadrate-
Schitzer, die Stichprobenvarianz, das entsprechende (1 — «@)-Quantil der F5.j93-
Verteilung sowie den Wert der F-Statistik:

~ (3,40

~ 5 22), 02 ~ 0,46, GF(p.n-p)il-a = 3,05 und Fp, ,(Y) = 28,77

Wegen Fp, ,_,(Y) > GF(p,n-p):1-« Wird die Nullhypothese verworfen. Die Faustre-
gel ist demnach eine zu starke Vereinfachung der tatséchlichen Parameterwerte.

Fiir das Testen des reellen Parameters p = (v, ) zu gegebenem v € R” erhalten
Wwir:

Satz 2.33 (t-Test) Im gewohnlichen linearen Modell unter Normalverteilungsan-
nahme & ~ N(0,0%E,,) mit unbekanntem o > 0 betrachten wir den abgeleiteten
Parameter p = (v, B) fiir ein v € RP \ {0}. Dann ist der Likelihood-Quotiententest
der Hypothese Hy: p = po,o > 0 gegen die Alternative Hy: p # pg,o > 0 fiir
ein po € R zum Niveau @ € (0,1) gegeben durch den zweiseitigen t-Test (auch
Student-t-Test)

P = po

oAVVT(XTX)" 1y

und p = (v, E), dem Kleinste-Quadrate-Schdtzer E, der empirischen Stichprobenva-
rianz 0% und dem (1 — a/2)-Quantil Gi(n-p):1-a/2 der t(n — p)-Verteilung.

Ya=1 (|Tn—p(Y)| > qt(n—p);l—a/Z) mit Ty p(Y) :=

Im Allgemeinen bezeichnen wir Hypothesentests, deren Teststatistik unter der
Nullhypothese t-verteilt sind, als t-Tests. Neben dem Einstichproben-t-Test gibt es
auch den Zweistichproben-t-Test, der die Mittelwerte zweier unabhéngiger Stichpro-
ben auf Gleichheit testet (siche Korollar[2.53).

Beweis Der direkte Nachweis, dass der angegebene t-Test ein Likelihood-
Quotiententest ist, verbleibt als Ubung, siche Aufgabe 2 Spiter wird diese Aus-
sage in Beispiel auch aus der allgemeinen Theorie folgen.

Aus dem Satz von GauB-Markov und der Normalverteilungsannahme folgt p ~
N(po, o>vT(XTX)"'v) unter Hy: (B,0) € {b € RP : (v, b) = pg}x (0, c0). Daraus
folgt
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P = po
o\VVT(XTX)" 1y

Andererseits sind p und o> unabhingig (wegen (E, — Ix)IIx = 0 und Lemma
2.30)), und es gilt 7% = oY/ (n — p) fiir eine Zufallsvariable Y ~ y?(n — p). Damit
ist

~ N(0, 1) unter Hy.

S <t i t(n — p) unter Hy,
VOV T(XTX)" 1y
und die Behauptung folgt durch Wahl des richtigen Quantils. O

Beispiel 2.34 (Einstichproben-t-Test) Mit dem Einstichproben-t-Test wird auf den
Mittelwert einer i.i.d. normalverteilten Stichprobe getestet. Mogliche Anwendungs-
fille sind Nachweise, ob Sollwerte, zum Beispiel das Fiillgewicht von Zuckerpa-
ckungen, eingehalten werden oder die Istwerte signifikant davon abweichen.

Wir beobachten also ¥; = 8 + &; mit &; ~ N(0, 0?) und unbekanntem Mittelwert
. Wir erhalten ein lineares Modell mit X = (1,...,1)T € R" und dem empirischen
Mittelwert als Schitzer fiir 3:

—~ B 1 <
B=(X"X)'XTy = ;ZY,-
i=1

Wir wenden nun Satz an, wobei p = 1und v = 1, sodass p = Bund p = E Wir
erhalten die Teststatistik _
V(Y = po)

Tn—l(Y) =

Im Gegensatz zum GauB3-Test aus Beispiel wird also im t-Test die Varianz o2
durch die Stichprobenvarianz o2 ersetzt und ein Quantil der 7-Verteilung benutzt.

Kurzbiografie (William Sealy Gosset) William Sealy Gosset wurde 1876 in Can-
terbury (Stidostengland) geboren und studierte Chemie und Mathematik am New
College in Oxford. Im Anschluss begann er bei der Dubliner Brauerei Arthur Gui-
ness & Son zu arbeiten. Gossets Augenmerk war auf statistische Tests mit kleinen
Stichprobengrofien gerichtet, was ein typisches Problem von Brauereien war. Da die
Guiness-Brauerei ihren Mitarbeitern verbot, Arbeiten zu verdffentlichen, publizierte
Gosset seine Erkenntnisse unter dem Pseudonym Student — daher auch der Name
Student-t-Verteilung. Insbesondere [Ronald Aylmer Fisher| erkannte die Bedeutung
von Gossets Arbeiten und entwickelte sie weiter, woraus die #-Teststatistik und die
Anwendung der t-Verteilung in der Regressionsanalyse entstand. 1935 nahm Gosset
eine Fiihrungsposition in der neuen Guiness-Brauerei in London an, starb jedoch
schon zwei Jahre spiter.

Der Korrespondenzsatz [I.69] zwischen Tests und Konfidenzbereichen liefert uns
sofort folgende wichtige Konstruktionen von Konfidenzmengen:

Satz 2.35 (Konfidenzmengen im linearen Modell) Im gewdhnlichen linearen Modell
unter der Normalverteilungsannahme & ~ N(0, 0>E,) fiir ¢ > 0 gelten fiir den
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Kleinste-Quadrate-Schdtzer ﬁ und die empirische Stichprobenvarianz 0% folgende
Konfidenzaussagen fiir gegebenes Niveau « € (0, 1):

(i) Ist qE(p,n-p);1-a das (1 — a)-Quantil der F(p,n — p)-Verteilung, so ist

C = {BeR”[IX(B=B)I* < PT*qr(p,n-p)1-a}

ein Konfidenzellipsoid zum Konfidenzniveau 1 — « fiir .
(ii) Ist Gi(n-p);1-aj2 das (1 = 5)-Quantil der t(n — p)-Verteilung, so ist

I:= [ﬁ_ o VVT(XTX)_IVQI(nfp);Ifa/Z,ﬁ"‘ o VVT(XTX)_IV‘It(nfp);lfa/Q]

ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a fiir p = (v, B).

Eine allgemeinere Klasse statistischer Fragestellungen im linearen Modell sind li-
neare (bzw. affine) Testprobleme. Sie bieten eine Vielzahl von Anwendungsmoglich-
keiten und sind aufgrund ihrer hohen Relevanz standardmiBig in Statistik-Software,
wie zum Beispiel R (siehe linear.hypothesis im car-Paket), implementiert.

Definition 2.36 Im gewdhnlichen linearen Modell ist ein (zweiseitiges) lineares
Testproblem gegeben durch

Hy: KB=c gegen H;: KB #c

fiir eine (deterministische) Matrix K € R”*? mit vollem Rang rank(K) = r < p und
einem Vektor ¢ € R". K wird Kontrastmatrix genannt.

Unter der Hypothese Hp werden also insgesamt r < p linear unabhéngige Bedin-
gungen an die Parameter des linearen Modells gestellt. Neben den Testproblemen
die mit dem F-Test aus Satz 2.3T] und dem t-Test aus Satz [2.33] behandelt wurden,
umfassen lineare Testprobleme weitere wichtige Beispiele.

Beispiel 2.37 (Lineare Testprobleme)

1. Ein Test auf Gleichheit zweier Regressionskoeffizienten ist fiir j,/ € {1, ..., p},
J # 1, gegeben durch

Hy: ;=B gegen Hp:B; + pi.
Dies wird durch die Kontrastmatrix K = (ay,;) € RIxP mitay; = Ly=;) — Ly-p
und ¢ = 0 modelliert.
2. Der Globaltest
Hy:Vje{l,...,d}:8;=0 gegen Hi:3je{l,....d}:B;#0

wird mit der Kontrastmatrix K = E, und ¢ = (0, .. ., 0) " beschrieben.
3. Der Test eines Subvektors * = (B}, ..., 8;) T mit r < p, das heiBt

Ho:Vje{l,....r}:B;=p; gegen Hy:3je{l,....r}:p; # B
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fiihrt auf die Kontrastmatrix K = (1;;);,; € R™” und ¢ = g".

Wir definieren den auf die Hypothese Hy : KB = c¢ eingeschrinkten Kleinste-
Quadrate-Schitzer By, iiber die Bedingung

,EHO = argmin |Y — XB[*. 2.4)
BERP:KB=c

Die Grundidee fiir das Testen linearer Hypothesen ist es, die Summe der beiden
quadrierten Residuen

RSS =Y~ XBP. RSSw, =Y -~ XBp, |

des Kleinste-Quadrate-Schitzers E und des eingeschrinkten Kleinste-Quadrate-
Schiitzers EHO zu vergleichen. Per Definitionem ist RSSy, > RSS. Ist die Ab-
weichung zu grof3, spricht dies gegen die Hypothese Hy. In der Tat fiihrt auch die
Methode des Likelihood-Quotiententests zu diesem Ansatz.

Lemma 2.38 Im gewohnlichen linearen Modell unter Normalverteilungsannahme
g ~ N(0, 02Ey,) besitzt jeder nichtrandomisierte Likelihood-Quotiententest fiir

Hy: KB=c gegen H|: KB #c

mit Kontrastmatrix K € R™P und ¢ € R" die Form

n—p RSSy, — RSS
RSS

Yo =1(F >cy)mit F := Ca = 0.

Beweis Beachtet man, dass BHO der Maximum-Likelihood-Schitzer unter der Null-
hypothese ist, so ergibt sich genau wie im Beweis von Satz [2.31]fiir die Likelihood-
Quotientenstatistik

7o SUPBeRP.>0 L(B,a?) B (|Y_X:§Ho|2)"/2
SUPBeRP mit K =c,o>0 L(Bs 072) lY — XB|2
RSSp, — RSS\n/2
= (1+ =)
( RSS

Durch monotone Transformation ldsst sich daher ein nichtrandomisierter Likelihood-
Quotiententest als ¢, = 1(F > ¢,) mit ¢, > 0 schreiben. O

Um den kritischen Wert ¢, von ¢, zu bestimmen, miissen wir die Teststatistik
F, auch Fisher-Statistik genannt, genauer analysieren. Wir erhalten folgende umfas-
sende Aussage:

Satz 2.39 (F-Test fiir lineare Hypothesen) Im gewdéhnlichen linearen Modell unter
Normalverteilungsannahme & ~ N(0, 0> Ey,) ist die lineare Hypothese

Hy: KB=c gegen H|: KB +#c
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mit Kontrastmatrix K € R™*P und c € R" zu testen.

(i) Fiir den Schiitzer Bp, aus @4) gilt
B, =B - (X"X)'KT(K(XTX)"'KT) (KB - ¢).
(ii) Es gilt
RSSp, — RSS = |X(B = Buy)I* = (KB =) (K(X"X)"'K") "' (KB - )

und unter Hy ist (RSSp, — RSS) /a2 x*(r)-verteilt.
(iii) Der F-Test

n—p RSSy, — RSS
RSS

La = ]]-(F > QF(r,n—p),l—a/) mit F .=

ist ein Likelihood-Quotiententest zum Niveau a € (0, 1).

Beweis (i) Wir miissen zeigen, dass ,EHO die eindeutige Losung der Optimierung in
(2-4) ist. Zunéchst weisen wir die Nebenbedingung nach:

KBu, = KB~ K(X"X)'KT(K(X"X)'KT) {(KB - ¢) =,

sodass 3 H, die Nebenbedingung erfiillt. Aus Lemma wissen wir, dass ¥ — X8 =
(E —TIx)Y 1 Im(X), sodass fiir y € R¥ nach dem Satz von Pythagoras

Y - XyP =Y -XB+X(B-I* =Y - XBP +|X(B-v)
gilt. AuBerdem ist
IX(B=I*=1X(B - Bry) > +1X(Bry = ¥)I* + 2(X(B ~ Br)» X (Briy = ¥))-
Die Wahl von EH(, impliziert jedoch fiir y mit Ky = ¢
(X(B = Bry)s X(Br, = 7)) =((XTX) ' KT(K(X"X)'KT) (KB - ¢)) X" X(Br, — )
=(KB - ) (K(X"X)"'K")" (KBn, - Ky) =0,
wobei die letzte Gleichheit aus K ,E H, = Ky = c folgt. Insgesamt erhalten wir also
Y = Xy> = Y = XBI* + X (B - Bu,) > + X Br, — 7)1 (2.5)
was offensichtlich fiir y = EHO minimal ist.
(ii) Aus 1| mit y = g, folgt durch Einsetzen von S,
RSSH, — RSS =|Y = XBp,|* = 1Y = XBI* = |X(B - Bu,)
=(B - Bu,) "X X (B - Bu,)
=(KB- ) (K(X"X)'K") (KB - ¢).
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Wegen 8 = (XTX)"' XY gilt unter Hy
Eo[KB-c] =KX X)'X"XB-c=KB-c=0,
und
Varg(KB - ¢) = K(X"X) ' X E[ee"1(K(X"X)"'XT)T = 0’ K(X"X)"'K .

Aus der Normalverteilung von E folgt daher (RSSy, — RSS)/a? ~ x*(r).

(iii) Da RSSy, — RSS eine messbare Funktion von ,E und somit auch von X, ,E =
MxY ist, ist RSS = |(E, — Ix)Y|? unabhiingig von RSSy, — RSS. F ~ F(r,n - p)
folgt daher aus der Charakterisierung der F(r,n — p)-Verteilung aus Lemma
Wir schlieBen mit Lemma [2.38] O

Bemerkung 2.40 W := rF heiit auch Wald-Statistik. Unter Verwendung von
Satz ii) und Lemma konnen wir die Fisher-Statistik auch als

o 11XB -~ XBu,|’
52
schreiben.

Beispiel 2.41 (t-Test als Spezialfall des F-Tests) Wir betrachten den Spezialfall einer
eindimensionalen Nebenbedingung. Mitr = 1, K = v7, p = (v, B), ¢ = po testen
wir also Hy: p = po gegen H;: p # py. Satz i) zeigt mit p = (v, B)

po XB=XBul __ (5—po’

o2 CF2vT(XTX)

~ F(1,n — p) unter Hy.

Damit ist der F-Test dquivalent zum zweiseitigen t-Test mit der Teststatistik

7= PP t(n — p) unter Hy.

cAVT(XTX) 1y
Wir erhalten in diesem Fall also genau Satz[2.33]
Wir wollen nun die entwickelte Theorie auf reale Daten anwenden.

Beispiel 2.42 (Klimadaten) Wir betrachten die mittleren Julitemperaturen zwischen
1719 und 2020, die an einer Wetterstation in Berlin-Dahlem gemessen wurden. Bis
auf wenige Ausnahmen haben wir Messungen aus jedem Jahr. Insgesamt liegen
n = 291 Beobachtungen vor, die liber das Data Climate Center des Deutschen
WetterdiensteqT] frei verfiigbar sind. Eine polynomiale Regression in der Zeit ¢ (in
Jahrhunderten beginnend bei 1719, sieche Abbildung [2.6) mit Polynomgraden d =
1,...,4 liefert (mit gerundeten Werten)

p1(t) = 18,72 - 0,002+,

1 Siehe https://cdc.dwd.de/portal/
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Abb. 2.6 Polynomielle Regression iiber die mittleren Julitemperaturen (griin) und Januartempe-
raturen (violett) in Berlin-Dahlem von 1719 bis 2020: Gestrichelte Linien zeigen die jeweiligen
Regressionsgraden. Durchgezogene Linien zeigen das Regressionpolynom dritten Grades fiir den
Juli und vierten Grades fiir den Januar. Datenbasis: Deutscher Wetterdienst

pa2(t) = 18,63 — 0,161 — 0,05 12,
p3(t) = 17,43 +4,491 - 3,5212 +0,75¢°,
pa(t) = 1739 +4,71¢ - 3,841> +0,921° — 0,03 1*.

Wir sehen hier sogar einen leichten negativen Anstieg in p;, was den allgemeinen
Erkenntnissen zur Klimaentwicklung zu widersprechen scheint. Andererseits ist der
Faktor —0,002 nur sehr klein. Es fillt zudem auf, dass auch der jeweils letzte Grad in
p2 und p4 einen nur sehr geringen Einfluss auf die Regressionskurve hat. Welches
Polynom ist nun am besten geeignet, um die Daten zu beschreiben?

Um diese Frage beantworten zu konnen, verwenden wir die vorangegangene
Testtheorie. Zunichst ist es plausibel, dass die zufilligen Schwankungen zwischen
den Jahren unabhiingig voneinander sind und als ndherungsweise normalverteilt
angenommen werden konnen (QQ-Plot). Um statistisch verwertbare Aussagen zu
treffen, setzen wir noch das Niveau @ = 0,05 fest. Der Parametervektor ist 8 =
(Bos - - ->Ba) "

Frage I: Ist der negative Trend von p; signifikant, wenn wir das lineare Modell
mit d = 1 annehmen? Hy: 81 > 0 gegen H;: B; < 0. Die zugehorige t-Statistik
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T= —ﬁ ~ 0,0l mitv = (0,1)T € R2 liegt deutlich unter dem kritischen

Wert gi(n-2),1-a = 1,65 (einseitiger T-Test), sodass die Hypothese nicht verworfen
werden kann. Es gibt also keinen signifikant negativen Trend.

Frage 2: Liegt den Beobachtungen (im Modell mit d = 4) ein linearer Zusam-
menhang zugrunde? Hy: 3 = B3 = B4 = 0. Mittels Bemerkung [2.40] (oder direkt
iiber die quadrierten Residuen) berechnen wir die Fisher-Statistik

_ S (palts) = p1(1))?

F —
302

~525>3,16 ~ dF¥(3,n-5),1-a/2-

Folglich kann die Hypothese abgelehnt werden, und wir schlussfolgern, dass eine
Regressionsgerade unzureichend ist.

Frage 3: Bendtigen wir ein Polynom vierten Grades? Hp: 84 = 0. Die zuge-
horige t-Statistik hat den Wert —0,11, dessen Absolutbetrag kleiner als das Quantil
qi(n-5):0,975 ~ 1,97 ist (zweiseitiger t-Test). Diese Nullhypothese kann also akzeptiert
werden.

Frage 4: Benotigen wir ein Polynom dritten Grades ? Hy: 83 = 0 (im Modell mit
d = 3). Die zugehorige t-Statistik hat den Wert 3,96, dessen Absolutbetrag grof3er
als das Quantil g(,-4).0,975 = 1,97 ist. Die Hypothese kann also abgelehnt werden,
und der kubische Anteil im Regressionspolynom ist signifikant.

Es sei darauf hingewiesen, dass wir die jeweiligen Testprobleme einzeln betrach-
ten. Wenn wir alle Fragen simultan zu einem Niveau @ beantworten wollen, so liegt
ein multiples Testproblem vor, und die kritischen Werte miissen korrigiert werden
(sogenannte Multiplizititskorrektur), beispielsweise indem man bei m simultanen
Tests jeweils das Niveau a/m verwendet (Bonferroni-Korrektur).

p3 zeigt einen deutlichen Anstieg der Temperaturen in der zweiten Hilfte des
20. Jahrhunderts. Da wir hier nur eine einzelne Zeitreihe betrachtet haben, kann
daraus aber kein allgemeiner Zusammenhang geschlossen werden. Das muss Er-
gebnis einer Kooperation mit Klimatologen sein. Eine analoge Analyse der Januar-
Mitteltemperaturen zeigt librigens einen signifikanten Koeffizienten vierten Grades
(Aufgabe 2[T7) und ebenfalls einen deutlichen Anstieg in den letzten 100 Jahren.

Zum Abschluss dieses Kapitels sei nochmal betont, dass vor der Anwendung der
Inferenztheorie aus diesem Kapitel in Praxis zunichst gepriift werden muss, ob ein
gewohnliches lineares Modell unter Normalverteilungsannahme tatséchlich geeignet
ist, um die beobachteten Daten (x;, Y;);=1,....» zu beschreiben.

Um dies zu priifen, wird unter anderem der aus Lemma [2.18] bekannte Residuen-
vektor

R=Y-XB=(E,-1IIx)e

herangezogen, wobei E der Kleinste-Quadrate-Schitzer und Ilx = X(X7X)'XT
die Projektionsmatrix auf Im X sind. Unter den Modellannahmen sind die Residuen
R; zentriert und normalverteilt, aber nicht mehr unabhingig voneinander, und sie
besitzen verschiedene Varianzen (1 — h;)o? mit h; = (X(X7X)~'XT);;. Ein Plot
der Residuen gegen die vorhergesagten Werte X E = [IxY gibt Aufschluss, ob ein
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Okuns Gesetz, Deutschland Okuns Gesetz, 6 Griindungsstaaten der EU

Emp. Quantile der standard. Residuen

Emp. Quantile der standard. Residuen

-2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
Quantile der Normalverteilung Quantile der Normalverteilung

Abb. 2.7 QQ-Plots der standardisierten Residuen im einfachen linearen Modell fiir das jihrliche
Wachstum des BIP in Abhdngigkeit von der jahrlichen Verdnderung der Arbeitslosenquote fiir
Deutschland (links) und die 6 Griindungsstaaten der EU (rechts) in den Jahren 1992 bis 2012

systematischer Modellfehler vorliegt. Hier sollte keine Abhingigkeit erkennbar sein,
was aus Aufgabe 28] folgt.
Um die Normalverteilungsannahme zu iiberpriifen, bietet sich ein der

standardisierten Residuen R
i

an. Man beachte, dass wir die unbekannte Varianz o2 durch ihren Schitzer aus
Lemma[2.18]ersetzt haben, sodass 7; nur noch approximativ normalverteilt ist.

T; =

Beispiel 2.43 (QQ-Plots fiir Okuns Gesetz) Wir greifen den empirischen Zusammen-
hang zwischen der Anderung der Arbeitslosenquote x; und Wachstum des Bruttoin-
landsproduktes Y; aus Beispiel [2.2] auf. Abbildung zeigt die aus dem einfachen
linearen Modell Y; = ax; + b + g; fiir die Jahre i = 1992, ...,2012 resultierenden
QQ-Plots, wobei Deutschland einzeln und zusammen mit 5 weiteren EU-Staaten
betrachtet wird. In beiden Fillen sehen wir, dass die Normalverteilungsannahme
im Zentrum gut zutrifft, jedoch sehr grofe und sehr kleine Quantile zum Teil zu
deutlichen Abweichungen fiihren.

Statistische Tests zum Uberpriifen der Verteilungsannahme beruhen beispiels-
weise auf dem y2-Test oder dem Kolmogorov-Smirnov-Test, auf die wir hier jedoch
nicht eingehen werden. Die interessierte Leserin sei auf Lehmann und Romano
(2005) verwiesen. Die gesamte Modellverifikation fiir das lineare Modell wird von
Fahrmeir et al.| (2009) ausfiihrlich diskutiert.



2.3 Varianzanalyse 79

2.3 Varianzanalyse

In der Varianzanalyse werden Varianzen verschiedener Gruppen benutzt, um mog-
liche Unterschiede zwischen diesen Gruppen nachzuweisen. Die Varianzanalyse
beruht auf dem Testen von Spezialfillen linearer Hypothesen im linearen Modell.
Wir werden also unsere bisherigen Resultate anwenden, aber gewisse Strukturen
zusétzlich ausnutzen.

Beispiel 2.44 (Diingemittel — a) Um den Einfluss von p € N verschiedenen Diinge-

mitteln auf den Ernteertrag zu vergleichen, wird jedes Diingemittel i € {1,..., p}
auf n; verschiedenen Agrarflichen ausgebracht. Der durch Witterungseinfliisse etc.
zufillige Ernteertrag kann mittels ¥;; = yu; +&;; fiir j = 1,...,n; undi =1,...,p

modelliert werden, wobei y; der mittlere Ernteertrag von Diingemittel i ist und &;;
unabhingige, zentrierte Storgroflen sind. Die zu untersuchende Frage ist, ob die ein-
zelnen Diingemittel einen unterschiedlichen Einfluss auf den mittleren Ernteertrag
haben.

Definition 2.45 Das Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse (englisch: (one-
way) analysis of variance, kurz: ANOVAL) ist gegeben durch Beobachtungen
Yij:,ui+s,~j, i=1,...,p,j=1,...,ni,

mit i.i.d.-verteilten StorgroBen g;; ~ N(O, o2). Wir bezeichnen den ersten Index
als den Faktor und den Wert i = 1,...,p als die Faktorstufe. Folglich geben

wir von balanciertem Design.

Beispiel 2.46 (Diingemittel — b) Der Faktor sind die Diingemittel, und weil wir zwei
Diingemittel testen, haben wir zwei Faktorstufen i € {1,2}. Der Gesamtstichprobe-
numfang betrigt ny + np = 2+ 3 =5, und es liegt wegen n; # n; kein balanciertes
Design vor.

Bemerkung 2.47 (ANOVAI) Das ANOVA1-Modell ist ein Spezialfall des gewohnli-

chen linearen Modells der Form

Y11 10---0 €11

Yip, 10--- 0] [ E1n
Rov=| =i ]|
Yk1 00---1 Mp Epl
=:ueRP
Ykn,, 00---1 Epn,,

———
=X eR™P
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Hierbei gilt Im(X) = p.

Die klassische Fragestellung der Varianzanalyse lautet: ,,Existieren Unterschiede
in den faktorstufenspezifischen Mittelwerten p;?* oder anders formuliert ,,Hat der
Faktor einen Einfluss auf die Response-Variable oder nicht?*. Dies fiihrt auf das
Testproblem

Ho:pp=---=pu, gegen Hi:3dijle{l,....p}: i # . (2.6)

Eine erste Idee, um diese Hypothese zu iiberpriifen, wire die Mittelwerte jeder
Faktorstufe zu berechnen und diese zu vergleichen. Eine grole Abweichung wiirde
gegen die Hypothese sprechen. Dieser Vergleich muss jedoch die Streuung der
Beobachtungen um den jeweiligen Mittelwert beriicksichtigen, da andernfalls nicht
klar ist, was eine grole Abweichung ist (man vergleiche beispielsweise N(0; 1)
mit N(0,1; 1) und N(0;0,01) mit N(0,1;0,01)). Wir sollten also die Nullhypothese
ablehnen, wenn die Streuung zwischen den Gruppen grdfer ist als die Streuung
innerhalb der Gruppen. Dieses Vorgehen motiviert die Bezeichnung Varianzanalyse.

Beispiel 2.48 (Diingemittel — c¢) Wir bleiben bei zwei Faktorstufen (zwei Diinge-
mittel), erhhen aber zur besseren [llustration die Anzahl der Felder pro Diingemittel
ny = np = 50. Abbildung [2.§] zeigt die Histogramme von drei verschiedenen Ern-
teszenarien, bei denen sich die Mittelwerte annéhern, wéihrend die Varianzen gleich
bleiben. Man sieht deutlich, dass im ersten Fall beide Faktorstufen leicht voneinander
zu unterscheiden sind, wihrend dies im dritten Fall kaum noch méglich ist.

Lemma 2.49 (Streuungszerlegung) Im Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse

definieren wir das i-te Gruppenmittel, i = 1, ..., p, bzw. das Gesamtmittel als
1 n; 1 P ng
Yioizn_i;Yij bzw. Y..:=EZUZ:‘YU
= i= =

sowie die Streuungsmayle

p p n
SSB = Z ni(?i. - ?..)2 und SSW = Z Z(Yij - ?i.)z.
i=1 i=1 j=1
Dann gilt
P n
SST = Z Z(Yi - —Yeo)? = SSB + SSW.
i=1 j=1

Beweis Es gilt

ST =3 30y Vo= 3 20y~ Va4 V= Voo
i i

:Z Z ((Yl] - ?io)z + 2(Y1] - ?io)(?io - ?oo) + (?io - ?00)2),
i
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Abb. 2.8 Teilweise iiberlappende Histogramme von drei verschiedenen, normalverteilten Beob-
achtungen von zwei Gruppen (griin und violett). Von oben nach unten riicken die Erwartungswerte
der Gruppen niher aneinander (erst liegen sie bei +3, dann bei +1 und zuletzt bei +0,5) mit
gleichbleibenden Varianzen (o2 = 1).

wobei

DD W =YVi)(Via=Va) = ) (Vie = V) Y. (¥~ Yia)
i i J
= Z(?io - }7“)(”%?1': - ni?iO) =0.

Damit ist die Darstellung von SST gezeigt. ]

Bemerkung 2.50 Nach Normierung mit 1/n handelt es sich bei den GroBen SSB, SSW
bzw. SST um die gewichteten empirischen Varianzen der Mittelwerte der Gruppen
(englisch: sum of squares between groups), der Summe der empirischen Varianz
innerhalb der Gruppen (englisch: sum of squares within groups) bzw. der empirischen
Varianz der gesamten Stichprobe (englisch: total sum of squares).

Satz 2.51 Im Modell der einfaktoriellen Varianzanalyse gilt:
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(i) Der Kleinste-Quadrate-Schdtzer von i = (1, ..., up) " ist gegeben durch
g=1e,....Y 07,
(ii) SSW /o ~ x*(n — p) und unter Hy gilt SSB/o?> ~ x*(p — 1)
(iii) SSW und SSB sind unabhiingig und somit F := %% e -1,n-p).

Beweis (i) Nachrechnen zeigt

1/my 0 Z;.HZIYU Yie
A=X"X)"'x"y = : =|
0 Unp J\Z2 Y] \Ype
(ii) und (iii) Wegen SSW = |Y — Xj1|*> = |R|? fiir die Residuen R aus Lemma/2.1§]
folgt SSW /o> ~ x*(n— p) und die Unabhiingigkeit von SSW und j aus Lemma

Nach dem vorangegangen Satz gilt weiterhin SSB = SST — SSW. Somit folgt die
Behauptung aus Satz [2.39) falls SST = |Y — X/ip, |*, wobei iy, gegeben ist durch

u 1
SRS 2 2
Y - XZin, | :min)Y—X ‘ —minly - |: ,u’.
HER HER
u 1
eRP ::XOG]R"'XI

Dieses Minimierungsproblem wird durch [y, = (XOTXO)‘lXJY =n! XiiYij =
Y .. gelost. Damit folgt die Behauptung. U

Folglich konnen wir die Hypothese aus (2.6) mit dem Likelihood-Quotiententest
aus Satz[2.39] das heifit einem F-Test, iiberpriifen.

Methode 2.52 (Einfaktorielle Varianzanalyse) Im Modell der einfaktoriellen Va-
rianzanalyse testen wir

Ho:py=---=pup versus Hy:3ijle{l,...,p}:ui #
zum Niveau a € (0, 1) durch den F-Test

n—p SSB
p—1SSW’

Qoa:]]-(F>q1:(p—],n—p);l—a) mit F =

Es ist iibersichtlich, die einzelnen Zwischenergebnisse der ANOVAL in eine
Tabelle zu schreiben (siehe Tabelle 2.Tjund das folgende Beispiel).

Beispiel 2.53 (Diingemittel — d) Wie zuvor betrachten wir zwei Diingemittel, die
jeweils auf 50 Feldern eingesetzt werden und wenden den F-Test auf die drei Beob-
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FG Quadratsummen Quadratmittel | F-Statistik
zwischen | p—1  SSB= 37 n;(Yie-Y.)?  SSB/(p-1)
innerhalb SSW= 3P S (Yi; — Vie)? SSW n-p S8
innerhalb | n — p =2y 255 (Yij = Yi) /(n—p) o1 SSW

total | n—1 SST=37 27 (¥ij ~Ya)? SST/(n-1)

Tabelle 2.1 ANOVAI-Tafel zur Darstellung von Freiheitsgraden (FG), Quadratsummen, Quadrat-
mittel und der resultierenden F-Statistik in der einfaktoriellen Varianzanalyse

FG Quadratsummen Quadratmittel F-Statistik
zwischen | 1 SSB =199,314  SSB/1=199,314
innerhalb | 98  SSW = 2,402 SSW /98 = 0,025|F(Y) =8131,686

total 99 SST =201,716 SST/99= 2,037

FG  Quadratsummen Quadratmittel F-Statistik
zwischen | 1 SSB= 17,471 SSB/1= 17,471
innerhalb | 98  SSW = 8,445 SSW /98 = 0,086| F(Y)=286,700

total 99 SST = 15,916 SST/99= 0,161

FG Quadratsummen Quadratmittel F-Statistik
zwischen | 1 SSB = 12,171 SSB/1= 12,171
innerhalb | 98  SSW =116,014 SSW /98 = 1,184| F(Y)=10,281

total 99 SST =128,185 SST/99= 1,295

Tabelle 2.2 ANOVA1-Tafeln fiir den Ernteertrag unter dem Einsatz von zwei verschiedenen Diin-
gemitteln in drei verschiedenen Szenarien

achtungssitze aus Abbildung 2.8|an. Fiir die drei Szenarien erhalten wir ANOVA-
Tafeln, siehe Tabelle 2.2

Es gilt gr(1,98):0.95 = 3,938, gF(1,98):0,99 = 6,901 und gr(1,98):0,999 = 11,510. Bis
auf den Test zum Niveau @ = 0.001 der dritten Beobachtung wird die Nullhypothese
also immer abgelehnt.

Bemerkung 2.54 (Effektdarstellung) Das einfaktorielle Varianzanalysemodell lasst
sich zu
Yij=,u()+ai+8ij, i=1,...,p,j=1,...,l’li,

umformen, wobei ugy = %Zf:l nip; = E[Y..] das Gesamtmittel ist und «; :=
Wi — po, i = 1,..., p, den Effekt der Faktorstufe beschreibt. Diese Form heif3t
Effektdarstellung, und sie verlangt die Nebenbedingung

p p-1
0= Z n;a; oder dquivalent @, =-— n;a;,
i=1 np i

damit die Designmatrix weiter vollen Rang hat. Der Parametervektor ist also gegeben
durch (ug, a1,...,a p_l)T. Die F-Statistik, um die Globalhypothese
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H()Z ) = =Up-1 =0

zu iiberpriifen, ist identisch zur Statistik aus Satz [2.5T] Per Konstruktion ldsst sich
somit anhand der Schitzungen des Parametervektors ablesen, wie stark der Effekt,
zum Beispiel von Diingemitteln, im Vergleich zum Gesamtdurchschnitt ist (negativ
wie auch positiv).

Im Fall p = 2 fiihrt die Varianzanalyse auf den Zweistichproben-t-Test.

Korollar 2.55 (Zweistichproben-t-Test) Im Modell der einfaktoriellen Varianzana-
lyse mit k = 2 und dem Testproblem Hy : py = pp vs. Hy : py # up ist

?1- - ?20

¢ =1(T| > q(n-2),1-as2) mit T := —
VG +)SsW/ (n - 2)

mit dem (1 — a/2)-Quantil qyn-2),1-a2 der t(n — 2)-Verteilung der sogenannte
Zweistichproben-t-Test der Hypothese Hy zum Niveau a € (0, 1).

Beweis Wegen p = 2 und Satz[2.51] gilt unter Hy

n-p SSB SSB
p—1 SSW  SSW/(n-2)

~F(l,n-2).

Zur Erinnerung gilt T,% = Fy ,. Wegen nY ee = n171. + n272. gilt

SSB=n1(Y1e —Yeo)? +12(Y2e — V)2
= n1?f. + nzyi + nY%o - 2(”1710 + l’l2?2.)?..

— — 1 — — — —
= nﬂ’i +n2Y§, - ;(HIYIC +n2Y2.)2 = %(ylo - Y2.)2-

Folglich gilt unter H

T = 7l- _)_/2.
VG +5)SSW/(n-2)

~t(n—-2).

Bemerkung 2.56 (Zweistichproben-t-Test) Sind die Varianzen in den Grundgesamt-
heiten (zum Beispiel die Felder mit den verschiedenen Diingemitteln) ungleich,
dann kann obiges Resultat nicht angewendet werden. Eine Modifikation des
Zweistichproben-t-Test fiihrt auf den Welch-Test, der den verschiedenen Varianzen
Rechnung trégt, siehe Lehmann und Romano| (2005)).

Nach dem Studium der einfaktoriellen Varianzanalyse liegt es nahe, den Ein-
fluss von mehreren Faktoren zu beriicksichtigen. Wir beschrinken uns hier auf zwei
Faktoren. Eine Varianzanalyse mit mehr als zwei Faktoren fiihrt zu dhnlichen Ver-
teilungsaussagen und resultierenden Tests.
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Definition 2.57 Das Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse (kurz: ANOVA2)
mit balanciertem Design ist gegeben durch Beobachtungen
Yijk :,ul-j+sijk, = 1,...,I,j = 1,...,.],]( = 1,...,K
=Ho + @i + B +vij + &ijk

mit /,J, K > 2, i.i.d.-verteilten StorgroBen &;;x ~ N(O, 0'2) und Nebenbedingungen
(der Effektdarstellung)

i=1 Jj=1

Wir haben also zwei Faktoren mit Faktorstufeni = 1,...,7und j = 1,...,J. (a;)
und (B;) heifen Haupteffekte des ersten beziehungsweise zweiten Faktors. (y;;)
heiflen Interaktions- oder Wechselwirkungseffekte.

Das ANOVA2-Modell ist also ein lineares Modell mit zwei kategoriellen Kova-
riablen. Die Gesamtanzahl an Beobachtungen ist gegeben durch n = I - J - K und die
Parameterdimension ist p = I - J. Die typische Testprobleme sind

Hy: Vi:a;=0 gegen Hy:Jie{l,....I}:a;#0, 2.7
Hy: Vj:B;=0 gegen H;:3je{l,....,J}:8; #0, (2.8)
Ho:Vi,j:y;;=0 gegen Hy:3ie{l,....I},je{l,....J} vy #0. 29)
Satz 2.58 Im Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse mit balanciertem Design
gilt:

(i) Die Kleinsten-Quadrate-Schitzer fiir po, a;, Bj und y;ij, i = 1,...,1 = 1,j =
1,...,J — 1, sind gegeben durch

,[IO = Yoo.’ ZZ\[ = ?[.. - ?...7 EJ = ?ojo _?0009
571‘,' = (?ijo _?ooo) - ZY\i _E] = 7ijo _?ioo _Yojo +?ooo,

wobei wir wieder in den mit ® gekennzeichneten Koordinaten Mittelwerte bilden.
(ii) Definieren wir

1 J K
swi= 3 S - T
i=1 j=1 k=1

1 J
SSB] = JK Z(?i.. - ?cco)2, SSBZ = IKZ(?.]Q - 7...)25
i=1 7=

1 J
SSB12 = Z Z ije __uo _701'- +?...)2,
i=1 j=1
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DM1 DM2 DM3 DM4 DM5
SA1|111;116 100;106 99;113 108;110 105;108
SA2|115;118 103;105 105;107 113;118 110;113
SA3| 99;103  91;93 103;105 104;107 99;104

Tabelle 2.3 Messung der Ernteertrige von je zwei Feldern pro Samenart-Diingemittel- Kombina-
tion. DM steht fiir Diingemittel und SA fiir Samenart.

FG  Quadratsummen Quadratmittel | F-Statistik F-Quantil

2  SSB; = 512,867 256,433 20,298 3,682
Zwischen | 4  SSB; = 449,467 112,367 8,894 3,056
8 SSBj; = 143,133 17,892 1,416 2,641

Innerhalb | 15 SSW = 189,500 12,633
Total |29  SST =1294,967 44,654

Tabelle 2.4 ANOVA2-Tafel, wobei in der ersten Spalte von rechts das (1 — «)-Quantil der F-
Verteilung mit entsprechenden Freiheitsgraden steht

dann konnen die Hypothesen (2.7), (2.8) bzw. (2.9) mit den F-Statistiken

1J(K - 1) SSB;
2o Pl FU-1L,1J(K -1
e ~ U= LK = 1),
1J(K - 1) SSB,

~F(J-1,1J(K-1 .
Ty~ FU - LK = 1) bow

IJ(K-1) SSBi»
(I-1)(J-1) SSW

~F((I-1D)(J-1),1J(K-1))

getestet werden, wobei die Statistiken jeweils unter der Nullhypothese F-verteilt
sind.

Den Beweis iiberlassen wir den Leserinnen und Lesern als Ubung (Aufgabe 2.

Beispiel 2.59 (ANOVA2) Eine Béauerin interessiert sich neben dem Effekt ihrer Diin-
gemittel auch fiir den Einfluss der genutzten Samenarten. Sie verwendet I = 3
verschiedene Samenarten und J = 5 verschiedene Diingemittel. Das ergibt 3-5 = 15
verschiedene Feldergruppen, auf denen je genau eine Samenart und ein Diingemittel
ausgebracht wird. Jede Samen-Diingemittel-Kombination wird auf K = 2 Feldern
eingesetzt. Die Ertriige der Biuerin sind in Tabelle 2.3] zusammengefasst.

Fiir @ = 0,05 erhalten wir die ANOVA-Tafel in Tabelle2.4] Die Hypothesen, dass
die Haupteffekte null seien, werden also verworfen, aber die Hypothese, dass die
Interaktionseffekte null sind, wird bestitigt.
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2.4 Aufgaben

2.1 Bestimmen Sie im einfachen linearen Modell
Yi=ax;+b+g; fir i=1,...,n,neN

die Maximum-Likelihood-Schitzer fiir die unbekannten Parameter a, b € R auf-
grund der Beobachtungen Y1, ..., Y, wenn

(a) (&1,...,&n) ein Vektor unabhingiger (zentrierter) Laplace-verteilter Zufalls-
variablen mit Skalierungsparameter S > 0 ist, das heifit die Verteilung von &;
hat die Lebesgue-Dichte fz(x) = %e"xVB,x eR,

(b) (&y1,...,&n) ein Vektor unabhéngiger Exp(A)-verteilter Zufallsvariablen mit
Parameter 4 > 0 ist, das heilit die Verteilung von &; hat die Lebesgue-Dichte
galx) = /le_’lx]l[o’oo) (x),x €R.

2.2 Untersuchen Sie den Zusammenhang zwischen Bruttoinlandsprodukt und Happi-
ness-Score aus Beispiel[T.2] Bestimmen Sie anhand der Daten aus dem Jahr 2019
die Regressionsgrade. Recherchieren Sie das Bruttoinlandsprodukt von Deutsch-
land im Jahr 2020. Welchen Happiness-Score wiirden Sie vorhersagen?

2.3 Zehn erkrankte Patienten nehmen dasselbe Medikament, jedoch in verschiedenen
Dosen. Folgende Tabelle zeigt die Anzahl an Tagen bis zur Genesung:

(a) Verwenden Sie ein einfaches lineares Modell, um festzustellen, ob eine hohere
Dosis zu einer schnelleren Genesung fiihrt.

(b) Die ersten fiinf Patienten in der Tabelle waren Frauen, wihrend die hinteren
fiinf Patienten Ménner waren. Schitzen Sie fiir jede der beiden Gruppen eine
eigene Regressiongrade. Andert dies die Schlussfolgerung aus (a)?

Dosis |45 55 70 60 75 80 100 90 110 125
Genesungszeit|S 6 8 8 9 3 4 6 5 7

2.4 Im linearen Modell Y = X3 + & mit dem Mittelwert der Beobachtung Y und den
geschitzten Regressanden Y := X3 heil3it
R2 . ;'1:1 (Yl - ?)2
?:1 (Yi - Y)2
Bestimmtheitsmaf3. Zeigen Sie, dass R? in [0, 1] liegt. Weisen Sie nach, dass

R? = 0 einen linearen Zusammenhang ausschlieBt und dass R? = 1 einen perfekt
linearer Zusammenhang impliziert.
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2.5 Leiten Sie aus dem Satz von Gaul3-Markov ab, dass die optimale Varianz im
gewohnlichen linearen Modell

(a) von Bg@ich a2 (XT X)™ ! ist,
(b) von (v, B) gleich o?| X (XT X)'v|? ist.

2.6 Bestimmen Sie im gewohnlichen linearen Modell ¥ = XB + & mit
e ~ N(0,0%E,),c > 0, den Maximum-Likelihood-Schitzer &7,, von
0% Vergleichen Sie Bias und Varianz von 73,, und dem Schitzer o2
IY — XB2/(n - k) aus Lemmam

2.7 Beweisen Sie im gewdhnlichen linearen Modell ¥ = XB + & mit & ~
N(O, o’zEn), o > 0, dass fiir den Kleinste-Quadrate-Schitzer 3 gilt:

Ye[ixp - xBP] = L.
n n

2.8 Im gewohnlichen linearen Modell ¥ = X8 + & mit ¢ ~ N(0, o%E,), o > 0,
und Kleinste-Quadrate-Schitzer ,E = XY sind ¥ := (?1, L YT = X,E die
geschitzten Erwartungswerte und R = (Ry,...,R,)T =Y — Y die Residuen.
Beweisen Sie folgende geometrische Eigenschaften:

(a) Y ist orthogonal zu £, das heiBt (? ,R)=0.
(b) Die Spalten von X sind orthogonal zu den Residuen, d. h. XTR = 0.

Gilt zusitzlich, dass wir ein Regressionsmodell mit Absolutglied haben, das heifit
in der ersten Spalte der Designmatrix X stehen nur Einsen, gilt weiterhin:

(c) Die Residuen sind im Mittel gleich null, das heifit 3.7 | R; = 0.
(d) Der arithmetische Mittelwert dg I’/\l ist gleich dem Mittelwert der Beobach-
tungen Y; selbst, das heiBt 37" | ¥; = X7, V;.

2.9 Im gewdhnlichen linearen Modell Y = X3 + & mit § € R, & ~ N(0, o’E,)
und o > 0 bezeichne § den Kleinste-Quadrate-Schitzer und Byigee den Ridge-
Regressionsschitzer.

(a) Finden Sie fiir den Ridge-Regressionsschitzer den optimalen Tuning-
Parameter A in Abhéngigkeit vom unbekannten 8 € R? und bestimmen Sie
das resultierende minimale Risiko E[|Eridge - B2

(b) Folgern Sie, dass es immer ein 4 > 0 gibt, sodass gilt

E[|Brage — BI’] < E[IB - B].

2.10 Untersuchen Sie das Verhalten des Ridge-Regressionsschitzers im gewdhnlichen
linearen Modell Y = X8 + &£ mit &€ ~ N(0, E,,) bei n = 50 Beobachtungen und
p = 30 unbekannten Parametern, wenn davon 10 grof3 und 20 klein sind. Gehen
Sie wie folgt vor:
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(a) Simulieren Sie die Eintrdge der Designmatrix X € R™*? als unabhingige
N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen und erzeugen Sie den Vektor 8 € R? aus 10
U( [% 1])-verteilten und 20 U( [0, 1%] )-verteilten Zufallsvariablen.

(b) Erzeugen Sie in 200 Durchgéngen jeweils den Fehlervektor

D erY i=1,...,200,

und berechnen Sie aus den resultierenden Beobachtungen den Ridge-
Regressions-schétzer EEP fiir A € {% :k=0,...,50}.

(c) Bestimmen Sie fiir jedes A den (empirischen) mittleren quadratischen Fehler
Ry = 55 22181 - BI2. Stellen Sie die Abbildung A — R, graphisch dar
und vergleichen Sie die Fehler der Ridge-Regressionsschiitzer mit dem des
gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schitzers.

2.11 Beweisen Sie fiir die empirische Kovarianzmatrix %, = % " Xi X im Fall
unabhingiger p-dimensionaler Zufallsvektoren X; ~ N(0, X):

(a) Esgilt E[X,,] = X (der Erwartungswert einer Matrix ist die Matrix der Erwar-
tungswerte).

(b) Mit der Frobenius-Norm ||M|, = (ijzl Ml.z’j)]/2 und Spur tr(M) =
2P M;; einer p x p-Matrix M gilt

E[IZ,-2I5] = n~" (w(2)*+[[Z13), BIIZ™*(Z,-2)Z7" 23] = n~" (p*+p),
wobei in der zweiten Gleichung X als invertierbar angenommen wird.

2.12 Betrachten Sie das lineare Modell Y; = X;8 + ¢;,i = 1,...,n, mit iid.
(Xi,Y)i=1...n. € [-R,R]? xR fiir ein R > 0 und E[g%] = 0? > 0. Zudem
seien X; und g; fiir alle ;/ unabhiingig und Xy = E[X leT ] € RP*P gei wohldefi-
niert und positiv definit. Beweisen Sie fiir den Kleinste-Quadrate-Schitzer E die
asymptotische Normalitit:

V(B - p) -5 N(0, 0253,

2.13 Betrachten Sie das gewohnliche lineare Modell unter Normalverteilungsannahme
& ~ N(0,02E,) mit unbekanntem o > 0 und wahrem Parameter 8 € R”.
Fiir v, 80 € R? seien p = (v,B) und py = (v, Bo) gegeben. Zeigen Sie, dass
der Likelihood-Quotiententest der Hypothese Hy: p = po,o > 0 gegen die
Alternative Hy: p # pg, o > 0 zum Niveau a € (0, 1) von der Form

P = po

FTXTX) Ty

Ya=1 (|Tn—p(Y)| > Ca/) mit Tn—p(Y) =

und einem geeigneten kritischen Wert ¢, > 0 ist.
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2.14 Im gewohnlichen linearen Modell Y = X + & unter der Normalverteilungs-
annahme (g1,...,&,)7 ~ N(0,02E,) mit unbekanntem 8 € R? und o > 0
bestimmt der Kovariablenvektor x,,; € R? die zukiinftige Beobachtung Y,,| =
(Xn+1, B)+&ns1 Mit £,41 ~ N(0, 0?) unabhingig von (&1, ..., &,).Seia € (0, 1).

(a) Konstruieren Sie ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir den zu erwartenden Wert

<~xl‘t+1’ﬁ>-

(b) Konstruieren Sie ein (1 — @)-Prognoseintervall fiir die zu beobachtende Rea-
lisierung von Y, 41.

Geben Sie im Modell aus Aufgabe E]beide Intervalle zum Niveau 0,95 fiir den
Happiness-Score in Deutschland 2020 explizit an.

2.15 Zeigen Sie im gewohnlichen linearen Modell Y = X + & unter der Normal-
verteilungsannahme (&1, ...,&,)T ~ N(0, 02E,,) mit unbekanntem 8 € R* und
o > 0, dass

C:=|(n=K)T%/q,2(n-t)1-as2- (0 = K)T? /G2 (01,02

ein Konfidenzintervall fiir o> zum Konfidenzniveau 1 — « ist, wobei o2 = |Y —
XEIZ/(n — k) die Stichprobenvarianz und g2 (), fiir 7 € (0, 1) das 7-Quantil
der y?(n — k)-Verteilung sind. Nutzen Sie dieses Resultat, um einen y>-Test fiir
die Varianz o> zum Niveau a € (0, 1) zu konstruieren.

2.16 Im gewohnlichen linearen Modell unter Normalverteilungsannahme & ~
N(0, c%E,,) mit o> > 0 soll die lineare Hypothese

Ho:Bj=p1 gegen H,:B;#pi.

getestet werden. Zeigen Sie, dass die zugehorige Fisher-Statistik von der Form
= =
o BB?
Var(8; - B1)
und unter Hy F(1,n — p)-verteilt ist, wobei @r(ﬁ = El) ein geeigneter Schitzer
der Varianz Var( ,E = ,El) ist. Warum ist dieser F-Test dquivalent zum (zweiseitigen)

t-Test mit der Teststatistik
(Var(B; = p)'/?
2.17 Fiihren Sie eine lineare Regressionsanalyse analog zu Beispiel [2.42]fiir die mitt-

leren Januartemperaturen in Berlin-Dahlem zwischen 1719 und 2020 basierend
auf den Messungen des Deutschen Wetterdienstes aus.

L tn-p)

2.18 Beweisen Sie im Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse den Satz[2.58]



Kapitel 3
Effizienz und Exponentialfamilien

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir eine untere Schranke an den quadratischen
Fehler von erwartungstreuen Schétzern herleiten, die sogenannte Informationsun-
gleichung. Erreicht ein Schitzer diese Schranke, wird er effizient genannt. Es wird
sich herausstellen, dass effiziente Schitzer nur in der Modellklasse der Exponential-
familien existieren. Diese Verteilungsfamilien werden wir anschlieend nutzen, um
das lineare Modell aus dem vorangegangenem Kapitel auf kategorielle Beobachtun-
gen und Zihldaten zu verallgemeinern. Um den Maximum-Likelihood-Schitzer in
solchen Modellen zu analysieren, werden wir das Prinzip der empirischen Risikomi-
nimierung verwenden.

3.1 Die Informationsungleichung

Erinnern wir uns an den Satz von GauB-Markov (Satz [2.16): Im linearen Modell
besitzt der Kleinste-Quadrate-Schitzer unter allen linearen und erwartungstreuen
Schitzern die minimale Varianz. In dieser Klasse ist er also der ,,beste* Schitzer.
Kann es einen besseren erwartungstreuen, moglicherweise nichtlinearen Schétzer
geben?

Definition 3.1 Sei (X, ¥, (Pg)gco) ein statistisches Modell. Ein erwartungstreuer
Schitzer T eines abgeleiteten reellwertigen Parameters p (%) heif3t varianzminimie-
rend bzw. (gleichméBig) bester Schatzer (englisch: uniformly minimum variance
unbiased estimator, kurz: UMVUE), wenn fiir jeden weiteren erwartungstreuen
Schitzer S gilt:

Vary(T) < Varyg(S) fiir alle ¥ € ©.

Aufgrund der Bias-Varianz-Zerlegung (Lemma|[I.TT) entspricht die Varianz gera-
de dem quadratischen Risiko bei erwartungstreuen Schétzern. Die Definition eines
varianzminimierenden Schitzers erinnert an die Definition von Minimax-Schétzern
aus Kapitel [T] allerdings besitzt T fiir alle Parameterwerte ¢ den kleinsten Fehler,
nicht nur im schlechtesten Fall (worst case). Wir fordern hier also fiir Schitzer eine

91



92 3 Effizienz und Exponentialfamilien

GleichmiBigkeit im Parameter dhnlich zu den gleichmifBig besten UMP-Tests aus
Beispiel [I.60}

Um zu entscheiden, ob eine gegebene Methode einen besten Schitzer liefert,
bendtigen wir eine untere Schranke an die Varianz jedes beliebigen erwartungstreuen
Schitzers. Folgendes Lemma liefert uns ein erstes Resultat dieser Art.

Lemma 3.2 (Chapman-Robbins-Ungleichung) Es seien (X, F, (Py)geco) ein sta-
tistisches Modell, T ein erwartungstreuer Schéitzer von p(9) € R und 9y € ©. Dann
gilt fiir jedes 9 € © mit Py + Py, und Py < Py, mit Dichte dPﬁ € Lz(Pﬁo).'

(P =p(0)*  (p(®) = p(¥))*

dP h
Vary, (ﬁ) Ey, [((g]p?% - d]PZg )2]

Var,go (T) =2

3.1)

Beweis Aus der Erwartungstreue von T folgt zusammen mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung im letzten Schritt:
p(9) = p(dy) =Ey[T] - Ey,[T]
=Ey[T - p(Po)] = Eu, [T - p(Y0)]

-2 o) (£ 1)

<Eg, [(T —p0)*] Es, [( Py _ 1)2] "

Die Behauptung ergibt sich nun aus E, [S;L;’] f dPy = lund 3 "0 =1Py,-f.s.00
vo

Um die Chapman-Robbins-Ungleichung anzuwenden, muss der Parameter ¢ als Al-
ternative zu 9y geeignet gewihlt werden. Fiir eine moglichst starke Aussage sollte die
untere Schranke so grof3 wie mdglich sein. Dabei entsprechen grofie untere Schran-
ken schwierigen Schitzproblemen, da sie zeigen, dass auch der minimale Fehler
relativ groB sein muss. In (3.I)) wird deutlich, dass der Abstand der Verteilungen P
und P, hier gemessen als L?-Abstand der Dichten, einen wesentlichen Einfluss hat:
Je niher Py und Py, beieinander liegen, desto schwieriger ist es fiir 7', die Parameter
zu unterscheiden, was gerade zu einem grofleren Schétzfehler fiihrt.

Um eine scharfe Schranke zu erhalten, betrachten wir ¢ = 9 + h als Storung
von . Lassen wir 4 klein werden und reskalieren Zdhler und Nenner in (3.I) mit
|h|~2, kbnnen wir die Differenzen durch Differentialquotienten ersetzen, sofern wir
den Grenzwert fiir 4 — 0 und die Integrale vertauschen kdnnen und alles wohldefi-
niert ist. Um diese Uberlegungen rigoros umzusetzen, werden wir die sogenannten
Cramér-Rao-Regularitdtsbedingungen an das Modell fordern.

Wie in der Likelihood-Theorie werden wir wieder dominierte statistische Modelle
(X, F, (Py)geco) betrachten. Es gibt damit ein o--endliches MaB u, sodass P fiir alle
¥ € © absolutstetig beziiglich yu ist. Zudem existieren die Radon-Nikodym-Dichten
beziehungsweise die Likelihood-Funktion
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P
L(8,x) = dd_j(x)’ 9 e0,xeX.

Fiir die Definition regulérer Modelle fiihren wir noch den Gradienten in ¢ € ® C R”

ein: T
e B I
oth 0y
Definition 3.3 Ein vom MaB u dominiertes statistisches Modell (X, F, (Pg)gco)

heift Cramér-Rao-regulér oder kurz reguléar, wenn die folgenden Eigenschaften
erfiillt sind:

(i) © ist eine offene Menge in R”, p > 1.
(ii) Die Likelihood-Funktion L(#,x) ist auf ® X X strikt positiv und in ¢ stetig
differenzierbar. Insbesondere existiert die Score-Funktion, x € X, € O,

VoL(@) _ o)

Ug(x) :=Vyglog L(,x) = L0020

(iii) Fiir jedes ¢ € O existiert die Fisher-Information, x € X, € 0,
1(9) == Eg [Uﬂ(X)U,g(X)T] € RPXP

und ist positiv definit.
(iv) Es gilt die Vertauschungsrelation

/ BV L8, x)u(dv) = Vg / hOOL(, %) () (32)

fiir alle © € © und die konstante Funktion A(x) = 1,x € X.

Ein Schiitzer T: X — R heift regulir, falls E5[|T(X)|*] < oo fiir alle ¥ € © und
(3.2)) auch fiir ~(x) = T(x) gilt.

Kurzbiografie (Harald Cramér) Harald Cramér wurde 1893 in Stockholm gebo-
ren und studierte an der Universitdt Stockholm Mathematik und Chemie. Nach dem
Studium wurde er zunichst Assistenzprofessor fiir Mathematik an der Universitit
Stockholm und dann von 1929 bis 1958 erster Professor fiir Versicherungsmathe-
matik und mathematische Statistik. Zudem war er Prisident und spiter Kanzler an
der Universitit. Er trug einen bedeutenden Teil zur mathematischen Beschreibung
von Wahrscheinlichkeiten, stochastischen Prozessen und Statistik bei. Insbesondere
veroffentlichte er 1946 das einflussreiche Buch Mathematical Methods of Statistics,
in dem er auch die Cramér-Rao-Ungleichung aufstellte. Cramér starb 1985.

Bemerkung 3.4 (Regularitdt, Fisher-Information)

1. Setzen wir A(x) = 1 in die Bedingung (iv) ein, erhalten wir

/ VoL, 0u(dy) = Vy / L(9.x)u(dx) = Vol = 0.
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Damit folgt fiir die Score-Funktion Ey[Ug] = 0 und Varyg(Uyg) = I(19).
2. Ist L(9, x) in ¢ zweimal stetig differenzierbar und ist (3.2) erfiillt fiir 2(x) = 1
und L ersetzt mit % firallei € {1,..., p}, dann gilt (Aufgabe 3

1(9) = =By [Hy, x) ()]
fiir die Hesse-Matrix der Score-Funktion ¢ — Ug(x)

2

0
H, =|——F=U;
U.(x) (6191319/ 7(X))i,j—l

=1,...,

3. Der Satz der majorisierten Konvergenz liefert eine hinreichende Bedingung fiir
die Vertauschungsrelation (3.2): Sie gilt, falls fiir jedes 9y € © eine Umgebung
Vi, € O existiert, sodass

/ sup
X 9 EV,}O

AuBerdem lasst sich (3.2)) fiir jedes gegebene Modell (und jeden Schitzer) explizit
nachpriifen.

4. Ist (X, F, (Py)seo) ein regulires Modell mit Fisher-Information 7, so hat das
Produktmodell (X", F7®", (P§")gco) die Fisher-Information /%" = nl (Aufga-
be[T). Die Fisher-Information ist also bei unabhéngigen Beobachtungen additiv.

VﬂL(ﬁ,x)|,u(dx) < .

Warum heiBt /(%) Information? Die Fisher-Information ist die Kovarianzmatrix
der Score-Funktion, also 7(#}) = Covg(Uy). Ist diese in einer Umgebung g C ©
sehr klein, dann konzentriert sich die Score-Funktion um die Null. Auch grof3e
Anderungen im Parameter fiihren dann nur zu kleinen Anderungen der Verteilung
der Beobachtungen, sodass es schwierig ist, aufgrund dieser Beobachtungen die
Parameter zu unterscheiden. Der Extremfall /() = 0 gilt genau dann, wenn Uy (x) =
0 fiir alle ¥ € ©¢ und u-f.a. x € X, also wenn L(1,x) in ¢ u-f.s. konstant ist (dieser
Fall ist daher in der Definition ausgeschlossen). Andersherum erleichtert eine grofie
Fisher-Information die Unterscheidung verschiedener Parameterwerte.

Satz 3.5 (Cramér-Rao-Ungleichung, Informationsschranke) Gegeben seien ein re-
guldres statistisches Modell (X, ¥, (Pg)gco), eine zu schitzende stetig differenzier-
bare Funktion p: ® — R, und ein reguldrer, erwartungstreuer Schdtzer T von p.
Dann gilt

Varg(T) > (Vﬁp(ﬂ))Tl(ﬁ)_lVﬂp(ﬂ) fiir alle 9 € ©. (3.3)

Beweis Wir beginnen wie im Beweis der Chapman-Robbins-Ungleichung, wobei
die Differenzen mit Differentialquotienten in einer beliebigen Richtung e € R” \ {0}
ersetzt werden: Aus der Erwartungstreue und Regularitit von T erhalten wir

(Vop.6) = (VoEITLO) = (Vo [ TWILO0u().c)
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= /X T() Vg L(9, 1)u(dx). )
= By [T (U, e)] = Covp((Ug.e),T),  (34)

wobei wir im letzten Schritt Eg[Ug] = 0 verwenden. Die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung liefert somit

(Vop.e)> =Covy((Usg,e),T)*
< Va.I'ﬁ(<Uﬁ, €>) Va.I'ﬂ(T) = <I(19)€, €> Varﬂ (T)

Da I(¥) positiv definit ist und daher (I(#)e, e) > 0 gilt, folgt

(Vap,e))’

Vary (T) = (I(9)e.e) .

Maximieren iiber e € RP\{0} ergibt mite = ()~ V9p(1#) die Behauptung. Letzte-
res ist am einfachsten einzusehen, wenn man (x, y); := (/(9)x, y) als Skalarprodukt
auffasst. O

Definition 3.6 (Cramér-Rao-effizient) Ein reguldrer erwartungstreuer Schitzer, fiir
den Gleichheit in (3.3)) gilt, heit Cramér-Rao-effizient.

Kurzbiografie (Calyampudi Radhakrishna Rao) Calyampudi Radhakrishna Rao
wurde 1920 in Hadagali, Bellary (Siidwestindien) geboren. Er erwarb einen Master
of Science in Mathematik an der Andhra University und einen Master of Arts in
Statistik an der Calcutta University. Danach arbeitete er am Indian Statistical Institute
und im anthropologischen Museum in Cambridge. 1948 promovierte er am King’s
College (Cambridge University). Er war Professor in Calcutta, Pittsburgh und an der
Pennsylvania State University. Seine wohl bekanntesten Forschungsergebnisse sind
in der Statistik die Cramér-Rao-Ungleichung und der Satz von Rao-Blackwell. Als
dieses Buch geschrieben wurde, war Rao 100 Jahre alt.

Nachdem wir eine untere Schranke fiir die Varianz eines erwartungstreuen Schiit-
zers in reguldren Modellen gefunden haben, stellt sich die Frage, ob — und falls ja
durch welche Schitzer — diese Schranke erreicht werden kann. Um Cramér-Rao-
effiziente Schitzer zu charakterisieren, beschrinken wir uns auf Modelle mit einem
eindimensionalen Parameter.

Satz 3.7 Gegeben seien ein durch u dominiertes reguldres, statistisches Modell
(X,F, (Py)geco) mit ® C R und stetiger Fisher-Information sowie eine zu schiit-
zende stetig differenzierbare Funktion p: ® — R. Ein reguldirer, erwartungstreuer
Schdtzer T von p ist genau dann Cramér-Rao-effizient, wenn u-f.i. gilt:

T —p(®) =p (NI Uy fiiralle 9 € O.

Falls p’(9) # 0 fiir jedes ¢ € © gilt, ist diese Bedingung dquivalent zu

L(9,%) = exp (n()T () = £(9) (),
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wobei n1: ® — R eine Stammfunktion von I/p’, ¢c: X — (0, 00) messbar und
(9) =log ( [ ¢(x) exp(n()T (x))pu(dx)) sind.

Beweis Wir definieren die Funktion v (1) := p’(9)1()!, welche konstant in x ist.
Aufgrund von (3:4) gilt Covyg(Uy,T) = p’(¥). Zusammen mit Varg(Uyg) = I1(9)
folgt daraus

0 < Vary (T - v(ﬁ)Uﬁ)
=Vary (T) + v(89)? Varg (Ug) — 2v(9) Covg(Ug,T)
=Vary (T) — p’(9)*1(9) ",

also wieder die Informationsungleichung. Gleichheit gilt genau dann, wenn 7 —
v(#) Uy Py-f.s. konstant und damit gleich seinem Erwartungswert p(:3) ist. Damit
ist die Riickrichtung bereits gezeigt.

Ist andererseits T Cramér-Rao-effizient, ist nach derselben Rechnung 7 — v(#) U
Pg-f.s. konstant fiir alle I € ®, das heif3it

Py(T — p(9) #v(Uyg) =0 fiir alle ¢ € ©.

Weil Py eine strikt positive u-Dichte besitzt, ist auch u absolutstetig beziiglich Py
und wir erhalten u(T — p () # v()Uy) = 0. Da dies fiir alle ¢ € O gilt, folgt sogar

y(EIﬁ €EO:T—-p()+ v(ﬁ)Uﬁ) =0;

denn aus Stetigkeitsgriinden kann man sich auf rationale % beschrinken, und die
abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.
Die explizite Form der Likelihood-Funktion folgt aus

T - p(9)

= — -f.u.
LT A

0
5g00gL(®)=U

und unbestimmter Integration beziiglich . U

Diese Charakterisierung impliziert einerseits, dass die Cramér-Rao-Schranke nur
in Spezialfillen erreicht werden kann. Andererseits fiihrt uns die Aquivalenz in
Satz[3.7)in natiirlicher Weise auf eine wichtige Klasse von statistischen Modellen:

Definition 3.8 Es sei (X, ¥, (Py)geco) ein von u dominiertes statistisches Modell
mit ® C RP offen und k € N. Dann heiit (Py)sco Exponentialfamilie in 7(:)
und 7, wenn messbare Funktionen : ® — R¥, 7: X — R¥ und ¢: X — [0, )
existieren, sodass

dP 4

au (x) = c(x) exp ((n(9),T(x)) = {(9)), xeX, €O,

wobei {(1) := log [ c(x)exp ((7(#),T(x)))u(dx). T wird natiirliche suffiziente
Statistik von (Py)gece genannt. Sind 71, ..., x linear unabhingige Funktionen und
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gilt fiir alle ¥ € © die Implikation

YAeRM . Qo+ Ti+ ..+ 4Tk =0 Pyfs. = dg=A1=..=1;=0
(das heiB3t 1,7y, ..., Ty sind Py-f.s. linear unabhingig), so heifit die Exponentialfa-
milie (strikt) k-parametrisch.

Bemerkung 3.9 (Exponentialfamilien)

1. Die Darstellung ist nicht eindeutig: Mit a # 0 erhélt man beispielsweise eine
Exponentialfamilie in 7(¢) = an(9) und T(x) = T(x)/a. AuBerdem kann die
Funktion ¢ mittels g(dx) := c¢(x)u(dx) in das dominierende MaB3 absorbiert
werden.

2. Ineiner k-parametrischen Exponentialfamilie ist die Identifizierbarkeitsforderung
Py # Py fiir alle & # 9’ dquivalent zur Injektivitit von 7.

3. In einer k-parametrischen Exponentialfamilie ist fiir alle 9 € © die Kovarianz-
matrix Covg (T) der natiirlichen suffizienten Statistik positiv definit. Tatsdchlich
gilt fiir alle 2 € R¥, dass AT Covg(T)A = Eg[(ZE, 4iT; — Eo[4,T1])%] > O,
wobei Gleichheit nur erfiillt ist, wenn Z[’.‘zl ATy — Eg[A;T;] = 0 Py-fs. gilt.
Aus der Py-f.s. linearen Unabhingigkeit der 7; folgt mit Ay := Ey[A;T;], dass
Adpg=A1=---=4=0.

Der Begriff suffizient taucht in der Statistik in einem viel allgemeineren Rahmen
auf: Ist in einem dominierten statistischen Modell die Likelihood-Funktion von der
Form

L(9,x) = go(T(x))c(x), fiir u-fa.x € X,

mit einem von ¢ unabhéngigen Faktor c¢(x) und einer ¢-abhingigen Funktion gy,
dann hei3t T suffizient. Tatsdchlich ist T in diesem Fall ,hinreichend / geniigend*,
denn fiir jede Realisierung 7'(x) = ¢, liefert X = x keine zusitzliche Information iiber
¥, das heiflt keine zusitzlichen Anhaltspunkte, verschiedene } zu unterscheiden. Fiir
weitere Details zum in der mathematischen Statistik wichtigen Suffizienzbegriff sei
auf Lehmann und Casella (1998)) oder [Shao| (2003)) verwiesen. Die Faktorisierung
ist offensichtlich in der Likelihood-Struktur von Exponentialfamilien gegeben.

Definition 3.10 Im Rahmen von Definition [3.8] heiBt 7(%) := (571 (), ..., (9) T
natiirlicher Parameter der Exponentialfamilie und

== {;7 e R*: /Xc(x)exp(m,r(x)))u(dx) € (0, oo)}

heiflt natiirlicher Parameterraum. Ist die Exponentialfamilie durch n € E parame-
trisiert, das heif3t es gilt

dp,, ~ -
E(x) =c(x)exp (0, T(x)) =¢{(), xeX,ne®CE,

mit £ () := log ([ c(x)exp({n,T(x)))u(dx)), dann wird sie als natiirliche Expo-
nentialfamilie bezeichnet.
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Viele uns bereits bekannte diskrete und stetige Verteilungsfamilien fallen in die
Klasse der Exponentialfamilien, wie folgende Beispiele illustrieren.

Beispiel 3.11 (Exponentialfamilien, natiirlicher Parameterraum)

L. (Bin(n, p))pe(o,1) bildet eine Exponentialfamilie in n(p) = log(p/(1 - p))
(auch Logit-Funktion genannt) und T'(x) = x beziiglich des ZdhlmaBes u auf
{0,1,...,n}: Fir k =0, ...n gilt

n

L(p,k) = (k

)pku - p)k

= (Z) exp (klog p + (n — k) log(1 - p))

= (Z) exp (kr](p) +nlog(1l - p))

Der natiirliche Parameterraum ist damit R. Fiir den Parameterraum p = [0, 1]
liegt iibrigens keine Exponentialfamilie vor (Beweis?).
2. (N(u, 0'2)),,€R,(,>0 ist eine 2-parametrische Exponentialfamilie in

n(u,0) = (/0 1/(20%) " und  T(x) = (x,~x*)"

unter dem Lebesgue-Mal als dominierendem Mal:

L(n,x) = exp (- (x = p)?/(20%))

2no2

= 21 2exp(—(x2—2JCﬂ+,U2)/(20'2))
V2no

1
= —exp ((n(u,0), T(x))y - p*/(20%) —log o), x€R.
rhad )
Der natiirliche Parameterraum ist £ = R X (0, ). Falls oo > 0 bekannt ist, liegt
eine einparametrische Exponentialfamilie in (x) = p/o? und T(x) = x vor.
Indem wir alternativ 7(u) = g und T(x) = x/o? betrachten, erhalten wir eine
natiirliche Exponentialfamilie.

Folgender Satz stellt die Verbindung zwischen reguliren statistischen Modellen
und Exponentialfamilien her. Das Innere des natiirlichen Paramterraums sei mit Z°
bezeichnet.

Satz 3.12 (Regularitit von Exponentialfamilien) Auf (X, F) sei (Py)gco mit of-

fenem © C RP eine k-parametrische Exponentialfamilie inn: © — E°undT: X —
RX mit differenzierbarem n und der Jacobi-Matrix J (1) = (‘%’é—ﬁﬂ))i:l ,,,,, ko j=1,....p

Dann ist (X, F, (Py)gco) reguldir und es gilt:

(i) Jede Statistik S: X — R mit existierendem Erwartungswert ist reguldr.
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(ii) Der abgeleitete Parameter p(9) = Eg[T] € RX ist stetig differenzierbar mit der
Jacobi-Matrix J,(#) = Covy (T)Jy; (&) mit der Kovarianzmatrix

Covy(T) =Ey [(T = Eg[T])(T -Ep[TD"| >0

fiir alle 9 € ©.
(iii) Die Normierungsfunktion { ist auf © stetig differenzierbar mit V() =
J(9)TEg [T] fiir & € ©. Im natiirlichen Parameter ist 1 — {(n) auf E° beliebig
oft differenzierbar mit V{ () = E,;,[T] und der Hesse-Matrix H (17) = Cov,,(T).
(iv) Die Score-Funktion ist gegeben durch Ug = J,(9)"T — V{(9). Fiir die Fisher-
Information gilt 1(9) = J,(9) "J,(9) = J,,(9) " Covy(T)J,,(9) fiir alle 9 € O.
Beweis Wir fiihren den Beweis im Fall einer natiirlichen Exponentialfamilie in
n € E mit Normierungsfunktion ¢: E — R. Der allgemeine Fall ergibt sich durch
Reparametrisierung und Anwendung der Kettenregel.

Schritt 1: Sei S eine beliebige reelle Statistik mit § € LI(IP’W) fiir alle n € E.
Dann ist die Funktion

st = <P, 15T = [ S@eOT (o)

auf 2 wohl definiert. Wir zeigen nun, dass us beliebig oft in jede Richtung v € R¥
differenzierbar ist.

Ist » € E ein innerer Punkt und # € R so klein, dass auch  + tv € E, so folgt
mittels monotoner Konvergenz

> o [ ISl T e D eriu(a)

m>0

:/X|S(x)|e<'7’T(x)>+‘<’v’T(xmc(x)d,u(x)

< / |S(x)|(e(7]+tv,T(x))+e(7]—tv,T(x)))C(x)dlu(x) < 00,
X

Alsoist S(v,T)™ € L1(P,) firallen € E,v € RF und m > 0. Fiir S(x) = 1,x € X,
m =2und v € {ey,...,ex} mit den Standardbasisvektoren ¢; € R¥ erhalten wir
insbesondere 7 € L (P,,) fiir alle 5. Ferner folgt aus dem Satz iiber die dominierte
Konvergenz, dass die Summe und das Integral in
tm
> o [ S TE)me T etou(n (5
m: Jx

m>0

vertauscht werden konnen. Die Reihe nimmt daher den Wert us (7 + tv) an und ist
somit die Taylorreihe von ¢ +— ug(n + tv) um 0. Damit existieren alle Ableitungen
in Richtung v.

Insbesondere ergeben sich die partiellen Ableitungen erster Ordnung 6%{145 (n) =

e UDEy[ST;],i = 1,...,k. Fiir v = ¢; + ¢; und m = 2 erhalten wir wegen 92 =
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0z, + 20,0, + 0;, die Ableitungen zweiter Ordnung

2

= ¢ UDE, [ST,T; i j=1,...,k.
anianjuS(rl) e 77[ z./], 12%) s s

Schritt 2: Wir weisen nun die Identitéiten aus (ii) bis (iv) nach.
Aus Schritt 1 ergibt sich fiir S = 1 der Gradient V,,u;(17) = u1(n)E,,[T] und die
Hesse-Matrix

2

H() = (5—uin) = wi()(2,(0)])

on;on; i,j=1,..., ij=1,....k

Wegen u;(n) > 0 fiir alle € E erhalten wir, dass £(n) = logu;(n) stetig differen-
zierbar ist mit V,,{(17) = Eg[T] = p(77) und der Jacobi-Matrix

62 _ 0 0 -
== (O )
= (E,] [T,TJ] - Er] [Ti]Eﬂ [Tj])i,jzl ..... k= COVU(T)

Wie in Bemerkung [3.9] ausgefiihrt, ist die Kovarianzmatrix von 7T positiv definit,
woraus J,(17) > 0 folgt. Fiir Score-Funktion und Fisher-Information ergibt sich

U,=V,logL(n,x)=T-V,{()  und
I(n) = By[U,U}] = Cov,y(T) = J,(n) >0 fiiralle n € E.

Schritt 3: Es bleibt die Regularitit des Modells und beliebiger Statistiken S €
L'(Py) zu zeigen. Aus der Darstellung von V,,us aus Schritt 1 und der Darstellung
der Score-Funktion Uy erhalten wir

V,En[S] =V, (”S (77)6_5('7))

=(Vyyus () - us(n)V,,g(n))e—an)
=By [ST] = By [S1V5£ ()
=E,[SUs]

- /X SV, L(m ().

Daher gilt (3.2) fiir alle 2 € LI(IP’U), sodass das Modell und jede integrierbare
Statistik S regulér sind. O

Korollar 3.13 (Existenz von besten Schitzern) Fiir jedes statistische Modell
(X, F, (Py)gco), ® C RX offen, gegeben durch eine k-parametrische Exponen-
tialfamlie mit differenzierbarem n: ® — E° und invertierbarer Jacobi-Matrix
Jy € Rk ist T = (v,T) fiir ein beliebiges v € R¥ ein bester, unverzerrter

und Cramér-Rao-effizienter Schdtzer fiir T(9) := (v,By[T1]). Zudem gilt
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Covy(T) = Jp (NI ()™ und 1(9) =J,(9)7J,,(9) fiir alle & € ©.

Fiir natiirliche Exponentialfamilien gilt insbesondere Cov,,(T) = 1(n).

Beweis Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Sitzen [3.5] und 3.12] wobei aus
der Symmetrie der Fisher-Information 7() = J,,(9)"J, () = J,(3) "], () folgt.
Wegen Cov(T) > 0 (Bemerkung und der Invertierbarkeit von J;, sind auch
Jo(9) = Covy(T)J, () und I(:) invertierbar. Insbesondere ist die Informations-
schranke fiir 7 gegeben durch

VT, (D) ()T = v T ()T, (9 v = vT Cov(T)v.

Fiir natiirliche Exponentialfamilien gilt Cov,,(T') = J,(n) = 1(n). O

Der wichtige Fall einer mathematischen Stichprobe wird von folgendem Lemma
behandelt, wobei wir uns auf den einparametrischen Fall beschrinken. Den Beweis
iiberlassen wir der Leserin (Aufgabe 3 [6)).

Lemma 3.14 Ist (Py)gco auf (X, F) eine einparametrische Exponentialfamilie in
n:0®—>RundT: X — R, soist (]P’?"),ye@ eine Exponentialfamilie auf (X", F®")
inngund T, = % i1 T(x;). Ist n differenzierbar mit n’ # 0, folgt insbesondere,
dass Ty, ein bester Schdtzer fiir p(9) = Eg[T] ist.

Beispiel 3.15 (Exponentialfamilien)

1. Wie in Beispiel gesehen, bildet P, := N(u, 0?) mit Parameter 4 € R
und bekanntem o > 0 eine Exponentialfamilie in 77(¢) = u/o> und T(x) = x
mit £ (i) = p*/(20%). Im Produktmodell (R", B(R"), (P&"),,cr) ist daher T, =

% " | xi ein bester Schitzer fiir E, [T,,] = p mit Var,(T,) = "'72 Da T nicht
von o > 0 abhingt, ist T sogar bester Schitzer fiir den Erwartungswert fiir alle
Normalverteilungen.

2. Fiir die Exponentialfamilie (Poiss(1)) >0 in (1) = logA und T(x) = x gilt
£(A) = A (Aufgabe 3[). Wegen p(1) = E4[T] = A und Vary(T) = Aist T bester

Schiitzer fiir A. Fiiri.i.d. Beobachtungen X1, . . ., X,, ist folglich 7, = X,, ein bester
Schitzer fiir A.

Nun haben wir einerseits gesehen, dass fiir Exponentialfamilien die natiirliche
suffiziente Statistik 7' ein bester Schitzer ihres Erwartungswerts ist. Andererseits
wissen wir seit dem ersten Kapitel, dass der Maximum-Likelihood-Ansatz héufig zu
guten Schitzverfahren fiihrt. Wir wollen daher abschlieBend untersuchen, was das
Maximum-Likelihood-Prinzip fiir natiirliche Exponentialfamilien ergibt.

Lemma 3.16 Ist (Py)geco auf (X, F) eine natiirliche Exponentialfamilie inn € 2 C
R und mit natiirlicher suffizienter Statistik T: X — R, dann ist der Maximum-
Likelihood-Schdtzer fiir n eindeutig und auf dem Ereignis {T(X) € Im({’)} durch

7= ()N (T(X))

gegeben. Zudem ist dann T der eindeutige Maximum-Likelihood-Schdtzer des Para-
meters p(n) =E, [T].
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Beweis Aufgrund von Satz gilt 6,27 log L(n,x) = =¢" () = — Var,(T) < 0,
sodass 7 — —log L(n, x) konvex ist und ein eindeutiges Maximum 7 der Likelihood-
Funktion n +— log L(n, X) existiert. Um die Maximalstelle zu finden, setzen wir die
Score-Funktion gleich null.

677 log L(n,x) = Un(x) =0 o T ={m.

Wegen ¢ > 0 ist ¢’ invertierbar, weshalb auf {T(X) € Im({’)} obige Gleichung
durch den Maximum-Likelihood-Schitzer 77 = (£")"!(T (X)) gelost wird. Wegen
p(n) = ¢’(n) folgt zudem, dass T der eindeutige Maximum-Likelihood-Schitzer
des Parameters p ist, falls 7(X) € Im(Z’). O

Beispiel 3.17 Wie aus Beispielund Lemmafolgt, ist (N(u, 0°2) &) 1er mit
bekanntem o> > 0 eine natiirliche Exponentialfamilie in 7'(x) = # Dy Xi, x € R,
mit ¢’ (u) = nu/o?, u € R. Nach dem vorangegangenen Lemma ist also (wie lingst
bekannt)

0_2

@=X, mit Var(i) = Var(X)=—
n

der eindeutige Maximum-Likelihood-Schitzer von w.

3.2 Verallgemeinerte lineare Modelle

Wir erinnern uns an das gewohnliche lineare Modell
Y=XB+¢

mit Parametervektor 8 € R”, Designmatrix X € R™*” von vollem Rang p, und Beob-
achtungsfehlern € = (g1, ..., ;)T mit E[&1] = 0 und Cov(g) = o-zE,,. In Kapitel
haben wir gesehen, dass durch die Wahl der Designmatrix bereits sehr allgemei-
ne Zusammenhénge zwischen Kovariablen und der Responsevariable Y modelliert
werden konnen. Die Hauptbeschriankung ist hierbei, dass die Erwartungswerte der
Beobachtungen linear vom Parametervektor abhingen, die Kovarianzstruktur hinge-
gen nicht.

Dennoch gibt es grundlegende Fragestellungen, die nicht sinnvoll durch ein li-
neares Modell beschrieben werden kdnnen und eine Verallgemeinerung des linearen
Modells erfordern. Ein Hauptziel ist dabei, kategoriale oder diskrete Zielvariablen
durch verschiedene Kovariablen beschreiben zu konnen.

Beispiel 3.18 (Klausur — a) Wir wollen den Zusammenhang zwischen dem Beste-
hen einer Klausur und den zuvor auf Ubungszetteln erreichten Punkten untersuchen.
Ignorieren wir, dass die Zielvariable eigentlich kategorial ist, konnen wir ein einfa-
ches lineares Modell Y; = a + bx; + €;,i = 1,.. ., n, aufstellen, wobei ¥; = 1 bzw.
Y; = 0 modelliert, ob der oder die i-te Studierende bestanden hat bzw. durchgefal-
len ist. x; bezeichnen die prozentual erreichten Punkte in den Ubungsaufgaben. An
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Abb. 3.1 Bestandene und durchgefallene Priifungen in Abhingigkeit von den erzielten Punkten auf
den Ubungszetteln: Lineare Regressionsgrade in violett, geschiitzte Bestehenswahrscheinlichkeit
mittels logistischer Regression in griin

der Klausur haben n = 103 Studierende teilgenommen, die alle mindestens 40%
der Punkte erreicht haben, das heifit x; € [0,4; 1], um zur Klausur Eugelassen zZu
werden. Der Kleinste-Quadrate-Ansatz liefert uns zu @ = —0,72 und b = 2, 23. Die
Beobachtungen und die Regressionsgrade sind in Abbildung dargestellt.

Diese Grafik zeigt deutlich, dass hier das lineare Modell die Daten nicht gut
beschreibt. Insbesondere erhalten wir Vorhersagen, die weder 0 noch 1 sind. Wegen
E[Y;]=0-P(Y; =0)+1-P(Y; = 1) und E[g;] = 0 lasst sich allerdings das lineare
Modell im Sinne von Wahrscheinlichkeiten interpretieren:

P(Yizl)ZE[Yi] :a+b-xi+]E[8,~] =a+b-x;

Unsere Schitzung b > 0 wiirde damit fiir eine wachsende Bestehenswahrscheinlich-
keit in Abhingigkeit der Punkte auf den Ubungszetteln sprechen.

Uberzeugend ist das allerdings immer noch nicht, da wir beispielsweise fiir x;+1 =
0, 85 eine Vorhersage @ + bx,,+1 = 1,17 > 1 erhalten, was keine Wahrscheinlichkeit
mehr ist. Um dieses Problem zu 10sen, ersetzen wir P(Y; = 1) = a + bx; durch

P(Y;=1) =g(a+bx;), P¥;=0)=1-P¥;=1),

wobei wir mit einer wachsenden Funktion g: R — [0, 1] transformieren. Im Ge-
gensatz zur linearen Regression hingt die Zielvariable (oder hier die Zielwahr-
scheinlichkeit) nicht mehr linear vom Parameter ab. Stattdessen erhalten wir ein
erstes Beispiel eines verallgemeinerten linearen Modells, genauer der logistischen
Regression. Wir wihlen nun g(x) = %, konnen die Parameter a und b durch

den Maximum-Likelihood-Ansatz schitzen und erhalten a = —7,20 und b= 13,24.



104 3 Effizienz und Exponentialfamilien

Der resultierende nichtlineare Zusammenhang zwischen Bestehenswahrscheinlich-
keit und Ubungspunkten ist ebenfalls in Abbildung dargestellt.

Bezeichnet Py = N(##, 02) die reelle Normalverteilung mit Mittelwert , so sind
die Beobachtungen im gewthnlichen linearen Modell unter Normalverteilung gemaf
Y; ~ P(xp), verteilt und unabhingig. Aus dieser Perspektive ist sofort eine Verall-
gemeinerung auf andere Verteilungen Py natiirlich, man denke an Py = Ber(«) fiir
¥ € (0,1) oder Py = Poiss(1) fiir # > 0. Dabei stellt sich heraus, dass Verteilungen
gemil einer Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter 7, strukturelle Vorteile
bieten, wobei wir r7; = (XB); als linearen Zusammenhang modellieren oder auch
nichtlinear verkniipfen.

Definition 3.19 Auf einem Produktraum (X", F®") liegt ein verallgemeinertes li-
neares Modell (englisch: generalized linear model, kurz: GLM) mit n unabhiingigen
Beobachtungen Yy, . . ., Y, vor, falls die Randverteilungen von ¥; durch eine natiirli-
che Exponentialfamilie mit natiirlichen Parametern n; € 2 und Dichten

Y

dPTh .
d (yi):exp( C()’MP), i=1,...,n,
[

niyi — {(n:) )

(2
beziiglich einem dominierenden Mal3 u gegeben sind, wobei ¢ > 0 ein Dispersi-
onsparameter ist und {: E — R sowie ¢: X X Ry — R, bekannte Funktionen
sind. Setze p(n;) = E,,[Y:]. Fiir einen unbekannten Parametervektor 8 € RP”,
eine Designmatrix X € R™P und eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion
g: R — R gelte weiter

g(p(m))
= XB.

glp(mn))

g heiBt Linkfunktion. Falls p = g~! erfiillt ist, dann nennen wir g kanonische
Linkfunktion und es gilt (771,...,17,)" = XB.

Bemerkung 3.20 (Dispersionsparameter) Wihrend S der interessierende Parameter
ist, wird ¢ als Storparameter angesehen und beeinflusst typischerweise die Streu-
ung der Beobachtungen um ihren Erwartungswert. Fiir fixiertes ¢ ist ¥; also geméf
einer natiirlichen Exponentialfamilie in 7(y) = y/¢ verteilt. Fiir die Ubersicht-
lichkeit werden wir im Folgenden den Dispersionsparameter in der Notation von
Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerten etc. weglassen.

Beispiel 3.21 (Verallgemeinerung des linearen Modells) Das normalverteilte ge-
wohnliche lineare Modell Y = X + & mit i.i.d. Fehlern &; ~ N(0, o%) und Varianz
o ist ein verallgemeinertes lineares Modell. Bezeichnen wir die Zeilenvektoren der
Designmatrix X mit xq, ..., x, € RK, dann ist Y; gemil N(x;, 0'2) verteilt. Beachte
dabei, dass x; ein Zeilenvektor ist und daher

p p

xiﬁ=zxi,jﬁj=zxi,j,3j=(X,3)i, i=1,...,n

J=1 J=1
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Wie wir in Beispiel [3.T1] gesehen haben, bilden die einparametrischen Normalver-
teilungen (N (g, 0'2)),, mit bekannter Varianz o> > 0 eine natiirliche Exponentialfa-
milie in . Fiir den natiirlichen Parameter n; = x; erhalten wir die Darstellung
Y;
i

du

-y?/(20?)
)C(yiso-z) mit C(y,O'z) = - s
2w

(xiﬁ cyi — (xiB)?/2)

(yl) = eXp 2
(on

i = 1,...,n, und Dispersionsparameter o>. Da p(1;) = Eg[Y;] = x;8, ist die
Identitit g(x) = x,x € R, die kanonische Linkfunktion, mit der (71, ...,7,,)7 = X
gilt.

Fiir eine beliebige bijektive und stetig differenzierbare Funktion #: R — R kon-
nen wir im verallgemeinerten linearen Modell auch eine nichtlineare Abhingigkeit
Y; = h(x;) + &; durch die Wahl der Linkfunktion g = h~! beriicksichtigen.

Aus den Eigenschaften natiirlicher Exponentialfamilien folgt:

Lemma 3.22 Im verallgemeinerten linearen Modell gilt
EplYil =" (m),  Varg(Yy) =" (i) = p’(mi), i=1,....n.

Beweis Setze {(n) = £(n)/¢, T; := Y;i/@ und p(17) = p(n)/¢. Satz impliziert
dann

EglYil/e =EglT;]1 =5(n:) = ¢ (m:) = £’ (i) g,

also Eg[Y;] = ¢{’(n;) fiirallei = 1, ..., n. Analog gilt

Varg[V;]/¢* = Varg[T;1 = 5" (1) = () = ¢ (1) [
und damit Varg ,[Y;] = o (), i=1,...,n. O

Um den unbekannten Parametervektor S in einem verallgemeinerten linearen
Modell zu schitzen, verwenden wir den Maximum-Likelihood-Ansatz. Aufgrund
von 0 < Varg(Y;) = ¢p’(n;) und ¢ > 0 ist p streng monoton wachsend und
damit invertierbar. Da auch die Linkfunktion g invertierbar ist, existiert die Funktion
¥ = (g o p)~!. Bezeichnet der Zeilenvektor x; = (X 1,. .., Xi p) € RP wieder die
i-te Zeile der Designmatrix X, dann erhalten wir die Darstellung

ni=p " og” (xiB) =y (xiB).
Die Loglikelihood-Funktion kann dann in der Form

n

log L(B, ¢;y) = Z (

i=1

U (xiB)yi — (W (xiB))
("2

+log (c(yi, so)))

geschrieben werden. Als notwendige Bedingung an einen Maximum-Likelihood-
Schitzer B erhalten wir durch Ableiten und p = ¢’
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n

. 1 _ .
Vglog L(B,¢;y) = P Z (vi = pW(xiB))¢' (xiB)x] =0. (3.6)

i=1
Im Fall einer kanonischen Linkfunktion ist diese notwendige Bedingung bereits

hinreichend, sobald die Fisher-Information positiv definit ist:

Lemma 3.23 In einem verallgemeinerten linearen Modell mit kanonischer Linkfunk-
tion und Designmatrix X ist die Fisher-Information gegeben durch

K@=é;(ﬁﬁﬂﬁ&RWﬁ

fiir die Zeilenvektoren x; = (X; 1, ..., X; p) € RP. Ist I(B) positiv definit fiir alle B
und existiert eine Losung ,E von , S0 ist E der eindeutige Maximum-Likelihood-
Schditzer von B.

Beweis Der kanonische Link ist gegeben durch g = p~!, sodass ¢ die Identitiit ist.
Damit vereinfacht sich (3.6) zu

n

1
Vglog L(B,¢;y) = ; Z (vi — p(xip))x] .

i=1

Wegen p = ¢’ folgt durch Ableiten, dass die Hessematrix der Loglikelihoodfunktion
gegeben ist durch

9? 1

log L(B, ¢; ) =—_= " (xiB)x]x; = —1(B).
(35,35 ‘e ®-#),, o 2 b) ®)
Fiir I(B) > 0 ist B — —log L(B, ¢;y) streng konvex und somit E der eindeutige

Maximum-Likelihood-Schétzer. O

Im Gegensatz zum normalverteilten linearen Modell besitzt der Maximum-
Likelihood-Schétzer E fiir verallgemeinerte lineare Modelle typischerweise keine
geschlossene Form mehr. Dies erschwert einerseits die statistische Analyse eines
solchen Schitzers und andererseits sind numerische Verfahren notwendig, um E zu
bestimmen. Wir widmen uns beiden Aspekten und beginnen mit der numerischen
Fragestellung.

In Lemma[3.23|haben wir gesehen, dass die negative Loglikelihoodfunktion strikt
konvex ist, sodass wir zur Bestimmung des eindeutigen Minimums den grof3en Werk-
zeugkasten der konvexen Optimierung zur Verfiigung haben. Das vermutlich grund-
legendste numerische Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen ist das Newton-
Verfahren oder Newton-Raphson-Verfahren:

e Ziel: Finde x* € R mit f(x*) = O fiir eine gegebene Funktion f: R — R.
* Verfahren:

1. Wihle einen Startpunkt xo € R (der idealerweise nahe an x* liegt).
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2. Approximiere x* mit der rekursiven Vorschrift

_ S (xn)
J/(xn)

o Abbruchkriterien: | f(x,)| < € oder |x;+1 — x| < & fiir ein vorgegebenes £ > 0.

falls  f’(x,) #0.

Xn+l = Xn

Geometrisch ist x,,; genau die Nullstelle der Tangente y = f(x,) + f"(x,) (x — x5)
an f im Punkt (x,, f(x,)). Im mehrdimensionalen Fall f: R” — R” erhalten wir
die Rekursionsvorschrift

Jyr (xn) (Xn+1 —xn) = —f(xn) & Xpo1 =xn - Jy (xn)_lf(xn)

mit der Jacobi-Matrix J¢ (x) = (%)i, i=1,...,p € RP*P falls diese invertierbar ist.
J
Das Newton-Verfahren soll nun verwendet werden, um den Maximum-
Likelihood-Schitzer 8 in einem verallgemeinerten linearen Modell mit kanonischem

Link numerisch zu bestimmen. Setzen wir also

n

1B) = Vglog L(B.¢13) = = 3 (50 = £ (s

i=1

dann ist die Jacobi-Matrix gleich der Hesse-Matrix der Loglikelihood-Funktion

2 n
158 = (g e LB ), = 2 = 1 (B)
i=1

0Br0B; kl=1,...k

Wegen I() > 0 ist insbesondere J (8) stets invertierbar. Einsetzen in Newtons
Tterationsvorschrift liefert Fishers Scoring-Methode.

Methode 3.24 (Fishers Scoring-Methode) Zur numerischen Bestimmung des
Maximum-Likelihood-Schitzers in verallgemeinerten linearen Modellen wéhlen wir
einen Startwert 390 € R” und verwenden das iterative Verfahren

B = BO 4 1(B0) V10 LB, 1 y)

=p" - (Zn: g”(xiﬁ(’))x:x;)_l Zn: (Yi - g’(x,-ﬁ(”))xf, t €N,
i=1

i=1

Man beachte, dass sich der Dispersionsparameter ¢ herausgekiirzt hat, sodass
Fishers Scoring-Methode auch fiir unbekannte ¢ angewendet werden kann.

3.2.1 Empirische Risikominimierung

Wir werden nun die Qualitit des Maximum-Likelihood-Schitzers 8 im verallgemei-
nerten linearen Modell analysieren. Im Spezialfall eines normalverteilten linearen
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Modells wissen wir, dass der Maximum-Likelihood-Schitzer mit dem Kleinste-
Quadrate-Schiitzer iibereinstimmt, den wir in Kapitel [2] intensiv studiert haben.
Unsere Resultate und Beweise beruhten hierbei fundamental auf der expliziten Dar-
stellung des Schitzers. Hier gibt es diese explizite Darstellung nicht mehr, sodass
eine vollig neue Herangehensweise notwendig wird.

Betrachten wir ein verallgemeinertes lineares Modell (X", 7®", (Pg)gerr) mit
kanonischer Linkfunktion und Designmatrix

X1
X=|:|eR™P mit Zeilenvektoren xi=Xi1,....Xip) €RP

Xn

und Dispersionsparameter ¢ > 0. Durch die Zeilenvektorkonvention gilt wieder
xif = Z;’zl X; jB;. Die WahrscheinlichkeitsmaBe Pg sind von einem Mal u®"
dominiert, und die Likelihood-Funktion ist von der Form

n

1
LBy, = [ Jexp (2 (i @aB) = ) Jeris - me )

i=1

=exp(_éanfﬁ(xi’)’i))c(}’lw-~’Yn,90) G.7)
i=1

fiir
lp(x,y) ==y - (xB) + {(xB), x€eRP yeR,BeRP.

Wir betrachten nun {g: RPH — R, (x,y) +— £3(x,y) als Verlustfunktion. Das

zugehorige, mit n skalierte Risiko ist gegeben durch
1= =
Pl =, Bl D)

wobei (? Lo oo Yn)T eine von (Y1, ..., Y,) unabhingige, aber genauso verteilte Stich-
probe ist, und E nur der Erwartungswert beziiglich (171, .. .,?n)T, das heiBt der
bedingte Erwartungswert, gegeben (Y1, ...,Y,), ist. Fiir einen Schétzer E, der auf
Grundlage der Beobachtungen Yy, . . ., Y, konstruiert wurde, ist damit P£ 5 das Risiko,

wenn wir E festhalten und neue unabhingige Daten in demselben Modell betrach-
ten. Insbesondere hingt P{g von den Beobachtungen ab und ist damit selbst eine
Zufallsvariable.

Wegen (3.7) kann der Maximum-Likelihood-Schitzer als

—~

1 n
B = argminP,{g mit P,lg = — E Cp(x;,Y;) (3.8)
BeRP o
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geschrieben werden, wobei weder Dispersionsparameter ¢ noch die Normierung
mit 1/n fiir die Minimierung eine Rolle spielt. Hierbei bezeichnet P,,{z das zu Pl
gehorige empirische Risiko. Fiir ein festes g ist P, {g ein erwartungstreuer Schétzer
von Plg, und wir konnen hoffen, dass aufgrund der Unabhingigkeit der ¥; das
empirische Risiko P,{g fiir groBe n nahe am theoretischen Risiko P{g liegt. Im
Fall von zufdlligem i.i.d. Design (X;,Y;)i=1,...,» folgt die fast sichere Konvergenz
P,lg — Plg = E[ﬁﬁ (X, ?,v)] direkt aus dem starken Gesetz der grolen Zahlen.
Wegen Satz[3.12(iii) gilt £ > 0, sodass 8 > {g(x, y) fiir jedes feste x € R” und
¥ € R konvex ist. Damit gibt es tatsichlich eine eindeutige Losung von (3.8). Der
Maximum-Likelihood-Ansatz fiihrt uns also auf folgende Methode:

Methode 3.25 (Empirische Risikominimierung) Beruhend auf unabhéngigen Be-
obachtungen (x,Y7),..., (x4,Y,) € R” X R und einer Parametermenge O ist der
empirische Risikominimierer gegeben durch

- 1 &

¥ := arg min — Z Lo (x;,Yy),
9e® N5

wobei £: ® X RP xR — R, (9, x,y) — €£y(x,y) eine in ¥ konvexe Verlustfunktion

ist.

Die empirische Risikominimierung ist ein sehr allgemeines und gerade im ma-
schinellen Lernen weit verbreitetes Prinzip zur Konstruktion von Schitzern, da es un-
abhingig von Verteilungsannahmen an die Beobachtungen eingesetzt werden kann.
Durch die Wahl der Verlustfunktion bekommt dieser Ansatz eine gro3e Flexibilitit,
sodass die Maximum-Likelihood-Schétzung im verallgemeinerten linearen Modell
nur ein erstes Beispiel ist. In der Lerntheorie nennt man die Kovariablen hdufig Fea-
tures, die Beobachtungen (x1,Y1), ..., (xs,Y,) € RP x R heien Trainingsmenge
und das resultierende Schitzverfahren ¢ wird als Lernverfahren bezeichnet.

Die Darstellung (3.8) ist unser Ausgangspunkt zur Analyse des Maximum-
Likelihood-Schitzers. Statt E direkt iiber sein Risiko P¢ 7 Zu beurteilen, werden
wir sein Exzessrisiko analysieren. Hierzu verallgemeinern wir den Verlust zu

by (x,y) ==y - f(X)+{(f(x)), xeRP,yeR, (3.9

sodass {g = {f mit fzg(x) = xB gilt. In dieser Form setzen wir keine lineare
Abhingigkeit der Beobachtungen y; von den erklirenden Variablen x; 1,...,%; p
voraus, sondern lassen beliebige Funktionen zu. Da das Design deterministisch ist
und wir jede Funktion nur an den Kovariablen xy, . . ., x,, auswerten, konnen wir jede
Funktion f: R” — R mit dem Vektor f = (f(x1), ..., f(xn)) € R" identifizieren.
Wir schreiben daher kurz f = f. Das Schitzverfahren aus (3.8) nimmt aber weiterhin
einen linearen Zusammenhang an.

Definition 3.26 Fiir eine Verlustfunktion ¢ der Form[3.9)und eine Teilmenge ¥ C R"

ist das Exzessrisiko (englisch: excess risk) definiert als

E(B) :=Plz—minPl; =P((s—¢;) mit f, = argminPly. (3.10)
B) B~ Fer f (/3 f) E ?e¢ f
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Bemerkung 3.27

1. Man beachte, dass das Exzessrisiko hier kein Risiko im Sinn von Definition[T.10]
ist, weil es iiber ,E im Allgemeinen von den Daten abhingt. Richtiger wire es, von
Exzessverlust zu sprechen, was aber uniiblich ist. Es sei noch einmal betont, dass
8(,5) eine Zufallsvariable ist.

2. Da - konvex ist (Satz[3.12) ist f + £ (x, y) fiir jedes feste y konvex. Sofern #
konvex und kompakt ist, wird das Minimum min ¢ =Py bei einem eindeutigen
f« angenommen.

[+ istder Minimierer des theoretischen Risikos und damit unbekannt. Das Exzess-
risiko misst also, um wieviel das Risiko von 8 groBer ist als das minimal mogliche
Risiko. Damit gilt stets &(8) = 0.

Beispiel 3.28 (Exzessrisiko) Betrachten wir unabhingige normalverteilte Beobach-
tungen ¥; ~ N(u;, 0'2) firi = 1,...,n, deren Mittelwerte u1, .. ., i, wir anhand der
Kovariablenvektoren x1,...,x, € R? erkldren wollen. Aufgrund der Verteilungs-
annahme an Y;, wihlen wir die Verlustfunktion, die der Normalverteilung entspricht

(Beispiel [3.21):

1
by (6,y) = =yf(x) + 3 (x)? (3.11)
Dann gilt
1l v~ - 1 « 1
Pty = - ZE[ff (x,Y))] = - (= pif(xi) + Ef(x,-)z)
i=1 i=1
LI S IPONINC S B
o (:ut f(xt)) 2n|,ul .

i=1

Es folgt f.(x;) = p;,i = 1,...,n,und fiir einen Schétzer E ergibt sich

~ 1 = 1
( — u;i(xi8) + E(Xiﬁ)z) + sz

M=

=~ 1
8(p) =Plz —Ply =~
i=1

= 57 D i =)’

m Hi iP) -

i=1

3

Damit stimmt das Exzessrisiko bis auf einen Vorfaktor mit dem quadratischen Fehler
fiir die Schitzung des Mittelwertvektors u durch (in x;) lineare Schitzer liberein. Im
Gegensatz zu unseren vorherigen Giitekriterien lassen wir hier eine Modellmissspe-
zifikation zu, das heif3t, das Schitzverfahren nimmt an, es gébe ein 8y € R”, sodass
u = XpBo gilt, ohne, dass wir diese Annahme im Giitekriterium zugrunde gelegt
haben. Diese Unabhingigkeit von Modellannahmen macht das Exzessrisiko zum
bevorzugten Kriterium in der statistischen Lerntheorie. Falls die Modellannahme
u = X zutrifft, wir also tatsichlich ein lineares Modell vorliegen haben, erhalten
wir
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EB) = 3 (o —xiB) = - 1X (0 - PP
2n & ' ' 2n '

Unser Ziel ist nun, das Exzessrisiko des empirischen Risikominimierers allgemein
abzuschitzen. Nach Konstruktion gilt

]P’nfg < Pulp fiir alle B € R”.
Daraus folgt
S(E) + (P, - P)ZE = IP’,LZE -Ply <Pulpg —Ply = E(B) + (P, — P)lp.
Wir erhalten die Fundamentalungleichung

VBERP : &(B) < EPB) — (va(B) —va(B)) mit v,(B) := (B, —P)Lg.
(3.12)

Das Exzessrisiko von E ist damit durch das Exzessrisiko jedes § plus den stochas-
tischen Fehlerterm v, (E) — v, (B) beschrinkt. Falls Letzterer klein ist, konnen wir
die rechte Seite in f minimieren, um eine moglichst scharfe Abschitzung fiir 8(,5)
zu erhalten. Fiir § wihlen wir daher den Minimierer des theoretischen Risikos in der
Klasse der verallgemeinerten linearen Modelle, das heif3t

B+ := argmin Plg.
BERP

B. ist der bestmogliche Wert, den wir fiir § wihlen konnen. Dieser hingt jedoch
von der unbekannten Verteilung der Beobachtungen ab und ist der Statistikerin
nicht bekannt. In Anlehnung an das antike Orakel von Delphi wird 8. daher auch
Orakelwahl genannt. Das Exzessrisiko des Orakels S, werden wir als Mafstab fiir
die Qualitit von E verwenden.

Um die GroBe des stochastischen Fehlerterms vn(ﬁ) — v, (B.) abzuschitzen,
werden wir die £9-Normen |a|, = (Z Ia,lq)l/q fiir g € [1,00) sowie |a|e =
p la;| fiir a € R? verwenden. Insbesondere gilt

.....

l{a, b)| < Z|ab| _max |a|Z|b|—|a|m|b|1 fiir alle a, b € R?

i=1

und aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt lali < +/plal>.

Mithilfe dieser Ungleichungen kann v, ,B) —v,(Bs) in Abhangigkeit vom kleins-
ten Eigenwert A,,;,(%,) der Design Kovarianzmatrix %,, := 1 =X TX € RP*P und

vom quadratischen Fehler —|Xﬂ f.|? fiir f, = argmin f GGEIP’{/’ ¢ aus (3.10) abge-
schitzt werden. Fiir normalverteilte Beobachtungen stimmt dieser Fehler mit dem
Exzessrisiko iiberein, siche Beispiel [3.28] Im Allgemeinen ist das nicht mehr der
Fall. Um 1 21X ,8 f.|? dennoch mit dem Exzessrisiko in Beziehung zu setzen, fordern
wir in emer Umgebung des Risikominimierers f, die Exzessbedingung
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1

VB e RP mit [XB - filo <7: &(B) > c—|XB - f.]? (3.13)
n

fiir geeignete ¢, > 0.
Mit diesen Vorbereitungen kdnnen wir nun das Hauptresultat fiir den empirischen
Risikominimierer im verallgemeinerten linearen Modell beweisen.

Satz 3.29 (Orakelungleichung) Es sei (R", B(R"), (P;. )r eF) ein statistisches Mo-
dell mit Parametern f € F C R" Fiir eine Designmatrix X € R™P habe
T, = %X X vollen Rang und mit der Verlustfunktionen € aus (B.9) mogen die
Minimierer
B := argminPlg und fi = argminP¢y
BERP feF
existieren und eindeutig sein. Fiir 1 > 0 definieren wir

/12p

G={zX" (Y ~EIVDI <3} sowie  R.:=38(8)+ 5.

Wenn die Exzessbedingung (3.13) fir ein ¢ > 0 und ein n >
max{8|X||maxRed"", 2| X8, — fileo} erfiillt ist, dann gilt auf dem Ereignis G fiir
den empirischen Risikominimierer 3 aus (3.8)

Ap

——— =R, 3.14
2C/lmin(zn)z ( )

E(B) <3 inf E(P) +

sowie %|X,§— fi? < C_IS(E) < R./c.

Beweis Der Beweis erfolgt in vier Schritten.

Schritt 1: Lokalisierung von ,E Zunichst ist nicht klar, ob E in der Umgebung von
f+ und damit die Exzessbedingung anwendbar ist. Daher werden wir die Behauptung
zunéchst fiir

— 6*
S+ 1X(B = B)lo

nachweisen. Aus 8 — * = t(ﬁ — fB:) und der Wahl von ¢ folgt ndmlich

- - R,
B=tB+ (1 — t)ﬂ* fur ¢: , 04 1= 4||X||max7

81X (B = B:)leo
8. +1X (B~ Bl

Schritt 2: Kontrolle des stochastischen Fehlers. Bevor wir die Fundamentalun-
gleichung (3.12)) anwenden, formen wir den dort definierten stochastischen Fehler
vn(B) um. Da der zweite Term in (3.9) unabhingig von Y; ist, gilt fiir die Abweichung
des empirischen vom theoretischen Risiko

|X,E_f*|oo < |X(E_ﬂ*)|oo + |X,3* _f*loo <

+Ten
2

n

a(B) =~ Y (8 ¥ ~ Bl (xr T )

i=1
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n

:‘Z (¥; — E[Y:]) Z(Y E[Y, ])(X,B)iZ%(Y—E[Y],Xﬂ).

171

Daher kénnen wir den stochastischen Fehler in Ungleichung (3.12), angewendet auf
B = B und fiir ,8 statt ﬁ mit

|(vi(B) = v (B))| = (Y —E[Y]),B - B.)
<|EXT(r -E[YD)|_IB - Bl

abschitzen. _
Schritt 3: Orakelungleichung fiir 5. Auf dem Ereignis G impliziert die Funda-
mentalungleichung (3:12)) und Schritt 2:

~ A~
&(B) < E(B) +5IB Bl
Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt weiter fiir die symmetrische und positiv
definite Matrix ¥, mit kleinstem Eigenwert A,,;,,(X,) (da £ vollen Rang hat, gilt
Amin(Zn) > 0), dass

1/2

IB = Blt < APIB—Bil2 < mm(zn)

_ T 12
_ /mm(z)((ﬁ B)TEn(B - )
[
it XA
< /%(Tr' XB - f*|+\/E|X,B*—f*|)~ (3.15)

Nun kénnen wir die Exzessbedingung anwenden und erhalten aus AB < (A2+B?)/2

fir A =4 /%@) und B = S|XB — f.| < E(B)/? bzw. B = [S|XB. — f.| <

E(B,)"/?, dass

2

~ A ~ 3 1, ~ A°p
< )+ =IB—P < 3 W)+ = —_—.
EB) < 8B+ 5B~ Bl < 5E(B)+ 36(B) + 57 Lo
Daraus folgt die Orakelungleichung fiir E
&) <38(B) + L =R (3.16)
- " 2Cﬂmin(zn) - .

Schritt 4: Orakelungleichung fiir ,E Um die Abschitzung auf ,E zu erweitern, fol-
gern wir zunéchst aus (3.13)) und der Exzessbedingung wie oben und anschlieBender

Anwendung von (3:16):



114 3 Effizienz und Exponentialfamilien
IX(B = Bleo < 11X llmax|B = B
X ~ 2
Ml (55 554 — )

24 Cﬂmin(zn)
”X”max 3/12[7

< ———(28(B- +—)

7 ( (8.) dcAmin(Zn)

R.
< 2||X||max7 =0./2.
Dies impliziert
5.|X (B = B)leo

0. —~ -
= 2 1X(B =Bl =t1X(B = Bl = - .
2 5.+ 1X(B =Bl

Umstellen ergibt | X (E — Bl < 0. < 7, sodass die Exzessbedingung fiir E ange-
wendet werden kann und (3.T6) auch fiir 3 statt 3 gilt. O

Die Abschitzung (3.14) kann man in Analogie zur Bias-Varianz-Zerlegung ver-
stehen. Der erste Term infg &(8) entspricht dabei dem Approximationsfehler. Er
wird klein, je besser das wahre, zugrunde liegende f durch einen linearen Term X
beschrieben werden kann. Der zweite Term (3.14)) ist der stochastische Fehler, denn
er hingt durch A maflgeblich von der Abweichung von ¥ von seinem Erwartungswert
ab.

Eine Ungleichung von der Form (3.14) nennt man Orakelungleichung. Sie besagt
im Wesentlichen, dass das Exzessrisiko des empirischen Risikominimierers bzw.
des Maximum-Likelihood-Schitzers hochstens um den Faktor 3 grofer ist als das
kleinstmogliche (Orakel-)Exzessrisiko. Hierzu sei bemerkt, dass man durch eine Op-
timierung der Konstanten den Faktor 3 auf 1 + 7 fiir ein beliebig kleines 7 reduzieren
kann. Allerdings wichst dann die Konstante vor dem stochastischen Fehler in 1/7.
Ahnliche Orakelungleichungen unter etwas allgemeineren Exzessbedingungen und
auch fiir hochdimensionale Beobachtungen werden von |Biihlmann und van de Geer
(2011) bewiesen.

Man beachte einerseits, dass Zufall im Beweis keine Rolle spielt. Wir verwenden
lediglich die Bedingung aus dem Ereignis G. Andererseits haben wir keine Aussage
fiir den Fall, dass G nicht eintritt. Daher bendtigen wir Verteilungsannahmen an Y,
um A so zu wihlen, dass G tatsdchlich mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt.

Wenden wir Satz [3.29] auf das gauBsche Modell aus Beispiel [3.28] an, erhalten
wir das folgende Korollar. Hierbei nehmen wir nicht an, dass die Beobachtungen
tatsdchlich aus einem linearen Modell stammen, sodass wir eine Modellmissspe-
zifikation zulassen. Der empirische Risikominimierer E versucht, den unbekannten
Mittelwertsvektor bestmoglich durch X E fiir eine vorgegebene Designmatrix zu
beschreiben. Durch den quadratischen Verlust stimmt hier ,E mit dem Kleinste-
Quadrate-Schitzer iiberein.

Korollar 3.30 (Orakelungleichung fiir quadratischen Verlust) Es seien Y; ~
N(ui, %), i = 1,...,n, unabhiingige Zufallsvariblen mit Mittelwertvektor p =
(H1, ... un)" € R™ Dann gilt fiir den empirischen Riskiominimierer 8 aus (3.8)
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beziiglich der Verlustfunktion {g(x,y) = —=y(xB) + (xB)?/2,x € RP,y € R, und Ko-

variablen x1, . .. ,x, € RP mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — V2e T

fiirt > 0:

1z 1 2,501 +
—|XB - ul> <3 inf —|Xﬁ_ﬂ|2+cw
n BERP 1 "

fiir C = 16 max;=
folgt

n(Zn)ii [ Amin (Zn). Existiert ein B, € RP mit u = Xp., dann

.....

1.~ ) o-zp(logp+r)
—|XB-XB«|" < C————=.
X - Xp.| :

Beweis Nach Beispiel gilt &(B) = ﬁlXﬁ —u)?und f, = u € F = R". Damit
ist die Exzessbedingung (3.13) mit ¢ = J und beliebig groBem 7 erfiillt. Zudem gilt

1
—XT(Y —E[Y]) ~ N(0, 02%,).
NG ( [Y]) ~ N( n)
Bezeichnen wir die Diagonalentrige von X, mit s%,...,s,% > 0 sowie s :=

max; s? und schreiben Z; := \/lE(XT(Y — E[Y])) ~ N(0,0?%s?), dann folgt aus
E[exp(Z2/4)] = V2 fiir ein Z ~ N(0, 1) und Markovs Ungleichung

/l\/")

.....

cHon g, om0
<Plexp| max exp [ ———
P j=lyeesp 40'251‘2 P 4. 40242

o, k)

.....

i E
<ew (- 1602s2)ZP:E[CXP(4aZ; )

i=1

N

X ( 160'2s2

= \/_exp ( T6o252 + logp).

Durch die Wahl 4 = 45/ ZZ08P) erhalten wir B(G) > 1 - V2e™™. O
Beispiel 3.31 Im Fall von orthogonalem Design (siche Beispiel 2.10) gilt X, =

E, und damit C = 16. Wir erhalten im korrekt spezifizierten Fall 4 = X{, mit
Wahrscheinlichkeit 1 — V2e~7 fiir 7 > 0

_ _ A . -
BB = (BB EuB ) = X)) < 167 LLELED)

In Bemerkung hatten wir E[ | ,E —-B.%] = ‘TTZP gesehen. Bis auf die Konstante und
den logarithmischen Faktor log p ist die viel allgemeinere Orakelungleichung also
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scharf in Dimension, Stichprobengrofe und Rauschniveau. In Kapitel f.4] werden
wir zudem sehen, wie mit dem empirischen Risikominimierer als Ausgangspunkt
die Dimensionsabhéngigkeit verbessert werden kann.

Da man im gaufschen Fall alle Fehler auch explizit bestimmen kann, wie wir
ausfiihrlich in Kapitel [2] gesehen haben, ist obiges Korollar eher ein erster Nachweis
fiir die Anwendbarkeit der Orakelungleichung. Die interessanteren Félle, in denen
tatsichlich verallgemeinerte lineare Modelle zum Einsatz kommen, werden wir im
néchsten Abschnitt studieren.

3.2.2 Logistische Regression und Poisson-Regression

Wir untersuchen nun die zwei wichtigsten verallgemeinerten linearen Modelle, ge-
nauer die logistische Regression und die Poisson-Regression.

Die erste Klasse ist uns bereits im Klausurbeispiel [3.18] begegnet. Mit der lo-
gistischen Regression sollen kategoriale Variablen Y; mit nur zwei moglichen,
sich gegeniiberstehenden Ausprigungen durch bestimmte Einflussfaktoren erklért
werden. Hierfiir bietet sich ein verallgemeinertes lineares Modell auf Grundlage
der Bernoulli-Verteilungen (Ber(g))qe(o,1) an. Diese Verteilungsfamilie ist gemil
Beispiegiril} eine Exponentialfamilie in n(g) = log % und 7T(x) = x. Wegen
p(n) =E;TY] = q ist die kanonische Linkfunktion

g(q) =p~"(q) =log (%) = log (Lq - 1).

Die Funktionen p und ¢ sind gegeben durch

el 1

-1
0 = = = d
() =g~ () l+e?7 14+e7 un

{(n) = —log (1 - p(1)) = log(1 +e").

Definition 3.32 Ein verallgemeinertes lineares Modell auf ({0, 1}", ({0, 1}"))
heiB3t logistische Regression, falls fiir i = 1,...,n die Beobachtungen Y; unab-
hingig und Ber(g;)-verteilt sind und mit der kanonischen Linkfunktion g(g) =

log (&),q € (0,1)

(log (lﬁ—lql)’ ...,log (1 (_I"qn))T =Xp

mit unbekanntem B € RP und Designmatrix X € R™*? gilt. Die Funktion g heif3t
Logit-Funktion und ihre Umkehrfunktion g~ () = (1 + ¢~")~! heiBt logistische
Funktion.

Aquivalent modellieren wir also die Erfolgswahrscheinlichkeiten ¢y, . . ., g, durch
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Bestanden Durchgefallen | Insgesamt
Bestehen vorhergesagt 19 3 22
Durchgefallen vorhergesagt 2 8 10
Insgesamt 21 11 32

Tabelle 3.1 Konfusionsmatrix der moglichen Vorhersagefehler in der logistischen Regression

1

— -1 . -
qi =8 (xip) |+ o—<B

fiir die Zeilenvektoren x; von X. Genau das hatten wir in Beispiel [3. 18] vorgeschlagen.

Beispiel 3.33 (Klausur — b) Wir kommen auf das Klausurbeispiel [3.18] zuriick. Um
das Bestehen beziehungsweise Durchfallen des Studienmoduls zu beschreiben, ver-
wenden wir eine logistische Regression, die zusitzlich zu den erreichten Ubungs-
punkten auch das Fachsemester, das Geschlecht der oder des Gepriiften sowie die
Frage, ob die zweite der beiden Abschlussklausuren mitgeschrieben wurde, beriick-
sichtigt. Zusammen mit einem Absolutglied ergibt sich die Parameterdimension
p=>3.

Um die Qualitit der Schitzung zu bewerten, teilen wir den gesamten Datensatz
von 103 zugelassenen Studierenden in eine Trainingsmenge und eine Testmenge. Fiir
die Trainingsmenge wihlen wir zufillig 2/3 aller Beobachtungen anhand derer wir
den Maximum-Likelihood-Schiitzer 3 bestimmen. Neben dem schon in Beispiel
beobachteten positiven Effekt der Ubungspunkte zeigt sich, dass Studentinnen eine
hohere Bestehenswahrscheinlichkeit haben. Zudem haben hohere Fachsemester und
der 2. Klausurtermin einen negativen Einfluss.

Fiir Studierende in der Validierungsmenge mit Kovariablen x,,;; € R sagen wir
deren Bestehen voraus, falls

1

Gni1 = —————
1+ e‘xnﬂﬁ

2 % — Xn+l E > 0.

Da wir in? der Validierungsmenge wissen, ob der oder die Studierende bestanden hat,
konnen wir priifen, in wie vielen Fillen die Vorhersage korrekt ist: In 84% der Fille
ist die Modellvorhersage richtig. Tabelle[3.T|erlaubt einen genaueren Aufschluss iiber
den Vorhersagefehler durch die sogenannte Konfusionsmatrix, welche alle richtigen,
falsch positiven (3) und falsch negativen (2) Vorhersagen angibt. Verwenden wir
zum Vergleich nur die Ubungspunkte und das Absolutglied fiir die Vorhersage,
dann erhoht sich der Fehler von 16% auf 28%, wobei diese Zahlen von der zufillig
ausgewihlen Trainingsmenge abhingen.

Eine zweite Anwendung der logistischen Regression findet sich in Kapitel 5 zur
Klassifikation (Beispiele[5.Tund [5.7)auf Seite [167|bzw. [I73).

Bemerkung 3.34 (Logistische- und Probit-Regression) Das logistische Regressions-
modell kann man auch wie folgt formulieren: Fiiri = 1, ..., n setze
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{1, falls x;8 + &; > 0,
Y; =

0, sonst,

wobei die Fehler ¢; standardlogistisch verteilt sind. Die standardlogistische Vertei-
lung ist eine stetige Verteilung auf den reellen Zahlen, deren Verteilungsfunktion
durch die logistische Funktion F(x) = (1 +exp(—x))~! gegeben ist. Tatsichlich gilt

dann
1 1

1+eXiB  1+e B’

Sind die Fehler &; hingegen standardnormalverteilt, erhalten wir die sogenannte
Probit-Regression, die wie die logistische Regression definiert ist, nur dass nicht
die kanonische Linkfunktion g verwendet wird, sondern die Quantilfunktion der
Standardnormalverteilung g = @'

P(xiﬁ+sl- >0):1—F(—xl~,8)= 1-

Die Orakelungleichung lasst sich auch fiir die logistische Regression anwenden.
Beruhend auf Beobachtungen Yy, . .., Y, € {0, 1} und einer Designmatrix X € R"*P
lasst sich der Maximum-Likelihood-Schitzer als

B = argminP,{g fiir tp(x,y) ==y - (xB) + L (xpB) (3.17)
BeRP

=—y- (xp) +log(l +e*P)
schreiben, wobei wir wie zuvor x € R” als Zeilenvektor auffassen.

Bemerkung 3.35 (Iterativ  neugewichtete  Kleinste-Quadrate-Methode)  Der
Maximum-Likelihood-Schitzer besitzt keine geschlossene Darstellung mehr
und wird durch Fishers Scoring-Methode (Methode bestimmt. Der (¢ + 1).
Iterationsschritt zur Berechnung von E ist gegeben durch (Aufgabe 3

R ~ ) 1/2 2
ﬁ(“’l) = (XTWE(,)X) IXTWE(,)ZE(” = aigeg})ln iwﬁfr) (ZE(I) h Xb)'
mit Zg = XA+ W5' (Y — gp) und

ag = (q1(B)s-..,qn(B))" €R", wobeig;(B) =g~ (x;f) = (1 - e™F)7,
Wg = diag (q1(B)(1 = q1(B)), ..., qa(B)(1 — gn(B))) € R

Damit 16sen wir in jedem Iterationsschritt ein gewichtetes Kleinste-Quadrate-
Problem mit Responsevektor Zﬁm und Gewichten w; (8) = ¢ (B)(1-¢1(8™)).
Das Verfahren fiihrt also auf die sogenannte iferativ neugewichtete Kleinste-
Quadrate-Methode (englisch: iteratively reweighted least squares, kurz: IRLS).

Im Gegensatz zum gauBschen Fall aus Korollar [3.30} in dem das Exzessrisiko
mit dem quadratischen Fehler iibereinstimmt, wird fiir die logistische Regression
wichtig, dass die Exzessbedingung aus Satz[3.29]nur lokal um den optimalen Para-
meter gelten muss. Wir lassen wieder eine Modellmissspezifikation zu und nehmen
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lediglich an, dass die Beobachtungen unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsva-
riablen sind, deren Erfolgswahrscheinlichkeiten wir mithilfe einer Designmatrix
approximieren wollen. Es zeigt sich, dass der (quadrierte) stochastische Fehler von
derselben GroBenordnung ist wie in Korollar [3.30}

Korollar 3.36 (Orakelungleichung fiir logistische Regression) Fiiri =1,...,n
seien Y; Ber(q;)-verteilte, unabhdingige Zufallsvariablen, wobei gq; € (5,1 — ) fiir
eind € (0,1/2) und allei = 1,...,n gelte. Fiir eine Designmatrix X € R"™P seiﬁ
der empirische Risikominimierer aus (3.17).

Dann gilt f. = (log 1Zﬁ,...,log 22-)T € R" fiir f. aus BI0), und es gibt
Konstanten C,c > 0, die nur von 9, ||X7|max und Apmin(2,) abhdngen, sodass mit
Wahrscheinlichkeit 1 — 2e™7 fiir t > 0 die Orakelungleichung

Lxp- P <&@ < C( inf E(B) + M)
n BEeRP n

gilt, falls |XB. — filo < 1/6 und c'E(B.) < (2227)!2 < ¢/p.

Im korrekt spezifizierten Fall fiir einen wahren Parameter € RP ergibt sich
B« = Bund f. = XB. Fiir 0 < 7 < C;—Z" — log p gilt dann mit Wahrscheinlichkeit
1-2e77

C p(logp+1)
Amin(Zn) n .
Beweis Um Satz [3.29 anzuwenden, miissen wir die Exzessbedingung nachweisen
und A so wihlen, dass das Ereignis G = {max;=1__, [(XT(Y — E[Y]))i/n| < ’51}
eine hohe Wahrscheinlichkeit hat.

Schritt 1: Exzessbedingung. Fiir eine beliebige Funktion f: R? — R ist das
theoretische Risiko gegeben durch

18- B <

.....

n

Fpy = % Zn:E[Pf (xi,Y))] = % Z ( —E[Y;]f(x;) +log(1 + e (xi)))
i=1

i=1

= %g ( - Qif(xi) +]0g(l + ef (x,-)))‘

Wir betrachten daher die Funktion g, (a) := —ga +1log(1 + %), fiir die

a a

und g;’(a) = m >0

’ = —g+
gq(a) =—q Tooa

gilt. Das globale Minimum von g, liegt bei a, = log( & ), sodass wir die Darstellung

8(.8) = % Z (gqi (xiﬂ) — 8qi (aﬂli))

i=1

und f; = (aq,,...,aq,) = (log 1(—]_;1’ ...,log li’;n) erhalten. Eine Taylorentwick-

lung von g, um a, liefert fiir jedes a € R eine Zwischenstelle min{a,a,} < € <
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max{a, a, }, sodass

eaq—la—aql

2(1 + eaq+|a—aq |)2

84(a) = 84(aq) + (a = aq)* > gq(ag) + (a=aq)*.

e.
(1+e%)2

Wegen e%i = lf—;_ < (I-g;)' < 67! und e%: > § konnen wir fiir alle a; mit
|a; — aq;| < 1 die Konstante vor dem quadratischen Term durch Cs ;, = %5e"7(1 +
e/8)7% abschitzen. Mit a; = (XB);,i = 1,...,n, erhalten wir fiir alle 8 € R” mit

|XB — filo < 1 die Abschitzung

EB) > Co.yr1XB~ il
Wir wihlen nun 7 = 1/3, sodass
Cg}n =26""e(1+e"/6)* <8533 =8es ™ =1 7.
Dann ist die Exzessbedingung (3:13) erfiillt, falls | XS, — fi|o < 1/6 und

1

. — (3.18)
12[|X |lmax

8edp
>A'R, =2718(8,) + ————
(IB ) 5_3/1min(zn)2

gelten.
Schritt 2: Wahrscheinlichkeit von G. Um die Wahrscheinlichkeit von G abzu-
schitzen, schreiben wir

l n
(XT(Y -E[Y]);/n = - ; Xi;(Yi — qi).

Fiir alle j = 1, ..., p sind die Zufallsvariablen Zl.(j) =XijYi—qi).i=1,...,n,
zentriert, unabhéngig und durch |Zi(]) | < N Xlmax(1=g:)Vgi < || X|lmax beschrinkt.
Damit liefert die Hoeffding-Ungleichung (Aufgabe 3[TT):

£ |
2(6) < ) B(l(xT(r =g/l > 5)

J

u i An na?
P( VAU —) <2pex (— —)

; 12,4125 TN

i=1

Es liegt somit eine dhnlich starke Konzentration wie im gauflschen Fall vor. Die

Wahl 2 = V8|| X |lmax k’ng” filhrt auf P(G) > 1 — 2¢™7. Fiir dieses A ist (3.18)
erfiillt, falls

o V2 [logp+t logp+1 83 Amin (Zn)?
&) < oV, — ud P< .
n n 2723e|| X llinax
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Schritt 3: Fehler von ,E Im korrekt spezifizierten Fall, in dem die Daten tatsédchlich
von einem logistischen Regressionmodell fiir ein wahres § € R? erzeugt wurden,
ergibt sich direkt 8. = S und f. = X, sodass die Abschitzung des Fehlers aus

| B 1 - ~ — ~
~IXB = fol? = ~IX(B = B = (Za(B = Bo). B = Be) > Amin (Zn) B = oI’
folgt. U

Die gezeigte Orakelungleichung gibt Aufschluss iiber die Qualitit von
Vorhersage- und Schitzfehler und macht das Zusammenspiel von Stichprobengro-
Be, Parameterdimension und Designmatrix X deutlich. Falls 4,,,;,(%,,) gleichmiBig
nach unten und || X||,nq4x gleichmidBig nach oben beschrinkt bleiben, kénnen wir
fiir n — oo und mit moglicherweise wachsender Dimension p mit glog p—0
schlussfolgern, dass

X @-pP=0p(L10gp)  und  1F-pP=0p(L10gp)

im Sinne des O p-Kalkiils gemi Definition [A.41] gilt. Auch Konfidenzaussagen
fiir die logistische Regression beruhen meist auf asymptotischen Uberlegungen mit
n — oo.

Die zweite wichtige Art verallgemeinerter linearer Modelle ist die Poisson-
Regression. Statt wie in der logistischen Regression kategoriale Daten zu model-
lieren, kann die Poisson-Regression verwendet werden, um den Einfluss der Kova-
riablen auf Zihldaten zu beschreiben. Die Familie (Poiss(4))a> ist laut Aufgabe 3 /4]
eine Exponentialfamilie in (1) = log(1) und T (k) = k. Die Likelihood-Funktion
ist gegeben durch

/lk -A

e 1 _
_ _eklog/l A k € Ny,

L(ﬂsk):T_k' s

undes gilt p(A) = E4[T] = A = Vary(T).] Durch die Reparametrisierung r7 := log(2)
ergibt sich eine natiirliche Exponentialfamilie.

Definition 3.37 Ein verallgemeinertes lineares Modell auf (Nfj, #(N{)) mit 7 un-
abhingigen Beobachtungen Y; ~ Poiss(4;),i = 1,...,n, und

(log(1),...,log(1,))" = XB

fiir eine Designmatrix X € R™*P und einen Parametervektor 8 € R” heifit Poisson-
Regression.

Kurzbiografie (Siméon Denis Poisson) Siméon Denis Poisson wurde 1781 in Pi-
thiviers in Frankreich geboren. 1798 begann er in der Pariser Ecole Polytechnique
Mathematik und Physik zu studieren und lernte unter anderem bei Joseph Louis
Lagrange und Pierre-Simon Laplace. Bereits 1802 wurde Poisson auB3erordentlicher
Professor an der Ecole Polytechnique, und 1806 erhielt er eine volle Professur als
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Nachfolger von Jean Baptiste Joseph Fourier. Er veroffentliche iiber 300 Arbeiten
zur mathematischen Physik und Mathematik. Seine grundlegenden Beitrige wurden
durch die nach ihm benannte Poisson-Verteilung oder dem Poisson’schen Grenz-
wertsatz gewiirdigt. Poisson starb 1840 in der Nihe von Paris.

Der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 8 in der Poisson-Regression entspricht
dem empirischen Risikominimierer fiir die Verlustfunktion

lp(x,y) ==y - (xpB) +*P.

Auch fiir die Poisson-Regression ldsst sich die Orakelungleichung aus Satz[3.29]an-
wenden. Der Nachweis der Exzessbedingung und eine geeignete Abschitzung fiir die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses G ist den Lesern iiberlassen, sieche Aufgabe 3[12]

Beispiel 3.38 (Schlaganfille) Die Rate der aufgetretenen Schlaganfille in zwolf ver-
schiedenen Stddten in Rheinland-Pfalz zwischen 2015 und 2017 soll durch eine
Poisson-Regression beschrieben werden. Hierfiir wurde die Bevolkerung in Alters-
gruppen (in Dekaden) und Geschlecht (wobei wir in diesem Beispieldatensatz nur
ein Geschlecht vorliegen haben) aufgeteilt. Als erklidrende Variablen dienen das
Alter a; (in den Altersgruppen {15,25,...,95}), das Kalenderjahr (minus 2015)
y; sowie der sogenannte Deprivationsindex, der regionale soziookonomische Un-
terschiede auf verschiedenen rdumlichen Ebenen abbildet. Da dieser Index nicht
metrisch ist, wurden alle Bevolkerungsgruppen in Quartile des Deprivationsinde-
xes kategorisiert, sodass wir eine kategoriale Variable c¢; € {1,2,3,4} bzw. drei
Dummy-Variablen CEZ), cl(.3) , c§4) € {0, 1} beriicksichtigen (siche Bemerkung .
Fiir jede der n = 12-9-3 = 324 resultierenden Bevolkerungsgruppen gibt d; die An-
zahl der Schlaganfille, n; die GroBe der jeweiligen Bevolkerungsgruppe und d;/n;
die sogenannte Inzidenz in der jeweiligen Kategorie an, i = 1,...,n. Die Daten
werden in Abbildung [3.2]dargestellt[T]

Wir modellieren die Anzahl der aufgetretenen Schlaganfille durch eine Poisson-
Zufallsvariable fiir deren Intensitdtsparameter A; in Gruppe i

/l. .
log (;l) = Bo+ Bia; + Payi +ﬁ31052> +,33zc§3) +,333c§4), i=1,....n

oder dquivalent

log(4;) = Bo + Bra; + Bayi +,331Cf2) +,332€f3) +,331€f4) +logn;, i=1,...,n

gilt. Durch den sogenannten Offset logn; wird die natiirlich Skalierung durch die
Gruppengrof3e beriicksichtigt. Wir verwenden also eigentlich kein lineares, sondern
ein affines Modell, was an der Theorie aber kaum etwas dndert. Die erwartete
Schlaganfallinzidenz ist damit A; /n;, wiahrend die beobachtete/aufgetretene Inzidenz
d;/n; ist. Die Maximum-Likelihood-Schitzer ergeben

1 Wir bedanken uns bei Prof. Dr. Heiko Becher vom Universitétsklinikum Hamburg-Eppendorf fiir
die Bereitstellung dieses Datensatzes und dessen Erlduterungen.
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Abb. 3.2 Aufgetretene Schlaganfille d je Gruppengrofie n in Abhédngigkeit von Altersgruppe und
Deprivationskategorie

log(4;) = =10,1 +0,07a; — 0,06y; +0,16¢? +0,19¢? +0,37¢Y +logn;.

Damit hat der Deprivationsindex tatsdchlich einen deutlichen Einfluss auf die Schlag-
anfallinzidenz.

3.3 Aufgaben

3.1 Sei (X, F, (Py)geo) ein regulires, statistisches Modell mit ® C R”, Likelihood-
Funktion L(1,x) und Fisher-Information /. Zeigen Sie folgende Behauptungen:

(a) Ist L(#,x) in & zweimal stetig differenzierbar und gilt

/ 09,09, L(0,x)u(dx) = dy, / 09, L(9,x)u(dx) Vi, je{l,...,p},

dann ist die Fisher-Information gegeben durch /() = —Ey[Hy, x) (9] fiir
die Hesse-Matrix Hy () der Scorefunktion & — Ug(x).

(b) Fiir jedes n € N ist auch das Produktmodell (X", 7®", (P$")gce) regulir und
besitzt die Fisher-Information I®" = nl.

3.2 Betrachten Sie das statistische Modell (R, B(R), (N(g, 0'2))/1’ -2) und die Beob-
achtung X ~ N(u, 072).
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(a) Wie lauten Scorefunktion und Fisher-Information, wenn nur u € R unbekannt
ist?

(b) Wie lauten Scorefunktion und Fisher-Information, wenn beide Parameter
(4, 0?) € R x R* unbekannt sind?
Hinweis: Achten Sie darauf, partiell nach o2 und nicht nach o abzuleiten, und
nutzen Sie die dritten und vierten zentralen Momente von X:

Eg[(X =)’ =0 und Eg[(X -] =30"

3.3 Zeigen Sie durch Anwendung von Satz [3.7] dass im statistischen Modell
(R, B(R™), P®" 2) mit P, ;2 = N(g, o?) der Schitzer T(X) = o , Xi von
p(9) =pu Cramer Rao-effizient ist. Wie groB ist die Varianz? Da p (19) =1+#0
gilt, konnen Sie die Funktionenn: ® - R, {: ® — Rund ¢: R — R bestimmen.

3.4 Zeigen Sie, dass die Familie der Poisson-Verteilungen (Poiss(1)),so mit Intensi-
tatsparameter A eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter (1) = log A
und 7' (x) = x bildet. Bestimmen Sie die Funktion £(4).

3.5 Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage, dass folgende Verteilungen Expo-
nentialfamilien bilden. Bestimmen Sie gegebenenfalls den natiirlichen Parame-
terraum.

(a) Exponentialverteilung (Exp(2))as0

(b) Gleichverteilung (U([0,3]))g>0

(c) Negative Binomialverteilung (NBin(p, r))pe(o,1y, mit festem r € N, gegeben
durch die Zahldichte f(x) = ( )p (I=p)y* ", x=r,r+1,.

3.6 Beweisen Sie Lemma[3.14]

3.7 Zeigen Sie, dass Fishers Scoring-Methode fiir die logistische Regression die
Darstellung aus Bemerkung [3.35|besitzt.

3.8 Implementieren Sie Fishers Scoring-Methode und wenden Sie Thre Implementie-
rung auf die Klausurdaten aus Beispiel[3.18]an. Erhalten Sie dieselben Ergebnisse
fiir 87 Beschreiben Sie das Konvergenzverhalten des Algorithmus’ anhand der
Anderungen der Schiitzwerte zwischen den Iterationsschritten.

3.9 Es sei EM e der Maximum-Likelihood-Schitzer in der logistischen Regression
mit Absolutglied, das heifit es gilt X;; = 1 firallei = 1,...,n,und p < n
Zeigen Sie, dass dann die beobachtete Anzahl der Einsen mit der erwarteten
Anzahl {ibereinstimmt:

n T
eti

ZYi = Z%’(EMLE) fir ¢q;(B) = T o8
i=1 !

i=1

3.10 Es seien R, R,: M — [0, c0) Funktionen auf einer Menge M, wobei R(m) das
Risiko und R, (m) das empirische Risiko einer statistischen Methode m € M
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beschreibt. Zeigen Sie fiir das Risiko des empirischen Risikominimierers 71,, €
arg miny ¢ o( R, (h) die Orakelungleichung

R(iy,) < inf R(m)+2 sup |R,(m)— R(m)|.
meM mem

3.11 Gegeben seien Y1, ..., Y, unabhingige, zentrierte Zufallsvariablen und es gelte
[Y;] < R; f.s. fiir reelle Zahlen R; > 0,i = 1,...,n. Setze S, := X1, ;.

(a) Zeigen Sie e1® < B8R 4 B43 pAR fijr ) > O und |6] < R.
(b) Weisen Sie E[e!Yi] < e"Ri/2 fiir jedes A > 0 nach.
(c) Folgern Sie die Hoeffding-Ungleichung

2

P(lSnI > K) < 2exp ( - fiir alle « > 0.

)
23R
(d) Geben Sie Beispiele an, in denen die Bernstein-Ungleichung eine schérfere

Abschitzung liefert als die Hoeffding-Ungleichung, und umgekehrt.

3.12 Betrachten Sie eine unabhingige Stichprobe Y; ~ Poiss(¥;),i = 1,...,n, mit
unbekanntem Intensititsvektor ¢ = (¥4,...,9,)T € R", der anhand der Ko-
variablen in der Designmatrix X € R™*P erkldrt werden soll. Leiten Sie eine
Orakelungleichung fiir die Poisson-Regression her. Nehmen Sie ¢; > ¢ fiir alle
i=1,...,nundein 6§ > 0 an und gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie den Minimierer f. des theoretischen Risikos und weisen Sie
fiir geeignete Konstanten n, ¢ > 0 die Exzessbedingung E(8) > c% |XB - f.|?
fiir alle 8 € R? mit | X8 — fi|w < 1 nach.

(b) Verwenden Sie die endlichen exponentiellen Momente der Poisson-Verteilung,
um eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit P(max;=;
E[Y]));/n| > A/2) fiir A > 0 zu beweisen.

(c) Wenden Sie Satz[3.29|fiir ein geeignetes A an.

,,,,,

3.13 Imspiten 19. Jahrhundert hat Ladislaus|von Bortkiewicz|(1898)) jedes Jahr notiert,
wie viele Soldaten in bestimmten Corps der preuBischen Armee durch Pferdetritte
getdtet wurden. Verwenden Sie eine Poisson-Regression, um den Einfluss des
Kalenderjahres auf die Anzahl der Toten zu schitzen.

Jahr 18- (75(76(77|78|79|80|81|82|83 |84
Tote [0 [2[2|1|0(0O|1]|]1[0]3
Jahr 18- (85|86 |87|88]|89(90({91|92]|93 |94
Tote [0 [2[1|0|0(1]0]1[0]|1







Kapitel 4
Modellwahl

Am Ende des vorangegangenen Kapitels haben wir eine mdgliche Modellmissspe-
zifikation betrachtet, die Daten werden also durch eine Verteilung erzeugt, die gar
nicht in dem Modell enthalten ist, das unserem statistischen Verfahren zugrunde
liegt. Dies wirft die Frage auf, was iiberhaupt ein geeignetes Modell ist. In diesem
Kapitel werden wir verschiedene Ansitze kennenlernen, die eine versierte Wahl des
Modells ermoglichen, ndmlich die Informationskritierien AIC und BIC, die Idee
der Kreuzvalidierung und die Lasso-Methode. Um diese Methoden zu analysieren,
werden wir Orakelungleichungen herleiten.

4.1 Informationskriterien

Im Allgemeinen wird ein statistisches Modell die zugrunde liegenden Zusammen-
hinge nicht exakt darstellen. Unabhingig davon, ob wir die moglicherweise sehr
komplexen Abhingigkeiten kennen oder nicht, ist eine exakte Beschreibung oft gar
nicht das Ziel. Stattdessen mochten wir ein mdglichst einfaches Modell, das sowohl
die gegebenen Beobachtungen als auch neue Daten aus demselben Experiment mog-
lichst gut beschreibt. Bei der Wahl eines Modells miissen daher zwei entgegengesetzt
wirkende Probleme ausbalanciert werden:

1. Ist das Modell zu stark vereinfacht, werden Haupteffekte nicht mehr ausreichend
erklért. Dieses sogenannte underfitting fithrt zu einer systematischen Verzer-
rung/einem Bias.

2. Ist das Modell sehr komplex mit vielen Parametern, dann konnen die gegebenen
Beobachtungen sehr genau darstellt werden, bishin zur Interpolation der Daten.
Viele Modellparameter fiihren jedoch zu einem grofen statistischen Fehler und
starken Schwankungen, sodass man fiir neue Beobachtungen keine verniinftige
Modellvorhersage mehr erwarten kann. Man spricht von overfitting.

Folgendes Beispiel verdeutlicht diese beiden Effekte:

127
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Beispiel 4.1 Fiir i.i.d. zentrierte Fehler (&;);=

.....

Yi=f(xi)+e;, 1<i

N

n, A.1)

mit einer unbekannten Funktion f: RY — R und xX; € R4, i = 1,...,n. Wir
betrachten nun die empirische Seminorm

1l =N P wobel (fagda =2 3" Flxgx),
i=1

auf dem Funktionenraum .# := {f: R? — R}. Fiir eine Orthonormalbasis
(ej)j=1,...,n dieses Funktionenraumes beziiglich (-, -),, konnen wir die Regressions-
funktion durch

FO) =) (frepnej(x)s  i=1,...m,
Jj=1

darstellen. Statt ein allgemeines f € .% zu betrachten, konnen wir hoffen, dass die
unbekannte Regressionsfunktion f fiirein p € {1, ..., n} bereits durch ein Element
aus dem linearen Unterraum span{ey, . . ., e, } gut approximiert werden kann. Diese
Annahme fiihrt auf das vereinfachte lineare Modell

p
Yi:Zﬁjej('xi)-'-Si’ 1<l<n’p€N,
Jj=1

sodass die Modellparameter (81,...,8,) € RP durch ein E(”) = (ﬁl,...,ﬁp)
geschitzt werden miissen. Da die Daten jedoch gemal erzeugt werden, liegt
hier eine Modellmissspezifikation vor (siehe auch Kapitel [3.2). Dennoch kann ein
resultierender Schitzer f,, , = Zle E je; eine gute Ndherung von f sein.

Wir haben somit verschiedene Modelle mit Parameterdimensionen p = 1,...,n
zur Auswahl. Wie grof}3 sollen wir p wihlen? Ein groBles p bedeutet, dass der
(quadrierte) Bias || f — Zj.’:l ﬁjejll,% = Z;-’sz(f, ej)2 klein ist. Gleichzeitig fiihrt
die grofe Parameterdimension zu grofen stochastischen Fehlern, denn wir miissen
p Koeffizienten schitzen, siehe (2.3)) und Aufgabe 2[7] Wir sollten also p so wihlen,
dass Bias und stochastischer Fehler annidhernd gleich sind.

In diesem Kapitel wollen wir Methoden entwickeln, die automatisch und anhand
der gegeben Daten ein geeignetes Modell wihlen. Hierzu untersuchen wir Daten
aus einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, ¥, P), wobei wir das zugrunde liegende
Wahrscheinlichkeitsmal3 P nicht kennen. Wie in Beispiel @illustriert, modellieren
wir die Beobachtungen durch P € N verschiedene parametrische Modelle

(X’ 7:5 (Pﬂ)ﬂe(a,,),

wobei die Dimension p € {1,..., P} des Parameterraums @, wichst und P € N
die maximal betrachtete Parameterdimension ist. Innerhalb des p-ten Modells liefert
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uns die Maximum-Likelihood-Methode einen Schitzer 5p. Unser Ziel ist, ein p zu
finden, sodass P 3 die wahre Verteilung P gut approximiert. Man beachte dabei,
dass P in keiner der Familien (Py)sce, liegen muss.

Um zu entscheiden, ob ein Kandidat P 75 die unbekannte Verteilung P gut ap-
proximiert, bendtigen wir ein Abstandsmaf} zwischen den Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen.

Definition 4.2 Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe P und Q auf (X, F) heifit

& (x)P(dx), falls P < Q,
sonst,

KL(P|Q) = {ij log(

Kullback-Leibler-Divergenz von P beziiglich Q.

Die Kullback-Leibler-Divergenz ist keine Metrik auf dem Raum der Wahrschein-
lichkeitsmafe (insbesondere gilt keine Dreiecksungleichung, Aufgabe 4[T)), jedoch
besitzt sie einige niitzliche Eigenschaften, um verschiedene Wahrscheinlichkeitsma-
Be zu vergleichen.

Lemma 4.3 (Eigenschaften der Kullback-Leibler-Divergenz) Fiir Wahrschein-
lichkeitsmafle P und Q auf (X, F) gilt:

(i) KL(P|Q) > 0 und KL(P|Q) = 0 gilt genau dann, wenn P = Q.
(i) KL(P®"|Q®") = n KL(P|Q) fiir alle n € N.
(iii) Bildet (Py), ez eine natiirliche p-parametrische Exponentialfamilie der Form

dp,,
E(X) = c(x)exp ((n, T(x)) = £ ()
und liegt ny im Inneren von 2, so ist

KL(Py,[Py,) = £ () = £(n70) = {V{(10), 1 = no), neEE.

(iv) Fiir i.i.d. (X, F)-wertige Beobachtungen (X;);en auf einem Wahrscheinlichkeits-
X1

raum (Q, A, (Py)gco) und Loglikelihood-Funktion [ (¥, x) := log d](}:;z beziiglich
eines dominierenden Mafles u auf (X, F) gilt fiir alle Wahrscheinlichkeitsmafe

Pauf (X, F)

1 < 5.
Y@ X)) L% _Be[1(9, X1)] = KL(B[PX)—KL(Blu) fiir n — oo unter P,

i=1

sofern die Kullback-Leibler-Divergenzen (fiir allgemeine Mafe u analog defi-
niert) endlich sind.

Beweis
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(i) Ohne Einschriankung konnen wir P < Q annehmen, da andernfalls KL(P|Q) =
oo > 0 stets erfiillt ist. Dann gilt

KLEIQ) = [ 1og(32) 5 4

—_————
=f(§)

fiir f(x) = xlog(x) mit £(0) =0. Wegen f”(x) = % > Q ist f strikt konvex. Die
Jensen-Ungleichung liefert somit

KLEIQ = [ £(§5)0e> £( [ 3500) = ) -

Hierbei gilt genau dann Gleichheit, wenn dP/dQ Q-f.s. konstant ist.
(i) Wir konnen wieder P <« Q annehmen. Da die Radon-Nikodym-Dichte von Pro-
duktmafen gleich dem Produkt der Randdichten ist, folgt

dP®n
dQ@n

= Z/ log dP = nKL(P|Q).

(iii) Einsetzen der u-Dichten liefert

KL(P®",Q®") = /n log( )de

e, /d
le’,],O /d:j )]

KL(B,, [B,) = ]E,m[log(
d d
o 10g (2) 1o (2]
[
)

o [ Mo, TY = £ (o) = (0. Ty = £(m) ]
= &(mo) = n —no, Epy [T])-

SchlieBlich gilt V¢ (9) = Ey, [T] nach Satz iii).
(iv) Unter den Annahmen KL(P|Py) < oo und KL(P|u) < co gilt

E
=E,
¢

(n

KL(P|Pg) — KL(P|x) =/ (1og(dc;EB )—log(g))dP
:—/lo (di”)dP

Damit ist /(1, -) = log (dp”) € L!(P), und das starke Gesetz der groen Zahlen
liefert fiir P-verteilte, unabhingige (X;)i=;

30w, x) 5 B 10w, X0)| = KL(BIES) - KL(EIW),
i=1
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wenn n — oo. U

Die Kullback-Leibler-Divergenz von Normalverteilungen ergibt sich als Spezialfall
von (iii):

Korollar 4.4 Fiir ug,u € R? und eine symmetrische und positiv definite Matrix
> € RP*P gilt

KL(NGao. DINGe 2) = 527200 = o) = 37 (=), 1= ).

Beweis Wir verwenden (iii) aus dem vorangegangen Lemma, wobei {(u) =
s 1. Daraus folgt

KL(N(u0, Z)IN(u, 2)) = ~ (Tz w32 o = 2057 (1 = o))

1
=2( TS T o - 2u5 " /1)

- 2
§|E V2 = o)
Die letzte Gleichheit folgt aus der Symmetrie von X. O

Beispiel 4.5 Wir setzen Beispiel . T unter der Annahme von i.i.d. Beobachtungsfeh-
lern &; ~ N(0, 0°2) fort. Der Vektor der Beobachtungen Y; = f(x;) +&;,i = 1,...n,
mit unbekannter Regressionsfunktion f: R? — R ist dann gemiB P = N(u, 02E,,)
verteilt mit Mittelwertvektor u = (f(x1),. .., f(x,))T € R™. InModell p ist die Ver-
teilungsfamilie gegeben durch (Pﬁ(,,))ﬁ(,,) crp Mit PB”’> = N(X(P),B(P), o-zE,,) und
der Designmatrix X (P) = (e (xX:))i=1,...nsj=1,....p € R™P. Die Kullback-Leibler-
Divergenz zwischen P und Pg(») ist damit gegeben durch

1
KL (P|Pﬁ(p)) = gh‘ _ X(P)’B(p)‘z

ot Sl Sysresno) = S

Der ,,Abstand* zwischen P und der bestmdglichen Wahl in (]P’ﬁ(m)ﬁ(p)eRp ist also
klein, wenn f gut durch die ersten p Basisfunktionen approximiert werden kann.
Als Kriterium zur Wahl von p konnen wir dies allerdings nicht direkt einsetzen, da
f und damit auch KL(P|P4») ) unbekannt sind.

Fiir die Konvergenz in Lemma [4.3[iv) miissen wir nicht annehmen, dass das
Wabhrscheinlichkeitsmal} P, unter dem die Beobachtungen erzeugt werden, in der
Familie (Py)gce enthalten ist. Wir bendtigen lediglich KL(P|Py) < oo fiir ¢ €
©. Daher erhalten wir eine interessante Interpretation des Maximum-Likelihood-
Schdtzers fiir missspezifizierte Modelle: Wihrend die linke Seite
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n
- D1, X)
i=1

im Modell (Py)gce durch den Maximum-Likelihood-Schétzer 9 minimiert wird, ist
der Grenzwert
KL(P|Py) — KL(P|u)

unter dem Parameter ¢ kleinstmoglich, der die Kullback-Leibler-Divergenz
KL(P|Pgy) zum wahren P minimiert. Dieser Wert ist damit ein natiirlicher Kandi-
dat fiir einen Grenzwert des Maximum-Likelihood-Schitzers. Zumindest fiir groBe
Stichprobenumfinge konnen wir hoffen, dass ©#,, nahe am Minimierer von KL (P|P)
liegt.

4.1.1 Akaike-Informationskriterium (AIC)

Es sei X € X eine Beobachtung aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, ¥, P).
Wir betrachten dominierte statistische Modelle (X, F, (P19(/7>)17<p>e@)1)) mit ©, C
RP. Wir nehmen zudem geschachtelte Familien von Wahrscheinlichkeitsmallen
(Pm,;q))ﬂ(,’q)e@pil C Pywm)gw o, P = 2,...,K,an, sodass wir im p-ten Modell
das unbekannte P mindestens so gut approximieren kdnnen wie in jedem kleineren
Modell.

Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, dass alle Modelle durch dassel-
be Mal} u dominiert werden und auch P absolutstetig beziiglich u ist. Im Mo-

dell (Pyim)gm co, bezeichnen wir die Likelihood-Funktionen beziiglich y mit

L, (9P, x). Der Maximum-Likelihood-Schitzer 9P) im p-ten Modell wird un-
ter der Annahme X ~ P4 fiir ein 9P € ©,, bestimmt:

9P e arg max Lp(ﬂ(”), X).
9(P) €0,

Nachdem P35, ein guter Kandidat innerhalb des p-ten Modells ist, wollen
wir ein geeignetes Modell auswihlen, indem wir die Kullback-Leibler-Divergenz
KL(P|Pg,,) liber p minimieren. Da wir P nicht kennen, ist jedoch KL (P|P 5, ) nicht
zugénglich und muss geschitzt werden. Als reelles Funktional wird KL(P|Pg,,,) da-

bei mit kleinerem Fehler schiitzbar sein als 9P selbst. Hierfiir verwenden wir im
p-ten Modell fiir 97 € © p die Darstellung (siehe Lemma

KL(P|P ) = KL(P|g) - Ep [ log L, (97, X)],

sofern der letzte Erwartungswert existiert. In diesem Fall bezeichnen wir mit

dp(®P) = <2Bp[log L,(#P, X)], 9P €0,
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die Kullback-Leibler-Diskrepanz.

Da KL(P|u) unabhingig von ¢ ist, ist die Minimierung von p +— KL(P|Pg,))
dquivalent zur Minimierung von p +— d, (5(1’)). Auch d, (1) ist jedoch unbekannt.
Dessen empirische Version ist gegeben durch —2log L, (9P, X), da X gemih P
verteilt ist. Setzen wir in —log Lp(19<P>,X) den Maximum-Likelihood-Schétzer
9P = 5(P)(X) ein, erhalten wir aufgrund der Abhéingigkeit zwischen 9P) und
X in der Regel keinen erwartungstreuen Schitzer von d p(ﬁ(l’)). Stattdessen ist zu

vermuten, dass d, (5(1’)) unterschétzt wird, denn 9(P) minimiert gerade die Funktion
9P > —log L, (P, X).

Beispiel 4.6 (Signalerkennung) Fiir eine P-dimensionale mathematische Stichprobe
X1, ..., X, i1d. N(¥, Ep) betrachten wir diec Modelle

O, ={9eR"Vj>p:9;=0}, p=1,...,P,

fir den unbekannten Mittelwertvektor. Im p-ten Modell ist der Maximum-
Likelihood-Schitzer durch das Stichprobenmittel in den ersten p Koordinaten gege-
ben, wihrend die letzten P — p Koordinaten null sind:

—~ - —~ —~ _ 1 &
9P = (,...,9,,0,...,0) wobei ﬁ,::(xn)ﬁ;z‘x,,j
i=1

Schreiben wir |t|f, = 5':1 ti und |t|§p = Zf:pﬂ t? fiir r € RP, dann gilt im p-ten

Modell fiir (P € ©,

~2log L, (9P, X) = -2 Zn: (1og((2n)—§) -

i=1

2 2
1X; — 9P + IXi|>p)
2

N

(|x,- — 9P+ X2, + Plog(27r)).
i=1

Unter der Annahme X ~ P = N(o, Ep) fiir ein 99 € RP erhalten wir mit der
Bias-Varianz-Zerlegung

n
d,(9P)) = ~2Ez[log L, (9, X)] = Z (]Ep[|X,~ -9+ X2, ] + Plog(27r))

i=1

- n(|190 — P2 ]2, + P+ Plog(27r)).

Die Kullback-Leibler-Diskrepanz d,, spiegelt also wider, wie gut ¢y durch einen
Vektor aus ©,, approximiert werden kann: Auch wenn die Modellannahme 9y € ©,
nicht erfiillt ist, kann ®, ein gutes Modell sein, wenn alle Eintrége von oy fiir grofle
Indizes klein sind, das heillt wenn |Jg| , nahe O ist.

Setzen wir den Maximum-Likelihood-Schitzer (P) ein, erhalten wir
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—2log L,,({?\(p), X) = Z (|Xl~ - X,J?J + |Xl~|ip + Plog(27r)),
i=1

und aufgrund von ]E[|Xi - Yﬁ,] = p"T_l gilt

(
(

- ~1
~2Bp[log L@, X)| = n(p~

P+ 1902, + (P = p) + Plog(2n)|

n(-2 4 Iﬂoﬁp + P+ Plog(27r)).
n
Anderseits gilt

Be[dy (87)] = n(E5[18° - Xal2] + 18012,, + P+ Plog(2m)|

n(E + |190|§P +P+ Plog(2n)).
n
Daraus folgt
Ep[ - 2log L, (97, X)| - Ez[d(8"))] = -2p,

sodass —2 log LP(E(P), X) die zu schitzende Grofie d(ﬁ(l’)) systematisch um —2p
unterschétzt.

Deutlich allgemeiner weisen wir den Zusammenhang Ep[-2 log L(f?;,(X), X)] =

Ep[d ({9},)] — 2p in Satz E fiir das lineare Modell nach. Eine Biaskorrektur fiihrt
auf Akaikes Informationskriterium.

Methode 4.7 (Modellwahl durch AIC) Fiir die Modelle (X, ¥, (Pg)geco,) mit
®, € R? und p = 1,..., P ist das Akaike-Informationskriterium (kurz: AIC)
definiert als R

AIC(p) := —2log L, (3P, X) +2p

fiir die Maximum-Likelihood-Schitzer #) im Modell (Pﬁ)ﬁe@p. Das Modell p

wird als Minimierer p € arg min,_; p AIC(p) gewihlt und der resultierende,

gemil AIC ausgewidhlte Schatzer ist 9P

Kurzbiografie (Hirotugu Akaike) Hirotugu Akaike wurde 1927 in der Prifektur
Shizuoka in Japan geboren. Er studierte an der Universitdt Tokio und promovierte
dort 1961 am Institut fiir Statistische Mathematik. Akaike blieb auch in seiner
weiteren wissenschaftlichen Laufbahn an diesem Institut, dessen Direktor er spéter
wurde. Er schrieb wesentliche Arbeiten zur Theorie der Zeitreihen. Sein bekanntester
Beitrag ist die Einfiihrung des Informationskriteriums AIC im Jahr 1973, das spiter
nach ihm benannt wurde. Akaike starb 2009.

Im Folgenden untersuchen wir, wie sich das Akaike-Informationskriterium auf
das lineare Modell anwenden lasst.
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Satz 4.8 (AIC im linearen Modell) Gegeben sei das wahre lineare Modell
Y=pu+e mit ueR", &~N(0, 0c’E,)
unter P mit bekannter Varianz o> > 0 sowie fiirp = 1,..., P mit P < ndie Modelle
Yy=xPpP +e  mit BP eRP, &~N(0, c’E,)

und die Designmatrix X P) € R"™P mit vollem Rang p. Dann gilt:

(i) Der Maximum-Likelihood-Schdtzer in Modell p ist der Kleinste-Quadrate-
Schditzer
E(P) — (X(P)Tx(P))—lx(P)TY.

(ii) Das Akaike-Informationskriterium ist gegeben durch

Y — x(P)glp)|2
=X

AIC(p) = nlog(2no?) 5 2p.

o

(iii) AIC(p) ist ein erwartungstreuer Schditzer der Kullback-Leibler-Diskrepanz:

Ex[AIC(p)] = Ep[d(B'P)].

Beweis
(i) Da die Loglikelihood-Funktion von der Form logL, BP,Yy) =
log((2n0?)~%) — # [Y — X(P)g(P) |2 jst, entspricht der Maximum-Likelihood-
Schitzer dem Kleinste-Quadrate-Schitzer, der in Lemma @] explizit berechnet
wurde.
(ii) Einsetzen in die Definition von [4.7]liefert unmittelbar

AIC(p) = nlog(27ro-2) + 0'_2|Y _ X(P)E(p)|2 +2p.
(iii) Wegen d,,(BP)) = E[-2log L, (B'P), Y)] folgt aus der Bias-Varianz-Zerlegung
d,(BP)) = nlog(2na?) + o 2E[|Y — X P gP) 2]
nlog(2no?) + o2 (lu— X P BP 12+ E[|e)])
S~——

=o?n

n(log(2na?) +1) + o2 — X P BP)|2,

Einsetzen von E(I’) liefert

E[d(B?)] = n(log(2no?) + 1) + o 2E[|u — X P BP) 2]
= n(log(2nO—2) +1)+ 0'_2E[|/1 _ X(P)((X(P))TX(p))*] (X(p))T Yiz]

=I1(P))

= n(log(2no?) + 1) + 0"2(\/1 -1y ? +E[|H(1’)s|2])
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=n(log(2ro?) + 1) + o 2|(E, - TP ul* + p,

wobei I1(P) die Orthogonalprojektion auf Im(X (P)) bezeichnet, sodass IT(P) g ~
N(O, a'zEp) und damit E[|II'") g|?] = o2p gilt. Analog ist E, — I1'?) die or-
thogonale Projektion auf einen (n — p)-dimensionalen Unterraum und daher
E[|(E, — II'")g|?] = (n — p)o. Wir erhalten

E[AIC(p)] = nlog(2n0?) + o 2E[|Y — X PP 2] +2p
= nlog(2no?) + 0'_2(|M - pl* + E[|8 - H(p)5|2]) +2p
=E[d(B")].

Damit ist die Erwartungstreue von AIC(p) gezeigt. O

Die Darstellung von AIC(p) erinnert an die Bias-Varianz-Zerlegung. Durch Mul-
tiplikation mit o (was fiir die Minimierung von AIC(p) nichts éndert) erhalten wir
die quadrierten Residuen |Y — X (P)E(I’) |> als MaB fiir die Modellgiite sowie den
doppelten Varianzterm 2po-2. Die Modellwahl ist gegeben durch

N Y-X® (P2
p € arg min (n log(2ro?) + % + zp)

P
=argmin ([Y — XP P2 1 2pa?).
P

Hierbei fillt der empirische Verlust |Y — X (P) E (P)|2 mit wachsender Dimension p,
withrend der Strafterm 2po? in p wichst. p balanciert also die Giite der Datenan-
passung mit der Komplexitit des Modells aus. Man beachte, dass die Erwartungs-
treue von AIC(p) allein nicht sicherstellt, dass p tatséchlich ein gutes Modell bzw.
x (@ E (P) eine gute Vorhersage fiir y ist. Die Qualitdt von X (P) ﬁ (P) beurteilen wir
in Kapitel #.2] anhand einer Orakelungleichung.

Korollar 4.9 (Unverzerrte Risikoschitzung) In der Situation von Satz ist
Y - xPBWP12 4 2po? - ngz eine erwartungstreue Schétzung des quadratischen
Vorhersagefehlers |u — X P) gP)|2:

Ep|lY - XPBP2 1 2pa? - no.2] = Ep||u - X gp) |2]

Insbesondere kann das Akaike-Informationskriterium als ,,unbiased risk estimati-
on “-Kriterium interpretiert werden.

Beweis Es gilt fiir die quadrierten Residuen wie oben gesehen, dass
B[l = XPBPP] = =P + (n - p)o.
Mit der Bias-Varianz-Zerlegung folgt

Epllu = XPIBPIP) = =11 + por.
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Ein Vergleich der beiden Erwartungswerte liefert die Behauptung. U

Bemerkung 4.10 (Mallows’ C,-Kriterium) Der Beweis von Korollar [4.9] zeigt, dass
fiir die erwartungstreue Fehlerschitzung die Normalverteilungsannahme unerheblich
ist. Es geniigt, E[£] = 0 und Cov(&) = o*E,, vorauszusetzen. Das Modell allgemein
aufgrund einer erwartungstreuen Risikoschitzung auszuwihlen, ist der Ansatz von
Mallows’ C,,-Kriterium, wobei

Cp:=1Y- X(P)E(P)|2 +2pa? — no?

gilt. Bis auf einen von p unabhéngigen Summanden stimmt Mallows’ C,-Kriterium
im linearen Modell mit AIC iiberein.

Wir wollen nun Satz 4.8 auf den Fall einer unbekannten Varianz erweitern:

Satz 4.11 (AIC im linearen Modell mit unbekannter Varianz) Gegeben sei das
wahre lineare Modell

Y=u+e¢ mit ueR", &~N(0, o-éEn)
unter P sowie fiir p = 1,..., P mit P < n — 3 die Modelle
Y=XPBP ye  mir  BP eRP, &~N(0, c°E,)

und der Designmatrix X P) € R™P mit vollem Rang p. Fiir k = p + 1 ist 9% =
(,8(”), 0'2) der unbekannte Parameter in R*. Dann gilt:

(i) Der Maximum-Likelihood-Schdtzer ist 9k = (E(m,&f,) mit dem Kleinste-
Quadrate-Schditzer E(P) € RP und 3,3 = %|Y - X(P)E(p) . Es gilt

AIC(k) = nlog(27r5’,§) +n+2k.
(ii) Im Fall, dass y = X(p)ﬁ(()p) fiir ein p und ein ﬁg € RP erfiilltist, gilt mitk = p+1

k(k+1)

E[ AIC(k)] =E[d(W)] - 22—

Fiir eine unbekannte Varianz liefert AIC(k) also keine unverzerrte Schitzung der
Kullback-Leibler-Diskrepanz. Die Abweichung ist jedoch nur von der GréBenord-
nung O(1/n) in der Stichprobengrofe n. Mochte man AIC(k) fiir kleine Stichpro-

bengrofien anwenden, kann eine Biaskorrektur AIC(k) + 2 ];(_’:'_ll) sinnvoll sein.

Beweis

(i) Die Loglikelihood-Funktion erfiillt

1
~21og L, (9")) = nlog((2n0?)) + — ¥ - XV gP 2,
o
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sodass die Form des Maximum-Likelihood-Schitzers klar ist, siehe auch Aufga-
be 2[6 Einsetzen liefert

_ ~ 1 ~
AIC(k) = =21og L, (§™)) + 2k = nlog (2707) + = [¥ - X'V BV + 2k
ag
k
= nlog (277}) +n + 2k.

(ii) Fiir %) = (8(P), o2) gilt
1
dp(ﬁ(k)) =Ep[-2logL, (,8(”), o)) = nlog(27r0'2) + —2(|,u - X<”)ﬁ(”)|2 + noﬁ),
o
sodass
1

Ex[d(9"))] = nE[log(2752)] + E[— (Ju - XPIBPIR 4 nag)].
g

Ll )

Wegen Ep[AIC(k)] = nE[log(2707)] + n + 2k folgt

Ep[AIC(K)] = Bp[d(3X))] +n + 2k — JE[AL2 (lu—xPEPI2 4 nag)]
Tk

2 2
|ju—T1P)Y ]| +n0'0]

=E[d@")] +n+2k -E
[ L|(E, -TIP)Y |2

DaIl1(”) und E,, — 1) Orthogonalprojektion auf Im X () bzw. Im(X ")+ sind,
sind II(”)Y und (E,, — I1'?))Y unkorreliert und damit unabhingig. Es folgt

Ep[AIC(k)] - Ep[d(9)]

—n+2k-E —H(p)Y2+no-2]E[+]
[ e B
=n+2k—(|,u—H(p)u|2+p0'§+n0'2)£2E[Z_l],
a,
0

wobei Z := ﬁ|(En +IIPHY? = L(E, + TP)g|? gemiB y%(n — p) verteilt
0

1
LG
ist. Man beachte, dass im richtig spezifizierten Modell x4 = X(P) [)’(()p ) der Fehler
| — IIP) u|? verschwindet. Nun gilt

n

©1 279" aw, _: 1
E[z7!] = - = e 4 ——
27 ./0 B N A Iy

fiir n — p > 3. Wir erhalten

(p+n)n _ 5 k(k+1)
n-p-2  n—k-1

Ep[AIC(k)] — Ep[d(95)] = n + 2k —
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Abb. 4.1 Links: AIC fiir polynomielle Regression in Abhéngigkeit vom Polynomgrad fiir die
Temperaturdaten aus Beispiel 2.42] Rechs: Das Regressionpolynom des Grades 9 (durchgezogene
Linie) sowie des Grades 3 (gestrichtelte Linie). Datenquelle: Deutscher Wetterdienst

dak=p+1. O

Beispiel 4.12 (AIC fiir Klimadaten) Wir erinnern uns an die Klimadatenzeitreihe aus
Beispiel 2.42] in der wir die mittleren Julitemperaturen in Berlin-Dahlem zwischen
1719 und 2020 betrachtet haben. Wir hatten hier Regressionspolynome mit den Gra-
den d € {1,...,4} verwendet. AIC(d) fiir d € {1,...,30} ist in Abbildung [&.1]
dargestellt. Bis d = 9 fillt das Informationskriterium im Wesentlichen, hier profi-
tieren wir also durch die Erhohung der Parameterdimension noch deutlich in den
Residuen. Ab d = 10 wichst AIC(d), sodass ab hier der Einfluss des Strafterms
dominiert. Ebenfalls ist in Abbildung [4.1] das durch AIC gewihlte Regressionspo-
lynom zusammen mit dem Polynom vom Grad 3, fiir das wir uns in Beispiel [2:42]
entschieden hatten, zu sehen.

4.1.2 Das Bayes-Informationskriterium (BIC)

Anstelle des Ansatzes, die Kullback-Leibler-Diskrepanz oder das Risiko erwartungs-
treu zu schitzen, ist der Bayes-Ansatz (der auf Gideon Schwarz zuriickgeht), eine
gleichmiBige a-priori-Verteilung fiir die Modelle p € {1, ..., P} anzunehmen. Die
a-posteriori-Verteilung liefert uns dann ein Kriterium zur Auswahl des Modells p.

Kurzbiografie (Gideon Schwarz) Gideon E. Schwarz wurde 1933 in Salzburg ge-
boren. Er fliichtete nach dem Anschluss Osterreichs 1938 in das damali gen Paldstina,
heute Israel. Gideon E. Schwarz studierte an der Hebrew University Mathematik.
Seinen Ph.D. erwarb er an der Columbia University 1961 im Bereich der mathemati-
schen Statistik. Spéter wurde er Professor an der Hebrew University mit zahlreichen
Gastaufenthalten in Stanford, Tel Aviv und Berkeley. Er verfasste vor allem wich-
tige Beitrdge zur Bayes-Statistik. Als Reaktion auf das Informationskriterium AIC
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entwickelte er 1976 das Bayes-Informationskriterium BIC, manchmal auch Schwarz
Information Criterion (SIC) genannt. Schon damals entwickelte sich eine grofle Dis-
kussion tiber die verschiedenen Sichtweisen, die teilweise bis heute anhélt. Schwarz
starb im Jahr 2007.

Um das Bayes-Informationskriterium (englisch: Bayesian information criterion,
kurz: BIC) herzuleiten, betrachten wir wieder das wahre lineare Modell

Y=pu+e¢ mit e ~N(0,0%E,)

und dem unbekannten Mittelwertvektor u € R", den es zu schitzen gilt. Das Rausch-
niveau o > 0 nehmen wir als bekannt an. Unser Ziel ist, aus den Modellen

Y = X(I’)ﬁ(l’) +e

mit 3P) € RP, XP) ¢ R™P rank X = p und & ~ N(0, 02E,,) fiir p € {1,..., P}
ein geeignetes auszuwihlen.

Fiir jedes p sei die a-priori-Verteilung des Parameters 37 durch eine Lebesgue-
Dichte 7, auf R” gegeben. Fiir das Modell p wiihlen wir die uninformative a-priori-
Verteilung U := U({1, ..., P}), sodass jedes Modell p mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit % ausgewihlt wird. Das gemil U ausgewihlte Modell bezeichnen wir mit
«. Die a-priori-Verteilungen von p und 8(P) seien unabhingig.

Die gemeinsame Verteilung von Modell «, Parameter 8 und Beobachtung Y ist
dann gegeben durch

e~ ly—XPBPI2/(20?)

(2rna?)n/2

B(AY) (4) = / La(p. 87, y) dyr, (dBP)dB P U(dp).

Da die Dimension von 8(7) von p abhiingt, ist in dieser Formel Vorsicht geboten. Um
einen gemeinsamen Grundraum zu haben, miissen wir A C {1,..., P} X RP x R"
wihlen und in der Indikatorfunktion 8(P) als Vektor in R” interpretieren, dessen
letzte P — p Koordinaten null sind. Da wir nur an der gemeinsamen Verteilung von
x und Y interessiert sind, entfdllt dieses technische Problem ohnehin: Die Verteilung
von (k,Y) besitzt die Dichte

1 ly - X(P)gp)2
(k.Y) - 1 (_ —) (PP
7 (p,y) /R » oy P 702 me(BP7)dB

beziiglich des ProduktmaBes U ® 1®". Der BIC-Ansatz besteht nun darin, das Modell
mit der grofiten a-posteriori-Wahrscheinlichkeit auszwihlen, siehe MAP-Schitzer
aus Korollar[[.3T}
p € argmin P(x = p|Y)
p=1,..., P
Fiir dieses Kriterium leiten wir nun eine deutlich zuginglichere (approximative)
Darstellung her. Fiir die a-posteriori-Verteilung von « gilt
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_ Y - X (Pygg(P)
IP’(K—p|Y)oc'/Rkexp(—T)7rp(,8 )dpir.

Es bezeichne wieder E(P) den Kleinste-Quadrate-Schitzer in Modell p. Aufgrund
der Orthogonalitit der Residuen ¥ — XP)8(P) = (E,, — ()Y zum Bild von X (")
konnen wir den Exponenten in der a-posteriori-Verteilung gemif3

[y - XP g2 =y - x(P )12 4 | x (P gr) _ x(P)g(r)|2
— 2y = xP ) x ) (Br) _ g(r)y)y
=Y - xWP w124 | x P g _ x(P)gp))2

zerlegen. Da E (P) nur von Y (und p), aber nicht von 8 abhiingt, erhalten wir
1 —~
P(x = p|Y) «exp ( -—Y - X(p)ﬂ(p)|2)
202
1 —~
o / exp ( L xge - ﬁ<p))|2)ﬂp (BP)ap?).
RP 202

Durch eine Substitution 7 = \/ﬁ(ﬁ(”) — BP)) erhalten wir fiir Zf,p )=
Lix(hTx() ¢ rp>p
n

1 _
/ exp ( - s X B _ﬁ<p>)|2)ﬂp(ﬁ<p>)dﬁ(p>
RP o
1 o h
_ _ (p) (r) _ )
e /Rpexp( (% h,h))ﬂp(ﬁ” W)dk = PP, ,.

Bezeichnen wir die Normierungskonstante der Dichte von P(k = p|Y) mit C > 0,
so ergibt sich

1 —~,
log P(x = p|Y) = —log C — ’5’ logn — ¥ - xPEPf +logl,, — (42)
g

Um den letzten Term log I, , abzuschitzen, betrachten wir die Asymptotik n — oo
und nehmen an, dass

Zép) - 3@ fiir n— oo

konvergiert.

Beispiel 4.13 (Asymptotik der Designmatrix) Es seien ¢1,...,¢,: [0,1] — R ste-
tige Funktionen, beispielsweise die Monome ¢ (x) = x*~!. Unter dquidistantem
Design ist die Designmatrix durch
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ei1(1/n) -+ @p(1/n)

o _|1CI e ep2/m)
pi(n/n) -+ ¢p(n/n)
gegeben, und wir erhalten fiir alle i, j € {1,..., p}
1<~ (ky [k !
=y = - ;%‘(;)‘Pj(;) - ‘/0 i (X)@; (x)dx =: (ZP)); ;

fiirn — oo.

Sind nun noch die Dichten r, gleichmiBig beschrinkt, finden wir mit dominierter
Konvergenz eine obere Schranke fiir /,, ,,, die gleichméBig in n und p gilt. Aus (@4.2)
folgt dann fiir eine Nullfolge 0o(1) — O fiirn — o

1 ~
—2logP(k = p|Y) = plogn(1 +o(1)) + =Y - X gp) 2,
o

Vernachlissigt man den o(1)-Term, entspricht das Bayes-Informationskriterium ge-
rade

—~ 1 ~
p € arg min {—2|Y - xP) g2 +plogn}.
p=1,...,P 'O

Die quadrierten Residuen entsprechen wieder der negativen Loglikelihood-Funktion
im linearen Modell (mit Faktor 20-2). Hinzu kommt eine Penalisierung mit p log .
Analog zu Akaikes Informationskriterium definieren wir daher ganz allgemein:

Methode 4.14 (Modellwahl durch BIC) Fiir p = 1, ..., P und dominierte statisti-
sche Modelle (X, 7, (Pyw)gr ce,) mit X = R", F = B(R") und ®,, < R” ist
das Bayes-Informationskriterium (kurz: BIC) definiert als

BIC(p) := —2log L,(3"), X) + plogn

fiir die Likelihood-Funktion L, und den Maximum-Likelihood-Schitzer 51) im

Modell p. Das Modell p wird als Minimierer p € argmin,,_; _ p BIC(p) gewihlt.

Entsprechend der vorangegangenen Herleitung erhalten wir:

Lemma 4.15 Fiir p = 1, ..., P mit P < n und die linearen Modelle
Y=XPBWP ye  mir BP eRP, &~N(0, E,),

Designmatrix X'P) € R"™P von vollem Rang p und mit bekannter Varianz o > 0
gilt
1 —~
BIC(p) = nlog(2n0?) + —|¥ = XV P> + plogn.
o
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cooo

BIC(d)
1130 1140 1150 1160 1170

0 5 10 15 20 25 30
d

Abb. 4.2 BIC fiir polynomielle Regression in Abhingigkeit vom Polynomgrad fiir die Tempera-
turdaten aus Beispiel 2.42)]

Im Vergleich zum AIC wird im BIC die Modelldimension mit p logn statt mit
2p bestraft. BIC wihlt also fiir n > 8 tendenziell ein kleineres Modell aus. An-
dererseits fiihrt die AIC-Wahl typischerweise auf einen kleineren Vorhersagefehler
ly - X(p>[§(p)|2_

Man beachte, dass |Y — X (P) E (P)|2 in n wichst und ohne weitere Annahmen von
der GroBenordnung r ist. Reskalieren wir BIC durch ,ll ly —x(») ﬁ (P24 p 10%, wird
deutlich, dass die Erhohung der Modelldimension mit steigendem n geringer bestraft
wird.

Beispiel 4.16 (BIC fiir Klimadaten) Wir wenden das Bayes-Informationskriterium
auf die Daten aus den Beispielen [2.42] bzw. {f.12] iiber die langfristige Entwicklung
der mittleren Julitemperaturen an. Die resultierenden Werte BIC(d) fiir die Poly-
nomgrade d € {1,...,30} sind in Abbildung dargestellt. Im Vergleich zu den
AIC-Werten steigt BIC wesentlich schneller in d an. Zwar wihlt auch das Bayes-
Informationskriterium den Grad 9, aber der Abstand zum Grad 3 ist hier viel kleiner
als bei Akaikes Informationskriterium.

4.2 Orakelungleichung fiir die penalisierte Modellwahl

Im vorangegangen Abschnitt haben wir die Informationskriterien AIC und BIC

hergeleitet und Beispiele gesehen, in denen diese gute Resultate erzielen. Die offene

Frage ist, ob wir im Allgemeinen nachweisen konnen, dass die Modellwahlkriterien

den Trade-off zwischen Datenanpassung und zu hoher Modellkomplexitét 16sen.
Wie zuvor seien die Beobachtungen durch

Y=u+e, ueR" e ~N(0, 0c*E,),

gegeben. Fiir die Modelle Y = X(P) ﬁ(p) + & mit den Designmatrizen X () € R"™¥P
von vollem Rang bezeichne wieder 8P den jeweiligen Kleinste-Quadrate-Schiitzer,
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wobei p € i 1; ..., P}. Die Modellwahlkriterien AIC und BIC zur Wahl des finalen
Schiitzers 8P) waren beide von der Form

p € argmin (|Y - )(’(”),[’3\(”)|2 +Pen(p))

mit dem Penalisierungsterm Pen(p). Fiir AIC ist Letzterer durch Pen(p) = 202p
gegeben, wihrend BIC dem Strafterm Pen(p) = log(n)o?p entspricht. In beiden
Féllen hangt der Strafterm also von der Dimension des Parameterraums ab. Betrachtet

man ~
Sp,:=9x® und g = xPBP = Mg, Y

mit der Orthogonalprojektion I, auf das Bild von X (1), betten sich beide Verfahren
in die folgende allgemeine Modellwahl ein.

Definition 4.17 Fiir eine Beobachtung Y € R" seien lineare Unterrdume S,, € R"
der Dimension p,, gegeben, wobei m = 1,..., M. Fiir eine monoton wachsende
Funktion Pen: N — [0, co) betrachten wir die penalisierte Modellwahl

m € argmin (|Y —[I(m)|2 +Pen(pm))
m=1,..., M

mit den Kleinste-Quadrate-Schitzern i1 (m) .= IIs,,Y € Sp.

Wir werden nun eine Orakelungleichung fiir die penalisierte Modellwahl bewei-
sen. Eine erste Orakelungleichung ist uns bereits in Kapitel [3.2.1] begegnet. Mit
ihrer Hilfe konnten wir das Verhalten des Kleinste-Quadrate-Schétzers im miss-
spezifierten Modell analysieren, siehe Korollar Dieses Resultat miissen wir
um den Penalisierungsterm erweitern. Die grofite Schwierigkeit besteht darin, die
Abhiingigkeit zwischen 7 und 7™ im gewihlten Parameter 70 zu kontrollieren.

Ausgangspunkt fiir den Beweis der Orakelungleichung war die Fundamentalun-
gleichung (3:12). Im penalisierten Fall (und fiir quadratischen Verlust) erhalten wir
folgendes Analogon:

Lemma 4.18 (Fundamentalungleichung) Im Modell Y = u + € gilt fiir den pena-
lisierten empirischen Risikominimierer

9 = arg min {|Y - f(9)? +Pen(19)}
Je€®

mit Parametermenge © und Vorhersagefunktion f: ® — R" die Ungleichung
= FO)P +Pen() < |u~ f(9)]* +Pen(d") + 2Ae, (D)~ f(5")

fiir jedes 9* € ©.

Beweis Nach Konstruktion von & gilt

IY = £F(D)|* + Pen(d) < |Y — £(9)]? + Pen(8").
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Aus |Y —t|? = |t — u|> + |&]® = 2{e, t — p) fiir jedes t € R" folgt durch Einsetzen

= fDIP =2e. f(B)—p)+Pen(9) < |u— f(I)* = 2e, () — ) +Pen(8°).
Umstellen liefert die Behauptung. O

Angewandt auf die penalisierte Modellwahl, erhalten wir fir ® = {1,..., M},
f(m) = Ilg, Y und den Penalisierungsterm Pen(p,,), dass f (19) = gm, und fiir
jedesm* € {1,..., M} gilt

(M)

|2 = >+ Pen(pz) < |u™) = ul* + Pen(pye) +2(e, @™ — ™)),

wobei (") =TI, Y.

Satz 4.19 (Orakelungleichung zur Modellwahl) Betrachte das datenerzeugende
Modell Y = u+¢, u € R", &€ ~ N(0,02E,,) und fiir lineare Unterriiume S,, C R",
m=1,...,M, mitdim(S,,) = p,, die penalisierte Modellwahl m, wobei Pen(p,,) >
Ko?2(py + 1) fiir ein K > 1 gelte. Weiter seien g™ =g, Y, u'™ = I, u und

k€ (0, VK — 1).

(i) Fiir jedes T > 0 gilt mit der Wahrscheinlichkeit 1 — e 72 Z%:] e P12 die
Orakelungleichung:

A —uf < KK min (1 = uf +Pen(pn) + 7)) (43)
mit einer Konstanten C(K, k) > 0, die nur von K und «k abhdiingt, wobei
C(K, k) — oo fiirk — VK — 1.

(ii) Es gilt

M
() i (m) _ 12 2 —pmkz/z)
BIA™ - ul?] < CK 0 min (1 =P +Pen(pn) +02 ) e

.....

m=1

mit einer Konstanten E(K, k) > 0, die nur von K und « abhdngt, wobei
C(K, k) — oo fiirk » VK — 1.

Beweis Der Beweis von (i) erfolgt in vier Schritten:
Schritt 1: Anwenden der Fundamentalungleichung. Aus Lemma [4.18] folgt fiir
beliebiges m* € {1,..., M}

|2 — > < ™) = u)? + Pen(pye) — Pen(pg) +2(s, 1™ — ™)y,

Wegen 20 — (") € span(S;;, fim+) =: S% mitdimS% < pg + 1 folgt

(e i~ ™) < [~ | sup 1O,
sESrﬁ |Y|

Bezeichnen wir die Orthogonalprojektion auf S mit HS* dann wird das Supremum
bei s = 1'[5* £ mit dem maximalen Wert |HS* sl angenommen Wir erhalten
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B =l < ™) = pl? + Pen(pyue) = Pen(pz) + 2|7 = ™| | s, el.

Schritt 2: Konzentrationsungleichung fiir x*(d). Sei Zg ~ x*(d), das heiBt,
Zg £ 34, X2 fiir idd. X; ~ N(0,1). Wegen E[¢"X] = (1 — 2u)~"/? fiir jedes
u € (0, 1/2) erhalten wir fiir p > 1

P(Zg > pd) < E[e“zde’”pd] =(1- 2u)7%e’“pd = ef%(pfl’logp),

wobei fiir den letzten Schritt u = (p — 1)/(2p) gewihlt wurde. Aufgrund von
log(1 +1) <t fiir r > 0 folgt daraus

B(Za > (1+x+7/d)d)

< exp ( - %Z[(K+ T/d)2 +2(k++7/d) —2log (1 +k + T/d)])
conf-Lfee ) <ol Lo

Schritt 3: Kontrolle des stochastischen Fehlers. Es gilt Z; = 0'_2|HS;;,8|2 ~
x> (dy) fiir ein d,,, € {pm, pm + 1} und jedes m. Insbesondere folgt E[|H5;8|2] =
o2d,, fiir jedes feste m. Wir normieren und korrigieren daher |TIg- &| um einen Term

dieser GroBe. AnschlieBend schitzen wir m durch das Maximum in {1, ..., M} ab,
sodass wir die Abhingigkeit zwischen 71 und & im Term Il & auflosen:

1
[Tlg+ g] < O’((K+ l)foﬁ'i' 1+ —|IIg- | — (k + 1)Vp;;l+ 1)
m a m

.....

Wir definieren nun das Ereignis

G = { max (lll'ls;;qsl —(k+ 1)@) < \/;}

I<sm<M \ o

Aus der Subadditivitit von P und Schritt 2 angewendet auf Z;, = 0'_2|H55n5|2 folgt

MQC):P( max (lIHs;,,sl—(KH)\/ﬂ) > \/;)

Ism<M \O°

i]?(ilﬂs;nsl—(x+l)\/@> \/;)
m=1
<2P( de>(l+K+\/g)M)
M
2

szm T 2 M 279
exp ( - - 5) <e™ Z eTPmK/2,
m=1
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Damit gilt auf G mit der gesuchten Wahrscheinlichkeit

|HS:h8| (K+1)me 1+\/_ \/— VPen(pm)'i'O-\/_

Schritt 4: Umordnung der Terme. Auf dem Ereignis G erhalten wir durch Kombina-
tion von Schritt 1 und Schritt 3:

() _ (m*)

— pt)* + Pen(py+) — Pen(p;z)

KJ; vPen(p;) + 0'\/?)

|7 =l < |

2

Wir zerlegen nun |7 — u )| < |70 — u| + ") - u| und verwenden zweimal
2AB < nA? +7'B%, 57 > 0, sodass wir

~(i Kk+1 _ 1\ ~(i7
I _/~¢|(W\/Pen(l7rﬁ) +0'\/;) < (ny! +7721)|#(m) - pl?

(1 +«)?

+11 Pen(pz) +m0°t

fiir 71, 2 > 0 erhalten. Behandelt man den zweiten Summanden analog, dann folgt
fiir n3, N4 > 0

2™ — ul? < (403" + )™ = ul? + Pen(poe) + (2 +1a) 707

(1+«)? —
o = 1) Pen(p) + (r '+ 0y ME™ = .

+ ((m +13)

Aufgrund der Annahme )2 > 1finden wirnun, 72,73 > 0,sodassny +l7£ <1

und 771 + 173 =
liefert auf G

(1+K)2 erfullt sind. Aulerdem konnen wir 74 = 1 wihlen. Umstellen

1™ — ul? < O, ) (1™ = wl? + Pen(ppe) + 027).

Wir folgern abschlieend (ii). Setze t* := C(K, k) ming,=1,.._am(|u — HsmY|2 +
Pen(p,,)). Dann impliziert (i)

E[|A(’") 1l :/0 (|A(’") pl* > 1)dt
-
</0 P - u® > 1)dt

+/ P(|[I(’T1) —ul* > 1+ C(K,x)o1)C(K, k)o*dr
0

M o0
<t +C(K, k)o? Z e‘p'""z/Z/ e dr.

m=1 0
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Die Behauptung folgt, da das letzte Integral endlich ist. t

Bemerkung 4.20 (Interpretation der Orakelungleichung)

1. Das m*, mit dem das Minimum auf der rechten Seite in (4.3]) angenommen wird,
nennt man auch Orakelmodell. Aus der Bias-Varianz-Zerlegung folgt

(m)

E[Z"™ = ulP] = 1u" = ul? + % p ~ [ = pul* + Pen(pm)

fiir Pen(d,,) ~ 0*(d, +1). Damit liegt |« — u|? + Pen(d,,,-) nahe am Orakel-
fehler min,, E[|Z™ — u|?]. Mit T ~ d,,- ist der Restterm o->7 von der Ordnung
Pen(d,,+) (oder kleiner) und kann damit durch das Minimum in abgeschiitzt
werden. Fiir dieses 7 ist die Wahrscheinlichkeit, mit der die Orakelungleichung

gilt, gegeben durch
1- Z e_p’”'(z/ze_d’%*.

m

Falls asymptotisch n — oo, d,» — oo und diese Summe gleichmiBig in M
beschrinkt ist, dann konvergiert diese Wahrscheinlichkeit exponentiell schnell in
d» gegen eins.

2. In Teil (ii) kann man fiir festes M und n — oo im Fall des BIC mit Pen(p,,) =
log(n)p,,o? auch « zunehmend groBer wihlen, sodass der hintere Term sehr
klein wird.

Im Satz [4.19 wird nicht gefordert, dass die Modelle geordnet sind. In der multi-
plen Regression kdnnen daher alle 2P Untermodelle betrachtet werden. Allerdings
muss dann « hinreichend grof3 gewéhlt werden, um eine grofle Wahrscheinlichkeit
sicher zu stellen. In der Tat zeigt sich bei dieser ,.full subset“-Variablenselektion,
dass in der Praxis AIC und BIC nicht so gut funktionieren wie groBere Pen(p,,)-
Penalisierungen. Eine weitergehende Analyse von penalisierten Modellwahlverfah-
ren ist inMassart| (2007)) zu finden.

4.3 Kreuzvalidierung

Die bisher besprochenen Modellwahlkriterien beruhen auf einer Minimierung der
quadrierten Residuen beziehungsweise des Vorhersagefehlers plus Penalisierung.
Hierbei messen die Residuen |Y — X (™) E(m) |> die Qualitit des Schitzers an den-
selben Daten ¥ = (Y1,...,Y,)T, mit denen E(m) konstruiert wurde. Eine Mini-
mierung der Residuen allein fiihrt daher zu einer systematischen Unterschitzung
des stochastischen Fehlers und damit zu Overfitting. Durch den Strafterm wird die-
ses Ungleichgewicht korrigiert und fiihrt gegebenenfalls sogar zu erwartungstreuen
Risikoschitzern, siehe Korollar 4.9

Eine alternative und sehr einfache Moglichkeit, die Abhéngigkeit zwischen ¥ und
E(m) zu umgehen, ist sample splitting: Wir spalten die gegebenen Beobachtungen
Y1,...,Y, in eine Trainingsmenge Y1,...,Y; fir ein k < n und eine Testmenge
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Yis1, ..., Y, auf. Der Schitzer ﬁ (m) wird dann nur auf Grundlage der Trainingsmenge
konstruiert (man spricht deshalb auch von hold out) und seine Modellvorhersage
anhand der Testdaten iiberpriift. Bei der Auswahl aus M verschiedenen Modellen
wird dieses Verfahren fiir jedes Modell m < M durchgefiihrt und das Modell mit
dem kleinsten Vorhersagefehler ausgewihlt.

Aufgrund der Einfachheit dieser Methode wird sie in der Praxis sehr haufig
verwendet, allerdings ,,verschenkt” man fiir die Schitzung n — k Daten. Um das zu
vermeiden, kann die Auswahl der Trainingsdaten und der Testmenge permutiert und
die entsprechenden Schitzer und Vorhersagefehler gemittelt werden.

Methode 4.21 (Leave-p-out-Kreuzvalidierung) Man betrachte jede mogliche Test-

menge V C {1, ...,n} der Kardinalitit p < n und verwende V¢ = {1,...,n}\V als
Trainingsmenge zur Konstruktion der Schétzer B\(V'?) inden Modellenm =1,..., M.
Auf Grundlage der quadratischen Vorhersagefehler fiir m = 1, ..., M erhalten wir

das Modellwahlkriterium

m € argmin CVyp,,(m)
m=1,..., M

mit

2
CVipo(m) := Z Eém), E‘(,m) = Z (v; - (X('”’E(V"?)i)
Vcd{l,..., n},|V|=p 1%

fir die Leave-p-out-Kreuzvalidierung (englisch: leave-p-out cross-validation,
kurz: Lpo-CV).

Das Prinzip der Kreuzvalidierung lésst sich leicht von der Modellwahl im linea-
ren Modell auf die Wahl von Tuning-Parametern fiir andere statische Methoden
iibertragen, siche Beispiel #.27] oder Abbildung[5.8]

Bemerkung 4.22 Ein @hnliches, aber etwas einfacheres Kriterium ist die k-fache
Kreuzvalidierung (englisch: k-fold cross-validation), bei der die Daten Yi,...,Y,
in k gleichgrofle, disjunkte Blocke aufgeteilt werden. Fiir jedes 1 < [ < k dient
anschlieBend der /-te Block als Testmenge, und die iibrigen k — 1 Blocke werden als
Trainingsmenge verwendet. Die Modellwahl erfolgt dann durch Minimierung der in
I gemittelten Vorhersagefehler.

Wir konzentrieren uns auf die Leave-one-out-Kreuzvalidierung (kurz: Loo-CV)
und betrachten alle einelementigen Teilmengen V C {1,...,n} als Testmenge. Die
Schitzer beruhen dann auf (n — 1) Beobachtungen, sodass der Fehler bei n Beobach-
tungen nur marginal kleiner ist. Andererseits wird die Schitzung des Vorhersagefeh-
lers aus nur jeweils einer Validierungsbeobachtung im Allgemeinen einen grofleren
stochastischen Fehler haben als fiir p > 1.

Wie zuvor betrachten wir die linearen Modelle

Y=XPBWP +e mit &~N(0,02E,), BP) eRP
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und den Designmatrizen X (P) € R"? vom Rang p und p = 1,. .., P. Der Kleinste-
Quadrate-Schitzer ﬁp ) in Modell p ohne Beobachtung ¥; ist gegeben durch

—i

n
B = argminz (¥, - (X(”)ﬁ)j)2 = (Xff)TXff))_lXEf)TY,

13
BERP =

J#

wobei

.....

X = (B, —~EX®  und  EY = (Lgimiioi

E, - E,(li) ist die Einheitsmatrix der Dimension n, in der die i-te Zeile gleich null
gesetzt wird. Dadurch ist Xff ) die Matrix, die aus X ) entsteht, indem man die i-te
Zeile von X P) durch Nullen ersetzt, und folglich ist Xff’ Ty unabhingig von Y;. Die

Darstellung von /’3’3’ ) mittels Xff ) gilt unter der Annahme rank Xff’ ) = p<n-1
fiir alle i (siche Aufgabe 4[7).
Der quadratische Vorhersagefehler auf der Testmenge ist (¥; — (X (?) Ef ) )i)? und

wir erhalten
n

CV(p) = CVLoo(p) = ) (Yi = (X P B),)%.

i=1

Lemma 4.23 (Berechnung von CV) Wenn im linearen Modell rank Xff ) = p <
n—1fiirallei=1,...,n erfiillt ist, dann gilt

CV(p) = [(En —T1,) " (E, — T1,)Y ]

mit der orthogonalen Projektion 1II, auf ImX®  und ﬁp =
diag((np)ll’ R (Hp)nn)-

Beweis Es gilt

n n . 2
CV(p) = ) (Vi - X PR = [y = Y EVXPED| <[y - av?
i i=1

i=1

fiir die Matrix

n
A= Z EQX®) (x(DTx P x (DT ¢ grxn,
i=1

1

Wegen X' P Tx () = x(OT(E, - EM)xP) = xPTXP) gl fiir jedes B € RP

n
AXP)g = Z Er(li)X(p) (XE?)TXEf))_IXEf)TX(p)ﬁ

i=1
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n
— Z Er(li)X(p)ﬂ — X(p),B,
i=1

sodass A auf Im X (P) die Identitit ist. Daraus ergibt sich
2
CV(p) = |(E, - A)(Y -TL,Y)|".

Mit der Diagonalmatrix B := Y., EPx(® (Xff)TXEf))_lX(I’)TE,(f) € R gilt
die Darstellung

A(Y —TL,Y) = Z EQNx® (x DT x Y x0T (g, ~ ED) (¥ - TI,,Y)

i=1
n
= Y EDXP (xPTXPYTIXOT (v —1,¥) - B(Y - T1,Y).

i=1

Wegen X(P)T (Y -1 pY) = 0 verschwindet der erste Term, sodass
2
CV(p) =|(E, + B)(Y -T1,Y)|

gilt. Es bleibt (E,, + B)(E, — ﬁp) = E, nachzupriifen. Da alle Matrizen diagonal
sind und auf der Diagonale
(Bﬁp)ii — E,(li)X(p) (XE?)TXE?) )_IX(p)TE,(li)X(p) (X(P)Tx(P))_] X(‘D)TE,(li)
= D x P (x DT x ) x (T gD
_ E,(,i)X(p) (Xif)TXEf))_IX((Z))TXEf) (X(P)Tx(P))_lx(P)TEr(li)
=B - (ﬁp)ii
fiirallei = 1,...,n gilt, folgt die Behauptung. O

Da E,, — I, eine Orthogonalprojektion ist, liegen alle Diagonalelemente (E, —
)i = 1-(Mye;, e;) = 1—|pe;|? in [0, 1]. Aufgrund von rank(E, —I1,) =n—p
gilt zudem _

tr(E, —11,) =tr(E, —II,) =n—p.

Im Mittel hat (E,, —I1 pJii alsoden Wert (n—p)/n=1- % Ersetzen wir im Ausdruck

fir CV(p) aus Lemma die Diagonalmatrix (E, — ﬁp) durch (1 — %)En o)
erhalten wir:

Methode 4.24 (Verallgemeinerte Kreuzvalidierung im linearen Modell) Im li-
nearen Modell ist das Kriterium fiir die verallgemeinerte Kreuzvalidierung (eng-
lisch: generalised cross-validation, kurz: GCV) gegeben durch

RSS, _ [y -xWprp
(I=p/m? "~ (1-p/n)?

GCV(p) =
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Es wird ein Modell pgey € argmin,,_;  p GCV(p) gewihlt.

.....

Ein Vorteil der Kreuzvalidierung und der verallgemeinerten Kreuzvalidierung
ist, dass das Rauschniveau nicht benotigt wird. Wir wollen daher abschlieBend
die verallgemeinerte Kreuzvalidierung mit dem Akaike-Informationskriterium bei
unbekannter Varianz vergleichen, das heiflt wir stellen
RSS),

(1-p/n)?

gegeniiber. Mit einer monotonen Transformation und 5'1% = %RSS p erhalten wir

GCV(p) = und  AIC(p) = n(log(270,) + 1) +2p

kaic € arg min (n( log(27r6'12,) +1) +2p)
p=l,..., P

= arg min (log(RSSp) + 22)
— n

p=1,..., P
RSS
= argmin (RSS,e?*?/") = arg min —pz
p=1,....P p=1,...p (e7P/™)
Falls n im Vergleich zu p € {1,..., P} groB ist, konnen wir ePn ~ 1 — % ap-

proximieren, und ZAIC stimmt dann asymptotisch fiir n — oo mit pgcy iiberein.
Einen @hnlichen Zusammenhang kann man mit dem Akaike-Informationskriterium
mit bekanntem Rauschniveau herleiten. Fiir eine rigorose asymptotische Analyse
der Modellwahlkriterien AIC, BIC, CV und GCV im linearen Modell sei auf|Shao
(1997) verwiesen.

4.4 Der Lasso-Schitzer

Wir betrachten wieder das lineare Regressionsmodell Y = X5+ ¢ mit der Designma-
trix X € R™*P und dem Parametervektor 8 € R”. In vielen modernen Anwendungen
steht eine groBe Anzahl moglicher erkldrender Variablen zur Verfiigung, um die
Zielvariable Y zu beschreiben, das heift, die Parameterdimension p ist moglicher-
weise sehr grofl. Da der Kleinste-Quadrate-Schitzer aus Kapitel2Jkeine Auswahl der
wesentlichen Kovariablen vornimmt, wichst mit groer Dimension auch sein Fehler
in der GroBenordnung p/n, sieche Bemerkung und Aufgabe 2[7] Der Ansatz
der gesamten hochdimensionalen Statistik ist, dass oft nur wenige der p Kovariablen
signifikanten Einfluss besitzen, es aber nicht bekannt ist, um welche es sich handelt.
In diesem Abschnitt werden wir uns mit einem Verfahren beschiftigen, das zum
einen automatisch eine Variablenselektion vornimmt, und zum anderen auch fiir
hochdimensionale lineare Modelle funktioniert, in denen p sogar grofer als n sein
kann. Letzteres ist mit Blick auf viele moderne (machine learning) Anwendungen
von grofler Bedeutung.
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4.4.1 Variablenselektion

Eine wichtige Anwendung der Modellwahl ist die Variablenselektion im multiplen
linearen Regressionsmodell

P
J=1

mit p-dimensionalen Kovariablen (X;i,..., Xl-p)T e RP fiirY;,i = 1,...,n. Eine
plausible Modellannahme ist in vielen Fillen, dass nur wenige §; einen signifikanten
Einfluss auf die Zielvariable haben, also sich deutlich von null unterscheiden. Eine
dimensions-penalisierte Modellwahl fiir einen Tuning-Parameter A > O fiihrt auf das
Minimierungsproblem

. _ 2 — i _ 2
Sg{l}l’{r}’p}{IY HgY|* +A|S|} ég%{r},{lY XBI” + A1Blo}-

Hierbei bezeichnet I1s die orthogonale Projektion auf {3 jcg X.;8; : B € RP}, so-

dass IIgY = Xﬁ(s) fiir den Kleinste-Quadrate-Schétzer ,E(S) € RISI beziiglich der
Design-(sub-)matrix (X; ;)i=1,...n, jes gilt. |Blo ist die Anzahl der von null verschie-
denen Komponenten von 8. Im Gegensatz zu den oben betrachteten Modellwahl-
verfahren AIC und BIC werden hier nicht nur geschachtelte Modelle einbezogen,
sondern alle moglichen 27 Teilmengen von {1,..., p}. Numerisch ist das Losen
dieser Minimierung ein NP-vollstindiges Problem, das heiflt wir bendtigen nicht
viel weniger als 27 Berechnungen von |Y —ITsY|>. Zudem ist die Funktion 8 — |]o
nicht konvex, sodass auch Niherungsverfahren schwierig sind.

Die Grundidee des Lasso-Verfahrens ist, die |8|yp-Penalisierung durch die kleinste
konvexe Majorante (im Sinne der £,-Normen fiir p > 0) zu ersetzen, ndmlich
1Bl = 25':1 |8;|. Wir lassen wieder eine Modellmissspezifikation zu, setzen also
nicht voraus, dass die Daten im linearen Modell erzeugt wurden.

Methode 4.25 (Lasso-Schiitzer) Im allgemeinen Regressionsmodell Y = u + £ mit
1 € R™ und zentrierten Fehlern & € R™ und fiir eine Designmatrix X € R™*P ist
der Least absolute shrinkage and selection operator, kurz Lasso-Schétzer, E &
definiert als

—~ 1
ﬁ(’U € argming, zp {—lY - Xb*+ /l|b|1}
n
mit einem Penalisierungsparameter A4 > 0.

Kurzbiografie (Robert John Tibshirani) Robert John Tibshirani wurde 1956 in
der Stadt Niagara Falls in Kanada geboren. Nach einem Mathematik- und Statistik-
Studium an den Universititen von Waterloo und Toronto promovierte er an der
Stanford University bei Bradley Efron. Tibshirani wurde zunéchst in Toronto Pro-
fessor und wechselte spiter wieder nach Stanford, wo er bis heute lehrt und forscht.
Er lieferte zahlreiche wesentliche Beitrdge zur mathematischen Statistik und zur
statistischen Lerntheorie, insbesondere schlug er 1996 die Lasso-Methode zur Pa-
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B2 B2

Abb. 4.3 Links: Illustration des Lasso-Minimierungsproblems fiir p = 2 mit Hohenlinien der
Residuen um den Kleinste-Quadrate-Schitzer 8 und ¢)-Ball. Rechts: Analoge Grafik fiir den
Ridge-Regressionsschitzer 8 mit £,-Ball

rameterschitzung in linearen Modellen vor. Zudem ist Tibshirani Koautor mehrerer
bekannter Biicher, insbesondere von Hastie et al.| (2009). Sein Sohn Ryan Tibshi-
rani ist ebenfalls Professor fiir Statistik und maschinelles Lernen, sodass es wenig
iiberrascht, dass beide schon zusammen publiziert haben.

Das Lasso-Minimierungsproblem ist konvex, sodass immer eine Losung existiert.
Wir miissen hierfiir nicht voraussetzen, dass die Designmatrix X vollen Rang hat.
Ist die Rangbedingung tatséchlich nicht erfiillt (was im Fall p > n immer zutrifft),
kann es jedoch mehrere Losungen geben. |Tibshirani| (2013) diskutiert im Detail die
Eindeutigkeit des Lasso-Schitzers.

Ein zum Lasso-Schitzer verwandter Ansatz ist die Ridge-Regression (Metho-
de[2.22). Statt eines £;-Strafterms wird hierbei jedoch mit der quadrierten £,-Norm
von S penalisiert. Wihrend diese £>-Penalisierung immerhin eine gewisse Stabilitiit
fiir grole Dimensionen erzeugt, fiihrt die Ridge-Regression zu keiner Variablen-
selektion. Typischerweise sind alle Koeflizienten des Ridge-Regressionsschitzers
verschieden von null. Im Gegensatz dazu besitzt der Lasso-Schitzer nur wenige
Koeffizienten, die ungleich null sind. Wir sprechen daher von Sparsity, also von
sparlich oder diinn besetzten Parametervektoren. Der Grund hierfiir ist die verén-
derte Geometrie des Strafterms: Im Vergleich zur Euklidischen £>-Norm fiihrt die
{1-Penalisierung zu einer Betonung der Schnittpunkte mit den Achsen, siche Abbil-

dungf4.3]

Bemerkung 4.26 Mithilfe des Subdifferentialkalkiils kann auch formal gezeigt wer-
den, dass der Lasso-Schitzer nur wenige von null verschiedene Koeffizienten besitzt
(Aufgabe [10). Die Menge der nichtnull Koeffizienten ist sogar invariant unter allen
Losungen des Lasso-Minimierungsproblems.

Beispiel 4.27 (World development indicators) Wir verwenden die Lasso-Methode,
um das jahrliche Wachstum des Bruttoinlandprodukts durch eine groe Anzahl ver-
schiedener makrodkonomischer Daten vorherzusagen. Hierfiir verwenden wir die
,-World development indicators* der WeltbankE] aus dem Jahr 2018. Wir beschrinken
uns auf Lander und Indikatoren, fiir die viele Daten vorliegen. Der resultierende Da-
tensatz besteht aus n = 118 Léandern, fiir die p = 263 Indikatoren als Kovariablen zur

thttps://databank.worldbank.org/source/world-development-indicators
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Verfiigung stehen. Zudem standardisieren wir die Kovariablen, um eine Vergleich-
barkeit der zugehorigen geschitzten Koeffizienten sicherzustellen, und ergéinzen ein
Absolutglied. Zufillig ausgewihlte 80% dieser Daten werden als Trainingsmenge
verwendet. Die verbleibenden 20% verwenden wir als Testmenge.

Intercept 3,485
Adjusted savings: consumption of fixed capital (% of GNI) -0,056
Adjusted savings: energy depletion (% of GNI) -0,238
Business extent of disclosure index (O=less disclosure to 10=more disclosure) | 0,049
Contributing family workers, female (% of female employment) 0,038
Cost to export, documentary compliance (US$) -0,006
Employers, female (% of female employment) -0,159
Employment in services, female (% of female employment) -0,100
Foreign direct investment, net inflows (% of GDP) 0,218
GNI per capita, PPP (current international $) -0,049
Merchandise exports by the reporting economy (current US$) -0,030

Merchandise exports to low- and middle-income economies in Latin America | 0,133
& the Caribbean (% of total merchandise exports)
Merchandise exports to low- and middle-income economies in South Asia -0,275

(% of total merchandise exports)

Mortality rate, under-5 (per 1000 live births) -0,073
Population ages 65 and above, male (% of male population) 0,219
Probability of dying among children ages 5-9 years (per 1000) 0,153
Rural population 0,128
Time required to start a business, male (days) -0,215
Time to export, border compliance (hours) -0,074
Time to prepare and pay taxes (hours) -0,001
Unemployment, female (% of female labor force) (modeled ILO estimate) 0,332

Tabelle 4.1 Aktive Indikatoren (mit englischen Originalbezeichnungen) und entsprechende Para-
meterschitzungen des Lasso-Schitzers

Wir verwenden den Lasso-Schitzer fiir verschiedene Penalisierungsparameter A.
Je groBer A ist, desto weniger aktive (von null verschiedene) Koeffizienten sollten
iibrig bleiben. Abbildung [4.4] bestitigt diese Erwartung. Bei A = 0,2 werden noch
24 Indikatoren einbezogen, bei A = 0,6 nur noch 7. Eine 10-fache Kreuzvalidierung
(siche Bemerkung[.22)) zur Wahl von A ergibt A ~ 0,27. Fiir diesen Penalisierungs-
parameter sind 20 Indikatoren aktiv, die in Tabelle[d.T|zusammen mit den geschitzten
Koeffizienten aufgelistet sind. Hierunter befinden sich viele naheliegende Indikato-
ren, wie der positive Einfluss auslédndischer Direktinvestitionen oder der negative
Einfluss langer biirokratischer Prozesse. Etwas iiberraschender sind bespielsweise
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die positiven Koeffizienten fiir die lindliche Bevolkerung und der Sterbewahrschein-
lichkeit von 5- bis 9-jahrigen Kindern. Diese beiden Faktoren diirften allerdings
fiir Entwicklungslinder relativ groB3 sein, die wiederum grofles Wachstumspotential
haben.
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Abb. 4.4 Links: Aktive Koeftizienten B\(.’I) des Lasso-Schitzers in Abhédngigkeit von A. Die senk-
rechte gestichelte Linie markiert den durch Kreuzvalidierung gewihlten Tuning-Parameter. Rechts:
Vorhersagefehler des Lasso-Schitzers (violett) sowie der Ridge-Regression (griin, gestrichelt) in
Abhingigkeit von A.

In Abbildung ist zudem der Vorhersagefehler |y — XTeStE(/l) |> auf den
Testdaten in Abhingigkeit von A dargestellt. Zum Vergleich ist dort auch der Vor-
hersagefehler eines entsprechenden Ridge-Regressionsschitzers zu sehen, wobei der
Strafparameter hierfiir als 104 gewihlt wurde.

Es sollte betont werden, dass die hier gezeigten Resultate von der Auswahl der
Testdaten abhingen und sich bei einer anderen Zerlegung der Daten dndern. Es ist
insbesondere moglich, dass der bestmogliche Wert des Ridge-Regressionsschétzers
einen kleineren Fehler haben kann als der des Lasso-Schitzers. Eine Variablense-
lektion ist bei der Ridge-Regression aber keinesfalls zu erwarten.

Um die Eigenschaften des Lasso-Schétzers besser zu verstehen und insbesondere
die Wahl des Tuning-Parameters zu kldren, wollen wir erneut eine Orakelunglei-
chung herleiten. Startpunkt der Analyse ist wieder die Fundamentalungleichung aus
Lemma[4.18] die fiir ® = R” und Pen(B) = na|p| fiir jedes p* € R”

1~ ~ 1, 2 ~ i .
—IXBY = P+ UB VN < ~1XB = P+ = (e, X(BY = B + AUB (44

ergibt. Gédbe es den stochastischen Fehlerterm (&, X (//3\(’1) — %)) nicht, wiirde die
Fundamentalungleichung durch Minimieren der rechten Seite in * implizieren, dass
der Vorhersagefehler von 8 mindestens so gut ist wie der des Orakelschitzers

n

* - 1
B = argmm{ Iu—Xﬁ|2+ﬂ|ﬂ|1}~
PBERP
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Den stochastischen Fehlerterm beschrinken wir durch

(e, X(BWY = N = (X Te, Y - g

.....

(4.5)

Satz 4.28 (1. Orakelungleichung fiir Lasso) Betrachte das Modell Y = u + & mit
i € R"™ und Beobachtungsfehlern € € R" sowie eine Designmatrix X € R™ P, Fiir
jedes B* € RP setze S, ={j € {1,...,p}: ,8;‘- # 0}. Allgemein sei |bls := Y jcs ||
fiirb e RP, S C {1,...,p}. Auf dem Ereignis

1 bl
G = {j}lllaxk;|(X g)jl < g} (4.6)

gilt dann

25 2218,

1 .~ ~ 5
ZIXBW — 42 + 218W e < —|XB* — 2+_—,
LIXFY — P+ BVl < HIXE w2

wobei der kleinste Eigenwert dyin(Z,) von 2, = LXT X echt grofer O sei.

Beweis Auf G implizieren (@.4) und (#.3)

4~ al 4 * * 8 al *
XY = ul? +AUB VN < —IXBT - pP + 4B + (e, X (B - B7))

N

* * 8 *
< —IXBT - P + AU+ X elelB" — Bl

A~ 3

< ~IXB" = P + 4B + B — B
Aus |B|; = |Blsc + |Bls, und |B*|se = 0 und der inversen Dreiecksungleichung folgt
4 P ) 4 * Y * * Y
~IXB'Y =l + 4B Vs < —IXBT =+ AR - Iy + 44175, - 4AIB s,
4 * =Y % * Y
<X -l + B - BT+ 418" - B
Wegen 4|8 — B*1 = ABY - B*|s, + AB™ |se ergibt sich
Y XED _ 42 23UV e < 21X8" — ul 4+ SUBD _ g*
;lXﬁ = ulm+ 328 |se < ;|Xﬁ —ulm+ 528 = Bls.. 4.7
Um |,§<A) — B*|s, abzuschitzen, nutzen wir fiir beliebige b € R”, dass

1
;lel2 = (Zub, b) > Ain(Zn)|b]?
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gilt. Mit Jensens Ungleichung ergibt sich

|5+ ]

2 x(BW — g*)|2
o (5] X8 =B (4.8)

BY - <18, D) 1B - By <

j€S.

Aufgrund von IX(BW — B < |XBW — u| +|XB* — u| und AB < (%)2 + B? fiir
A, B € R folgt dann

Y * |S*| - = — s
SAUBY = B7ls. < SAy[7——— (07 RIXBY — )+ T2 X BT — )
/lmin(zn)
252218, 1, - , 1 5
< et IXBY P+ X -l
2Amin(Zp) n n
Durch Einsetzen in und Umstellen ergibt sich die Behauptung. ]

Auf der rechten Seite der Orakelungleichung beobachten wir einen Trade-off bei
der optimalen Wahl von 8* beziehungsweise der Grofe der aktiven Menge S..: Der
Term | X3* — u|? ist ein Approximationsfehler, der fiir wachsende S, im Allgemeinen
fallen wird. Der zweite Term entspricht dem stochastischen Fehler, der in | S| wichst.
Wie die Orakelungleichung bemerkenswerterweise zeigt, 10st der Lasso-Schitzer
diesen Trade-off automatisch.

Wir miissen nun A so wihlen, dass P(G¢) klein ist. Hierzu nehmen wir an, dass
die Beobachtungsfehler & ~ N(0, 0-2E,,) normalverteilt sind. Wie in Korollar m
verwenden wir fiir die Kontrolle von P(G¢) die gauische Konzentration des Vektors
XTe ~ N(0,0?XT X) um seinen Erwartungswert 0. Fiir den Lasso-Schitzer ergibt
sich folgende Verallgemeinerung der Orakelungleichung aus Korollar [3.30

Korollar 4.29 Falls Amax(E,) > O fiir £, = 1X'X € RP*P und 1 =

2
[ 1 L G
16 M fiir ein T > 0 und 02, = o?max;o1, p(Z,)j; gilt mit ei-

ner Wahrscheinlichkeit grofier als 1 — V2e 7

1, - 5
—|XBW - 2<'f{—x*— 24
R XBT —ulm < i A3 1XBT

S0 by (rtloeplS)
6 Apmin(Zn) n .

Dabei gilt stets, 072, < 0 Apax(Zn).

ax

Beweis Wir verwenden die Abschitzung von P(G€) aus Korollar [3.30, wobei wir
A/4 statt A einsetzen, und erhalten

/12
P(QC) < \/Eexp ( — ﬁ + logp)

,,,,, »(Z,);;. Durch die Wahl A = 165\/M erhalten wir

P(G) > 1 —V2e 7. Auf G folgt die Ungleichung direkt aus Satz , wobei wir
den nicht negativen Term 1| |lsc wegfallen lassen.

mit s = max; -
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Der Zusatz folgt aus

2

2 2
Omax =T ml?lx<ei, Znei> <0 /lmax(zn)

mit den Einheitsvektoren (e;)i=j, .. p. O

.....

Bemerkung 4.30 Die Normalverteilungsannahme haben wir nur zur Abschitzung der
Wahrscheinlichkeit P(G) benétigt. Ahnliche Konzentrationsungleichungen kénnen
auch ohne gauBverteilte Fehler nachgewiesen werden, beispielsweise mithilfe der
Hoeffding-Ungleichung aus Aufgabe 3[T1] der Bernstein-Ungleichung (zu finden in
Massart| (2007)) oder der Fuk-Nagaev-Ungleichung. Man vergleiche hierzu auch die
subgauBschen Zufallsvektoren aus Definition [5.8]

Im Vergleich zur Orakelungleichung aus Korollar[3.30|fiir den Kleinste-Quadrate-
Schitzer ohne ¢;-Penalisierung erhalten wir eine schirfere Abschétzung im stochas-
tischen Fehlerterm. Statt p log p hidngt der Fehler des Lasso-Schitzers nur durch
|S.|log p fiir die aktive Menge S, = {;J : ﬁ;ﬁ # 0} von der Dimension p ab. Ist die
Menge S, deutlich kleiner als p, erzielen wir eine deutliche Verbesserung. Fiir kleine
aktive Mengen sprechen wir von einem spdrlich besetzten Modell oder von Sparsity.

Im korrekt spezifizierten Modell u = Xg fiir ein g € RP folgt fiir 8* = 8

1|XE(,1)_IL[|2<8_02 Ugmx (T+10gp)|{j5ﬂj¢0}|'

n 6 /lmin (Zn) n

Wenn die aktive Menge des wahren Parameters 8 bekannt wire, so wiirde man
das lineare Modell auf diese Kovariablen einschrinken und als Vorhersagefehler
"72|{ J : Bj # 0}] in Erwartung erhalten. Der Lasso-Schitzer erreicht diesen Wert

bis auf einen Faktor 0(% log p).

Selbst wenn ein lineares Modell vorliegt, hat das wahre S oft viele Eintrige, die
nur nahe bei null liegen. Dann wird man in der Orakelungleichung 8* so wihlen,
dass ,8;‘. = B, fiir groBe 5, wihrend man die Eintréige von £, fiir kleine Koeflizienten
|8;| gleich null setzt. Damit wird der zweite Term auf Kosten eines Bias |X (8" —
B)|? verringert. Der Lasso-Schiitzer ist damit robust gegeniiber Modellen, die nur
approximativ sparse sind.

Die Konditionszahl A,,,qx (X)) /Amin(Z,) auf der rechten Seite kommt aus einer
pessimistischen Abschitzung fiir die Design-Kovarianzmatrix X,, und ist in vielen
Fillen sehr grof3. Insbesondere bendtigen wir, dass X,, und damit X vollen Rang
p hat, sodass Satz .28 nur im Fall p < n angewendet werden kann. Mit Blick
auf hochdimensionale lineare Modelle ist das eine deutliche Einschrinkung des
Satzes
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4.4.2 Das hochdimensionale lineare Modell

Wir werden die vorangegangene Analyse auf hochdimensionale Modelle ausweiten,
in denen die Parameterdimension p auch deutlich grofer als n sein kann. Hierfiir
miissen wir die Eigenwertbedingung abschwichen. Diese hatten wir benotigt, um
den Fehler von B\(’I) in £;-Norm auf der aktiven Menge mit der £,-Norm beziiglich
der Design-Kovarianzmatrix %, in Beziehung zu setzen. Genauer wollen wir die
Abschitzung (4.8) aus dem Beweis von Satz[4.28]abschwichen.

Definition 4.31 Eine Indexmenge S C {1,..., p} erfiillt dic Kompatibilitatsbe-
dingung fiir ¥,,, wenn eine Konstante ¢,,(S) > 0 existiert, sodass

02 (S)
|S]

VB € RP mit |Blse <3|Bls:  (TuB.B) > 1BI3.

Andernfalls setzen wir ¢,,(S) = 0.

Im Vergleich zur vorher verwendeten Abschitzung fordern wir in Definition [4.31]
eine untere Schranke, die einerseits nur von den Eintrdgen von S auf S abhingt und
andererseits auf Vektoren 8 € RP eingeschrinkt ist, die |B|sc < 3|8|s erfiillen. Be-
sitzt ¥, einen kleinsten Eigenwert A,,,;,, (S), der groer als null ist, dann kdnnen wir
@2 (S) = Anin(S) fiir alle S wihlen, und die Bedingung ist stets erfiillt. Die Kompa-
tibilitdtsbedingung kann daher als eingeschrinkte Eigenwertbedingung verstanden
werden. Wie die nichsten Beispiele zeigen, ist die Kompatibilitdtsbedingung eine
deutliche Abschwichung der Annahme 2,,,;,(Z,,) > 0.

Beispiel 4.32 (Kompatibilitditsbedingung)

1. Ist X, € RP*P eine Diagonalmatrix, deren Eintrige auf S € {1,...,p} echt
positiv sind, dann folgt fiir alle 8 € R”

minjes(Zy)j;

2
oIt

(En, B) > min(Zn);; ) B >

JES

Gibt es allgemeiner eine Zerlegung %, = D4 ¥, in eine positiv semi-definite
Matrix ¥, € RP*P und eine Diagonalmatrix X2 mit positiven Eintriigen auf S,
dann folgt fiir jedes 8 € R?

min;es(Z2);;
(. B) > (E7B.B) > —— = |B5.
2. Wir nehmen an, dass die Untermatrix X5 := ((Z,); ;)i jes € RSS! einen

kleinsten Eigenwert A, (25) > 0 besitzt. Dann folgt fiir Bs := (;)jes und
ﬁsc = (ﬂj)jES"’ dass

<Znﬁ’ ﬂ) = ﬁ;ziﬂs + Zﬁg((zn)i,j)ie&jescﬂsc +B:§|—v ((En)i,j)i’jeSCﬁSC
> BYEBs + 283 ()i ) s, yesBs-



4.4 Der Lasso-Schitzer 161

Den Kreuzterm schitzen wir unter der Bedingung |B|s < 3|8|s ab durch

|:B:s‘r((zn)i,j)ies’jesc,856|=’ Z ,Bi(zn)ijﬁj)

ieS,jeS¢

< max [(Z,)i ] Z 18: ;]

i€S,jeSc ieS.jese
= |Bls|Blse . max [(Zn)i)l

3 max |(Z,)i ]
< Iﬁlsies’jesf (a1
Fiir oy := max;es, jese |(Z,);,j| erhalten wir damit

TS 5 /lmtn( ) 6O—X|S_|
(ZaB. ) > BsEubs = 6lBlsox > —— o —Ip (1 _Amm@ﬁ))'

Die Kompatibilititsbedingung ist damit fiir ¢2(S) = /lm,-,,(Zﬁ)(l - fL(l;l—))

erfiillt, sofern die Interaktionseintriage (X,); ; firi € S, j € S¢ klein genug sind,
um 60 |S| < Ain (Z3) sicherzustellen.

Satz 4.33 (2. Orakelungleichung fiir Lasso) Es gelten die Bedingungen aus
Satz .28} Auf dem Ereignis G aus @.0) gilt fiir alle B* € RP, deren aktive Menge
S, ={J: ﬁ;‘. # 0} die Kompatibilititsbedingung erfiillt

|5,
@5 (S:)

Unter der Normalverteilungsannahme e ~ N(O, 0'2En) und mit der Wahl A =

2 =~ 6
ZIXBY = PP + AR = Bl < —IXBT - pf +242°
n n

Perals 1 — \/_e T dass

2 7 = 2(r+1 S,
_|Xﬁ(/l) —,u|2+/l|,3(’l) B < mm { |XB* - | +C(En,S*)20— (r +1log p)| |}
n n

mit C(Zp, §*) := \J6max;=1,__, [(Zn);;12°/on(S*).

Beweis Wir wissen bereits aus (4.7), dass
4
—[XBY — P + 3215V < IXB =+ 5B - Bs.
n

gilt. Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor und betrachten zuerst den Fall
ABWY - Bls, > 1|X/3 — p|?. Wir erhalten dann

4 —~ — —
=|1XBYW — ul? + 328V [se < 92|18 - B*s..
n
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Insbesondere gilt |,E<’l> —Bse < 3|,E(/U — B*|s,, sodass wir die Kompatibilitétsbe-
dingung fiir S, anwenden kénnen. Addieren wir 31|83V — B*|s. auf beiden Seiten,
ergibt sich

4~ =~ = = .
~IXBY — #3218 — By < 9ABY ~ B'ls. + 3B - B'ls.

IS 1, o=, .
<122 —|xBW - xp*|
©n(Ss) \/7_1
ST (1~ 1
<12 —IXBY - |+ —|XB" - ul)
son(S*)(\/ﬁ Vn
S 2~ 6 .
<2 L 2 e S,
en(S:) n n

wobei wir im letzten Schritt 12AB < 18A2 + 2B% und 12AB < 6A% + 6B fiir
beliebige A, B € R verwendet haben.

Im zweiten Fall 7| /'3\(/1) -Bs, < %lX B* — p| erhalten wir aus unser Ausgangsun-
gleichung

4 —~ 9
—|XBY — ul? +341BWse < ~1XB" — ul?
n n
und somit
4 a0 2 O 9y o ) ) 12 . 5
XY P + 3B Bl < <X~ + 3B~ Bls. < ZIX - .
Hieraus folgt direkt die behauptete Ungleichung im zweiten Fall.
Der Zusatz folgt wie im Beweis von Korollar [#.29] O

Die Grundaussage der ersten Orakelungleichung wird in Satz [.33] um zwei
Aspekte erginzt. Zum einen haben wir nun auch eine Aussage zum Abstand des
Lasso-Schitzers zur Orakelwahl

. (6 |Spl : .
B eal;ggeglpln{r—l|Xﬂ—u|2+24/12ﬁ(—/;b)> mit Sg:={j: B; # 0},

zum anderen erlaubt die Kompatibilititsbedingung auch sehr gro3e Dimensionen.
Im korrekt spezifizierten Modell mit u = X fiir ein 8 € R? ergibt sich

2 ~ — 2(r+1o S
21X - B+ LB — By < (5, 552 eI

Wenn sich die Kompatibilitéitskonstante ¢, (Sg) fiir n — oo nach unten durch eine
positive Konstante beschridnken lisst, erhalten wir

2~ —~ 1
=IX(BY =P + B - Bl = 0p (2L )
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fiir den Sparsity-Index s := |Sg| im Sinne der stochastischen Ordnung geméf Defi-
nition Falls s = o(4/n/log p), dann konvergieren sowohl der Vorhersagefehler
L1X(B™ - p)? als auch der £;-Schitzfehler |3V — B|; gegen null. Bleibt |Sg]| be-
schrénkt fiir n, p — oo, dann gilt diese Konsistenzaussage sogar fiir fast exponentiell
in n wachsende Dimensionen p.

Wenn man die Theorie fiir allgemeine Verlustfunktionen aus Kapitel [3.2.1] mit
dem hier verwendeten Ansatz fiir £;-Penalisierungen kombiniert, erhilt man Lasso-
Schitzer fiir hochdimensionale verallgemeinerte lineare Modelle und bekommt dhn-
liche Aussagen wie in Satz[4.33]

Fiir eine weitergehende Analyse des Lasso-Schitzers und das Studium der hoch-
dimensionalen Statistik im Allgemeinen verweisen wir auf [Biihlmann und van de
Geer| (2011), |Giraud|(2015) und |Wainwright| (2019).

Beispiel 4.34 (Dictionary learning) Wir betrachten das Regressionmodell ¥; =

X;) + & mit 1.1.d. Fehlern g; ~ ,07), aquidistantem Design x; = —,1 =
1,...,n,und der Regressionfunktion
. 2 2
f(x) =sin (x+0 2)@ +2105,17(x), x € [0,1].

Wir setzen o> = 1 und n = 250. Wir wihlen nun ein groBes, moglichst flexibles
Worterbuch* (englisch: dictionary) von Funktionen, durch die wir die Funktion f
approximieren konnen, nimlich

.Z)] = {2‘1]]_((1-_1)2—./’]-2—.1], V323‘] (X - J

2

)IL((j—l)Z_",jZ_J] ] = 1,...,2",

J=0’~~-7Jmux}7

das den Raum der stiickweise affinen Funktionen aufspannt.

Fiir J;,q = 8 erhalten wir die Parameterdimension p = 1022. Abbildung[4.5]zeigt
den Kleinste-Quadrateschitzer sowie den Lasso-Schitzer mit A = 1 fiir eine Rea-
lisierung der Beobachtungsfehler. Wir sehen deutlich, dass der Kleinste-Quadrate-
Schitzer die Daten interpoliert. Im Gegensatz hierzu hat der Lasso-Schitzer nur 44
von null verschiedene Koeflizienten gewihlt.

4.5 Aufgaben

4.1 Zeigen Sie, dass die Kullback-Leibler-Divergenz nicht symmetrisch und somit
keine Metrik ist. Zeigen Sie, dass auch die symmetrisierte Version KL(P|Q) +
KL (Q|P) keine Metrik ist.

4.2 Bestimmen Sie die Kullback-Leibler-Divergenz KL(N(uy, 21)|N(uz, X)) zwi-
schen zwei d-dimensionalen Normalverteilungen mit u, u» € R4 und symme-
trischen, positiv-semidefiniten Matrizen X, %, € R4xd,
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Abb. 4.5 Wahre Regressionsfunktion (schwarz), Kleinste-Quadrate-Schitzer (griin) und Lasso-
Schitzer (violett) angewendet auf ein Regressionsmodell mit 250 dquidistanten Beobachtungen und
normalverteilten Fehlern

4.3 Der Totalvariationsabstand zweier Wahrscheinlichkeitsmafle P und Q auf einem
messbaren Raum (X, F) ist definiert als

TV(P,Q) := sup [P(A) - Q(A)].
AeF

(a) Zeigen Sie
1
™EQ =5 [ Ip-alev

fiir ein dominierendes Mall v und die Radon-Nikodym-Dichten p = %,
_ dQ
q9=3 -

(b) Zeigen Sie TV(P, Q) < vKL(P|Q)/2.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion h(z) := zlog(z) — z+ 1,z > 0, mit
stetiger Fortsetzung in Null. Zeigen Sie fiir alle z > 0

(3+322)h(z) > (z—- D™

Verwenden Sie anschlieend die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(c) Priifen Sie, ob folgende Folgen (P, ),en auf (R, B(R)) schwach, im Total-
variationsabstand oder in der Kullback-Leibler-Divergenz gegen einen geeig-
neten Grenzwert P konvergieren (betrachten Sie sowohl KL (P,|P) als auch
KL(P|Py)):

(i) Py = 01/n, Dirac-MabB in 1/n;
i) P, =(1- %)v + %61, wobei v das MaB der N (0, 1)-Verteilung ist.
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4.4 Wir verwenden polynomielle Untermodelle im nicht parametrischen Regressi-
onsmodell

Yi:f(£)+8i, i=1,...,100,

miteyq,..., &, iid. N(0, 1) und fiir die (wahren) Funktionen

@ f:10,1] =R, f(x) = sin(37),

®) £:[0,1] >R, f(x) =x%
Verwenden Sie jeweils in 10.000 unabhéngigen Simulationen AIC und BIC zur
Wahl des Grades p — 1 der linearen Modelle f(x) = fi(x) = Bo+- -+, Pl
Bestimmen Sie in allen vier Fillen die Monte-Carlo-Approximation des Vorher-

sagefehlers E[|Y — X B|2] und stellen Sie die Wahl von p jeweils in einem Boxplot
dar.

4.5 Die reellwertige Zufallsvariable X, sei x> (p)-verteilt mit p € N Freiheitsgraden.
Bestimmen Sie eine moglichst scharfe Abschitzung der Wahrscheinlichkeit

P(X, —-E[X,] > \[Var(X,)x) fiir « > 0.

Gehen Sie wie folgt vor:

(i) Berechnen Sie E[X),], Var(X,,) und E[exp(1X},)] fiir 4 > 0.
(i) Verwenden Sie die Markov-Ungleichung, um eine Abschétzung der gewiinsch-
ten Wahrscheinlichkeit zu erhalten.
(iii) Wihlen Sie A optimal.

4.6 Das empirische Skalarprodukt sei definiert als (f, g),, := % 1 f(;;)g(%) bzw.
(X, 8 = %er.‘zlxig(%) fiir Funktionen f, g auf [0, 1] und einen Vektor x €
R”". Die empirische Norm ist gegeben durch || f||?> = (f, f)n. Sei (el <
L?([0, 1]) eine Orthonormalbasis beziiglich (-, -),,.
Fiir f(x) = X}_; @19k (x),x € [0, 1], mit Koeffizienten @, ..., @, € R betrach-
ten wir das Regressionsmodell

Vi=f(L)+e, i=1,....n,

mit unabingig und identisch N (0, 0'2)-Verteilten Fehlern g;,i =1, ...,n.

(a) Weisen Sie nach, dass @y := (Y, ¢ ), der Maximum-Likelihood-Schitzer von
ap firalle k =1,...,nist.
(b) Bestimmen Sie fiir m € {1,...,n} den Fehler

E[If = fulli] fir fu(x) = ) @ (x).
k=1

Auf welches Minimierungsproblem fiihrt eine optimale Wahl von m?
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(c) Nehmen Sie an, dass es ein s > Qund 0 < ¢ < C gibt, sodass ck™ < aj <
Ck™* gilt. Wie wichst das optimale m in n?

4.7 Betrachten Sie die linearen Modelle Y = X(”>ﬁ(”) +¢& mit € ~ N(0,0%E),),
BP) e RP und den Designmatrizen XP) € R™P. Leiten Sie die explizite
Darstellung des Leave-one-out-Kleinste-Quadrate-Schitzers her.

4.8 Betrachten Sie die mittleren Jannuartemperaturen in Berlin-Dahlem in den letzten
300 Jahren (siche Beispiel[2.42). Verwenden Sie sowohl die polynomiale Regres-
sion mit AIC- und BIC-Wahl fiir den Polynomgrad als auch die Lasso-Methode.
Untersuchen Sie die Abhéngigkeit vom Tuning-Parameter. Liefern alle Verfahren
dhnliche Resultate?

Die beiden folgenden Aufgaben beleuchten das Optimierungsproblem des Lasso-
Schitzers genauer. Zu ihrer Losung sind das Subdifferentialkalkiil und die Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen aus der nichtlinearen Optimierung hilfreich.

4.9 Betrachten Sie das Regressionsmodel ¥ = u + & mit u € R”", Beobachtungs-
fehlern £ € R" und eine Designmatrix X € R"™P. Zeigen Sie, dass das Lasso-
Optimierungsproblem dquivalent durch

- 1
B’ =argmin = |Y — XB'|?
BB I<s 1

fiir einen Sparsity-Parameter s > 0 beschrieben werden kann. Welche Beziehung
besteht zwischen s und dem Penalisierungsparameter A des Lasso-Schitzers?

4.10 Betrachten Sie das lineare Modell ¥ = X8 + ¢ mit X € R™P 8 € RP und
& ~N(0,01,). Es sei G(B) == 1|Y - XB|>.

(a) Kann es mehr als eine Losung des Optimierungsproblems
min {G(B) + B} (%)

geben? Begriinden Sie Thre Antwort.
(b) Zeigen Sie, dass eine notwendige und hinreichende Bedingung an eine Losung
B von () gegeben ist durch

V;G(B) = —sign(B))A, falls B; # 0,
IV;G(B)| < 4, falls ; = 0.

(c) Beweisen Sie im Fall, dass () keine eindeutige Losung besitzt: Gilt VG ; (ﬁ) <
A fiir eine Losung E von (x), dann gilt E 7 = 0 fiir alle Losungen. Inbesondere

héngt die aktive Menge {; : Ej # 0,7 =1,..., p} nicht von der Losung von
() ab.



Kapitel 5
Klassifikation

Bislang haben wir uns mit den klassischen statistischen Fragen des Schitzens und
Testens von reell- oder vektorwertigen Parametern beschiftigt. Eine weitere wichtige
Aufgabe der Statistik und insbesondere des maschinellen Lernens ist es, den Daten
jeweils Klassen zuzuweisen. Beispiele sind Spam-Filter (Klassifikationen zwischen
,,;mit Sicherheit Spam*, ,,mit Sicherheit kein Spam‘ und Klassen dazwischen), me-
dizinische Datenanalyse (wie Blutparameter weisen auf Krankheit x hin oder nicht)
oder Schrifterkennung (ASCII-Code auf der Basis von Pixelmustern). Hier werden
wir nur die binédre Klassifikation mit zwei Klassen betrachten. Die Verallgemeine-
rung auf mehr Klassen ist oft relativ klar und wird in einigen Ubungen ausgefiihrt.
Der wesentliche Unterschied zur Regression ist, dass die Zielvariable Y nicht
reellwertig ist, sondern kategoriell in dem Sinne, dass nur zwei oder endlich viele
Werte angenommen werden. Wir miissen uns also zwischen den Klassen entscheiden
und machen entweder keinen Fehler oder einen wesentlichen. Dies fiihrt auf eine
0-1-Verlustfunktion, im Gegensatz zu den stetigen Fehlerkriterien der Regression.

5.1 Allgemeines Klassifikationsproblem

Beispiel 5.1 (Herzerkrankung — a) Anhand verschiedener klinischer Daten wollen
wir klassifizieren, ob Patienten eine Herzerkrankung haben oder nicht. Dafiir ver-
wenden wir den klassischen Datensatz Heart Disease Data Set aus dem Jahr 1988,
genauer benutzen wir die Cleveland-Dater{T} Insgesamt stehen 13 metrische und ka-
tegorielle Kovariablen, wie Alter, Geschlecht und verschiedene Risikofaktoren, zur
Verfiigung, von denen wir in diesem ersten Beispiel nur zwei betrachten, nimlich
den Ruheblutdruck und die maximale Herzfrequenz. Bei einem gesunden Patienten
sollte der (systolische) Ruheblutdruck bei etwa 120 mmHg liegen. Zudem sprechen
hohe maximale Herzfrequenzen fiir gesunde, trainierte Patienten. Abbildung [5.1]

1 Verantwortlich fiir die Datensammlung war Robert Detrano, M.D., Ph.D. (V.A. Medical Cen-
ter, Long Beach und Cleveland Clinic Foundation), sieche https://archive.ics.uci.edu/ml/
datasets/heart+disease
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Abb. 5.1 Darstellung der Patientendaten aus dem Heart Disease Data Set. Griine Dreiecke mar-
kieren gesunde Patienten. Violette Rauten zeigen kranke Patienten. Die gestrichelte Linie ist die
Entscheidungsgrenze der logistischen Regression basierend auf den beiden Kovariablen Ruheblut-
druck und maximale Herzfrequenz.

zeigt diese beiden Kovariablen fiir alle n = 301 Patienten, wobei die meisten ge-
sunden Patienten oben links zu finden sind, aber nicht alle. Andererseits gibt es
in diesem Bereich auch kranke Patienten, sodass wir eine perfekte Trennung nicht
erwarten konnen. Die gestrichelte Linie ist die Entscheidungsgrenze der logistschen
Regression, die wir bereits aus Kapitel [3| kennen. Oberhalb dieser Grenze wiirden
die Patienten als gesund und unterhalb als krank klassifiziert werden.

Fiir die allgemeine Modellierung von Klassifikationsaufgaben gibt es unterschied-
liche Herangehensweisen. Der Ausgangspunkt im maschinellen Lernen ist eine ma-
thematische Stichprobe (X1,Y1), ..., (X, Y,), die Trainingsmenge, wobei die Ko-
variablen X; Werte in einem messbaren Raum X (wie R?, oft allgemeiner) und die
Zielvariablen (englisch: labels) Y; Werte in {—1,+1} unter einem Wahrscheinlich-
keitsmal} P annehmen. Ziel ist es, fiir die nichste Beobachtung X,,4; die zugehdrige
Klasse Y,+; moglichst gut vorherzusagen. Generisch bezeichnen (X,Y) von den
(X;,Y;)i>1 unabhingige Zufallsvariablen, die wie jedes (X;,Y;) verteilt sind.

Alternativ konnen wir davon ausgehen, dass es Wahrscheinlichkeitsmalle Py,
k € {-1,+1}, auf X gibt, die die Verteilung der Kovariablen X im Fall der Klasse k&
beschreiben. Man denke an die Verteilung der Blutwerte bei gesunden bzw. kranken
Patienten. Mit bedingten Wahrscheinlichkeiten konnen wir mit dem Wahrscheinlich-
keitsmal3 P von oben Py (B) = P(X € B|Y = k) schreiben. Wenn man aulerdem die
Wahrscheinlichkeiten 7 > O fiir die Klasse k angibt mit 7,1 + 7_; = 1, so ergibt
sich die Verteilung von X; als Mischung von P, und P_;:
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P(X € B) = m1P11(B) + -1 P_1(B)
und natiirlich
P(X € B,Y =k)=P(Y =k)P(X € B|Y = k) = nPr(B).

In den folgenden Abschnitten werden wir beiden Herangehensweisen in natiirlicher
Weise begegnen.

Nach der Bayes-Formel (Satz[A.35) folgt mit entsprechenden Dichten pj von Py
beziiglich einem dominierenden Mal3 y:

1P (x)

nx) =P =+1|X=x) = T pr(X) + o1 p_1(x)

5.1

Genauer gilt diese Gleichheit fiir PX -fast alle x € X, insbesondere ist P(7r,1 p41(X) +
m_ip-1(X) >0) =1.

Definition 5.2 Jede messbare Funktion C: X — {-1, +1} heifit Klassifizierer (eng-
lisch: classifier). Ihr Klassifikationsfehler ist R(C) := P(Y # C(X)). Durch

+1, falls my p1(x) > o1 pog(x),

() = sen(2n() = 1) = {—1, falls 71 py1(x) < o1 p-1(x)

mit sgn(z) := 1(z > 0) — 1(z < 0) und der bedingten Klassenwahrscheinlichkeit 7
aus (5.1) wird der Bayes-Klassifizierer festgelegt. R* := R(C*) heit Bayes-Risiko
des Klassifikationsproblems.

Man beachte, dass ein binédres Klassifikationsproblem zwar abstrakt einem sta-
tistischen Testproblem entspricht, die Entscheidungsfehler (erster und zweiter Art)
aber aufsummiert werden und es nicht Ziel ist, ein gewisses Niveau einzuhalten. Ei-
ne Verallgemeinerung auf gewichtete Klassifikationsfehler ist leicht moglich, siehe
Aufgabe 5[]

Lemma 5.3 (Bayes-Risiko, Exzessrisiko) Das Bayes-Risiko kann aus der bedingten
Wahrscheinlichkeit n errechnet werden:

R* =E[n(X) A (1 -n(X))]
Fiir das Exzessrisiko &(C) eines Klassifizierers C gilt
&(C) := R(C) —inf R(C) = R(C) - R* = E[|2n(X) - 1[L(C(X) # C*(X))],
c

wobei sich das Infimum iiber alle Klassifizierer C erstreckt. Insbesondere besitzt der
Bayes-Klassifizierer minimales Risiko.

Beweis Durch Bedingen und Einsetzen von n(x) erhalten wir

P(Y £ C(X)| X =x) =P(Y = +1 | X = x)1(C(x) = —1)
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+P(Y = —1]X =x)1(C(x) = +1)
=1-n(x)+(2n(x) - DIL(C(x) = -1).

Nun gilt 1(C*(x) = —-1) = 1(2p(x) — 1 < 0), sodass insbesondere P(Y #
C*'(X)|X =x) =n(x) A (1 —n(x)) und damit R* = E[n(X) A (1 — n(X))] gilt.
Weiterhin schliefen wir

P(Y £ C(X)| X =x) —P(Y # C*(X) | X = x)
= (2n(x) = D(1(C(x) = -1) = 1(C*(x) = -1))
= [2n(x) = 1|1(C(x) # C*(x)).

Integration beziiglich der Verteilung von X ergibt
R(C) - R* =P(Y # C(X)) -P(Y # C*(X)) = E[I2n(X) - 1]1(C(X) # C*(X))].
Der letzte Ausdruck ist offensichtlich nichtnegativ. t

In Simulationen konnen wir den Bayes-Klassifizierer berechnen und als Referenz
fiir Klassifikationsverfahren verwenden, siehe beispielsweise Abbildung[5.5auf Sei-
te@ In der Praxis ist der Bayes-Klassifizierer nicht bekannt, weil dafiir die exakte
Verteilung von (X,Y) bekannt sein miisste. In unserer Situation verfiigen wir iiber
eine mathematische Stichprgbe (X1,Y1),...,(Xy,,Y,),die wie (X,Y) verteilt ist und
aus Qer wir einen Schitzer C konstruieren. Ein Standardansatz, um einen Klassifizie-
rer C aus Daten zu gewinnen, besteht darin, die bedingte Klassenwahrscheinlichkeit
n(x) zu schitzen.

Definition 5.4 Ist 77(x) Schitzer von n(x) aus (5.1) fiir alle x € X, so ist durch
Cax) == sgn (27(0) ~ 1) = 1@R) > 1/2) ~ 1@0) < 1/2)

der zugehorige plugin-Klassifizierer gegeben. Die Klassifikationsgrenze (eng-
lisch: classification boundary) von Cj wird durch 0Cj; = {x € X |7(x) = 1/2}
definiert.

Ist x > 7(x) stetig, so ist die Klassifikationsgrenze dCy; der topologische Rand
der Mengen {x € X | C(x) = +1} und {x € X | C5(x) = —1}, trennt also die Menge
der Kovariablen, die als +1 und -1 klassifiziert werden. Wie der nichste Satz zeigt,
ist die Klassifikation in der Nihe der Klassifikationsgrenze am schwierigsten.

Satz 5.5 (Fehler des plugin-Klassifizierers) Es gilt fiir das Exzessrisiko des zu 77
gehorigen plugin-Klassifizierers

S(Cﬁ) = R(Cﬁ) - irlfR(C)

< 2E[17(X) = n(X)|L(In(X) = 1/2] < [7(X) = n(X)])]
< 2E[17(X) = n(X)1],
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wobei der Erwartungswert beziiglich X genommen wird.
Im Fall |7(x) —n(x)| < 6 mit § € (0,1/2) fiir alle x € X folgt

E(Cx) < 20P(|n(X) - 1/2] < 96)

sowie die Orakel-Ungleichung

R(Cz) < PESR(CY) = 135 inf R(C).

Beweis Nach Lemma [5.3] gilt
R(Cy) — R* = 2E[In(X) - 1/2|1(C5(X) # C*(X))].

Setze 6(x) = |7(x) — n(x)|. Falls |n(x) — 1/2] > §(x) gilt, so folgt unmittelbar
Cr(x) = C*(x). Wir erhalten somit

&(Cy) = R(C) - R
< 2E[In(X) = 1/211(In(X) = 1/2| < 6(X))]
< 2E[6(X)1(|n(X) - 1/2] < 6(X))].

Wenn die Indikatorfunktion zudem durch eins abgeschitzt wird, ergibt sich die erste
Behauptung.

Im Fall |7(x) — n(x)| < ¢ fiir alle x € X konnen wir §(X) < § einsetzen und
erhalten die zweite Behauptung. Andererseits macht auch der Bayes-Klassifizierer
einen Fehler nahe 1/2 in der Nihe der Klassifikationsgrenze:

R*=E[n(X) A (1 -n(X))]
> E[n(X) A (1 -n(X)1(In(X) - 1/2] < )]
> (3 - 0)P(In(X) - 1/2] < 6).

Wir erhalten fiir § € (0,1/2) die Abschitzung P(|p(X) — 1/2] < §) < ﬁR*
und somit die Orakel-Ungleichung durch Einsetzen in die Ungleichung fiir das
Exzessrisiko. U

Der Klassifikationsfehler ist also nicht nur von der Giite 6 der Schitzung von 7(x)
abhingig, sondern auch von der Wahrscheinlichkeit, dass die Kovariable X nahe an
der Klassifikationsgrenze liegt. Ist X C R¢ kompakt, eine Fortsetzung von 7 stetig
differenzierbar in einer Umgebung von X mit Vn(x) # O fiir x € dC5 und besitzt
PX eine beschrinkte Dichte, so gilt P(|p(X) — 1/2] < §) = 0(9) fiir 6 — 0. Das
lasst sich mit dem Satz iiber implizite Funktionen elementar oder mit der Coarea-
Formel der geometrischen Malitheorie beweisen. In diesem Fall erhalten wir die
schnelle Konvergenzrate O(6?) fiir das Exzessrisiko. Oft beruhen Konvergenzraten
in der Klassifikation implizit oder explizit auf einer solchen margin condition an
P(In(X) =1/2] < 6).
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5.2 Logistische Regression

Fiir die Klassifikation in zwei Klassen bietet sich im Fall X = R” unmittelbar das
Modell der logistischen Regression aus Abschnitt [3.2.2] an. Wihrend wir uns dort
auf deterministisches Design konzentriert haben, betrachten wir hier die multiple
logistische Regression mit zufilligem Design. Das statistische Experiment ist

((R? X {=1,+1D)", (BR?) @ P({=1,+1})°", (P§")perr )

sodass die Beobachtungen (X1, Y}),. .., (X,,Y;) unabhingig und identisch verteilt
sind mit P(Y; = +1|X; = x) = p(x), P(Y; = -1|X; = x) = 1 — p(x), wobei
log(%) = B x gilt, also
er'B
p(x) =ng(x) := o Y€ RP.

Anders als in Kapitel [3.2.2]schreiben wir die Kovariablen als Spaltenvektoren und X
bezeichnet eine generische, wie jedes X; verteilte Kovariable, nicht die Designmatrix.
Im Allgemeinen wihlt man die Kovariablen in der Form X; = (1, X; 1,..., X; p-1)
mit einem konstanten Glied bei p — 1 beobachteten Werten. Dann ergibt sich p(x)
als linear-affiner Zusammenhang der beobachteten Kovariablen, verkniipft mit der
kanonischen Linkfunktion. Die Verteilung der Kovariablen X; ist unabhingig vom
unbekannten Parameter 8 und wird zunichst nicht weiter spezifiziert.
Als Bayes-Klassifizierer ergibt sich

C*(x) =sgn(2ng(x) - 1) =1(x"B > 0) - L(x" B < 0).

Fiir die folgende Methode verwenden wir statt dem unbekannten Parametervektor 8
den Maximum-Likelihood-Schitzer § in der logistischen Regression.

Methode 5.6 (Klassifikation mittels logistischer Regression) Nach Schitzung des
Parametervektors mittels Maximum-Likelihood-Schitzer 8 auf der Trainingsmenge
(Xi,Yi)i=1,...n sagen wir fiir die Kovariablenrealisierung x die Klassenwahrschein-
lichkeit von +1 mittels _

~ ) exp(x"B)

p=ngx)=—""+

B 1 +exp(xTB)

voraus. Der zugehdrige plugin-Klassifizierer ist gegeben durch

CMR(x) = Crpp(x) = sen(x"B)=1(x"B>0) - 1(x"B<0).

Die Klassifikationsgrenze aC = {x e R¥ |xT,§ = 0} bei der Klassifikation mittels
logistischer Regression ist linear. Die Kovariable oder der Feature-Vektor x wird also
gemal +1 oder -1 klassifiziert, je nachdem, ob er eher in die Richtung von E oder in
die von —,E zeigt.



5.2 Logistische Regression 173

Beispiel 5.7 (Herzkrankheiten — b) Kommen wir zuriick auf die Klassifikation von
Herzkrankheiten aus Beispiel [5.1] Wir wihlen zufillig 75% der Patienten aus und
schitzen auf dieser Grundlage 8. Verwenden wir nur ein Absolutglied, den Ruheblut-
druck und die maximale Herzfrequenz, erhalten wir die Entscheidungsgrenze, die in
Abbildung [5.T] eingezeichnet ist. Auf der Testmenge erhalten wir eine Fehlerquote
von etwa 26%. Beriicksichtigen wir auch die iibrigen 11 Kovariablen, konnen wir den
Anteil von falsch klassifizierten Patienten auf rund 21% verringern. Darunter sind 5
falsch positiv Klassifizierte, das heiflit gesunde Patienten, die als krank klassifiziert
werden, und 10 falsch negativ Klassifizierte, also kranke Patienten, die als gesund
vorhergesagt wurden. Das Klassifikationsergebnis auf der Testmenge nennt man im
Englischen out-of-sample performance. Im Vergleich hierzu gibt die in-sample per-
formance den Klassifikationsfehler auf der Trainingsmenge an. In unserem Beispiel
liegt der in-sample-Klassifikationsfehler bei 17%.

Anders als in der Orakelungleichung fiir den Fehler im verallgemeinerten linea-
ren Modell aus Korollar 3.36| wird beim Klassifikationsfehler nicht die empirische
Kovarianzmatrix %, (siche Definition 2.24) der Kovariablen X, ..., X, von Be-
deutung sein, sondern ein Analogon der (unbekannten) Design-Kovarianzmatrix
Xx = E[X1 X[ ]. Zunichst betrachten wir eine einfache Bedingung an die Verteilung
der Kovariablen als Verallgemeinerung der Normalverteilung.

Definition 5.8 Ein Zufallsvektor X im R” heiBt (2, C)-subgauBsch, falls P(| X "u| >
1) < Ce /(2™ fijr alle t > 0, u € RP \ {0} gilt mit C > 0 und einer positiv-
definiten Matrix X € RP*P,

Insbesondere ist jeder normalverteilte Zufallsvektor X ~ N(u,X) (%, C)-
subgaufB3sch mit geeignetem C > 0, aber auch jeder Zufallsvektor, dessen Verteilung
einen kompakten Triger besitzt. Ist mit der positiv-definiten Kovarianzmatrix Zx
von X der standardisierte Zufallsvektor Z;/ 2x (cEp, C)-subgauBsch fiir ein ¢ > 0,
soist X (cXx, C)-subgaufsch, und umgekehrt. In diesem Sinn interpretieren wir im
Folgenden X hiaufig als Vielfaches der Design-Kovarianzmatrix Xx.

Unter der Annahme einer subgauf3schen Verteilung der Kovariablen und der
Korrektheit des Modells der multiplen logistischen Regression leiten wir eine obere
Schranke fiir das Exzessrisiko her. Die folgenden Bedingungen an die Verteilung von
X sind erfiillt, wenn X eine beschrinkte Dichte besitzt, die mindestens so schnell
abfillt wie die N(0, X)-Dichte.

Satz 5.9 (Klassifikationsfehler bei logistischer Regression) Es gelte das Modell
der multiplen logistischen Regression fiir (X;,Y;)i=1,..n und ein B € RP. Die Vertei-
lung von X sei (L, Cy)-subgaufsch und erfiille P(|X7 8| < t) < Cot fiir ein Cy > 0
und alle t > 0. Dann gilt fiir das Exzessrisiko

&(C*) < C(B-pEB-p)(1+10g ((B-pZ(B-5) "))

mit C = max(Co, C1/V2 + C1/7/8).
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Beweis Die Funktion S(z) := ¢%/(1+¢%) ist monoton wachsend und Lipschitz-stetig
mit Lipschitzkonstante 1/4. GemiB Satz[5.5|erhalten wir

E(CR) = 2B[Ing(X) - §11(np(X) > 3 > nz(X) oder ng(X) < § < nz(X))]
=2E[|IS(X"B) = S(0)|L(X"B>0> X Boder X' B<0< XTB)]
< LE[IXTBIL(XTBI < IXT(B - B)D].
Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt nun
LIXTBI<IXT(B-B)) < LUXTBI < &) +1(5 < X Bl < IXT(B-B)).

Dies impliziert

&(CHR) < §3[IX"BI10X 78 < 8)| + 421X (B - BITIX (B - Bl > 6):
(5.2)

Verwenden wir P(|XT8| < 6) < Cod, so ist der erste Summand durch %C()(Sz
beschriinkt. Fiir den zweiten Summanden erhalten wir mit Z = X" (E -B)

E[ZL(Z > 6)] = E[61(Z > 6)+(Z—6),] = 6P(Z > 6)+/MP(Z—6 > 1)dt. (5.3)
0

Nun verwenden wir P(Z > t) < Cle_’z/(z"z) mit v2 = (E— ,B)TE(,E— B) sowie
e 12v?) fom e~ (6+0°/ () qp ¢ fom e 12 dr = \[x/2v, sodass

E[Z1(Z > 6)] < C (5562/(2%) Ay /2%752/(2#))‘
Mit der Wahl 6 = v+/2log(v~!) gilt also insgesamt

E(CHR) < cpvlogvh) +1Cy (\/2log(v“) + \/n/Z)vz-

Dies ldsst sich durch Cv2(1 + log(v=2)) abschitzen mit v = (B - ) T=(B - B). O

Um die Abschitzung des Fehlers von E aus Korollar auf den vorange-
gangenen Satz mit £ = cXx anwenden zu konnen, miissen wir den Abstand der
empirischen Kovarianzmatrix %, = ,ll ", X;X." von der Design-Kovarianzmatrix
Yx = E[XXT] beschriinken. Es sei daran erinnert, dass x nur im Fall E[X] = 0
die tatsdchliche Kovarianzmatrix ist und sonst eigentlich die Matrix der zweiten Mo-
mente sprechen. Aus Ubung 2 wissen wir, dass fiir normalverteiltes Design der
Fehler E[||Z, — Zx ||§] 1/2 in Frobeniusnorm von der Ordnung pn~'/? im Stichpro-
benumfang » und in der Dimension p ist. Oft reicht es allerdings aus, den Fehler in
der kleineren Spektralnorm ||M|| := sup|,,|<;|Mv| statt in der Frobeniusnorm || M|,
zu messen. Ein erstaunliches Ergebnis der Theorie zufilliger Matrizen mit vielen
Anwendungen in der hochdimensionalen Statistik ist, dass ||X,, — Zx || unter milden
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Voraussetzungen von der stochastischen Ordnung p'/?n~'/2 fiir p < n ist. Es geht
also nur die Wurzel der Dimension in den Fehler ein. Wir passen Satz 4.7.1 von
Vershynin|(2018)) auf unsere Situation an, siehe auch Satz 6.5 in|Wainwright| (2019).

Satz 5.10 (Fehler der empirischen Kovarianzmatrix) Sind X,...,X, i.id.
(C, cXx)-subgauf3sche Zufallsvektoren in RP fiir C,c > 0, so gilt
p'? p)

-1/2 -1/2 ~
E[l12y 22,257 - E,l] < c(nl/2 +2

mit einer Konstanten C ( abhdngig von c, C). Insbesondere gilt fiir p < n:
—1/2¢ -1/2 _
1= P22 ~ Epll = 0p (p'Pn7'2)
Hier verwenden wir wiederum das O p-Kalkiil aus Definition [A.4T]

Korollar 5.11 (Fehlerrate bei logistischer Regression) Fiir das Exzessrisiko bei
logistischer Regression gilt unter den Voraussetzungen von Korollar[3.36lund Satz[5.9|
fiir n — oo fiir potentiell variierende Modelle der Dimension p > 2 mit % logp — 0
und ¥ = cXx

E(CR) = 0p(Z10g(n/p) togp).

Beweis In Korollar[3.36|haben wir fiir das korrekt spezifizierte Modell gezeigt, dass

(B=B)"Za(B~B) = Op(n~'plog p) gil.
Im nichsten Schritt zeigen wir fiir £ € (0, 1) die Implikation

127 22,27 — Epll < e = 12,755, P — Epll < (1 - 6)7), (5.4)

wobei inbesondere auch die Invertierbarkeit von X,, folgt. Hierzu verwenden wir die

variationelle Charakterisierung der Eigenwerte symmetrischer Matrizen und erhalten

1/2221/2‘)

mitw =Xg

_ _ )y 2—1/2‘},2—1/2‘} —|v|?
5P ) = sup KEXZ T ) — v

"o BE
L Jww) = 2P
e DR e
=sup|l+ ol? ‘_1
weo! (2,50 2w, 27 Py — w2
[+ (sup a2y w25 Py - |w|2)—1|‘1
w#0 |W|2

-1/2 -1/2 N —
< (=127 5,2 7 - EpImH 7

Damit ist (5.4) gezeigt.
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Zusammem mit Satz folgt daher auch ||Z;1/22XZ;1/2 - Ey)ll =
Op(p'?n=17?) und somit

(B-B=x(B-B)=(B-B = (E,+%, x5, ~E,)=/*(B-B)

=(1+0p(p"*n" V) (B~ B)TEa(B - B) = Op(n~'plogp).

Es bleibt, dies in die Ungleichung von Satz [5.9]einzusetzen und log(n/(p log p)) <
log(n/p) zu benutzen. O

12 _

Bis auf log-Terme féllt das Exzessrisiko also wie p/n. Das entspricht der klas-
sischen Konvergenzrate des mittleren quadratischen Fehlers beim Schitzen eines
p-dimensionalen Erwartungswertvektors. Diese Analogie des Exzessrisikos mit ei-
ner quadratischen Verlustfunktion gilt jedoch nur ausnahmsweise, man spricht von
einer schnellen Rate (englisch: fast rate) im Vergleich zu einer langsamen Rate (eng-
lisch: slow rate) W, die unter schwicheren Voraussetzungen hergeleitet werden
kann.

5.3 Lineare Diskriminanzanalyse

Nach der logistischen Regression lernen wir eine zweite klassische Klassifi-
kationsmethode kennen, namlich die von |[Ronald A. Fisher entwickelte lineare
Diskriminanzanalyse (kurz: LDA).

Ausgangspunkt ist die Idee, die Verteilung der Kovariablen bei einer gegebe-
nen Klasse zu modellieren. Bei einem medizinischen Klassifikationsproblem konnte
beispielsweise die Verteilung der Blutparameter bei kranken Patienten und die Ver-
teilung der Blutparameter bei gesunden Patienten modelliert werden. Bei der linearen
Diskriminanzanalyse nehmen wir X = R” an, verwenden die Normalverteilung und
setzen fiir die Klassen k € {—1,+1}

fe(x) = @) PP det(Zx) 2 exp(— %(x—ukfz; (x_#k))» x €RP, (5.5)

mit den Mittelwerten u—_1, u+; € R” und einer invertierbaren Kovarianzmatrix Xy €
RP*P_ Gibt 1 = P(Y = k) € (0,1) die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Klasse
k € {—1,+1} an, so liefert die Bayes-Formel die a-posteriori-Zahldichte von Y

i [ (x)
T fo () + o fo(x)

Fiir den Bayes-Klassifizierer C*(x) wihlen wir die Klasse k mit maximaler Wahr-
scheinlichkeit P(Y = k | X = x). Maximieren von pg (x) in k ist gleichbedeutend mit
der Maximierung von log(mg) + log(fx(x)) und damit von log(my) + xTZ;(lpk -
%,uZZ;(lpk. Es gilt also C*(x) = +1 genau dann, wenn

P(Y=k|X=x)=
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Abb. 5.2 Klassifikation der linearen Diskriminanzanalyse im Heart Disease Data Set aus Bei-
spiel 0.1} Der violette Bereich wird als herzkrank und der griine Bereich als gesund klassifiziert.
Die Ellipsen zeigen Hohenlinien der geschétzten zugrunde liegenden Normalverteilungsdichten.

log (1 /m_1) +x T2 (a1 = po1) = 3 (par + p21) "ER (a1 — p-1) > 0.

Mit dem Mittelpunkt i = "% lasst sich dies umschreiben zu

6(x) = (x = 1) "=y (a1 — p1) > log(my /7).

Der Bayes-Klassifizierer ist also

+1, falls 6(x) > log(n_1/m41),

C"(x) = sgn (0(x) —log(m-1/m:)) = -1, falls §(x) < log(m_y/m41).
Die Klassifikationsgrenze ist auch bei der linearen Diskriminanzanalyse linear. Im
homogenen Fall £x = E;und 74 = n_; = 1/2 ist es die Hyperebene durch den Mit-
telpunkt 1, die orthogonal zum Verbindungsvektor p, 1 — p—; liegt, und wir werden x
als +1 klassifizieren, wenn x auf der Seite von y, liegt und sonst als —1. Aquivalent
wird diejenige Klasse k fiir x gewihlt, deren Klassenmittelpunkt p; am nichsten
liegt. Im allgemeinen Fall unterliegt die Klassifikationsgrenze gegebenenfalls noch
einer Drehung (verursacht durch £x) und einer Verschiebung (verursacht durch 7,1,
m_1, Xx), siehe Abbildung[5.2] Fiir ein entsprechendes Resultat mit mehr als zwei
Klassen verweisen wir auf Ubung SE

Im Fall einer Stichprobe aus diesem Modell ersetzen wir die unbekannten Grofien
Tk, 1k, Zx durch ihre empirischen Werte.
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Methode 5.12 (LDA - Lineare Diskriminanzanalyse) Fiir Trainingsdaten (X1, ¥}),
..., (X5, Y,) bezeichne ny die Anzahl der (X;,Y;) mit Y; = k. Wir definieren

~ 1 S
Hik = — Z X; und Xy =
M vk

1 < _ ~
p— Z(Xj — v;) (X = ;)
j=1

Der LDA-Klassifizierer ist gegeben durch
C"PA(x) = sgn (5(x) — log(n_1 /n1))
mit der Diskriminante
TN 1/~ ~ W\TS-1,~ ~
6(x) = (x = 3 (Fe1 + 1)) Zx (1 = 1),
vorausgesetzt n_y, ny; > 0 und ix ist invertierbar.

Lemma 5.13 (Bayes-Risiko fiir LDA) Mit dem sogenannten Mahalanobis-Abstand
A= |Z;(1/2(u+1 — p—1)| von pyy und u_y berechnet sich das Bayes-Risiko im LDA-
Modell als

R* =

mlq)(log(m /HA-l) - Az/2) +ﬂ_1(1 ~ q)(log(fm /HA-l) + Az/2))

mit der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung.
Beweis Ubung 5@ O

Im Fall gleicher Klassenwahrscheinlichkeiten 7,y = 7_; = 1/2 gilt also
R* = ®(-A/2), die Klassifizierung ist umso einfacher, das heifit das Bayes-Risiko
umso kleiner, je groler der Mahalanobis-Abstand A ist. Dies ist fiir weiter ausein-
anderliegende Klassenmittelpunkte t,; und u—; auch intuitiv. Skaliert man die Ko-
variablen iiber die bei Bayes-Klassifizierung bekannte Kovarianzmatrix Xy, so gilt
ja =X ~ N2 % uer, Epp) gegeben ¥; = +1 und 232X, ~ N(Z P01, Ep)
gegeben ¥; = —1 jeweils mit der Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix. Daher ist auch
die entsprechende 2;(1/ 2—Skalierung sehr natiirlich.

Genauso wie die Kleinste-Quadrate-Methode basiert die Herleitung der linearen
Diskriminanzanalyse auf einer Normalverteilungsannahme, aber ihre Anwendbarkeit
geht weit dariiber hinaus. Wir beweisen jetzt eine Schranke fiir das Exzessrisiko im
korrekt spezifizierten Normalverteilungsmodell. Die geneigte Leserin moge sich
davon iiberzeugen, dass ein entsprechendes Resultat beispielsweise fiir subgau3sche
Verteilungen ebenso gilt.

Satz 5.14 (Klassifikationsfehler von LDA) Mit dem Mahalanobis-Abstand A gilt
fiir das Exzessrisiko des LDA-Klassifizierers

E(CHPA) < %(log2 (w)

n_1741



5.3 Lineare Diskriminanzanalyse 179

Uz(log(A/O')+ max | (1S /2A|+|zx 2uil)?)

, s-1/2~ 12 2 1/2 ~
mito = max (|15 - 2y uk|+||E PSR )

ke{-1,+1}

und einer Konstanten C > 0. Dabei nehmen wir 0 < o < e 'A an, sodass der
Logarithmus mindestens eins ist.

Beweis Zunichst standardisieren wir die Mittelwerte, indem wir my := Z;(l/ z,uk,

My = f;(l/zﬁk setzen sowie D := my —m_y, D := ifiy; — iti_y und dy, = i — my.
Wir argumentieren wie beim Beweis fiir logistische Regression in Satz Mit
S(z) = e*/(1 + e*) gilt hier wegen = p; ndmlich

()

= S(log(ml/ﬂ-l) = XTI ey = o) = 3 B i + %ﬂflﬁ;}lﬂ-l)

= $(tog(ma/m-1) = (£ x = Ly +m_1)) D)

n(x) = S(lo

und analog fiir die empirische Version 77(x). Also ergibt derselbe Beweisschritt wie
in (5.2) fiir beliebiges 6 > 0

-1/2

mit Z = 10g(7T+1/7T,1)—( X——(m+]+m 1))

Z :=log(ns /n-1) = (£ X = J (e +7-1)) " D.

Im verbleibenden Beweis schitzen wir die Terme in (5.6) ab, wobei wir eine Schran-
ke in |D D|, |dk| und ||E), 1/2 l/2|| anstreben. Die Schritte beruhen im
Wesentlichen auf einer geschlckten Fehleraufspaltung und einfachen FEigenschaften
der Normalverteilung.

Als Mischung von Normalverteilungen kdnnen wir Z;(l/ 2X schreiben als

Zy 2y - 2(m+1+m +eD+G

mit P(e = 1/2) = myy, P(e = -1/2) = n_1, G ~ N(0, E;) und &, G unabhingig.
Damit ist
Z =log(myi/n_1) —€|D|*> =G D. 5.7

Wegen G™D ~ N(0, |D|?) und A = |D| kénnen wir mit einer skalaren Zufallsvaria-
blen y ~ N(0, 1) schreiben
=log(myi/m_1) — A’ + Ay.

In dieser Darstellung lésst sich nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit in (5.6) leicht
abschitzen, wobei P(|y—a| < 1) < 2t(2m)~Y/2,a € R,t > 0. Aus der Beschrinktheit
der Normalverteilungsdichte folgt
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15P(|1Z] < 6) = %6ﬂ+1P(|log(ﬂ+1/ﬂ_1) — A2+ Ay| < 5)

+ %671_1P(|10g(7r+1/7r_1) A2+ Ayl < 5)

62
< (27r)_]/2X. (5.8)

Um |Z — Z| abzuschitzen, fiihren wir
Z :=log(nafn1) = (25X = J (@i +7-1)) D

ein, was sich nur in 2;/ * von Z unterscheidet. Analog zu (3.7) gilt dann mit
denselben Zufallsvariablen £ und G

Z-2+G"(D - D)| = |log(nam1/nymar) +5(dn +d.)"D = eD™ (D - D)|
<M,
mit M, := [log(nyi71 /n7)| + 3 (1Dlldir +d1| +|D||D - D).

Andererseits ist

Z-Z-GT(Ep, - 52 )D| < |IEp - £ P21 (Ima| +1m_1)|D|
= M,

sodass wir mit einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen y
|Z - Z| < My + M> + 207

(in Verteilung) schreiben konnen. Wir erhalten mit der Schranke (AZ) fiir 7 > 0
2

- 2
IP’(lZ— Z|>t+ M, +M2) < 2/7r—0-exp(— _)
t 802

Beachte nun die Integralabschitzung fiira > ¢ > 0
/00 e /2N gy = /00 sTle™ 25 < /°° se~S'2ds < e 2N, (5.9)
a alc alc

Damit erhalten wir fiir 6 = 2ko-+ M| + M5, k > 1, (verwende Formel @ und dann

Abschitzungen (A1), (5.9))

EIZ - ZI1(1Z - Z| > 6)] = 6P(1Z - Z| > 6) +/MP(|Z— Z| > t)dr
o

2 4 202
<22 /m20e™ P = — (5.10)
V2r A
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mit der Wahl k = (2log(A/c))'/2. Setzen wir mit dieser Wahl von § die Abschiit-
zungen (5:8), (5.10) in (5.6) ein und beachten |D — D| < 2 maxy|dy/|, so folgt die
Behauptung mit einer geeigneten numerischen Konstanten C. ]

Folgendes Korollar gibt wieder eine grobe asymptotische Groflenordnung des
Exzessrisikos im Stichprobenumfang » und in der Dimension p an.

Korollar 5.15 (Fehlerrate von LDA) Unter den Voraussetzungen von Satz[5. 14| und
n_1,m4 > 0 gilt fiir n — oo und p/n — 0 sowie A}, |Z;(1/2,u+1|, |Z;(1/2

der Grofienordnung eins

H-1] von

E(CLPA) = op(§ log(n/p))-

Beweis Weil fiir die StichprobengroBen n; ~ Bin(n, m;) mit 7, > 0 gilt, folgt

=0p(n™") fiir k € {1+ 1}. Satz , der auch fiir um das Stichprobenmittel
zentrierte Zufallsvektoren gilt, liefert dann die Abschétzung IIZ;/ Sy E;(l/ I_E ol =
Op(p'?n~1/%). Mit linearer Algebra folgt

=5 122G 1/2”2 ”2—1/2 1/2(2—1/2 1/2) <1+ 1/22}(2_1/2—15 .
also [|Z 125 1/2|| < 1+0p(p'?n~1/?). Ebenso gilt fiir die inverse Matrix (vergleiche
Neumann-Reihe oder diagonalisiere)

IZ 2212 = 1 P27
-1/2 -1/2 - -
< (1= 1272k = Ep )7 < 14+ 0p(p' 20711,
Dies zeigt insgesamt, dass der kleinste und der grofite Eigenwert von 2 1 221/ % maxi-

1/2,=1/2) yon 1 abweichen, also Ep - le/z ;(/2|| =0p (pl/2 -172y,

Dariiberhinaus erhalten wir damit unter Verwendung von IZ;/ 2;1 l=0(1)

mal wie Op(p

max| Ty - 23 Pl < max (1B, = S PSP el + 125 i - o))

o (pl/Z) Lvo ( l/z))IZ 1/2( .
<Op 12 P\ Mk — Mk

Gegeben die Stichprobenumfainge ni in der entsprechenden Klasse k, gilt i ~
N(pr, ny ¥x) und daher 1Zy 12 (iTx — pux)? = Op(pn~'). Wir schlieBen

S-1/2 ~ -1/2 -
m}gXIZX/ i~ =3 Pl = 0p(p! 27112,

Mit ny1 /n_1 = (41 +Op(n~'/2))/(n_1 + O p(n~'/?)) erhalten wir dimensionsunab-
hiingig log(n,171-1 /n-1741) = log(1 + Op(n™1/2)) = Op(n~'7?).

Nach Annahme ist |Z;(l 12 i | = O(1) beschrinkt, und nach dem gerade Gezeigten
folgt mit der Dreiecksungleichung |Z;/2ﬁk| < |Z;(1/2,uk| +0p(p'?n71/2). Es gilt
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Abb. 5.3 Klassifikation der quadratischen Diskriminanzanalyse im Heart Disease Data Set. Der
violette Bereich wird als herzkrank und der griine Bereich als gesund klassifiziert. Die Ellipsen
zeigen Hohenlinien der geschitzten zugrunde liegenden Normalverteilungsdichten.

also 02 = O p(p/nn). Wenn wir noch benutzen, dass A~! beschrinkt bleibt, ergibt
sich die Behauptung. U

Im korrekt spezifizierten Fall erhalten wir also wieder die schnelle Rate O p(p/n)
bis auf log-Terme. Mit bedeutend weniger Aufwand lisst sich bereits eine langsame
Rate Op((p/n)"/?) nachweisen indem Satz 4.7 von (2019) zusammen mit
der Normabschétzung ||§X —2x|l = 0p((p/n)"/?) aus Satz m verwendet wird.

Eine Verallgemeinerung der linearen Diskriminanzanalyse ist die quadratische
Diskriminanzanalyse (kurz: QDA). Diese bezieht moglicherweise unterschiedliche
Kovarianzmatrizen in den beiden Klassen mit ein und fiihrt zu einer Entscheidungs-
grenze, die keine Hyperebene mehr ist, sondern eine quadratische Gleichung 16st
(Ubung 5. Angewendet auf die Daten aus Beispiel ergibt sich die in Abbil-
dung [5.3] dargestellte Klassifikation.

5.4 Separierende Hyperebenen und Stiitzvektor-Klassifikation

Obwohl die jeweilige Motivation fiir die logistische Klassifikation und die linea-
re Diskriminanzanalyse unterschiedlich ist, fiihrt sie in beiden Fillen auf eine li-
neare Hyperebene als Klassifikationsgrenze. Bei der logistischen Regression ist ,E
Normalenvektor dieser Hyperebene, bei der linearen Diskriminanzanalyse ist es
ol (f+1 — f1—1). In der Praxis fiihren beide Ansitze in niedriger Dimension 6fter zu
dhnlichen Ergebnissen, so zum Beispiel in der Anwendung aus Beispiel 5.1} bei der
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Abb. 5.4 Beobachtungen aus zwei gemischten Normalverteilungen sowie Entscheidungsgrenzen
der linearen Diskriminanzanalyse (gestrichelt) und der logistischen Regression (gepunktet)

sich die Entscheidungsgrenzen beider Verfahren kaum unterscheiden. Das gilt aber
nicht immer, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 5.16 Die Beobachtungen (X;,Y;)i=1..., € R? x {~1,+1} seien durch fol-
gendes Modell gegeben: In der Klasse +1 sind die (X;) verteilt gemiB der Mi-
schung 0,98N((-1,1)T, 14_0E2) +0,2N((1,1/2)7, ll—OEz) wihrend in der Klasse —1
die Mischung 0,98N((1,-1)T, 14—0E2) + 0,2N((=1,-1/2)T, %Ez) zugrunde liegt.
Wir erzeugen je Klasse 200 Realisierungen und wenden sowohl die lineare Dis-
kriminanzanalyse als auch die logistische Regression zur Klassifikation an. Die
Beobachtungen und die beiden Entscheidungsgrenzen sind in Abbildung [5.4] darge-
stellt. Aufgrund der etwa 2% Ausreifler in jeder Klasse ist das Modell der linearen
Diskriminanzanalyse nicht erfiillt, und tatsdchlich werden diese Ausreifler durch
LDA falsch klassifiziert. Der logistischen Regression gelingt es dagegen, die beiden
Klassen exakt zu trennen.

Wenn die beiden Klassen durch eine Gerade getrennt werden konnen, findet die
logistische Regression diese Trennung sogar immer: Deren Entscheidungsgrenze ist
{x eR?: xTﬁ + EO = 0} mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer im logistischen
Regressionsmodell

n

(B.Bo) € argmax Y (1Lqyoan) (X7 B+ o) — log(1+ X/ F¥1) ),
BERZ,B()ER i=1

siehe (3.17) mit explizierter Mitfithrung des Absolutglieds. Alle Summanden mit
Y; = +1 sind monoton wachsend in Xl.T B+ Bo, wihrend die Summanden mit Y; = —1
in X' + By fallen. Wenn eine trennende Hyperebene existiert, dann konnen alle
Summanden gleichzeitig maximiert werden (Ubung 5. Genau genommen, gibt es
in diesem Fall gar keinen MLE, denn das Supremum der Loglikelihood-Funktion
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wird fiir |B|, |Bo| — oo erreicht. Beschrianken wir die Maximierung allerdings auf
eine hinreichend groBe Kugel im R?, dann gibt es einen eindeutigen Maximierer, der
die Klassen trennt.

Intuitiv bevorzugen wir als Klassifikationsgrenze eine Gerade, die in den Da-
ten die Klassen perfekt trennt, also keinen in-sample-Klassifikationsfehler besitzen.
Andererseits haben wir bei den plugin-Klassifizierern gelernt, dass insbesondere in
der Nihe der Klassifikationsgrenze die a-posteriori-Klassenwahrscheinlichkeiten gut
geschitzt werden miissen, wihrend an Stellen, wo die Klassenwahrscheinlichkeiten
starker differieren, auch groflere Fehler zu keiner Fehlklassifikation im Vergleich
zum Bayes-Klassifizierer fiihren.

In diesem Kapitel lernen wir deshalb modellfreie Verfahren der Klassifikation
mit linearen Klassifikationsgrenzen kennen. Diese werden fiir hochdimensionale
und heterogene Datensitze in der Praxis oft erfolgreicher eingesetzt als die bisheri-
gen modellbasierten Klassifizierer. Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung der
perfekt trennenden Geraden aus dem Beispiel.

Methode 5.17 (Separierende Hyperebene) Es seien Trainingsdaten (Xi, Y1), ...,
(X,,Yn) € RP x {~1,+1} gegegeben. Jede Hyperebene im R” der Form Hg g, =
{x eRP |f'3"30 (x) = 0} mit

fe.py(x) =x"B+po, x€RP,
und B € R?” \ {0}, Bo € R heifit separierende Hyperebene fiir die Daten, falls
Yl‘flg’lgo(xi) >0 fiir alle i = 1,...,7’!

gilt. Falls separierende Hyperebenen existieren, wéhle die abstandsmaximierende
separierende Hyperebene (englisch: maximal margin separating hyperplane oder
einfach optimal hyperplane) H = H 5.7 mit

(B.Bo) €  argmax ‘_rlnin Y f5.50 (Xi)
(B.Bo) €RPH |B|=1 I=1semomt

und klassifiziere geméfB ésep(x) = sgn(fgﬁ0 (x)).

Beachte zuniichst, dass Hag 15, = Hp g, gilt fiir alle reellen Zahlen A # 0, sodass
wir uns auf den normalisierten Fall |3| = 1 beschrinken konnen. Nach Definition
einer separierenden Hyperebene Hg g, liegen alle Datenpunkte X; mit ¥; = +1 im
affinen Halbraum {x € R” | f g,(x) > 0} und alle Datenpunkte X; mit ¥; = —1 im
(beziiglich R? \ Hg g,) komplementiren Halbraum {x € R” | f3 g,(x) < 0}. Da g8
im Fall | 8| = 1 ein Normaleneinheitsvektor an Hg g, sowie vg := =0 € Hg g, ein
Stiitzvektor der Hyperebene ist, folgt mit einfacher Geometrie fiir den Abstand

. min inf |X,' — /’l| = min |<Xl — V(),ﬁ)l = min |f’3"30(X,')|.
i=1,..., n hEHﬁ.ﬁO i=1,..., n i=1,..., n
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Damit maximiert H also in der Tat den Abstand zu den Datenpunkten iiber alle sepa-
rierenden Hyperebenen. Diese Argumentation zeigt auch, dass im Allgemeinen das
Optimierungsproblem fiir eine abstandsmaximierende Hyperebene eine eindeutige
Losung besitzt.

Die Parameter ,E, ﬁo der abstandsmaximierenden separierenden Hyperebene er-
halten wir dquivalent als

(B, Bo) € argmax (M eR,|Vi=1,....n: Yifgp(X) > M}. (5.11)
(B.Bo) €RP*1,0<[B|<1

Beachte dabei allerdings die Modifikation, dass iiber |8| < 1 maximiert wird, nicht
nur iiber |[8] = 1. Wie man sich durch Betrachten der Parameter (3/|8], Bo/|8l)
leicht iiberlegt, wird das Maximum allerdings am Rand |8| = 1 der Einheitskugel
angenommen, wenn es denn existiert.

Aus diesen Uberlegungen folgt, dass (8, Bo) aus (5.11) auch

(B.Bo) € argmax {MeR,|Vi=1,...,n: Yifgp (X:) > M|Bl} (5.12)
(B.Bo) €RPH B0

16st; denn mit (B, Bo) ist auch (A3, 1Bp) fiir alle A > 0 Losung des Maximierungs-
problems (5.12). Aufgrund dieser Homogenitit kénnen wir uns auf Losungen mit
|8] = M~ beschriinken, sodass die abstandsmaximierende separierende Hyperebene
auchals H = H 5.5 geschrieben werden kann, wobei

(B. Bo) € arg max 18I™"
(B,Bo) ERP*L B0, Vi Y fi g, (Xi)>1
€ arg min %|,6’|2 (5.13)

(B.Bo) ERP*LB#0,Vi: Y, fi 5, (Xi)>1

ist. Ein solches quadratisches Minimierungsproblem unter den » linearen Nebenbe-
dingungen Y; fg 5,(X;) > 1 ist numerisch einfach zu 16sen und besitzt im Allgemei-
nen eine eindeutige Losung, sofern die Nebenbedingungen erfiillt werden konnen
und iiberhaupt eine separierende Hyperebene existiert. Eine Ausnahme ist der Fall,
wo alle Y; derselben Klasse angehdren, wo 8 = 0 fiir geeignetes ¢ das Funktional
minimiert. In der folgenden Methode werden wir die Wahl S = 0 der Einfachheit
halber auch zulassen.

Geometrisch kann man (5.13) so verstehen, dass die Linge |3| des Normalenvek-
tors von Hg g, minimiert wird unter der Nebenbedingung, dass jedes X; von Hg g,
mindestens den Abstand |3|~! besitzt und korrekt klassifiziert wird. Aus dieser Per-
spektive ist es auch einleuchtend und daher ohne Beweis angegeben, dass dieser
Abstand auf beiden Seiten der Hyperebene angenommen wird, also in jeder Klasse
ein oder mehrere Punkte X; existieren mit Y; fg g, (X;) = 1. Man sagt, dass diese
Punkte auf dem margin der Hyperebene liegen.

Das Konzept der separierenden Hyperebenen ist in vielen Fllen nicht realistisch,
weil die Daten gar nicht linear getrennt werden konnen; und selbst wenn, dann
wissen wir vom Bayes-Schitzer, dass er im Allgemeinen auch die Trainingsdaten
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nicht ohne Fehler klassifiziert. Eine solche in-sample-Fehlerminimierung ist nicht
per se erstrebenswert.

Deshalb werden die strikten Nebenbedingungen aufgegeben und als geeigneter
Strafterm zum Funktional %l B|? hinzuaddiert. Eine erste Moglichkeit wire, mit der
mittleren Anzahl % " 1(1 =Y, fzp,(X;) > 0) der falsch klassifizierten Daten
zu bestrafen, aber dies fiihrt auf ein nichtkonvexes Minimierungsproblem. Ahn-
lich wie beim Lasso-Schitzer, siche den Beginn von Kapitel 4.4.1] zeigt sich, dass
die sogenannte konvexe Relaxation %Z;’zl(l ~ Y .8, (Xi))+ (mit dem Positivteil
z+ := max(z,0) von z € R) eines solchen Strafterms nicht nur numerisch effizient
zu berechnen ist, sondern auch statistisch gute Eigenschaften besitzt. Anstelle des
Klassifikationsfehlers 1(1 —Y; fz g, (X;) > 0) werden wir also im Folgenden den so-
genannten hinge-Verlust (1-Y; fz g,(X;))+ betrachten (hinge heilit Angel, Scharnier
und deutet die Form von z — (1 — z), an).

Diese Idee von|Vapnik|(2000) fiihrt auf die sogenannte Stiitzvektorklassifizierung,
wobei der Faktor im Strafterm dquivalent durch einen Faktor A vor % |8|% ersetzt wird.

Methode 5.18 (Klassifikation mit Stiitzvektoren) Zu Daten
(X1,Y1),...,(Xu,Y,) € RP x {=1,+1} und 2 > O erhdlt man den Stiitzvek-
torklassifizierer (englisch: support vector classifier)

%V (x) = sgn ( /?,Eo(x))'

Dabei ist f35,(x) = B7x + o und

n
BB e agmin (23 (1-Vifpp X+ 5187).  6.14)
(B.Bo)erPH M4 2
Kurzbiografie (Vladimir Naumovich Vapnik) Vladimir Vapnik wurde 1936 in
der Sowjetunion geboren und ist einer der Begriinder der statistischen Lerntheorie.
Nach einem Mathematikstudium in Samarkand promovierte Vladimir Vapnik 1964
in Moskau am Institut fiir Kontrolltheorie. Dort begann er seine langjdhrige Zusam-
menarbeit mit dem Informatiker Alexey Yakovlevich Chervonenkis. Beide entwi-
ckelten die statistische Lerntheorie im Hinblick auf die Komplexitit des Modells,
die durch die Vapnik-Chervonenkis-Dimension (kurz: VC-Dimension) beschrieben
wird und die Anwendung empirischer Prozesse erlaubt. Der Begriff Lerntheorie
wurde maligeblich von seinem einflussreichen Buch The Nature of Statistical Lear-
ning Theory geprigt und 16ste teilweise dhnliche Begriffe wie kiinstliche Intelligenz
oder Mustererkennung ab. Mit dem Umbruch 1990 wanderte er in die USA aus, wo
er an den AT&T-Bell-Laboratorien die SVM-Theorie entwickelte. Er erhielt viele
Ehrungen fiir sein Lebenswerk, insbesondere die John-von-Neumann-Medaille, und
ist weiterhin sehr aktiv.

Wiihrend sich beim Lasso-Schitzer ein Vektor mit vielen Nulleintrédgen (sparse
vector) ergibt, werden bei der Stiitzvektor-Klassifizierung die Parameter S, g nur
von wenigen Datenpunkten in der Nihe der Klassifikationsgrenze H 5.5 abhingen.
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Wir sagen allgemein, dass Punkte X; mit | fg EO(X,»)I = 1 auf dem margin und mit
| fﬁ B (X;)| < 1 innerhalb des margins liegen.

Lemma 5.19 (Stiitzvektoren) Die Lisung B des Optimierungsproblems (513) lisst
sich schreiben als Linearkombination

n
B= Za[Y[Xi, a; € R. (5.15)
i=1

Punkte X; mitY; fﬁ 2 (X;) > 1sindkorrekt klassifiziert, liegen auflerhalb des margins
und erfiillen a; = 0. Punkte X; mitY; f/; B (X;) < lsindfalschklassifiziert oder liegen

innerhalb des margins und erfiillen a;; = (An)™'.

Beweis Beachte zunichst, dass die Funktion g(z) = z4 bei z = 0 immerhin einseitig
differenzierbar ist mit Ableitungen g’ (0—) = Ound g’ (0+) = 1 und dass eine einseitig
differenzierbare Funktion am Minimum eine nichtnegative rechtsseitige Ableitung
besitzt. Fiir die Minimalstelle (E, Eo) von

1< A
J(B.Bo) = — > (1= Yifpp (X)) + 5 18I
i=1

betrachtet man daher die einseitig differenzierbare Funktion 2 +— J (E + hv, Eo),
h € R, fiir beliebige Richtungsvektoren v € RP. Dann gilt

0 < lim J(IB + hv’ﬂO) - J(IBHBO)
h10 h

1 , i
=- ; ((—)’iv X)1(1 =Y fz 5 (X:) > 0) + (=Yiv X L(1 = Yif5 5 (X;) = ()))
+ AV B

Fiir jeden VektorvinU ={v e RP|Vi=1,...,n: fEEO(Xi) =Y; =>v'X; =0},
also v orthogonal zu den korrekt klassifizierten X; auf dem margin, gilt offensichtlich

vT(/l,E— }1 i YiXil(1-Yifs 5 (X)) > 0)) > 0.
i=1

Da mit v auch —v in U liegt, folgt sogar Gleichheit und daher

n

vIE=VT Y ()X (1 - Yefz 5 (X0) > 0).

i=1

Dies legt die Orthogonalprojektion von ,E auf U fest, und ,E lasst sich deshalb
ausdriicken durch
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Abb. 5.5 Simulierte gemischt-normalverteilte Daten zweier Klassen mit Entscheidungsgrenze
des Bayes-Klassifizierers (gepunktet). Entscheidungsgrenze (durchgezogene Gerade) der Stiitz-
vektorklassifikation mit margin (gestrichelte Geraden) fiir kleineren (links) und groferen (rechts)
Tuning-Parameter A. Alle Stiitzvektoren wurden mit Kreisen markiert.

B= D ()X (1 - Yify 5 (X)) > 0) = D ai¥iXiL(1 =Y, f5 5 (Xi) = 0)

i=1 i=1

mit geeigneten @; € R. Dies zeigt die gewiinschte Darstellung. Die korrekte bzw.
falsche Klassifikation ergibt sich unmittelbar aus CSV (X;) = Y; fiir ¥; fE 2 (X;)>0

und 6SV (X,) = -Y; fiir Y[fE’B‘O(X[) <0. O

Definition 5.20 Die Punkte x; in der Darstellung (3.13) mit @; # O heiBen Stiitz-
vektoren (englisch: support vectors).

Das Lemma besagt also, dass der Stiitzvektorklassifizierer nicht von allen Daten-
punkten X; abhédngt, sondern nur von den Stiitzvektoren. Das sind die falsch klas-
sifizierten Punkte und diejenigen innerhalb des margins. Fiir korrekt klassifizierte
Punkte x; auf dem margin gilt a; € [0, (An)~'], und alle Werte konnen vorkom-
men, was mit Mitteln der konvexen Optimierung bewiesen werden kann. Wichtig fiir
Anwendungen ist eine starke Lokalitit und Robustheit von C5V . Insbesondere er-
gibt sich keine Anderung der Klassifikation, wenn ein weiterer Trainingsdatenpunkt
Xn+1 hinzukommt, der richtig klassifiziert wird und auflerhalb des margins liegt. Im
Gegensatz dazu hingt die Klassifizierung mit logistischer Regression oder linearer
Diskriminanzanalyse stets von allen Datenpunkten ab und bei der linearen Diskri-
minanzanalyse hat ein sehr weit von den anderen entfernter Datenpunkt (Ausreifer)
groflen Einfluss auf die Bestimmung des Klassenmittelpunkts.

Ein Nachteil der modellfreien Klassifizierungsmethoden ist, dass sie keine Mo-
dellinterpretation von Tuning-Parametern gestatten. Die Wahl von A bei der Stiitz-
vektorklassifizierung regelt die GroBe des margins: je groBer A ist, desto klelner
ist ,8 und somit groBer der margin. Diesen Effekt sehen wir in Abbildung |5
wo der Stiitzvektorklassifizierer auf zwei gemischt-normalverteilte Klassen (ahnhch
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wie Beispiel [5.16) angewendet wurde. In der Praxis wird A meist bestimmt, indem
die verfiigbaren Daten in Trainings- und Testdaten aufgeteilt werden und CS" mit
verschiedenen Werten von A auf den Trainingsdaten berechnet wird und dann der
Klassifikationsfehler auf den Testdaten in A minimiert wird.

Die Stiitzvektorklassifizierung ist der wesentliche Bestandteil der SVM-Methode
(support vector machines), die wir in Kapitel [5.6| besprechen werden.

5.5 k-nachste Nachbarn

Bislang haben wir nur Klassifikationsverfahren mit linearer Klassifikationsgrenze
kennengelernt. Ein einfaches und fundamentales Beispiel einer Klassifizierung mit
einer sehr viel variableren Klassifikationsgrenze ist die KNN-Methode, wobei kNN
fiir ,,k nachste Nachbarn® steht.

Beispiel 5.21 (Herzkrankheiten — ¢) Kommen wir zuriick zur Klassifikation von
herzkranken Patienten gemiB Beispiel [5.1] basierend auf deren Ruheblutdruck und
der maximalen Herzfrequenz. Eine intuitive Vorgehensweise ist, bei einem neuen
Patienten von einer Herzkrankheit auszugehen, sofern unter den k Patienten in den
Trainingsdaten, deren Ruheblutdruck und maximale Herzfrequenz am néchsten lie-
gen, die Mehrheit krank war, ansonsten wiirden wir ihn als gesund klassifizieren.
Hierbei ist entscheidend, wie wir den Abstand zwischen den erkldrenden Variablen
messen, insbesondere da verschiedene Mafleinheiten und Skalierungen verglichen
werden miissen. Wir standardisieren daher die Kovariablen und fiihren eine Klassi-
fikation basierend auf den 3 bzw. 30 néchsten Patienten durch. Das Ergebnis findet
sich in Abbildung [5.6] Wir sehen eine sehr variable Klassifikationsgrenze, die fiir
kleine Werte von k sehr irregulér ist und sich stark auf die korrekte Klassifikation der
Trainingsdaten konzentriert, wihrend fiir groBe k eine glattere Klassifikationsgrenze
erhalten wird.

Fiir die Praxis ist die Frage entscheidend, wie wir den Abstand zwischen Kova-
riablen messen, weshalb wir Kovariablen in einem allgemeinen metrischen Raum
(X, d) betrachten und Nachbarschaft beziiglich der Metrik d definieren. Als Stan-
dardbeispiel werden wir auf den Euklidischen Abstand d in X = R zuriickkommen.

Methode 5.22 (kNN - £ néichste Nachbarn) Es seien Trainingsdaten (X;, Y;);=1, ..,
sowie ein x € X gegeben, wobei (X, d) ein metrischer Raum ist. Definiere induktiv
die nichsten Nachbarn X (1) (x), . .., X(n)(x) von x iiber

X(1)(x) € argmind (X}, x),
i=1,....,n
X (x) € arg min d(X;,x), i=1,...,n-1.
T XX 1) (X)X (i) (%) }

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass X, . . ., X;, paarweise verschieden sind.
Fiir k € {1,...,n} bezeichnen wir mit N¢ (x) = {X(1)(x), ..., X(k)(x)} die Menge
der k nachsten Nachbarn von x.
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standardisierte max. Herzfrequenz
standardisierte max. Herzfrequenz

standardisierter Ruheblutdruck standardisierter Ruheblutdruck

Abb. 5.6 Klassifikation, beruhend auf den k ndchsten Nachbarn im Heart Disease Data Set mit
k = 3 (links) und k = 30 (rechts). Der violette Bereich wird als herzkrank und der griine Bereich
als gesund klassifiziert.

__ Der kNN-Klassifizierer (k néichste Nachbarn, englisch: k nearest neighbours)
C*NN st definiert als

n

akNN(x) = sgn (27 (x) — 1) mit 7 (x) = %Z 1(X; € Ni(x), Y; = +1).
i=1

In dieser Formulierung sehen wir, dass CKNN ein plugin-Klassifizierer gemif
Definition ist, wobei wir n(x) = P(Y = +1|X = x) durch 7j;x(x) schitzen.
Mithilfe der fiir plugin-Klassifizierer in Satzﬂ bereits bewiesenen Ungleichung
konnen wir das erwartete Exzessrisiko E[&(C*V )] abschiitzen, wobei wir gemiB
dem Paradigma des statistischen Lernens die Trainingsdaten (X1,Y1), ..., (X, Ys)
als verteilt wie (X, Y) und unabhéngig annehmen.

Satz 5.23 (Fehler des kNN-Klassifiziers) Falls n die verallgemeinerte Hélder-
Bedingung

Vx,y € Xt [n(x) = n()| < L()G (x,d(x, )P
mit L: X — R* messbar, p > 1 und G(x,t) := P(d(X,x) < t) erfiillt, dann gilt fiir
das Exzessrisiko des kNN-Klassifizierers

k+1)1/p+k_1/2.
n+1

E[&(CKVN)] < 2<P—1>/PE[L(X)](
Beweis Nach Satz[5.5] gilt

B8] < B[ () - n (1] = 2E[[; 3 105=+)-n(x)|)
i:X; N (X)
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wobei der Erwartungswert beziiglich aller Daten (X1,Y)), ..., (X,,Y;) und X ge-
nommen wird. Mit der Dreiecksungleichung sehen wir, dass das Argument des
letzten Erwartungswerts kleiner oder gleich

E Y am= )]s Y ) -nxl 616

i:X; €Ng (X) i:X; €Nk (X)

ist. Wie im Folgenden klar werden wird, spielt der erste Term die Rolle der Varianz
und der zweite die des Bias in Analogie zur Bias-Varianz-Zerlegung von Lemma
[LIT

Wenn wir auf die Kovariablen bedingen, so ist 1(Y; = +1) Ber(n(X;))-verteilt,
und der Erwartungswert iiber den ersten Term in (5.16) lésst sich mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, Eigenschaften der Varianz und maxo<p<i p(1 — p) = 1/4
abschitzen:

EH% > (=41 —n(X,-))HX1 —x1,. ., X, =xn,X:x]

iZXiENk(X)
1 2 1/2
<E[(; D (]l(Yi=+1)—77(xl-))) |X1=x1,...,Xn=xn,X=x]
i:x; ENg (x)
1 2o 1
_ . _ . _ 2 — —1-1/2
=220 e —nG)) T < pk = S
i:x; €Ng (x)

Diese Abschitzung ist unabhingig von den Kovariablenwerten, sodass folgt:

2E[|% by (]l(Yi:‘l‘l)—?](Xi))”gk*l/z

i:X; €Ni (X)

Fiir den Erwartungswert iiber den zweiten Term in (5.16)) fithren wir die Zufalls-
variablen U; = G(x,d(x, X;)), i = 1,...,n, mit den entsprechenden Ordnungssta-
tistiken U1y < -+ < U(y) ein und benutzen die verallgemeinerte Holder-Bedingung
an 7:

By Y mxo-aeol|x=x| <E[y Y reu”
i:X; Nk (X) i:X; €Ng (x)

k
L
< —Ecx) > B[],
=

Die Abstinde d(Xi,x),...,d(X,,x) sind unabhéngige Zufallsvariablen und besit-
zen alle die Verteilungsfunktion ¢ — G (x, t). Daher folgt mit der Quantilsfunktion

(Definition |A.14) G~V (x, u) in 7, dass

P(U; <u) =P(d(x, X)) <GV (x,u) =G(x,G "V (x,u)) =u, ue(0,1),
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gilt und somit U; gleichmiBig auf [0, 1] verteilt ist. Gemal Belsplel gilt dann
U(jy ~ Beta(j,n—j+1). Aus der Jensen-Ungleichung folgt E[U /p] <E[U]YP =

(j/(n+1))/P sodass

k
1 E[L(X)] _
B Y ) -n0ol] « ZEELN e geue
i:X; €Nk (X) j=1
k+1\l/p
[L(X)]Z(p 1)/1)( +1) ,

wobei wir k~ Zk e < (k™ Zk DYP = 271P(k + 1)!/P wiederum gemiB
Jensen- Unglelchung Verwendet haben. Dies schiitzt den zweiten Term in (16) ab
und liefert die Behauptung. (]

Beispiel 5.24 (Lipschitz-stetige Klassenwahrscheinlichkeiten) Um die verallgemei-
nerte Holder-Bedingung an n besser zu verstehen, betrachten wir den Fall, dass
X eine beschrinkte Menge in RP ist mit Euklidischer Metrik d und dass X
gemiB einer positiven Dichte fX auf X verteilt ist. Dann gilt mit der Kugel
B, (x) = {y € R?||y — x| < r} fiir alle x € X mit Abstand groBer ¢+ zum Rand
von X

P/2

r(1 +p/2) feB,(x) G

Gr.1) = P(IX — x| < 1) =/B( Sy

Beachtet man noch, dass G (x, #) wachsend in ¢ ist, so ist die Holder-Bedingung bei
x also erfiillt, wenn fiir alle y € X

1/2

In(x) =n()| < L(x)(Ix =yl At) mit L(x) = L(X)W §EB,(X)

X >0

gilt. Dies ist gerade eine klassische lokale Lipschitz-Bedingung an 7. Ist X eine
offene Teilmenge mit glattem Rand (Lipschitz-stetig reicht), so ist das Lebesgue-
MaB von B, (t) N X auch fiir Randpunkte x von der Ordnung ¢” fiir kleine ¢. In
diesem Standardfall erfiillt jede Lipschitz-stetige Funktion r die verallgemeinerte
Holder-Bedingung fiir eine geeignete Konstante L.

In der Schranke fiir das Exzessrisiko konnen wir daher p als Dimension inter-
pretieren. Diese liefert einen Fingerzeig zur Wahl des wichtigen Parameters k. Die
Schranke wird in k minimal, wenn k die GroBenordnung n?/ (P*?) besitzt. Das erwar-
tete Exzessrisiko fillt dann wie n~!/(P*?) im Stichprobenumfang n. Daraus lernen
wir insbesondere qualitativ, dass k mit wachsendem Stichprobenumfang n wachsen,
aber stets viel kleiner als # sein sollte und dass das Exzessrisiko in hohen Dimensio-
nen p nur noch langsam fillt. Dies ist der bekannte Fluch der Dimension (curse of
dimensionality) in der Statistik, wo eine groflere Modell-Komplexitit unvermeidbar
mit einer langsameren Konvergenzrate einhergeht, siehe [Tsybakov| (2009)). Fiir eine
weitergehende Analyse der kNN-Methode verweisen wir auf Devroye et al.|(1996).
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Abb. 5.7 Simulierte Daten zweier Klassen, die durch einen Kreis getrennt werden konnen

Die kNN-Methode wird insbesondere dann erfolgreich eingesetzt, wenn die Ko-
variablen Werte in einer d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit von R” annehmen.
Dann ergibt sich im Allgemeinen eine Konvergenzrate n~'/(4+?) | die fiir kleine d
viel besser als n~!/(P*+2) jst. Wichtig dabei ist, dass diese Untermanigfaltigkeit keine
Rolle bei der Konstruktion von CKVN spielt, bis auf die optimale Wahl von k. Dies
fiihrt auf das Gebiet des manifold learning.

5.6 Kernmethoden und SVM

Wir wollen schlieBlich die Theorie der SVMs (support vector machines) kennen-
lernen. Die dabei eingesetzten Ideen der Feature-Abbildungen und Kernmethoden
finden weit allgemeiner Einsatz in der modernen Statistik und Lerntheorie.

5.6.1 Feature-Abbildung und RKHS

Der Datensatz in Abbildung[5.7]ldsst sich augenscheinlich nicht sinnvoll mit einer
linearen Entscheidungsgrenze klassifizieren. Andererseits konnten wir die beiden
Klassen gut mit einem Kreis oder allgemeiner einer Ellipse separieren. Dies ent-
spricht der Situation in der Regression, wo statt einer Regressionsgerade ein Polynom
hoheren Grades ein verniinftigeres Modell ist. Genauso wie sich die Polynomregres-
sion weiterhin in die linearen Modelle einbettet, konnen wir in diesem Beispiel
weiterhin mit linearen Klassifikationsgrenzen arbeiten, allerdings nicht fiir die zwei-
dimensionalen Daten x; € R?, sondern die (im Allgemeinen) sechsdimensionalen
Daten ¢(x;) = (1,x,-,l,x,-,z,xil,xirx,-,lxi,z)T € R®. In der Tat bedeutet dann die
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Bedingung 8T ¢(x) > O fiir einen Normalenvektor 8 € RS an die Klassifikations-
grenze Hg = {y € R®| BTy = 0} gerade, dass ein quadratisches Funktional oder
Polynom mit den Koeffizienten 8 in x positiv ist. Damit kdnnen wir geometrisch jede
Quadrik als Klassifikationsgrenze erhalten, neben Kreisen und Ellipsen also auch
Parabeln, Hyperbeln oder Doppelgeraden.

Dies ist eine klassische Idee der Statistik, die wir auch bereits mit der Abbildung
@(x) = (1,x)T von RP~! nach R” regelmifig verwendet haben, um einen offset im
linearen Modell zu ermdglichen. Im maschinellen Lernen sagt man, dass eine solche
Funktion ¢ Features (deutsch: Merkmale) der Kovariablen beschreiben, und man
bildet im Rahmen einer Datenvorverarbeitung die Daten x; auf die oft hoherdimen-
sionalen Features X; = ¢(x;) ab, bevor diese mit einfachen Methoden klassifiziert
werden.

Definition 5.25 Fiir einen Stichprobenraum X heift jede Funktion
¢: X — RP oder allgemeiner ¢: X — H
fiir einen Hilbertraum H Feature-Abbildung (englisch: feature map).

Als Verallgemeinerung des R”, versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt,
sind hier allgemeine Hilbertrdume zugelassen. Ein Hilbertraum H ist ein Vektor-
raum, der mit einem Skalarprodukt (-, -) ausgestattet ist und der vollstindig beziiglich
der induzierten Norm || f|| := +/{f, f), f € H, ist.

Wihrend der Stichprobenraum X keine einfache geometrische Struktur zu haben
braucht (man denke beispielsweise an kategorielle Daten oder Graphenbeziehungen),
so besitzen die features ¢(x;) eine einfache Hilbertraumgeometrie mit Lingen,
Winkeln usw. Uber die Feature-Abbildung kommen wir zu den wichtigen Begriffen
eines Kerns und eines Kern-reproduzierenden Hilbertraums.

Definition 5.26 Eine Funktion k: X X X — R heif3it positiv-definit, falls fiir alle
meNundxy,...,x, €X,aq,...,a, € Rgilt

m
Z aiajk(x;,xj) > 0.
j=1

M=

L

I
—_

k heifit symmetrisch, falls £ (x, y) = k(y, x) fiir alle x, y € X gilt.
Jede symmetrische, positiv-definite Funktion k: X X X — R heiflt Kern (auf X).

Lemma 5.27 (Featureabbildung und Kern) Ist ¢: X — H eine Feature-
Abbildung, so definiert

k(x,y) = (o), e(y), x,y€X,
einen Kern auf X, wobei (-, -) das Skalarprodukt in H bezeichnet.

Beweis Offensichtlich gilt k(x,y) = k(y,x) sowie wegen der Bilinearitit des Ska-
larprodukts
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S8 skt = ( Slasten. Saseten) = |3 aeten]
i=1 j i=1 j=1 i=1

i=1 j=1
was nichtnegativ ist. U

Beispiel 5.28 (Klassische Kerne)

1. Wir betrachten X = RP. Dann ist natiirlich die Identitit ¢ eine Feature-
Abbildungund & (x, y) = (x, y) der zugehorige Kern. Auch die konstante Funktion
k(x,y) = 1 ist ein Kern. Man kann direkt nachrechnen, dass positive Vielfache
und Summen von Kernen wiederum Kerne sind. In Aufgabe 5.8{'115] sehen wir,
dass auch Produkte von Kernen wieder Kerne sind. Damit erhalten wir die poly-
nomialen Kerne

k(x,y) = (c+x, o)™, x,y€RP,

fiirc > Ound m € N.
2. Der Gauf3-Kern (oder RBF-Kern fiir radial basis function) k: RP x RP — R ist
gegeben durch
e -y
202
fiir o > 0. Offensichtlich gilt k(x,y) = k(y,x). Dass k positiv-definit ist, ist
nicht offensichtlich. Allerdings erfiillt jede charakteristische Funktion yx (u) :=
E[e’X)] eines Zufallsvektors X gerade (mit komplexer Konjugation 7 von
z€C)

k(x,y)zexp(— ), x,y €RP,

2
n nm n
Z araxx (up—ur) =E[ Z akaze””k’X)ei(”bX)] = E”Z ake””k’X)‘ ] >0
kI=1 k.I=1 k=1

fiir beliebige ax € R, uy € RP. Fiir die Normalverteilung X ~ N(O, o-’lEp) gilt
xx(xi—x;) = e i=xj P/ (20%) = k(x;,xj), sodass der GauB-Kern k positiv-definit
ist.

Funktionenrdaume mit Skalarprodukt erhalten iiber Kerne eine spezielle Struktur,
die im weiteren Verlauf sehr niitzlich werden wird.

Definition 5.29 Eine Funktion k£ : X X X — R heif3t reproduzierender Kern fiir
einen Hilbertraum W von reellwertigen Funktionen auf X, falls

1.Vxe X : k(x,) eW;
2.Vxe X, feW: f(x)={f, k(x, ))w (Reproduktion).

W heifit reproduzierender Kern-Hilbertraum oder kurz RKHS (englisch: repro-
ducing kernel Hilbert space).

Lemma 5.30 (Eigenschaften des Kerns) Fiir den Kern k eines RKHS W gilt

<k(x’)’k(ys)>W =k(x,y), )C,yEX.
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Insbesondere ist k in der Tat ein Kern und ¢y : X — W mit ¢y (x) = k(x, -) ist eine
Feature-Abbildung mit (¢ (x), o (Y))w = k(x,y).

Auflerdem lisst sich die Supremumsnorm fiir f € W durch die Hilbertraumnorm
abschditzen, falls k beschrdnkt ist:

Suglf(X)l < I flw sung(m)

Beweis Die erste Identitét folgt aus der Reproduktion (f, k(y,-))w = f(y) ange-
wendet auf f(x") = k(x,x”). Da ein Skalarprodukt symmetrisch und positiv definit
ist, ergeben sich die entsprechenden Eigenschaften der Funktion &, sodass & ein Kern
ist. Die Eigenschaft von ¢y ist eine Umformulierung der ersten Identitét.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der ersten Identitit fiir y = x folgt fiir
jedesx € X

|F O =1k Nwl < 1w llk G )llw = 11 lw Ve (x, x).

Es bleibt, das Supremum iiber x zu nehmen. O

Lemmata[5.27|und[5.30| zeigen, wie eine Feature-Abbildung einen Kern generiert
und wie man aus dem Kern eines RKHS eine Featureabbildung erhilt, die diesen
Kern generiert. Fiir die Struktur der RKHS ist essentiell, dass wegen |f(x)| <
Il fllw Ik (x,-)|lw die Punktauswertung f +— f(x) ein stetiges lineares Funktional
auf W ist. Deshalb kann beispielsweise L?([0, 1]7) mit dem Lebesgue-MaB kein
RKHS sein (die Punktauswertung ist nicht einmal wohldefiniert!).

Beispiel 5.31 (RKHS)

1. Es sei (X, F, u) ein MaBraum. Bildet ¢y, . . . , ¢, ein Orthonormalsystem beziig-
lich L2(X, p), so ist

m

k(x,y) = Z a;p;(x)p;(y) fiir beliebige a; > 0

i=1
ein reproduzierender Kern von W = span(gy, . . ., ¢,,) beziiglich

m

(fodw = D a7 (fr e iale ei)e.

i=1
Dies folgt mit f € W sofort aus
m

(ke Nw = > ai frpnee D apes e (x)

i=1 j=1

= Z(f, eiyp2ei(x) = f(x).
i=1
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Diese Konstruktion lédsst sich auf unendliche Reihenentwicklungen (m = oo)
verallgemeinern, sofern k (x, y) wohldefiniert ist. Ein wichtiges Beispiel dafiir ist
die Fourierbasis (¢;) von L*([0, 1]) mit (a;) € €', dabei fiihrt a; = (1 + %)™
fir s > 1/2 auf den RKHS W = H3,,,. ([0, 1]) (Sobolevraum der s-mal in L?
differenzierbaren periodischen Funktionen).

2. Betrachte W = {f: [0,1] — R| f(0) =0, [;' f"(x)2dx < oo}, wobei die Ablei-
tung im schwachen Sinne existieren moge. Dies ist beziiglich (f, g)w = (f’, g")12
ein Hilbertraum. Mit k(x,y) = x A y gilt %k(x, y) = 1(y < x) und daher
k(x,-) € W sowie

1
(ke =/0 FONL(y <x)dx = f().

Also ist k ein reproduzierender Kern von W.

In der stochastischen Analysis wird gezeigt, dass k(x,y) = E[B,B,] gerade die
Kovarianzfunktion der Brownschen Bewegung B ist und W der Cameron-Martin-
Raum. Im Sinne der stochastischen Integration gilt E[({f, B)w (g, B)w] :=
E[ f f'dB / g'dB] = (f,g)w. Allgemein ergibt sich iiber die Kovarianzfunk-
tionen und Kovarianzoperatoren ein Zusammenhang zwischen Gauf3-Prozessen
auf X und RKHS, was von Rasmussen und Williams| (2006) aus statistischer Sicht
beschrieben wird.

Wir wollen nun sehen, wie aus einem Kern k: X X X — R ein zugehdriger
RKHS konstruiert werden kann. Der Kern sei strikt positiv-definit in dem Sinn, dass
ZTj:l a;ak(x;,x;) = 0 fiir paarweise verschiedene x; nur dann gilt, wenn alle a;
null sind. Betrachte

W =span(k(xy,-), ..., k(xy,-)) fiir paarweise verschiedene x, ..., x, € X

und die (strikt positiv-definite) Kernmatrix K = (k(x;,x;))i, j=1
dass W mit dem Skalarprodukt

m- Dann folgt,

.....

m m m

(fodw = ) @iik(xiox) =@ KB, f =) aik(xi,), g = ) Bik(xi,),

ij=1 i=1 i=1

einen RKHS bildet. In den statistischen Anwendungen ist dies mit den beobachte-
ten Kovariablen x1, ..., x,, der hdufigste Zugang zu RKHS, wie wir sehen werden.
Allgemein kann aus einem Kern k ein zugehoriger RKHS W durch geeignete Ver-
vollstindigung der Linearkombinationen span(k(x,-), x € X) konstruiert werden
(Satz von Moore-Aronszajn).

Fiir den GauB3-Kern k besteht der zugehorige RKHS W gerade aus Linearkom-
binationen p-dimensionaler gauBlscher Glockenfunktionen um die Punkte x;. Der
bilineare Kern k(x, y) = {x, y)rp fithrt geometrisch auf den RKHS W der Abstands-
funktionen zu den Hyperebenen mit Normalenvektoren 3., a;x;. Eine unendlich-
dimensionale Version ergibt sich aus dem Integraloperator mit Kern k, wobei der
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Satz von Mercer aus der Funktionalanalysis gerade iiber die Eigenfunktionen den
Zusammenhang mit dem ersten Beispiel herstellt.

5.6.2 SVM-Klassifikation

Wir werden uns jetzt der Verbindung von Stiitzvektorklassifizierung und Kernme-
thode widmen. Der erfolgreiche Einsatz von Kernmethoden in der Statistik, die im
Prinzip auf alle auf Kovariablen beruhenden Modelle anwendbar sind, ist vor allem
der Arbeit von Grace Wahba zu verdanken. So hat die Kernmethode unter dem
Stichwort Kerntrick auch im maschinellen Lernen grof3e Bedeutung erlangt.

Kurzbiografie (Grace Goldsmith Wahba) Grace Wahba, geboren 1934 in Mont-
clair, New Jersey (USA), hat nach einem Mathematikstudium zunichst in der Indus-
trie gearbeitet, bevor sie 1966 in Stanford promovierte und danach an der Universitét
von Wisconsin-Madison wirkte. Sie war die Wegbereiterin fiir wichtige funktional-
analytische Methoden in der Statistik, insbesondere RKHS- und Spline-Methoden.
Auferdem hat sie mit G. Golub und M. Heath die verallgemeinerte Kreuzvalidie-
rung (GCV, Methode@]) entwickelt. In Nychka et al.|(2020) erklirt sie, wie es zur
RKHS-Beschreibung von SVMs kam: ,,But then there was this meeting at Mount
Holyoke College and we had a session sitting out on the grass. Vapnik got up and
talked first, and he wrote down something that looks like an optimization problem
in an RKHS. David Donoho (at least I think it was Donoho) said, “that looks like
Grace Wahba’s stuff. Then my turn came in and I put up a RKHS and it became
evident that you can get the SVM as the solution to an optimization problem in a
reproducing kernel Hilbert space!*

Methode 5.32 (Klassifikation mit SVM) Fiir Trainingsdaten (X1, Y1), ..., (X,,,Yy,)
mit Werten in X X {—1,+1}, einen RKHS W auf X und A > 0 setze

—~ 1 & - —~
fsym :€ argmin |- Z(I_Yif(Xi))+) und  Cgyar (x) = sgn (fsym (x)).
FeW lif lw<a ‘i3

Dann heif3t 6SV m SVM-Klassifizierer (englisch: support vector machine).

Fiir SVM-Klassifizierer betrachten wir also eine Kugel {f € W : [|f|lw < 4}
in W von Funktionen auf X, wihlen eine Funktion fsy s in der Kugel aus, die
den empirischen hinge-Verlust minimiert, und klassifizieren einen Punkt geméf des
Vorzeichens von fsy ps. Diese Definition wird im Folgenden eine transparente ma-
thematische Analyse ermdglichen. Die Formulierung ist zundchst anders als die fiir
den Stiitzvektorklassifizierer Csy aus Methode fiihrt jedoch im wesentlichen
auf das gleiche Optimierungsproblem.

Beispiel 5.33 Betrachte fiir X = R” die Featureabbildung ¢(x) = (c,x)T € RP*! fiir
ein ¢ > 0, also den Kern k(x,y) = ¢ + (x,y) des RKHS W = RP*!. Wegen f(x) =
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(f, k(x, w = (f, @(x))gp+1 konnen wir f mit einem Vektor in RP*! identifizieren

(f liegt eigentlich im Dualraum). Schreiben wir in diesem Sinn f = (¢™'8o,8)"
mit By € R, B € RP, so folgt f(x) = Bo+B"x = fpp,(x) wie in der Definition
von gsv- Nach der Lagrange-Theorie fiir die Optimierung unter Nebenbedingungen
gilt auBerdem allgemein, dass fsy s fiir einen geeigneten Lagrange-Multiplikator
A’ > 0 das nicht restringierte Problem

—~ . 1 n /l,
v € argmin (351 = f (X)) + T 111 ) (5.17)

16st. Dieser variationelle Ansatz mit f = f g, entspricht der Definition von (E, Eo)
mit Parameter A in (5.14) bis auf diei Tatsache, dass mit 4 (|8]? + ¢™282) pena-
lisiert wird. Der genaue Strafterm %lﬁlQ ergibe sich, wenn wir die Halbnorm

||v||‘2,v = Zf:zl v2 auf W = RP*! verwenden wiirden. Die entsprechende Theorie
ist aufwiindiger, weshalb in der mathematischen Literatur vorrangig mit Methode

[5.32] gearbeitet wird.

Wie zuvor beim Schitzen erhalten wir in der Formulierung den SVM-
Klassifizierer durch Minimierung eines penalisierten Datenfehlers. Die Idee der
Featureabbildung und speziell von SVM ist jedoch gerade, dass die Daten x; in einen
hoher-dimensionalen oder sogar unendlich-dimensionalen Raum abgebildet werden.
Fiir die Einsetzbarkeit dieser Methode ist das folgende Ergebnis entscheidend, weil
es fsym € span(k(Xy,-),...(Xy,-)) zeigt, sodass nur iiber den von k(X;,-), i =
1,...,n, aufgespannten n-dimensionalen Raum minimiert werden muss.

Satz 5.34 (Darsteller-Eigenschaft) Es seien W ein RKHS beziiglich k: XXX — R,
®: R — R streng monoton wachsend und G : R — R beliebig. Dann besitzt fiir
X1,...,Xn € X jede Losung des Minimierungsproblems

Feargmin (G(f(x1)s- f0rn) + (1L lw))

few

die Form f(x) = >y aik(x;,x) mit geeigneten a; € R.
Ist G konvex und nichtnegativ, so existiert fiir jedes A > 0 eine eindeutige Losung
des Minimierungsproblems

Feargmin (G(f(xn),-.. flun) + A1y )-
few

Beweis Betrachte den Unterraum V := span(k(xy,-),...,k(xy,-)) und das ortho-
gonale Komplement V* := {u € W|Vv € V: (u,v)y = 0}. Dann gilt fiiru € V+
offenbar u(x;) = {u, k(x;,-))w = 0. Fiir jedes f =u+v € Wmitu € V*, v € V gilt
also

Vi=loon: fO)=ve) IR = luld + VIR,
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Ist daher ? = u + v Losung des Minimierungsproblems, so muss u = 0 gelten, weil
andernfalls das Kriterium bei v kleiner ist als bei ? Dies zeigt 7 € V und die erste
Behauptung.

Wenn G konvex und nichtnegativ ist, so trifft dies auch auf f — K(f) :=
G(f(x1),...,f(xn)+ ﬂllfll%v als Komposition und Summe konvexer Funktionen
zu. Dariiberhinaus gilt fiir f € W mit 2| f]|3, > G(O, ..., 0) natiitlich K (f) > K(0).
Damit existiert eine Folge von Funktionen f,, € W mit || f;,|lw < A~'/2G(0,...,0)'/?
und K(f,) — inf rew K(f). Die Zerlegung f,, = u, +v, mitu, € V-, v, €V zeigt
wie oben v, — infyew K(f). Nun liegt aber (v,) in der kompakten endlich-
dimensionalen Kugel {v € V||vallw < A7Y2G(0,...,0)'/?}, und jeder Hiu-
fungspunkt von (v,,) 16st das Minimierungsproblem. Wiren fj, f> zwei verschie-
dene Losungen des Minimierungsproblems, so wiirde fiir f = %( f1 + f») nach der
Parallelogramm-Identitét

IF1Z = LQUANE +21A15 = LA - AI%) < 2AAI + A1)

gelten. Wegen der Konvexitéit von G folgt daraus K(f) < %(K (f1) +K(f2)) (K ist
sogar strikt konvex), was im Widerspruch zur Minimalitit bei fi, f> steht. Also ist
die Losung eindeutig. (]

Wegen der Konvexitit des hinge-Verlusts gilt nach dem Darsteller-Satz

n
fsvm = Zaik(xia ), @ €R,
im1

wobei f;v Mm stets existiert und eindeutig ist. Nach Lemma m gilt
1> @ik (X;, -)||‘2V = X @ajk(X;,X;) = a'Ka fir die Kernmatrix K =
(k(Xi, X;))1<i,j<n- Wir brauchen also nur folgendes Minimierungsproblem in den
Koeffizienten @ = (@, . .., @,) zu losen:

n

@ = arg min (l Z (1 - Yi(Ka’)i)+ + %,CZTKG')

n
a€eR” i=1

Man beachte, dass in dieser Charakterisierung der RKHS W selbst nicht mehr
erscheint und nur ein endlich-dimensionales Optimierungsproblem zu I6sen ist. Da
wir ja einfach nur die Stiitzvektorklassifizierung auf die transformierten Daten ¢ (X;)
angewendet haben, ergibt sich wiederum, gl\ass a; = 0 fiir alle korrekt klassifizierten
X; auBerhalb des margins gilt, also fiir Y; fsy p (X;) > 1. Im Allgemeinen ist daher
fsv m die Linearkombination nur weniger Kernfunktionen & (X;, -). Wenden wir die
SVM-Klassifizierung auf die Herzkrankheitserkennung aus Beispiel an, ergibt
sich Abbildung[5.8]

Wir werden nun eine Orakelungleichung fiir SVM beweisen. Dabei verglei-
chen wir nicht mit dem Bayes-Klassifizierer, sondern mit dem Orakel-Klassifizierer

Cyy pr» der sich tiber die Minimierung des erwarteten hinge-Verlusts ergibt:
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Abb. 5.8 SVM-Klassifizierer angewendet auf die Klassifikation von Herzkrankheiten durch den
standardisierten Ruheblutdruck und die maximiale Herzfrequenz mit den Daten aus Beispiel [5.1}
Links wurde der GauB-Kern und rechts ein polynomialer Kern vom Grad drei verwendet. Die
Tuning-Parameter wurden iiber Kreuzvalidierung gewahlt.

fovm = ﬁl;%lmir/llE[(l =Y f(X)):], Céypr (%) :=sgn (fay pr (X)) (5.18)

Dass der hinge-Verlust ein verniinftiges Surrogat des 0-1-Verlusts beim Klassifikati-
onsfehler ist, zeigt das folgende Ergebnis, das auch als Zhang-Ungleichung bekannt
ist.

Satz 5.35 (Klassifikationsfehler und hinge-Verlust) Der Bayes-Klassifizierer C*
minimiert das hinge-Risiko E[(1 = Y f(X)).], genauer gilt

E[(1-YC (X)] = [(1 =Y f(X))] =2R(C).

inf E
f:X->R

Fiir f: X — R kann das Exzessrisiko von Cy (x) = sgn(f(x)) beim Klassifikati-
onsfehler durch das Exzessrisiko beziiglich des hinge-Verlusts abgeschditzt werden:

E(Cr) <E[(1 =Y f(X):] —E[(1 -YC"(X))]
Die Funktion f ist dabei stets als messbar angenommen.

Beweis Zunichst gelte |f(x)| < 1 fiir alle x € X. Mitp(x) =P(Y = +1|X = x)
folgt dann wegen |Y f(X)]| < 1

E[(1 =Y f(X)):] =E[n(X)(1 - f(X)) + (1 = n(X)) (1 + f(X))]
=E[1+(1-2n(X))f(X)]
> E[1 - [1-29(X)|] = 2E[n(X) A (1 - n(X))] = 2R(C").

Offensichtlich gilt Gleichheit fiir den Bayes-Klassifizierer C*(x) = sgn(2n(x) — 1)
und genauer
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E[(1 =Y f(X))] -E[(1 -YC'(X))s] =E[(1 - 27(X)) f(X) = |1 = 2n(X)]]
= E[|2n(X) — 1] £ (X) - sgn(2n(x) — D].

Andererseits erfiillt das Exzessrisiko fiir R(C) = P(Y # C(X)) nach Lemma[5.3|

&(Cy) = R(Cy) ~ R(C") = E[|20(X) ~ 1[L(Cf (X) # C*(X))]
= E[120(X) - [L(/(X)(2(X) - 1) < 0)].

Aus f(X)(2n(X) - 1) < 0folgt | f(X) —sgn(2n(X) — 1)| > 1 (betrachte f(X) > 0
und f(X) < 0 einzeln), sodass

R(Cy) = R(C*) <E[(1 =Y f(X))] —E[(1 =YC*(X))]

fiir alle f: X — [-1,1] gilt. Fiir Funktionen f: X — R setzen wir schlieBlich
F(x) = (f(x) A1)V (=1) (bei —1 und +1 ,,abgeschnittenes” f) mit f: X — [-1,1].
Dann gilt Cy = Cy sowie (1-Yf(X))s = (1-Yf(X));. Damit folgen alle Aussagen
a fortiori auch fiir f: X — R. (]

Falls der RKHS W so reichhaltig ist, dass es eine Folge f,, € W gibt mit
E[]fin(X) = C*(X)]] = 0, so folgt E[(1 =Y/, (X)):] = E[(1 - YC"(X))4] und

,111_1}01015[(1 - YC;VMJ(X))J = fuellgv E[(1 -Yf(X)):] =E[(1 -YC"(X)):],

wobei wir die Abhingigkeit des Orakel-SVM-Klassifizierers Cy

Sv . von A explizit
angeben. Fiir grole A wird dann der Approximationsfehler

Hfingé/lE[(l -Yf(X)),] - E[(1 -YC"(X)):]

klein, allerdings ist im Allgemeinen C*(x) € {-1,+1} unstetig, wahrend f € W
regulér ist, sodass dieser Fehler eher langsam gegen null konvergieren wird. Wir
widmen uns hier der Kontrolle des stochastischen Fehlers zwischen Csy s und

Ciy pr- Analog zur Fundamentalungleichung (3.12) aus Kapitel [3] gilt:

Lemma 5.36 (SVM-Fundamentalungleichung) Fiir das Exzessrisiko des SVM-
Klassifizierers Csy m gilt mit Cy,,,, aus (5.18)

E(Csym) < ” E[(1-Yf(X)),] -E[(1-YC*(X)).]

inf
fliw<a
£2 sup |5 30 - K (X~ BL( - Yif (X))

n
If lw<a™™ 55

Beweis Nach Satz[5.33|reicht es,

BN =Y fsvm (X)) = inf BI(1=Y/(X0),]

1 llw <
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DR )‘ Z“ =Y f (Xe)s = BL(1 = Yif (X)) ]

zu zeigen, wobei EX-Y bedeutet, dass der Erwartungswert nur beziiglich X,Y ge-
nommen wird und sich nicht auf (Xj;, ¥;) in der Definition von fsy 5, bezieht.

Wir betrachten nun allgemein zwei Funktionen fi, f> : S — R auf einer Menge
S und nehmen an, dass jedes f; an einer Stelle s; minimal ist: f;(s;) = mingegs fi ().
Dann gilt

fi(s2) = fi(s1) = (fi(s2) = fa(s2)) + (f2(52) = fo(s1)) + (f2(s1) = fi(s1))
<|1fi(s2) = fa(s2) |+ 0+ | fi(s1) = fa(s1)] < 2sug|f1(s) - £(9)l,

was man sich auch an zwei Funktionsgraphen geometrisch klar machen kann. Hier
erhalten wir wegen der Existenz der Minima gemaf Satz[5.34]

EXY[(1-Y fsym (X)),] - ,inf_ BI(1- Yf(X)),]

<2 sp [} Z(l Vi f (Xi))e — L =Y FOO)])

If llw<a'?

sodass die Behauptung folgt. O

Satz 5.37 (SVM-Orakelungleichung) Fiir den SVM-Klassifizierer Csv u im RKHS
W beziiglich eines beschrinkten Kerns k und mit dem Radius A > 0 gilt

E[&(Csvm)] < ”fi“nf JEIA=Y FXO)] =E[(1-YC"(X))s] +8AVE[K (X, X)]/n.

W

Beweis Nach Lemma[5.36] reicht es,

B sup lZ(l—mxm B(1 - Y./ (X,).]

If lw<a'?

] < 4WE[K(X, X)]/n

zu zeigen. Das Abschitzen eines Erwartungswerts iiber das Supremum zentrierter
Zufallsvariablen ist eine klassische Aufgabe in der Theorie empirischer Prozesse,
die hier mit einem Symmetrisierungs- und Kontraktionsargument gelost wird. Da-
zu sei (X/,Y/)i=
(X[, Y))i=1.....
niert, besitze die gleiche Verteilung, sei aber unabhingig von (X;,Y;);=1,... ». Dann
gilt nach der Jensen-Ungleichung und sup, E[Z;] < E[sup, Z;]

.....

» sei auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum wie (X;, Y;)i=1,..., defi-

.....

Z((l = Yif (X))~ BI( =¥/ )|

|

E[ sup
If lw<a 't

< ]E[ sup
If llw<a'?

Z((l ~ Y f (X)) = (1= Y/ (X))
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Weiterhin  konstruieren wir auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum eine
Rademacher-Folge (07)i=1....n, also unabhingige Zufallsvariablen o; mit P(o; =
+1) = 1/2, die unabhingig von (X;,Y;)i=1,...n und (X/,Y/)iz1,... n sind. Nun sind
=((1-Y; f(X;)+ — (1=Y/ f(X]));) fiir unterschiedliche Vorzeichen identisch verteilt
und damit ebenso verteilt wie o5 ((1 = Y; f(X;))s — (1 = Y/ f(X]));). Dies zeigt

.....

E[”fs”‘jfﬂ Z((l—Yf(X))+ (1 =Y/ FD||
1" o
<E[I|fslllifsl‘zzlo—i((l_Yif(xi))Jf_1+1_(I_Yif(Xi)L)]
[Hfslllg)s/l ZJ l((l_Yf(X))+_1)H

Wir verwenden nun das Kontraktionsprinzip (Ledoux und Talagrand| 2011, Thm.
4.12): Isty: [-1, 1] — R eine Kontraktion, also | (x) —¢(y)| < |[x—y|und ¢ (0) =
0, so gilt fiir jede Familie G von messbaren Funktionen g: X x {-1,+1} — [-1,1]

[sup ZO'll//(g(Xz,Y))H ZE[SUP Za’g(XL’Y)H

geg geg

Aus || f|lw < A folgt nach Lemma I fllo < ASUp,cx k(x,x)'/? = L < oo. Fiir
Y(u)=((1+Lu); —1)/Lund g(x,y) =—-yf(x)/L € [—1, 1] erhalten wir so

sup
If Iw<a ' i ||f||w</l

E| 12”: (1—Yf(X))+ H 28 s LN l_Yifix,»H’

und die Konstante L hebt sich weg. Nun ist o;Y; wie oy verteilt, und wir haben
insgesamt gezeigt

1 n
E . 1-Yf(X)s —E[(1 =Y f(Xi))s
[us‘if@n;( XD, —EL(L = Yif (X))

Za,f<x>|]

SchlieBlich profitieren wir noch von der Hilbertraumstruktur des RKHS, indem
wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschitzen:

< 4E[ sup
If llw<at?

sup
I llw <4

Zo-,f(X)’ sup

ILf llw <4

< s Wfl ] D okon o)
If lw <2 W";l Ul

Z<f oik (X, )>W|
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n2 Z ook (Xi, Xj).
i,j=1

Dies impliziert wegen E[o0;] = 0 fiir i # j

1 1/2
[ sup Zo'zf(X)H [ Z O'iO'jk(Xi,Xj)]
I llw <4 |
= An"'"’\E[k(X, X)]
Zusammen mit den obigen Uberlegungen ergibt das die Behauptung. (|

Die stochastische Fehlerschranke in der Orakelungleichung von Satz ist
von der Ordnung n~'/? in n. Die Komplexitit der Klassifiziererfamilie wird durch
AE[k(X, X)]'/? kontrolliert, was die Supremumsnorm der zulissigen Ansatzfunk-
tionen f mit Radius || f|lw < A beschrinkt. Der Approximationsfehler zwischen
dem hinge-Verlust fiir Cg,,,, und C* féllt hingegen mit wachsendem A. Dieser Feh-
ler kann unter Annahmen an den RKHS W oder dquivalent den Kern & und an die
Regularitit von C* bzw. i weiter abgeschitzt werden. Es ergeben sich dhnliche Resul-
tate wie beim kNN-Klassifizierer, insbesondere auch eine Dimensionsabhingigkeit,
und A kann so gewihlt werden, dass stochastischer Fehler und Approximationsfeh-
ler austariert werden. In der Praxis wird A jedoch iiber die Validierung auf einer
zusitzlichen Testmenge gewihlt.

Zusatzannahmen an P(|n(X) — 1/2| > §) erlauben manchmal auch eine schnelle
Rate n™ fiir den stochastischen Fehler, dhnlich wie bei logistischer Regression und
linearer Diskriminanzanalyse, was aber technisch und aufwindig zu beweisen ist.
Eine allgemeine SVM-Theorie zusammen mit vielerlei Anwendungsaspekten wird
in [Steinwart und Christmann| (2008) dargestellt. Eine weitergehende einfiihrende
Darstellung, insbesondere zur Optimierungstheorie und iterativen Berechnung von
SVM, findet sich in |[Richter| (2019).

Die Anwendung von Feature-Abbildungen und reproduzierenden Kern-
Hilbertrdumen fiir Regressionsprobleme fiihrt auf die kernel ridge regression, die
eine Verallgemeinerung der Ridge-Regression (Methode[2.22) ist, siche[Wainwright
(2019) oder [Steinwart und Christmann| (2008]).

5.7 Ausblick: Biume, Wilder und Netze

Zwei der wichtigsten und erfolgreichsten Methoden im maschinellen Lernen sind
Random Forests und neuronale Netze. Thre statistische Analyse ist Gegenstand ak-
tueller Forschung und fiihrt {iber den Rahmen dieses Buches hinaus. Wir wollen
nichtsdestotrotz einen kurzen Ausblick geben.
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Abb. 5.9 Stiickweise Zerlegung von X und der zugehérige Bindrbaum

5.7.1 Entscheidungsbiume und Random Forests

Entscheidungsbidume beruhen auf einer modellfreien Zerlegung des Feature- bzw.
Kovariablenraumes X C RP? in kleinere Rechtecke, innerhalb derer alle Beobachtun-
gen gleich klassifiziert werden. Entscheidungsbidume zerlegen dabei iterativ jedes
vorhandene Stiick R C X entsprechend einer einfachen Entscheidungsregel in

RIS :={xeR:x;j<s} und R\ :={xeR:x;>s)

firein j € {1,..., p} undein s € R. Diese Zerlegungen werden solange ausgefiihrt,
bis ein Abbruchkriterium erreicht ist, beispielsweise eine minimiale Anzahl von
Beobachtungen X; in einem Rechteck oder eine maximale Anzahl von Zerlegungen.
Diese stiickweise Zerlegung kann durch eine bindre Baumstruktur beschrieben wer-
den, die diesem Verfahren seinen Namen verleiht, siche Abbildung[5.9] Gerade fiir
hoherdimensionale Kovariablen ist die Baumdarstellung sogar besser geeignet.

Das Verfahren erzeugt eine disjunkte Zerlegung X = U%:] R,,. Basierend auf
den Daten (X;,Y;)i=1,..n € X X {—1,+1} werden die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Klassen k € {+1, —1} innerhalb eines Rechtecks R, durch

1
pi(Rm) = Liy,- it N(Ry)=Hi:X;eR 5.19
Pr(Rm) = 52— XZR =ty Mit N(Ry) = (i X; € R} (5.19)

geschiitzt. Ahnlich zum kNN-Verfahren wird dann innerhalb von R,,, per Mehrheits-
votum klassifiziert. Der Baumklassifizierer ist daher von der Form

M P —~
1 fall R, _1(Rn),
CP)= Y c(Ru)lg, () mit c(Ru)=1" " ° S P+1(Rm) > p1(Rm)
m=1 -1, falls p+l(Rm) S p-i (Rm)-

(5.20)
Die Schwierigkeit besteht nun in der moglichst guten Wahl von j und s bei
der Zerlegung der Rechtecke. Als Giitekriterium wird, fiir die auf Breiman et al.
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(1984) zuriickgehenden Classification and Regression Trees (CART), im (biniren)
Klassifikationsproblem der Gini-Index

Pt (Ry) D=1 (Rpm) = Pi (Rp) (1 = ps1(Rm))

vorgeschlagen. Diese Parabel ist genau dann minimal, wenn die Klassenverteilung
innerhalb von R,, mdglichst homogen ist, das heiRt wenn p.1(R,,) nahe 0 oder nahe
1 ist.

Eine Optimierung iiber die gesamte Menge aller moglichen binédren Entschei-
dungsbdume ist numerisch nicht machbar. Stattdessen wollen wir seperat in jedem
Zerlegungsschritt eine optimale Wahl treffen. Man spricht in diesem Fall von einem
greedy-Algorithmus, der nur lokal optimiert. Wenn wir die Zerlegungen durchfiih-
ren, solange eine minimale Anzahl n,,;, von Beobachtungen in jedem Rechteck nicht
unterschritten ist, erhalten wir folgendes Verfahren:

Methode 5.38 (Baumklassifizierer) Fiir gegebene Beobachtungen (X;, Y;);=1,..
X x{-1,+1} im binidren Klassifikationsproblem und einen Parameter n,,;,, € N wird
eine Folge von Zerlegungen X = Ufﬁl Ry m, fiir k € N, durch folgende Vorschrift
konstruiert:

e Fiirk =1setze My =1und R = X.

o Fiir k > 1 definiere My = {m : |{i : Xi € Rx.m}| > nmin}. Im Fall My =0
setze K = k. Andernfalls konstruiere (Ri+1,m)m=1,...,M,,, SO, dass:

.....

- (Rk,m)m¢Mk c (Rk+l,m)m=l ..... M,y und
e . . Jj.<s

_ fu“rjedes. m e M; gilt Rk,m SRy € (Rewtmdm=1,...,
Losung ist von

min _N(RES)Fa (RS (1= paa (R]S)) (5.21)

1<j<p,seR »m
FNRETDF (R (1= P (RET))

mit N(-) und pi(-) aus (5.19).
Der Baumklassifizierer ist gegeben durch CB (x) = fol ¢(Rk .m)1(x € R m)

mit ¢(Rg ) aus (5.20).

Man beachte, dass wir beim Optimierungsproblem die Gini-Indizis durch die Gro-
Be der Rechtecke gewichtet haben. Der Baumklassifizierer kann auch als Plugin-
Klassifizierer verstanden werden, wobei n7(x) = P(Y = +1|X = x) durch

Mk
7P (x) = 3" Pt (Rk m)1(x € Rk )
m=1
~ Ai i : X € Ric.m, Yi = +1}]
{i: Xi € Rk}

]l(x € RK,m)
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geschitzt wird. Der Tuning-Parameter n,,;,, bestimmt, wie stark geglittet wird und
ist vergleichbar zum Parameter £ der kNN-Klassifikation. Fiir n,,;,, = 1 erhalten
wir einen voll ausgewachsenen Baum, bei dem in jedem Rechteck nur noch eine
Beobachtung liegt. Ahnlich zur 1NN-Klassifikation werden solche Biume im All-
gemeinen unterglitten, also inbesondere einen grofen stochastischen Fehler haben.
Nmin sollte daher groer gewihlt werden. Statt die Grofle vorzugeben, kann man
auch einen voll ausgewachsenen Baum zuriickschneiden (englisch: pruning), indem
datenbasiert einzelne Zerlegungen weggelassen werden, siehe zum Beispiel |Hastie
et al.| (2009) oder Breiman et al.| (1984).

Eine andere Mdglichkeit, die stochastischen Fehler der Baumklassifizierer zu
reduzieren, besteht darin, viele Bdume zu mitteln. Hierbei wird zufillig aus den
vorhandenen Daten eine Teilstichprobe (englisch: subsample) ausgewihlt, auf deren
Grundlage dann ein Baumklassifizierer konstruiert wird. Diese Herangehensweise
wird bagging genannt.

Methode 5.39 (Random Forests) Im biniren Klassifikationsproblem seien die Be-
obachtungen (X;,Y;)i=1,..n € X X {—1,+1} sowie B,m, g € N gegeben: Fiir jedes
b =1, ..., B verfahre stochastisch unabhingig voneinander wie folgt:

¢ Wibhle eine zufillige Teilmenge N, C {1,...,n} (mit oder ohne Zuriicklegen)
der Kardinalitét m. _

¢ Konstruiere einen Baumklassifizierer C f basierend auf den Daten (X;,Y;)ien,
wobei in jedem Zerlegungsschritt das Optimierungsproblem (3.21) nur auf
(j,8) € Jp X R mit g vielen, zufillig (ohne Zuriicklegen) ausgewihlten Ko-
ordinaten J, C {1,..., p}, |JB| = g, gelost wird.

Der Random-Forest-Klassifizierer ist gegeben durch das Mehrheitsvotum aller
Biume C E :

6RF()C) = sgn(i 65()6))
b=1

Alle konstruierten Baume 55 haben dieselbe Verteilung, sodass der Random-
Forest-Klassifizierer den gleichen systematischen Fehler wie jeder einzelne Baum
macht. Fiir kleine n,,;,, ist dieser Fehler bzw. der Bias des zugehdrigen ﬁf recht
klein. Wiren alle Biume unabhiingig voneinander, wiirden wir im stochastischen
Fehler in der GroBenordnung 1/B gewinnen, was fiir B — 0 verschwindet. Aller-
dings héngen alle Bdume von denselben zufilligen Daten (X;, Y;)i=1,...» ab, sodass
keine Unabhéngigkeit vorliegt. Durch das Subsampling und das Randomisieren in
den moglichen Richtungen, in denen aufgeteilt werden kann, wird die Korrelation
zwischen den Biumen gesenkt, um moglichst viel vom Mitteln zu profitieren. Details
sind zum Beispiel in|Hastie et al.| (2009) und |Biau and Scornet (2016) zu finden.
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Abb. 5.10 Schema eines kiinstlichen neuronalen Netzwerks mit zwei hidden layers.

5.7.2 Kiinstliche neuronale Netzwerke

Bei kiinstlichen neuronalen Netzwerken handelt es sich um eine sehr flexible Me-
thode zur Schitzung der Klassenwahrscheinlichkeit (x) = P(Y = +1|X = x). Der
Aufbau eines solchen Schitzers ist einem neuronalen Netzwerk nachempfunden und
besteht aus einem Netz, in dem schichtweise Knoten miteinander verbunden werden.
Man spricht von layers. Die Knoten der ersten Schicht entsprechen dabei den p Ko-
ordinaten der Kovariablen. Nach einem oder mehreren sogenannten hidden layers
wird alles zu den Ausgabeknoten zusammengefasst, welche die beiden Klassen-
wahrscheinlichkeiten schitzen,siehe Abbildung [5.10] Die Verkniipfungen in dieser
schematischen Darstellung werden durch Matrizen beschrieben. Ein weiterer we-
sentlicher Baustein ist eine Aktivierungsfunktion o: R — R, die zu nichtlinearen
Abhingigkeiten von den Kovariablen fiihrt.

Definition 5.40 Es sei eine Netzwerkstruktur aus L € N hidden layers mit jeweils
M; € N Knoten, [ =1,..., L, vorgegeben. Das kiinstliche neuronale Netzwerk ist
definiert als die Abbildung

ﬁ(Al»b[)l:l L* R” 5x - (ye1,y-1) € RZ,

wobei
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20 == (x1,...,xp)" €RP,
a= (o ((Azr+ b, oA +bow)) €BM, =1L
Vi := gk(Ar+1zL + bry1), ke {+1,-1},

fiir Aj e RM>XMi-1 e RMi 1 =1, . L und Ay, € RZML p, . € R2. Hierbei
ist o: R — R, eine monoton wachsende Aktivierungsfunktion und g;: R? —
[0, 1] ist die Softmax-Funktion

etk

gr(z) = 7= (z41,2-1) € R

Typische Wahlen der Aktivierungsfunktion sind die aus der logistischen Regression
bekannte Sigmoid-Funktion o(z) = 1/(1 + ¢7%) und die sogenannte ReLu-Funktion
0(z) = z1;50 = (2)+. Mit den Matrizen A; und den Verschiebungsvektoren b;
besitzt jedes Netzwerk eine sehr groBe Anzahl von Parametern. Durch diese Fle-
xibilitdt hat selbst ein Netzwerk mit nur einem hidden layer, das heiflit L = 1, bei
einer hinreichend groflen Anzahl von Knoten M, bereits sehr gute Approximations-
eigenschaften. Durch eine hohe Anzahl von Schichten, das heif3t fiir grof3e L, konnen
zudem hierarchisch aufgebaute Funktionen sehr gut beschrieben werden. In diesem
Fall spricht man von einem tiefen Netzwerk (englisch: deep neuronal network).

Die Wahl von (Ay, by)i=1,....1 erfolgt, basierend auf den Trainingsdaten, mittels
empirischer Risikominimierung:

Methode 5.41 (Neuronale Netzwerke) Fir X C R? sei ein kiinstliches neu-

je M; € N,I = 1,...,L, Knoten gegeben. Basierend auf den Beobachtun-
gen (X1,Y1),...,(Xn,Yn) € X X {+1,-1} werden A; € RMixMi-y ¢ RMi,
I=1,...,L,und Ay € R¥Me b, ., € R? durch

n

(A b)=r,... € argmin { Canbia.... L(Xi’m)}
=1,..., L:A;,by; 1

i=

bestimmt fiir die Verlustfunktion

Fiir die Verlustfunktion sind natiirlich auch andere Moglichkeiten zuldssig. Auf-
grund der nichtkonvexen Menge der Netzwerke, iiber die minimiert wird, ist das
Optimierungsproblem nicht zwangsldufig wohlgestellt. Zum einen existiert im All-
gemeinen keine eindeutige Losung und zum anderen ist die numerische Bestimmung
der Losung problematisch. Ein allgemeiner Ansatz zur Losung ist die sogenann-
te back-propagation. Zur Optimierung kommen meist stochastische Gradienten-
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Abstiegsverfahren (englisch: stochastic gradient descent) zum Einsatz. Eine umfas-
sende Einfithrung in neuronale Netzwerke und Deep Learning gibt Goodfellow et al.
(2016).

5.8 Aufgaben

5.1 Wir betrachten den gewichteten Klassifikationsfehler
Rap(C)=aP(Y =+1,C(X) =-1) +bP(Y = -1,C(X) = +1)
fiir Gewichte a, b > 0. Zeigen Sie in Verallgemeinerung von Lemma[5.3] dass

= ith an(x) > b(1 - n(x)),
@b -1,  an(x) <b(1-n(x))

R4.»(C) unter allen Klassifizierern minimiert. Geben Sie eine Darstellung des
Exzessrisikos in 17, a und b an.

5.2 Wir betrachten den Fall von K Klassen, also Labels Y € {1,..., K}. Zeigen Sie,
dass fiir den Klassifikationsfehler R(C) = P(C(X) # Y) eines Klassifizierers
C: X — {l,...,K} der Bayes-Klassifzierer, gegeben durch

C*(x) = argmax g (x) mit 5z (x) :=P(Y = k|X =x),
k=1,....K

minimalen Fehler besitzt. Wie grof} ist das entsprechende Bayes-Risiko?

5.3 Fiir den Plugin-Klassifizierer Ci muss 2n7(x) — 1 geschitzt werden. Zeigen Sie,
dass diese Schitzung einem Regressionsproblem entspricht mit Beobachtungen

Yi=2n(Xl-)—1+sl-, i=1,...,l’l,

und i.i.d.-Fehlern &; mit E[g;] = 0. Bestimmen Sie Var(g;) und stellen Sie den
Zusammenhang zu heteroskedastischen Regressionsfehlern dar (Recherche!).

5.4 LDA-Klassifizierer fiir K Klassen mit K € N.

(a) Mit 7 € (0,1) werde die Wahrscheinlichkeit von Klasse k = 1,..., K be-
zeichnet und mit f; die Dichte der Verteilung der Kovariablen in Klasse k.
Begriinden Sie

) o i fre (%)
P(Y=k|X=x)= T fi(x) +- -+ g fr(x)

(b) Nun gelte die Normalverteilungsannahme (5.3) mit Mittelwerten uyx € R”
und invertierbarer Kovarianzmatrix X € RP*P fiir f;. Zeigen Sie mithilfe von



212 5 Klassifikation

5.5

5.6

5.7

Aufgabe 2] dass der Bayes-Klassifzierer gegeben ist durch

C'(x) = lg:rgmin (%|Z_1/2(x —up))? - lognk).
=1,..K

.....

Zeigen Sie, dass die Klassifikationsgrenzen
{xeRP|P(Y=k|X=x)=P(Y =I|X=x)}

zwischen Klassen k und / linear sind und interpretieren sie diese im Fall
X=Epund | =--- = g geometrisch.

(c) Leiten Sie aus dem Bayes-Klassifzierer den entsprechenden datenbasierten
LDA-Klassifizierer fiir K Klassen her.

Konnen Sie mittels der LDA-Klassifikation im heart disease-Datensatz sowohl
kranke und gesunde Patienten als auch Frauen und Ménner unterscheiden? Wih-
len Sie hierzu zufillig eine Trainingsmenge aus 75% aller vorhandenen Patienten
aus. Wenden Sie die LDA-Klassifikation aus Aufgabe [ fiir die resultierenden
vier Klassen und alle verfiigbaren Kovariablen an. Priifen Sie ihre Klassifikati-
onsergebnisse anhand einer Konfusionsmatrix basierend auf den verbleibenden
Testdaten.

Beweisen Sie Lemma[5.13|zum Bayes-Risiko der linearen Diskriminanzanalyse.

Quadratische Diskriminanzanalyse (QDA).

Betrachten Sie das LDA-Modell, allerdings mit der Verallgemeinerung, dass in
jeder Klasse k eine moglicherweise andere Kovarianzmatrix X; vorliegt, also
X ~ N(ug,Zx) gilt, gegegeben Y = k. Zeigen Sie in Verallgemeinerung von
Aufgabe [ fiir K Klassen:

(a) Der Bayes-Klassifzierer erfiillt

€ () = arg min (%|z;‘/2(x — u)? = log i + 4 log (det(Zk))).
=1,..., K

(b) Die Klassifikationsgrenzen des Bayes-Klassifzierers C* fiir Klassen k und /
ergeben sich durch eine quadratische Gleichung in den Koordinaten von x. Nur
im Fall £, = % ist die Klassiﬁkatiog\sgrenze linear.

(c) Geben Sie den QDA-Klassifizierer Copa durch Einsetzen geeigneter empiri-
scher Groflen an.

(d) Wenden Sie den QDA-Klassifizierer auf den gesamten heart disease-Datensatz
an. Schitzen Sie die Modellparameter auf einer zufillig ausgewihlten Trai-
ningsmenge aus 75% aller vorhandenen Patienten. Nutzen Sie die verbleiben-
den Patienten als Testdatensatz, um Ihre Klassifikationsmethode anhand einer
Konfusionsmatrix zu beurteilen. Vergleichen Sie das QDA-Ergebnis mit einer
analog durchgefiihrten LDA-Klassifikation.
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5.8

59

5.10

Es seien Beobachtungen (X;,Y;) € RP x{-1, 1} gegeben, sodass eine separieren-
de Hyperebene existiert. Zeigen Sie, dass es eine Folge ((ﬁ(()k), BEY s € RI+P
gibt, sodass fiir die Loglikelihood-Funktion im Modell der logistischen Regres-
sion

n

i 35 (L 074 ) g 7850

gilt. Folgern Sie, dass eine Klassifikation mittels logistischer Regression zu einer
fehlerfreien Klassifikation der Trainingsdaten fiihrt.

Hinweis: Weisen Sie zuerst nach, dass die Funktionen g(x) = 1 —log(1+¢*) und
h(x) = —log(1 + ¢*),x € R, nach (—oc0,0] abbilden und mononton wachsend
bzw. fallend sind.

Betrachten Sie den Orakel-Stiitzvektor-Klassifizierer C%,,, der durch Ersetzen des

sv?
empirischen Risikos % 2 (L =yifp.py(xi))s in Csy durch den Erwartungswert
E[(1 - Y f3,,(X))+] entsteht, analog zu C¢,,,, in (5.18). Zeigen Sie, dass im
LDA-Modell mit £ = E;, (und zwei Klassen) Cg,, fiir alle 4 > 0 identisch mit
dem Bayes-Klassifzierer ist.

Hinweis: Schreiben Sie 8 = @v mit @ = || und v = 8/|8| und minimieren Sie in
Bo und v.

Kernmatrix und Produkte von Kernen.
Fiir Kerne k;,ky: X X X — R betrachten Sie k: X X X — R mit k(x,y) =
ki(x,y)ka(x,y). Beweisen Sie:

(a) Die Kernmatrix Ky = (ki(x;,x;))i, j=1,...m ist fir x1,...,x,, € X eine sym-
metrische und positiv-semidefinite Matrix, also K]T =K; und vTK;v > 0 fiir

allev e R™.
(b) Gilt andererseits fiir eine Funktion k: X x X — R, dass die Matrizen K =
(k(xi,x))i j=1,..,m fiir alle m € N und xq,...,x, € X symmetrisch und

positiv-semidefinit sind, so ist K ein Kern.

(¢) Mit der Cholesky-Zerlegung der Kernmatrix K; = FF' fiir eine Ma-
trix F € R™™ folgt ky(xj,xk) = X7, FjiFr; und K = ¥, K® mit
KW = (FjiFr,ika(xj, X)) k=1,...om-

(d) Jede Matrix K @ jst symmetrisch und positiv definit. Das Produkt k = kik»
ist ein Kern.






Anhang A
Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie

A.1 Grundbegriffe der MaBtheorie und Stochastik

Die Konzepte der Maf3- und Wahrscheinlichkeitstheorie bilden die Grundlage der
Stochastik und damit insbesondere der Statistik. Der Vollstindigkeit halber wollen
wir hier die grundlegenden Begriffe und Konzepte zusammenfassen, ohne zu sehr
ins Detail zu gehen. Wir verzichten daher in diesem Kapitel auf Beweise.

Fiir eine grundlegende Einfiihrung sei beispielsweise auf Kiichler|(2016) verwie-
sen. Eine tiefgehende und umfangreiche Darstellung der MaBitheorie findet man in
Elstrodt| (2005). Als Einfiihrung in die Stochastik kann man |Georgii| (2007) emp-
fehlen. Ein dariiber hinausgehendes und weitreichendes Lehrbuch zur Stochastik ist
Klenke| (2008)).

Wir modellieren die Gesamtheit aller moglichen Ausgiinge eines Zufallsexperi-
ments durch eine nichtleere Menge Q. Teilmengen von Q beschreiben Ereignisse.
Ein Ereignis A € Q tritt ein, wenn das Ergebnis w € Q des Zufallsexperiments in
A liegt. Die Potenzmenge P (Q) ist definiert als die Menge aller Teilmengen von
Q. Um spiter jedem Ereignis in konsistenter Art und Weise eine Wahrscheinlichkeit
zuordnen zu konnen, ist im Allgemeinen die gesamte Potzenmenge zu grof3. Alle
uns interessierenden Ereignisse fassen wir daher in einem Mengensystem A aus Q
zusammen. Je grofer A ist, desto genauere Aussagen konnen wir iiber den Ausgang
des Zufallsexperiments treffen.

Definition A.1 Fiir Q # 0 heiit ein Mengensystem A C P (Q) o-Algebra iiber Q,
falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Qe A,
2. fiir alle A € A gilt auch A° € A und
3. fiiralle Ay, Ay, Az, ... € A gilt auch J; oy A; € A.

Das Paar (Q, A) heiit messbarer Raum.

Beispiel A.2 Es sei Q eine nichtleere Menge.
(a) {0, Q} und die Potenzmenge P (£2) sind o-Algebren.

215
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(b) Ist & C P (L) ein System von Teilmengen von , dann ist
(&) = ﬂ{?{ : A ist o-Algebra aus Q mit & € A}

die kleinste o-Algebra, die & umfasst. o (&) heifit die von & erzeugte o-Algebra.
(c) Ist Q mit einer Metrik d versehen, dann ist die Borel-o-Algebra B(Q) definiert
als die kleinste o--Algebra, die alle offenen Teilmengen von Q enthilt:

B(Q) = ({00 C Qoffen})
Die Elemente dieser o--Algebra heilen Borel-Mengen.

Die Borel-Mengen sind das (fiir uns) wichtigste Beispiel einer o-Algebra. Wenn
nichts anderes gefordert oder angenommen wurde, dann verwenden wir fiir metrische
Réume stets die Borel-o-Algebra.

Mafe sind Abbildungen von einer o-Algebra nach [0, o], die jeder Menge aus
der o-Algebra eine ,,Grofle® zuordnen, beispielsweise Flichen oder Volumina. Es
ist intuitiv, dass diese Abbildungen nichtnegativ und additiv sein sollten.

Definition A.3 Auf einem messbaren Raum (€2, A) heiflt eine nichtnegative Abbil-
dung p: A — [0, co] MaB, falls

1. u(0) = 0, die leere Menge also das MaB null hat, und
2. p o-additiv ist, das heif3t fiir paarweise disjunkte Mengen A, Aj, A3, ... € A mit
Ai ﬁAj = ( fiir alle i # ] gllt

#( UAi) = Zﬂ(AJ

ieN ieN

Das Tripel (Q, A, u), bestehend aus einer nichtleeren Menge Q, einer o-Algebra
A und einem MaB u auf A, heift MaBraum. Die Mengen A € A mit u(A) =0
heiflen -Nullmengen.

Aus der o-Additivitit von MaBen folgt insbesondere die o--Subadditivitit fiir belie-
bige Mengen A; € A,i € N:

ll(UAi) < Zﬂ(Ai)

ieN ieN

In der Stochastik werden Malle verwendet, um den Ereignissen Wahrscheinlich-
keiten zuzuordnen. Das beschrinkt Wertebereich von WahrscheinlichkeitsmaBen in
natiirlicher Weise auf [0, 1].

Definition A.4 Auf einem messbaren Raum (€2, A) heifit ein MaB y o--endlich, falls
eine abzidhlbare Folge (A, ),en von Mengen aus A existiert, sodass | J,,eny An = Q
sowie u(A,) < oo fiir alle n € N gilt. Ist sogar u() < oo, heiit u endlich. Im
Spezialfall u(Q) = 1 wird u WahrscheinlichkeitsmaB und (Q, A, u) Wahrschein-
lichkeitsraum genannt.
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Beispiel A.5 Wir betrachten einen beliebigen messbaren Raum (Q, A) fiir eine nicht-
leere Menge €.

1. Das ZahlmaB auf ‘A ist definiert als

|A|, falls A endlich ist,

A O, s A) =
H — [0, 0] H(A) {4—00, falls A unendlich ist.

Jeder messbaren Menge A € A wird also die Anzahl der Elemente in A zuge-

ordnet. y ist genau dann o-endlich, wenn Q abzéhlbar ist. Ist Q endlich, dann ist

P(A) = %, A C Q, ein WahrscheinlichkeitsmaB, ndmlich die Gleichverteilung.
2. Fiir ein fixiertes Element w € Q ist das Dirac-MaB in w definiert via

1, fallsw €A,

dp: A — [0, 0], 6w(A)={
0, sonst.

Man sieht leicht, dass ¢, ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
3. Ist Q = R und A = B(R), dann ist das (eindeutig bestimmte) MaB A, fiir das

A((a,b])=b-a, fiir alle a, b € R,a < b,

gilt, das Lebesgue-MaB auf R. Analog kann das Lebesgue-MaB auf (R4, B(R?))
iiber Volumina von Quadern eindeutig bestimmt werden.

Meist betrachten wir Wahrscheinlichkeitsmalle aus einer der beiden folgenden
Klassen.

Definition A.6 Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Ist Q eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge und A = P(Q), so
nennen wir (Q, A,P) einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. In diesem
Fall existiert stets eine Zahldichte von P gegeben durch p: Q — [0, 1] mit

Y weo P(w) = 1 und p(w) = P({w}). Es gilt

P(A) = Z p(w)  firalle A € A.

wEeA

2. Ist Q = R versehen mit der o-Algebra A = B(R) und existiert eine Funktion
f:R —[0,00) mit [ f(x)dx =1 und

b
P((a,b]) = / f(x)dx firalle a,b € R,a < b,
a

so heifit f Wahrscheinlichkeitsdichte von P oder kurz Dichte von P. Wir spre-
chen in diesem Fall von einer stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Man beachte, dass durch P((a, b]) = /a b f(x)dx das MaB P bereits eindeutig durch
seine Dichte festgelegt wird (was aus dem Eindeutigkeitssatz aus der Maf3theorie
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folgt). Zudem ist der Fall von stetigen Verteilungen leicht auf den mehrdimensionalen
Fall R? zu iibertragen. Wichtige Beispiele fiir diskrete und stetige Verteilungen
werden in den Abschnitten[A.2lund beschrieben.

Definition A.7 In einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) giltein Ereignis A € A
P-fast sicher (kurz: P-f.s.), wenn P(A) = 1 gilt. Die Eigenschaft E(w) sei fiir die
Elemente w € Q sinnvoll. Dann sagt man, die Eigenschaft E gilt P-fast iiberall auf
Q (kurz: P-f.ii.), wenn es eine P-Nullmenge N € A gibt, sodass alle w € N¢ die
Eigenschaft £ haben. Man sagt auch, dass E fiir P-fast alle (P-f.a.) w € Q gilt.

Nachdem wir einen Wahrscheinlichkeitsraum definiert haben, wollen wir als
Nichstes Zufallsvariablen einfiihren.

Definition A.8 Seien (Q, A) und (X, F) zwei messbare Raume. Eine Abbildung
X: Q — X heilit (A, F)-messbar, falls

VAeF: X 1(A) ={weQ|X(w) € A} € A.

Hierbei bezeichnet X~!(A) das Urbild von A unter X. Gehen die o-Algebren A und
¥ aus dem Kontext eindeutig hervor, nennen wir X kurz messbar. Messbare Ab-
bildungen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (L, ¥, P) werden Zufallsvariablen
genannt.

Ist eine Zufallsvariable (R, 8(R))-wertig, so sprechen wir auch kurz von einer
reellen Zufallsvariable.

Beispiel A.9 Gegeben sei der messbare Raum (Q, A).
1.Giltn e N, Ay, ..., A, € Aund ay,...,a, € R\ {0}, soist

n

X(w) = Zak]lAk(w), w € Q,
k=1

A-messbar. Funktionen dieser Gestalt nennen wir einfache Funktionen. Man
kann zeigen, dass jede messbare nichtnegative Funktion durch eine monotone
Folge einfacher Funktionen approximiert werden kann.

2. Jede stetige Funktion X: R — R ist Borel-messbar, das heifit (B(R), B(R))-
messbar. Die umgekehrte Implikation gilt nicht, da die Dirichlet-Funktion X (y) =
1g(y),y € R, messbar, aber nirgendwo stetig ist.

3. Es seien Q eine Menge, (X,¥) ein messbarer Raum und X: Q — X eine
Abbildung. Dann ist o-(X) = X /() = {X"'(4) : A € F} die kleinste -
Algebra A auf Q, sodass X eine (A, ¥ )-messbare Abbildung ist. Wir nennen
o (X) die von X erzeugte o-Algebra.

Die folgende Eigenschaft erlaubt es Stochastikern, sich auf Wahrscheinlichkeits-
mafBe auf dem Ergebnisraum eines Zufallexperiments zu beschrinken, statt den
gesamten zugrunde liegenden Wirkmechanismus beschreiben zu miissen.
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Lemma A.10 Es seien (Q, A, u) ein Mafsraum, (X, F) ein messbarer Raum und
X: Q — X eine (A, F)-messbare Abbildung. Durch

pX(A) = pu(X'(A), Ae7F,

ist auf F ein Maf3 uX definiert, das als von X induziertes Maf oder als Bild-
map von X bezeichnet wird. Ist i ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist auch X ein
Wahrscheinlichkeitsmays.

Definition A.11 Fiir eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A,P) wird das induzierte MaB PX auch Verteilung der Zufallsvariable X
genannt, und wir schreiben dann X ~ PX.

Analog zu Definition [A.6] sprechen wir von diskret bzw. stetig verteilten Zufallsva-
riablen X, falls ihre BildmaBe diskret mit Zzhldichte pX bzw. stetig mit Dichte fX
sind.

Bemerkung A.12 Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), einen
messbaren Raum (X, F) und eine Zufallsvariable X : (Q, A) — (X, F).FirA € ¥
sind folgende Schreibweisen in der Stochastik iiblich und zweckméiBig:

{(XeA}:={weQ|X(w) e A} =X (A) sowie
P(X € A) :=P{X € A}) =P({w € Q| X(w) € A}) = PX(A).

Die Verteilung einer reellen Zufallsvariable kann (eindeutig) durch ihre Vertei-
lungsfunktion beschrieben werden. Letztere ist wie folgt definiert.

Definition A.13 Sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P). Die Verteilungsfunktion von X ist definiert als

FX:R—[0,1], FX(x):=P(X <x)=PX((~0,x]).

Fiir eine diskret auf einer abzdhlbaren Teilmenge S von R verteilten Zufallsvariable ist
ihre Verteilungsfunktion eine stiickweise konstante Treppenfunktion mit Spriingen
auf S. Fiir stetig verteilte Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsdichte fX ist die
Verteilungsfunktion stetig und es gilt FX (x) = [~ fX(y)dy.

Verteilungsfunktionen sind stets monoton wachsend, rechtsstetig, das hei3t
FX(x) = limy |, F X (y) fiir alle x € R, und es existieren die linken Grenzwerte
FX(x-) := limypc FX(y). Zudem gilt lim,_,_o FX (x) = 0 sowie limy_,eo F¥ (x) =
1. Diese Eigenschaften implizieren insbesondere, dass eine (verallgemeinerte) In-
verse von FX existiert.

Definition A.14 Sei F: R — R eine monoton wachsende Funktion, wobei wir den
Definitionsbereich um +oo erweitern:

F(=c0):= lim F(x), F(eo)= lim F(x)

Die verallgemeinerte Inverse F~: R — R = [—o0, o] von F ist definiert als
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Abb. A.1 Eine Verteilungsfunktion (/inks) und die zugehorige Quantilfunktion (rechts)

F (y):=inf{xeR:F(x) >y}, yeR,

mit der Konvention inf 0 := oco. Falls F: R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion ist,
heit F~: [0, 1] — R Quantilfunktion von F.

Definition A.15 Es sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(R, B(R), P) mit zugehoriger Verteilungsfunktion FX. Fiir jedes p € (0, 1) ist die
Menge aller p-Quantile von FX gegeben durch

{xeR: P(X<x)>pundP(X >x)>1-p}.
Die Menge der p-Quantile ist ein abgeschlossenes Intervall mit der Obergrenze
sup{x eR:P(X 2 x) > 1-p}

und der Untergrenze (FX)~(p). Falls FX invertierbar ist, fallen Ober- und Unter-
grenze zusammen und das p-Quantil ist eindeutig. Wir werden im Laufe des Buches
sehen, dass Quantile fiir die Konstruktion und Kalibrierung vieler statistischer Me-
thoden von grundlegender Bedeutung sind.

Wir kommen nun zu zwei zentralen Begriffen der Wahrscheinlichkeitstheorie,
niamlich bedingten Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit. Erstere formalisieren
die Intuition, dass sich Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen dndern, wenn iiber den
Ausgang eines Zufallsexperiments bereits eine Teilinformation vorhanden ist.

Definition A.16 Es scien (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A
Ereignisse mit P(B) > 0. Dann ist dic bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben

B definiert als
P(ANB)

P(B)

Es ist leicht nachzupriifen, dass P(:|B) tatsichlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist,
falls P(B) > 0. Falls P(A|B) = P(A) fiir zwei Ereignisse A, B € A gilt, so enthilt

P(A|B) :=
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B keinerlei Information iiber A. Die Ereignisse A und B sind also unabhingig.
Umstellen zeigt, dass P(A|B) = P(A) dquivalent zu P(A N B) = P(A)P(B) ist.

Definition A.17 Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) heilen zwei Ereig-
nisse A, B € A (stochastisch) unabhéngig, falls P(A N B) = P(A)P(B) gilt. Eine
Familie von Ereignissen (A;);c; mit nichtleerer Indexmenge I # @ heif3it (stochas-
tisch) unabhiingig, falls P((;c; A;) = [l;cs P(A;) fiir jede endliche Teilmenge
Jcl

Der folgende Satz enthélt zwei elementare, aber wichtige Eigenschaften von
bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Satz A.18 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayes-Formel) FEs sei
(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (B;);cj eine hochstens abzdhlbare Folge
paarweiser disjunkter Mengen aus A mit | J;c; Bi = Qund P(B;) > 0 fiiralle i € I.

(i) Fiir jedes Ereignis A € A gilt das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit
P(A) = ) P(B)P(A|B)).
iel
(ii) Fiir jedes A € A mit P(A) > 0 und alle i € I gilt die Bayes-Formel
P(B)P(A|B:)  _ P(Bi)P(A|B:)
2iker P(B)P(A[By) P(A)

Definition A.19 Eine Familie (X;);e; von (S;, S;)-wertigen Zufallsvariablen heif3t
unabhéngig, falls fiir jede beliebige Wahl A; € S; die Familie von Ereignissen
(Xi (S A,‘)[g[ unabhéingig ist.

B(Bi|A) =

Ein Vektor oder eine Folge X = (X;);c; von S;-wertigen Zufallsvariablen X;,
i € I, nimmt Werte im Produktraum [];c; S; an. Wollen wir die Verteilung X auf
diesem beschreiben, miissen wir den Produktraum zunichst mit einer o-Algebra
versehen.

Definition A.20 Es seien (Q;, A;,P;), i € I, Wahrscheinlichkeitsrdume fiir eine
beliebige nichtleere Indexmenge / # 0. Die Produkt- o--Algebra iiber dem kartesi-
schen Produkt Q := [];; €; ist definiert als

A= R) Ai = o ({n; (An)li € 1, A; € A}),
iel

wobei m;: Q — Q; die i-te Koordinatenprojektion bezeichnet. Gilt fiir ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} P auf A

P( ﬂni_l(Ai)) =[]®ian  fiiralle J ¢ I endlich, 4; € A,
ieJ ieJ

so heit P ProduktmaB. Wir schreiben P = (X);; P;.
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Sind X;: Q — X; fiir i = 1,...,n Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Werten in (X;, ¥;), dann ist auch der Vektor
(X1,...,X,)" eine messbare Abbildung, das heiBt eine Zufallsvariable:

(Xisee s Xa) T (Q,ﬂ)—»(ﬁxi,(é)ﬁ)
i=1 i=1

Die Verteilung PX1>-X2) von (X1, .. ., X,,) T wird auch die gemeinsame Verteilung
der Zufallsvariablen X1, . .., X, genannt.

Satz A.21 Es seien X;: Q — X; Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P) mit Werten in den messbaren Raumen (X;, F;) fiiri € I # 0. Dann
ist die Familie (X;);c; genau dann unabhdngig, wenn fiir alle endlichen Teilmen-
gen J C I die gemeinsame Verteilung von (X;)icy auf ([1;c; Xi, @);e; Fi) das
Produktmaf} der Marginalverteilungen ist, das heifpt wenn PXiies = X.c 7 PXi.

Man kann zeigen, dass fiir gegebene (€;, A;,P;);e; mit beliebiger Index-
menge [ # 0, stets ein Produktmall P = ®i oy Pi auf dem Produktraum
(TTier Q4. Q);<; A;) existiert. Insbesondere findet man also einen Wahrscheinlich-
keitsraum, auf dem beliebig viele unabhéngige Zufallsvariablen X; mit vorgegeben
Randverteilungen PXi = P; existieren. Sind (X;) unabhingig und identisch verteilt,
das heift PXi = PX/ fiir alle i, j € I beschreiben wir dies hiufig mit i.i.d., was das
englische independent and identically distributed abkiirzt.

Um Momente, wie den Erwartungswert oder die Varianz, von reellwertigen Zu-
fallsvariablen zu definieren, bendtigen wir einen geeigneten Integralbegriff auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Die Integrationstheorie von Lebesgue erlaubt
eine Integration beziiglich allgemeiner (Wahrscheinlichkeits-)MaBe. Die Integral-
konstruktion beruht auf drei Schritten. Fiir einfache Zufallsvariablen

X = aily, mit neNap,...,a, €RAy,..., A, €A,

n
i=1

siehe Beispiel ist der Erwartungswert bzw. das Integral von X beziiglich P
definiert als

E[X] :=/QXdIP’ ::iaiP(A,-).
i=1

Dieser Erwartungswert hingt nicht von der Darstellung von X ab, ist linear in X
und monoton. Fiir jede nichtnegative Zufallsvariable X finden wir im zweiten Schritt
stets eine Folge von einfachen Zufallsvariablen X,,, sodass X, (w) T X (w) fiir alle
w € Q gilt, siehe Beispiel [A.9] Dann definieren wir

E[X] := lim E[X,].

n—oo
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Aufgrund der Monotonie des Erwartungswerts und der Folge (X,) ist dieser Grenz-
wert wohldefiniert und man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl
der approximierenden Folge abhéngt.

Definition A.22 Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) ist die Menge aller
endlich integrierbaren Zufallsvariablen gegeben durch

L =Y QAP = {X: Q — R messbar |E[|X|] < 00}.

Fir X € £' definieren wir mit X, := max(X,0) und X_ := max(—X,0) den
Erwartungswert als

E[X] :=E[X,] -E[X_] €R.
Wir schreiben E[X] = [ XdP = [ X(w)P(dw) und [, XdP =
Jo X(0)14(w) P(dw) fiir A € A.

Analog wird das Integral beziiglich allgemeiner MafBe definiert. Folgender Satz fasst
die elementarsten Eigenschaften des Erwartungswerts zusammen.

Satz A.23 Fiir X € £L'(Q, A, P) gilt:

(i) E[X] = fR xPX (dx), insbesondere hiingt der Erwartungswert nur von der Vertei-
Iung PX von X ab.

(ii) Der Erwartungswert ist linear und monoton: Ist Y € L' eine weitere Zufallsva-
riable und sind a, B € R, so gilt E[aX + BY] = aE[X] + BE[Y]. Aus X <Y folgt
E[X] < E[Y].

(iii) Falls X,Y € L' unabhdngig sind, so gilt X - Y € L' und E[XY] = E[X]E[Y].

In den Spezialfillen diskret bzw. stetig verteilter Zufallsvariablen ergibt sich:

Korollar A.24 Es sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P).

(i) Besitzt X einen abziihlbaren Wertebereich X () C R, so gilt X € L' genau dann,
wenn Y cx (o) [XIP(X = x) endlichist. In diesem Fall gilt fiir den Erwartungswert

E[X] = Z xP(X = x).

xeX(Q)

(ii) Ist X eine Zufallsvariable mit Dichte fX: R — [0, ), so gilt X € L' genau
dann, wenn fR |x| £X (x)dx endlich ist. In diesem Fall gilt fiir den Erwartungswert

E[X] = /Rxfx(x)dx.

Die Darstellung des Erwartungswerts in Abhingigkeit von der Verteilung der
Zufallsvariable gilt auch allgemeiner. Ist X: Q — R< ein Zufallsvektor und
h: R4 — R Borel-messbar, dann ist die Zufallsvariable h(X) genau dann in Ll
wenn fRd |h(x)|PX (dx) < co. In diesem Fall ist der Erwartungswert gegeben durch
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BT = [ hCoP¥ (@)
R4

Bemerkung A.25 Fiir eine R?-wertige Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (L, A, P) ist die Familie der Funktionen £, (x) = exp(i(x, u)) fiir u € R?
und mit der imagindren Einheit i = V-1 ein wichtiger Spezialfall. Der Erwartungs-
wert von h,, (X) wird durch

o(u) :=E[e!™X)] := E[Re &!X)] +{B[ Tl X)]
=E[cos({u, X))] +iE[sin({u, X))]

definiert. Da Kosinus und Sinus durch eins beschrinkt sind, sind letztere Erwar-
tungswerte stets wohldefiniert. Die Funktion u +— ¢(u) heilit charakteristische
Funktion, und man kann beweisen, dass die Verteilung von X eindeutig durch ¢
bestimmt wird.

Die Monome h(x) = x” fiihren uns auf folgende Definition:

Definition A.26 Eine Zufallsvariable X liegt in £? fiir p > 0, falls |X|? € £, also
falls E[|X|P] < co gilt. In diesem Fall heifit E[|X|”] das p-te absolute Moment
von X. Fir X € £P und p € N heifit E[ X?] das p-te Moment von X.

Man beachte, dass L9 C L? fiir0 < p < ¢q gilt, wobei hierfiir essentiell ist, dass P ein
endliches Ma8 ist. Von herausragender Bedeutung ist das zentrierte zweite Moment,
also die Varianz, da sie die Streuung einer Zufallsvariable um ihren Erwartungswert
angibt. Die lineare Abhingigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen wird iiber ihre
Korrelation quantifiziert.

Definition A.27 Fiir eine Zufallsvariable X € £2 bezeichnet
Var(X) := E[(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]*

die Varianz von X. Thre Wurzel /Var(X) heiflt Standardabweichung von X. Fiir
X,Y € £? definiert

Cov(X.Y) :=E[(X - E[X])(Y —E[Y])| = E[XY] - E[X]E[Y]

die Kovarianz zwischen X und Y. Gilt Var(X), Var(Y) > 0, ist die Korrelation

gegeben durch
Cov(X,Y)

\Var(X) Var(Y)

Im Fall Cov(X,Y) = 0 heifen X und Y unkorreliert.

p(X,Y) =

Bemerkung A.28 Diese Definitionen lassen sich leicht auf d-dimensionale Zufalls-
variablen iibertragen X = (Xj, ..., X4) ": Den Erwartungwert verstehen wir kompo-
nentenweise, das heif3t

E[X] := (E[X1], ....E[Xa])".
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Die Varianz des Zufallsvektors X definieren wir als erwarteten euklidischen Abstand

vom Erwartungswert:
Var(X) := E[|X — E[X]|?]

Die Kovarianzen zwischen allen Komponenten von X werden in der Kovarianzma-
trix zusammengefasst:

Cov(X) :=E[(X - E[X])(X —-E[X])T] = (Cov(X;, X})),

i,j=1,...,
Satz A.29 Fiir reellwertige Zufallsvariablen X,Y auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P) gelten folgende Ungleichungen:

1. Fiir X € L'(P) gilt die Markov-Ungleichung

P(IX| > k) < E“KX”

fiir alle k > 0.

Gilt X € L*(P), folgt die Tschebyscheff-Ungleichung

Var(X)
2

P(|X - EB[X]]| > x) < fiir alle k > 0.

2. FiirX,Y € L>(R) ist XY € L'(P), und es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
E[|XY|] < E[X*]'/*E[Y?]'/2.

Sind allgemeiner p,q > 1 derart, dass 1 = 11_3 + 611 und X € LP(P),Y € L1(P),
dann folgt XY € L' (P), und es gilt die Holder-Ungleichung

E[1XY|] < E[|X|"]"/PE[|Y|9]"/9.
3. Ist ¢: R — R konvex und ¢(X) € L' (P), dann gilt die Jensen-Ungleichung

¢(E[X]) <E[e(X)].

Die Momente einer Verteilung beschreiben Eigenschaften wie den Mittelwert,
die Streuung, die Schiefe (zentriertes drittes Moment, englisch: skewness) oder
die Wolbung (zentriertes viertes Moment, englisch: kurtosis). Dariiber hinaus kann
man sich fragen, ob die Folge der Momente m, = E[X"], n € N, fir X ~ P
ein Wahrscheinlichkeitsmalf} P eindeutig bestimmt, falls alle Momente wohldefiniert
und endlich sind. Diese Frage ist als das Momentenproblem bekannt und auch von
statistischer Relevanz, siche Momentenmethode in Abschnitt[T.2} Basierend auf der
charakteristischen Funktion aus Bemerkung[A.25] geben wir exemplarisch folgende
Charakterisierung an:

Satz A.30 Seien P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf dem messbaren Raum (R, B(R))
und X ~ P mit existierenden Momenten m,, = ]E[X "] ,n € N, und charakteristischer
Funktion ¢(u) = E[eX], u € R. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) ¢ ist analytisch auf einer Umgebung um die Null.
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(ii) ¢ ist analytisch auf R.

(iii) lim supn_,oo(lmn|/n!)l/" < o0,

Jede der drei Eigenschaften impliziert, dass die Momentenfolge (m,),en das Mafs P
eindeutig bestimmt.

Aus Eigenschaft (iii) erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar A.31 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (R, B(R)) mit kompaktem
Tréiger, das heifit, die kleinste abgeschlossene Menge mit Maf3 eins ist kompakt.
Dann ist P eindeutig durch seine Momente bestimmt.

Um den Einfluss verschiedener Parameterwahlen auf die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung zu beschreiben, gibt es in statistischen Modellen nicht nur ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf dem zugrunde liegenden Raum (Q, A), sondern mehrere. Um diese
zueinander in Beziehung zu setzen, spielt der Satz von Radon-Nikodym eine zentrale
Rolle.

Definition A.32 Es seien u und v MaBle auf einem messbaren Raum (Q, A). v heifit
absolutstetig beziiglich y, falls jede p-Nullmenge eine v-Nullmenge ist, das heifit,
fiir jedes A € A mit u(A) = 0 gilt auch v(A) = 0. Wir schreiben v < p.

Satz A.33 (Radon-Nikodym) Es sei (X, A) ein messbarer Raum mit einem o -
endlichen Maf; p und einem Maf3 v, das absolutstetig beziiglich u ist. Dann existiert
eine messbare Funktion f: X — [0, o], sodass

v(A) = / fdu fiir alle AeA.
A

f ist u-fast iiberall eindeutig bestimmt und heif3st Radon-Nikodym-Dichte von v
d
beziiglich u oder u-Dichte von v. Wir schreiben d_v = f.
u

Mit Blick auf Deﬁnition@] stellen wir fest, dass uns der Satz von Radon-Nikodym
einen einheitlichen Rahmen fiir diskrete und stetige Verteilungen liefert: Die Zihl-
dichte einer diskreten Verteilung ist gerade die Radon-Nikodym-Dichte beziiglich
des ZdhlmaBes, wiahrend die Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen Verteilung als
Radon-Nikodym-Dichte beziiglich des Lebesgue-Malles aufgefasst werden kann.
Bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A | B) sind nur fiir Ereignisse B mit P(B) > 0
wohldefiniert. Mithilfe von Radon-Nikodym-Dichten lisst sich dies verallgemeinern.

Definition A.34 Es seien (X, F, u) und (Y, G, v) MaBriume und X,Y Zufallsva-
riablen auf (Q, A, P) mit Werten in X bzw. Y/, deren gemeinsame Verteilung PX-¥
auf (X X Y, F ® @) eine Dichte fX¥: X x ¥ — R beziiglich dem Produktmaf
U ® v besitzt. Dann heil3it

™ fX,Y( , ) .
FYIX=x(y) ::T))Cc)y mit X (x) :=/yf(x,z)v(dz)
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fiir alle x € X mit positiver Randdichte fX (x) > 0 bedingte Dichte von ¥ gegeben
X = x.Fiirallex € X mit X (x) = 0 wird f¥ =~ beliebig gesetzt, zum Beispiel null.
Fiir messbare Mengen A € G und messbare Funktionen ¢: X X Y — R bezeichnet

P(Y€EA|X=x):= /Af“h(y) v(dy)

die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Y € A, gegeben X = x, und

Ele(r ) 1 X =] 5= [ (e 0 v(dy)
den bedingten Erwartungswert von ¢(X,Y), gegeben X = x, sofern das Integral

wohldefiniert ist.

In Analogie zu P(ANB) = P(A | B)P(B) giltalso fXY (x,y) = fYX=*(y) X (x).
Die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit P(A) = }; P(A | B;)P(B;) fiir eine
Partition | J; B; = Q findet ihre Entsprechung in

P(Y € A) = / P(Y € A| X = x) fX(x) u(dx).
X

Allgemeiner gilt auch

E[p(X.1)] = /X Elo(X.7) | X = x]fX (x) p(dx).

Die Bayes-Formel aus Satz verallgemeinert sich fiir bedingte Dichten zu fol-
gendem Zusammenhang:

Satz A.35 (Bayes-Formel) In der Situation von Definition gilt

TR SOV Al )N Sl GOV Al 6))

[y =M (e W) firP*fa.x e X.

ST =

Mit dem Satz von Radon-Nikodym ldsst sich eine abstrakte Definition von
E[¢(X,Y)|X = x] fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y mit ¢(X,Y) € L! geben,
die im Fall einer gemeinsamen Dichte fX-¥ der obigen entspricht. Mit Indikator-
funktionen ¢ ergeben sich dann auch entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeiten.
Fiir die Zwecke dieses Buches reicht obige Definition aus.

Wir schliefen dieses Grundlagenkapitel mit den zentralen Sétzen aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ab: dem Gesetz der grolen Zahlen und dem zentralen Grenz-
wertsatz. Im Gegensatz zur klassischen Analysis unterscheiden wir in der Stochastik
zwischen verschiedenen Konvergenzarten.

Definition A.36 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaBen (P,),en auf (X, B(X)) konvergiert schwach gegen ein Wahrschein-
lichkeitsmaB P auf (X, B(X)), wenn fiir alle stetigen und beschrinkten Funktion
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p: X >R
lim ¢dP, = / pdP

X X

n—oo
gilt. Wir schreiben P, 2, P, wobei das w fiir weak steht, oder P, i> P mit d
fiir distribution. Eine Folge von Zufallsvariablen (Xj,),en mit Werten in (X, d)
konvergiert in Verteilung bzw. schwach gegen eine Zufallsvariable X in X, falls

d
PXn 2 PX Wir schreiben kurz X,, — X oder X,, — X.

Die schwache Konvergenz der Folge (X, ),en gegen die Zufallsvariable X ist also
aquivalent zu

lim E[p(X,)] = El¢(X)]

fiir alle stetigen und beschriankten Funktionen ¢: X — R. Ist die Folge (X,)nen
reellwertig, so konvergiert sie genau dann in Verteilung gegen die Zufallsvariable
X, wenn die Folge ihrer Verteilungsfunktionen (FX»),cy an jeder Stetigkeitsstelle
der Verteilungsfunktion FX punktweise gegen FX konvergiert, das heiBt, fiir alle
Stetigkeitsstellen x von FX gilt

r}i_r)rgoFX"(x) = FX(x).

Definition A.37 Eine Folge (X,,),en von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit Werten in einem normierten Raum (X, | - |)
konvergiert stochastisch bzw. in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsvariable X,
wenn fiir alle £ > 0

r}illgoP(|Xn -X|>¢e)=0

gilt. Wir schreiben kurz X,, 5 X. Die Folge (X;).en konvergiert fast sicher gegen
die Zufallsvariable X, wenn

P{weQ: ,}E};,X”(w) =X(w)}) =1

ist. In diesem Fall schreiben wir X, LN X.

Man beachte, dass fast sichere Konvergenz stochastische Konvergenz impliziert und
dass aus stochastischer Konvergenz schwache Konvergenz folgt.

Satz A.38 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Es sei (X;);en eine Folge von Zu-
fallsvariablen in L' mit demselben Erwartungswert u = E[X;]. Weiter sei eine der
beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) (X;)i>1 sind identisch verteilt und paarweise unabhdngig.
(ii) (X;)is1 liegen in L2, sind paarweise unkorreliert, und es gilt sup; o Var(X;) < co.

Dann gilt

1 v s,
—lef—s>/.l
n

i=1
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Satz A.39 (Zentraler Grenzwertsatz) Es sei (X;);>| eine Folge unabhdngiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen in L*(Q, A,P) mit u = E[X,] und o2 =
Var(X1). Dann erfiillt ihre standardisierte Summe

Il v~ Xi—u d
Zp = — . — N(0, 1),
g WZI = (0.1)

wobei N(0, 1) die Standardnormalverteilung bezeichnet. Insbesondere gilt fiira < b
also lim, o P(a < Z, < b) = ®(b) — ®(a) mit der Verteilungsfunktion ®© der
Standardnormalverteilung.

Ein weiterer, wichtiger Satz ist das continuous mapping-Theorem, mit dem man
Konsistenz und Grenzwertverteilungseigenschaften iibertragen kann.

Satz A.40 (Continuous Mapping) Seien die Abbildung f: R? — RX stetig und
(X )nen eine Folge von d-dimensionalen Zufallsvariablen, die schwach, fast sicher
bzw. stochastisch gegen X € R konvergiert. Dann konvergiert auch f(X,,) schwach,
fast sicher bzw. stochastisch gegen f(X).

Folgendes Kalkiil der stochastischen Ordnung verallgemeinert Landaus O-
Symbol der Analysis und ist oft hilfreich.

Definition A.41 Fiir eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen X,, und positive Zah-
len a,, schreiben wir X,, = Op(a,), falls

Rlim limsup P(|X,,| > Ra,) =0,
und sagen, dass X,, die stochastische Ordnung a, besitzt. Im Fall X,, = Op(1)
nennen wir die Folge (X,,) stochastisch beschréankt.

Ist (X,,) deterministisch, so gilt X;, = O p(a,) genau dann, wenn X,, < Ca,, fiir
eine Konstante C > 0 gilt, das heiit X,, = O(a,,). Fiir eine Nullfolge (a,) folgt aus
X, =0p(ay),dassP(|X,| > &) fiir jedes £ > 0 gegen null konvergiert, also X, LA 0.
Stochastische Beschrinktheit einer Folge (X, ) ist auch als Straftheit von Verteilungen
in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt. Weitere wichtige Eigenschaften werden
in dem folgenden Satz zusammengefasst.

Satz A.42 (Eigenschaften des O p-Kalkiils) Fiir reellwertige Zufallsvariablen
Xn, Yy und positive Zahlen a,,, b, gilt:

1. Aus E[|X,|P1"/? < Cay, fiir Konstanten C > 0 und p > 0 folgt X,, = Op(an)
(aus LP-Beschrdnktheit folgt stochastische Beschrdnktheit).

2. Aus a;' X, 4, Y fiir eine Zufallsvariable Y folgt X, = Op(ay) (Konvergenz in
Verteilung impliziert stochastische Beschrinktheit).

3. Aus X,, = Op(ay), Y, = Op(by,) folgt X, +Y, = Op(a, + by,) und X,Y, =
Op(anby), symbolisch:

Op(an) +O0p(by) =Op(a,+b,), Op(ay)Op(by) =Op(ayby).
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Wir verwenden die letzte Eigenschaft auch fiir zufillige Matrizen M,, und Vekto-
ren v, inder Form, dass ||M,,|| = O p(a,) (mit Spektralnorm ||-||) und |v,| = O p(b,)
implizieren |M,,v,,| = O p(anby), was wegen | M, v,,| < ||My|||v,| offensichtlich ist.

A.2 Diskrete Verteilungen

Im Folgenden sollen héufig auftretende diskrete Verteilungen eingefiihrt werden. Wir
beginnen mit dem einfachsten Fall, bei dem es nur zwei mogliche Versuchsausginge
gibt.

Definition A.43 Eine Zufallsvariable X € {0,1} heifit Bernoulli-verteilt, falls
P(X =1) = pund P(X = 0) = 1 — p fiir eine Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
gilt. Man schreibt X ~ Ber(p).

Fiir X ~ Ber(p) gilt E[X] = p und Var(X) = p(1 - p).
Auf endlichen Grundrdumen ist die Gleichverteilung die wohl wichtigste, insbe-
sondere mit Blick auf Urnenmodelle.

Definition A.44 Ist Q # ( ein endlicher Grundraum mit Kardinatilitit |Q| € N, dann
ist die diskrete Gleichverteilung U(Q) gegeben durch die Zihldichte

fiir alle w € Q.

1
U@Q)({w}) = =
||

Zur Beschreibung der Anzahl der Erfolge in einer Serie von n € N gleichartigen
und unabhingigen Bernoulli-Versuchen nutzt man die Binomialverteilung.

Definition A.45 Fiir n € N und p € [0, 1] ist die Binomialverteilung Bin(n, p)
durch die Zihldichte

n

Bin(n p)((4)) =

)pk(l - p)k, ke{0,1,...,n},

gegeben.

Der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariable X ~ Bin(n, p) ist np.
Die Varianz betriigt np(1 — p).

Wir verallgemeinern ein Binomialexperiment auf mehrere mogliche Versuchs-
ausginge. Betrachten wir also wieder n € N unabhingige und gleich verteilten
Durchlédufe, wobei jeweils s € N verschiedene Versuchsausginge {1, ..., s} moglich
sind und j € {1, ..., s} mit Wahrscheinlichkeit p; eintritt. Bezeichne X; die Anzahl
der Durchgiinge aus n Versuchen, bei denen j aufgetreten ist, dann ist der Vektor
X = (Xy, ..., Xy) multinomialverteilt.

Definition A.46 Fir n,s € N und py,...,ps € [0, 1] mit ijl pj = 1 ist eine
Zufallvariable X := (Xy,..., X;) ~ Mult(n, p1, ..., p;) multinomial-verteilt, falls
fiir k = (ky, ..., ky) € X mit
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X :={k=(ki,...ks) : k1,....,ks e Ngmit k1 + ... + ky = n}

gilt:

n! Lok
P(X = k) = Spy Py
N

kil k! .-k

n! Lo .
Wir nennen il ko Kl Multinomialkoeffizient.

Das Binomial- und das Multinomialmodell konnen wir zur Beschreibung von
Urnenmodellen nutzen, wobei die Erfolgswahrscheinlichkeiten dem relativen Anteil
der Kugeln in einer bestimmten Farbe entsprechen. Da diese Wahrscheinlichkeiten
in jedem Versuchsdurchgang, also in jeder Ziehung, gleich sind, handelt es sich um
eine Ziehung mit Zuriicklegen. Was passiert ohne Zuriicklegen? In einer Grundge-
samtheit gibe es N € N Elemente, wobei jedes Element nur eine von zwei moglichen
Ausprigungen hat (zum Beispiel Erfolg/Misserfolg oder rot/blau). Sind M < N Ele-
mente mit der gewiinschten Eigenschaft (Erfolg oder rot) in der Grundgesamtheit, so
gibt die hypergeometrische Verteilung die Wahrscheinlichkeit an, beim Ziehen ohne
Zuriicklegen in der Stichprobe k < M Elemente mit der gewiinschten Eigenschaft
zu finden.

Definition A.47 Fir N,M,n € N mit M < N besitzt eine Zufallsvariable X ~
Hyp(N, M, n) die hypergeometrische Verteilung, falls
() )

P(X:k):%, ke{0,1,...,n}.

Der Erwartungswert einer Hyp(N, M, n)-verteilten Zufallsvariable X ist E[X] =
M

Bemerkung A.48 Der Unterschied zwischen der hypergeometrischen und der Bino-
mialverteilung ist das Zuriicklegen. Dieser Effekt ist bei einem relativ kleinen Stich-
probenumfang n im Vergleich zu M, das heifit wenn n/M — 0, vernachléssigbar
gering. Tatsichlich gilt fiiralle 0 < k < n

(M)zM_kM(M—l)---(M—k+1)

k)~ k! G
§ - — k

Fiir X ~ Hyp(N, M, n) gilt also punktweise fiir jedes k € {0, 1,...,n}:

P(X = k) =

My (N-M n—
() Camic) _ (n)Mk(N—M) E L+ o(1))

()W e

_ (Z)(%)k(l _ %)H(l +o(1)).
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Folglich kann man fiirn/M — 0die hypergeometrische Verteilung Hyp(N, M, n)
durch die einfacher zu handhabende Binomialverteilung Bin(n, %) approximieren.

AbschlieBend fithren wir noch eine Verteilung ein, die auch als Verteilung seltener
Ereignisse bezeichnet wird (wegen des Grenzwertsatzes von Poisson).

Definition A.49 Die Poisson-Verteilung Poiss(1) mit dem Intensititsparameter
A > 0 ist durch die Zihldichte

k
Poiss(A)({k}) = % exp(-4), k €Ny,

gegeben.
Fiir eine Zufallsvariable X ~ Poiss(1) gilt E[X] = Var(X) = 4.

A.3 Stetige Verteilungen

In diesem Kapitel wollen wir einige wichtige stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
zusammenfassend einfiihren. Diese sind insbesondere durch ihre Dichte charakteri-
siert. Wir betrachten dabei stets die Borel-o-Algebra auf dem jeweiligen (Teil-)Raum
der reellen Zahlen. Im einfachsten Fall ist die Dichte konstant.

Definition A.50 Sei Q = [a, b] fir a < b € R. Mit U([a, b]) bezeichnet man die
Gleichverteilung auf [a, b]. Die Dichte f einer Zufallsvariable X ~ U([a, b]) ist
fiir alle x € R gegeben durch

F0) = = T ().

Der Erwartungswert und die Varianz einer U([a, b])-verteilten Zufallsvaribale X
sind E[X] = # und Var(X) = %(b —a)?.

Im zentralen Grenzwertsatz ist uns bereits die Normalverteilung begegnet, die
von fundamentaler Bedeutung ist.

Definition A.51 Eine Zufallsvariable X auf R mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
fiR-R,

) =

(x —p)?
202 )’

heifit normalverteilt (oder auch GauB-verteilt) mit den Parametern 4 € R und

o? > 0. Wir schreiben X ~ N(u, 07?). Die Verteilungsfunktion der Standardnormal-

verteilung N (0, 1) wird mit

x
1
CD(.X) Z:/ \/?e_tz/zd[, x € R,
—o0 T

2mo? e (_

bezeichnet.
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Fiir eine Zufallsvaribale X ~ N(u, o) geben die beiden Parameter gerade den Er-
wartungswert E[X] = u und die Varianz Var(X) = ¢ an. Die Normalverteilung
konzentriert sich sehr stark um ihren Mittelwert: Fiir X ~ N(0, 1) gilt ndmlich

| 2 2 [Cx _o V2
]P’(|X|>t):2/ —e ™" /zdx<—/ Ze Pdx= —=¢"2 (ALD)
t N2«w V2n e 1 \nt

Definition A.52 Fiir d € N ist ein d-dimensionaler reeller Zufallsvektor X =
(Xi,...,Xs) mehrdimensional (oder auch multivariat) normalverteilt mit Er-
wartungsvektor ¢ € R und positiv definiter Kovarianzmatrix X € R?*?, wenn sie
eine Dichtefunktion der Form

fx(x) = - %(x - ,u)TZ_l(x - ,u)), x € RY,

1
————————exp (
\V(2r)4 det(X)
besitzt. Man schreibt X ~ N(u, X).

Fiir einen Zufallsvektor X ~ N(u,X) erhalten wir E[X;] = y; und Cov(X;, X;) =
%, firallei,j € {I,...,d} bzw. E[X] = p und Cov(X) = X in Vektor- bzw.
Matrixnotation.

Beispiel A.53 Fiir einen Zufallsvektor X ~ N(u, ) mit u € R? und positiv definiter
Kovarianzmatrix £ € R%“ gilt fiir die Lineartransformation AX + b € RP mit
A e RP* | e RP, dass

AX +b ~N(Au+b, ATAT).

Sind X1, ..., X;u ~ N(O0,1) unabhingig, dann kann man auch die Dichte von
X:=3" Xl.2 explizit bestimmen und erhilt die folgende Verteilung:

Definition A.54 Eine reellwertige Zufallsvariable X ist y2-verteilt mit m Freiheits-
graden, geschrieben X ~ y?(m), wenn ihre Verteilung durch die Dichte

xm/Z—Ie—x/Z]]_{x>0}

1
fx(x) = 29 (m/2)

gegeben ist, wobei I'(x) := fooo t*~ ! exp(—t)dt die Gammafunktion bezeichnet.
Es folgen weitere stetige Verteilungen.

Definition A.55 Mit Exp(1), 4 > 0, bezeichnet man die Exponentialverteilung.
Die Dichte f einer Zufallsvariable X ~ Exp() ist fiir alle x € R gegeben durch

f(x) = e 1 (150

Der Erwartungswert und die Varianz der Exp(1)-Verteilung sind E[X] = % und

Var(X) = % Eine Verallgemeinerung von Exponential- und y2-Verteilung ist durch
die Gammaverteilung gegeben.



234 A Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition A.56 Eine Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f: R —
R,

ﬁ(l
I'(a)

heilt gammaverteilt mit den positiven, reellen Parametern «, 5 > 0, geschrieben
X ~T'(a, B).

e Py,

f(x)=

Wir erhalten Exp(1) = I'(1, 1) und y?(m) = T'(m/2, 1/2). Fiir eine gammaverteilte
Zufallsvariable X gilt E[X] = a/8 und Var(X) = /.

Definition A.57 Die Betaverteilung Beta(«, 8) ist eine stetige Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf ([0, 1], B([0, 1])) mit den Parametern «, 8 > 0. Ihre Wahrschein-
lichkeitsdichte ist

fx) = X1 = 2P L repoy

B(a,pB)

mit der Betafunktion

1
Bla.p) = C(a)(B) ‘/0 X1 (1 = x)F .

T(@+p)
Der Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariable X ~ Beta(a, 8) sind
E[X] = 2 und Var(X) = a .
a+p (a+B+1)(a+p)?
Beispiel A.58 Sortieren wir n € N unabhingige und U([0, 1])-verteilte Zufallsvaria-
blen Uy, ..., U, der GroBe nach, erhalten wir die Ordnungsstatistiken U() < ... <

U(y). Fiir die j-te Ordnungstatistik gilt U(;y ~ Beta(j,n — j + 1) und insbesondere
ElUp] = 71
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