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1 Entscheidungstheorie

1.1 Formalisierung eines statistischen Problems

1.1 Definition. Ein Messraum (X,.#) versehen mit einer Familie (Py)yeco
von Wahrscheinlichkeitsmaflen, ©® # & beliebige Parametermenge, heifit
statistisches Experiment oder statistisches Modell. X heifit Stichprobenraum.
Jede (.7 ,.7)-messbare Funktion Y : X — S heifit Beobachtung oder Statistik
mit Werten in (S,.#) und induziert das statistische Modell (S,.7, (P} )gco).
Sind die Beobachtungen Y7, ...,Y, fir jedes Py unabhingig und identisch ver-
teilt, so nennt man Y7, ..., Y, eine mathematische Stichprobe.

1.2 Definition. Es sei (X,.%,(Py)yco) ein statistisches Modell. Eine
Entscheidungsregel ist eine messbare Abbildung p : X — A, wobei der
Messraum (A, &) der sogenannte Aktionsraum ist. Jede Funktion [: © x A —
[0,00) =: R, die messbar im zweiten Argument ist, heifit Verlustfunktion. Das
Risiko einer Entscheidungsregel p bei Vorliegen des Parameters ¢ € © ist

R(9.p) = Boll(9.p)] = [ 1(0.p(a)) Po(do)

1.3 Beispiele.

(a) Wir formalisieren das Beobachtungsmodell
}/i::u_’_giv 7::1,...,717

mit unabhiingigen Fehlervariablen e1,...,e, ~ N(0,02). Dann ist der
Beobachtungsvektor Y = (Y1,...,Y,)" N(pl,,c?E,)-verteilt mit 1, =
(1,...,1)T € R™ und n-dimensionaler Einheitsmatrix F,,. Als statistisches
Modell wihlen wir daher (R",Bgn, (N(uln,0?Ey))ucr,0>0). Die Para-
metermenge ist © = R x(0,00) mit Parametern J = (u, o). Alternativ
konnen wir sagen, dass Yi,...,Y, eine N(u,o?)-verteilte mathematische
Stichprobe ist.

Um das Stichprobenmittel ¥ := p(Y1,...,Y,) = 13" Y; als Ent-
scheidungsregel zu interpretieren und seine Giite bei der Schétzung von
i zu messen, betrachtet man den Aktionsraum A = R und beispiels-
weise die quadratische Verlustfunktion (9, a) = I((y,0),a) = (u — a)?.
Beim Verlust ist ¢ irrelevant; da aber die Verteilung Py von o abhéingt,
spricht man von einem Storparameter. Das quadratische Risiko (auch
MSE: mean squared error) ist R((i,0),p) = Euo[(p — V)% = o?n71,
dajaY —p~ N(0,0%n71).

(b*) Allgemeiner kénnen wir das Beobachtungsmodell
YtL'::U’—{_gi’ izl?"'an>

mit zentrierten und unkorrelierten Fehlervariablen eq,...,&, betrachten.
Ist die Art der Verteilung der (g;) unbekannt, sollte man auf dem Stichpro-
benraum (R",Bgn) die Familie P = {P W-Ma8 auf Bgn | [pn 2 P(dz) =



(Wl fon(z—ply)(z—pl,) " P(dz) = 0?E,, p € R, 0 > 0} betrachten. In
dieser Betrachtungsweise bleibt von einem unendlich-dimensionalen Para-
meterraum P maximal ein zweidimensionaler interessierender Parameter
¥ = (u,0) iibrig. Interessanterweise dndert sich das quadratische Risiko
des Stichprobenmittels in diesem allgemeineren Modell nicht.

(c*) Im Gauflschen multivariaten linearen Modell beobachten wir
}/i:<m’iaﬁ>+€ia izl)"'vna

mit gegebenen Kovariablen z1,...,x, € RP, interessierendem Parameter
B € RP und ¢1,...6, ~ N(0,02) unabhiingig. Als statistisches Modell
ergibt sich (R",Bgn, (1 N({zi, 8),0%))gerr o>0). Mit der Designma-
trix X = (2{,...,z,))" € R™P gilt dquivalent @ N ((z;,),0?%) =
N(XB,02E,). Der Kleinste-Quadrate-Schiitzer ist 3 = (X' X)1X 'Y,
sofern X Rang p besitzt (z1,...,x, spannen den R? auf). Mit Aktions-
raum A = RP und quadratischem Verlust I((3,0),a) = |8 — al? (mit
Euklidischer Norm |e|) erhalten wir das quadratische Risiko des Kleinste-

Quadrate-Schéitzers
R((8,0),8) = Ego[|8— B = E[(X T X) 7' X Tef’] = o” trace((X ' X))
mit der Spur trace(M) =), Mf2

(d) Fiir einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100
Versuchspersonen mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachen-
den) Annahme, dass alle Personen identisch und unabhingig auf das
Medikament reagieren, wird in Abhé#ngigkeit von der Anzahl N der
erfolgreichen Behandlungen entschieden, ob die Erfolgsquote hoher ist
als diejenige einer klassischen Behandlung. Als Stichprobenraum wihle
X ={0,1,...,100} mit der Potenzmenge P(X) als o-Algebra und P, =
Bin(100,p), p € © = [0, 1], als mogliche Verteilungen. Die Nullhypothe-
se ist Hg : p < po fir den unbekannten Parameter p. Als Aktionsraum
dient A = {0,1} (Hp annehmen bzw. verwerfen), und wir wéhlen den
Verlust {(p,a) = lo1(p < po, a = 1) + ¢11(p > po, a = 0) mit Konstanten
Ly, £1 = 0. Dies fithrt auf das Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests)

p
bPp(p=1), p<po
R(p.p) = { 00— Y
Z1 Pp(p = 0)7 P> Do
und die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art wird mit £y, die zweiter Art
mit ¢; gewichtet.

1.4 Definition. Die Entscheidungsregel p heifit besser als eine Entscheidungs-
regel o/, falls R(Y,p) < R(9,p)) fiir alle ¥ € O gilt und falls ein ¥y € © mit
R, p) < R(Vo,p’) existiert. Eine Entscheidungsregel heifit zuléssig, wenn es
keine bessere Entscheidungsregel gibt.

1.5 Bemerkung. Héufig wird die Menge der betrachteten Entscheidungsregeln
eingeschriankt. Bei Schitzern wird beispielsweise Erwartungstreue, Linearitét



oder allgemeiner Invarianz beziiglich gewisser Gruppenoperationen (vergleiche
Aquivarianz weiter unten) gefordert. So ist der Kleinste-Quadrate-Schiitzer im
linearen Modell nach dem Satz von Gauf-Markov zuldssig unter quadratischem
Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen Schétzern.

1.6 Beispiel. Essei Y7, ...,Y, eine N (¥, 1)-verteilte mathematische Stichprobe
mit ¢ € R. Betrachte 191 =Y, 192 =Y +0.5, 193 = 6 unter quadratischem
Verlust 1(0,a) = (0 — a)2. Wegen R(0,71) = 1/n, R(9,05) = 0.25 + 1/n ist
191 besser als 192, allerdings ist weder 191 besser als 1§3 noch umgekehrt. In der
Tat ist U3 zuldssig, weil R(9,73) = 0 fiir ¥ = 6 gilt und jeder Schétzer mit
dieser Eigenschaft Lebesgue-fast iiberall mit U3 iibereinstimmt. Spéter werden
wir sehen, dass auch U zuldssig ist.

1.2 Minimax- und Bayes-Ansatz

1.7 Bemerkung. Da das Risiko R(1J, p) einer Entscheidungsregel p im Allge-
meinen vom unbekannten wahren Parameter ¥ abhéngt, werden Entscheidungs-
regeln iiblicherweise gem&fl ihrem maximalen Risiko in ¥ oder einem geeignet
iiber ¥ gemittelten Risiko beurteilt.

1.8 Definition. Eine Entscheidungsregel p heifit minimax, falls

sup R(¥, p) = inf sup R(9, o),
JeO P Y€

wobei sich das Infimum iiber alle Entscheidungsregeln p’ erstreckt.

1.9 Definition. Der Parameterraum © trage die o-Algebra Zg, die Verlust-
funktion [ sei produktmessbar und ¢ — Py(B) sei messbar fiir alle B € .%. Die
a-priori-Verteilung 7 des Parameters ¢ ist gegeben durch ein Wahrscheinlich-

keitsmaf auf (0, Zg) . Das zu 7 assoziierte Bayesrisiko einer Entscheidungsregel
p ist

Ru(p) = E4[R(T, p)] = /

S}

R0, p) () = [ [ 100, p(@)) Potde) n(a0)
p heifit Bayesregel oder Bayes-optimal (beziiglich 7), falls
Rr(p) = inf RW(:O/)

p/

gilt, wobei sich das Infimum iiber alle Entscheidungsregeln p’ erstreckt.

1.10 Definition. Es sei X eine (5,.7)-wertige Zufallsvariable auf (€2,.7,P).
Eine Abbildung K : S x .% — [0, 1] heifit reguléire bedingte Wahrscheinlichkeit
oder Markovkern beziiglich X, falls

(a) A K(z,A) ist Wahrscheinlichkeitsmaf fiir alle z € S
(b) z+— K(z,A) ist messbar fir alle A € .7;

(¢) K(X,A) =P(A| X) := E[14 | X] P-£s. fiir alle A € 2.



1.11 Bemerkung. Statt K (x, A) schreiben wir im folgenden meist P(A| X =
x) und nehmen dann Eigenschaften (a), (b) implizit an. Eigenschaft (c) besagt
gerade, dass E[P(A]| X)1(X € B)] = P(AN{X € B}) gilt fiir alle messbaren
Mengen A und B.

1.12 Satz. Es sei (,d) ein vollstindiger, separabler Raum mit Metrik d und
Borel-o-Algebra F (polnischer Raum). Fir jede Zufallsvariable X auf (Q,.%,P)
existiert eine requlire bedingte Wahrscheinlichkeit K beziiglich X . K ist P-f.s.
eindeutig bestimmt, d.h. fir eine zweite solche reguldre bedingte Wahrschein-

lichkeit K' gilt P(VA € F : K(X,A) = K'(X,A)) = 1.

Beweis. Siehe z.B. Génssler, Stute (1977): Wahrscheinlichkeitstheorie, Sprin-
ger. O

1.13 Bemerkung. Wihrend eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden
Verlust minimiert, kann das Bayesrisiko als ein (mittels 7) gewichtetes Mittel
der zu erwartenden Verluste angesehen werden. Alternativ wird =« als die sub-
jektive Einschitzung der Verteilung des zugrundeliegenden Parameters inter-
pretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu erwartender Verlust
in folgendem Sinne verstanden.

1.14 Definition. Definiere Q := X x © und P auf (Q,.7 ® Zg) gemif

B(AxB) i //1AxB<m,19) Py(da)(dd) = / Py(A)r(dd), Ac .7, B e Fo,
B

und Fortsetzung auf .# ® Zg (gemeinsame Verteilung von Beobachtung und
Parameter), wobei 7 eine a-priori-Verteilung auf .#g und (¢, A) — Py(A) ein
Markovkern sei. Bezeichne mit X und 7T die Koordinatenprojektionen von £
auf X bzw. ©. Dann gilt R.(p) = Ez[I(T, p(X))].

Die Verteilung von T unter der reguldren bedingten Wahrscheinlichkeit
I@’(. | X = z) von P heift a-posteriori-Verteilung des Parameters gegeben die
Beobachtung X = .

1.15 Bemerkung. Im Gegensatz zum wahren Parameter ¢ und der zu-
gehorigen Verteilung Py ist P durch das Modell bekannt und damit auch die
a-posteriori- Verteilung gegeben die Beobachtung von X.

1.16 Satz. (Bayesformel) Es sei (X,.%, (Py)geco) ein statistisches Modell sowie
7 eine a-priori- Verteilung auf (©, Fg), so dass Py fir alle ¥ € © p-Dichten
FXIT=Y sowie 7t eine v-Dichte fT besitzt mit entsprechenden Mafen punduv. Ist
fXIT=2 . xx0 - Rt (F ® Fo)-messbar, so besitzt die a-posteriori- Verteilung

_ ~ X
PTIX=% des Parameters fiir P -fast alle x € X eine v-Dichte, ndmlich

T|X=x(9) _ FXT=0 @) [T ()
O

Beweis. Ubung! O

mit X (z) = /@ FET= () fT (0" ().

1.17 Beispiele.



(a) Fiir einen Bayestest (oder auch ein Bayes-Klassifikationsproblem) setze
© = {0,1} und betrachte eine a-priori-Verteilung © mit =({0}) =: o,
m({1}) =: m1. Die Wahrscheinlichkeitsmafie Py, P; auf (X,.#) mogen die
Dichten pg, p1 beziiglich einem Maf§ p besitzen (z.B. u = Py +P;). Nach
der Bayesformel (mit Zahlmaf v) erhalten wir die a-posteriori-Verteilung

mipi(7)
mopo(x) + mip1 ()’

P(T=i|X =1)= i=0,1 P*-fin

(b) Es sei Xi,...,X, eine N(u, Ey)-verteilte mathematische Stichprobe im
R? und © = N(a,0?Ey) eine a-priori-Verteilung fiir 4 € R? mit a € R,
o > 0. Dann liefert die Bayesformel beziiglich Lebesguemafl und mit z =
1 S
n =1

FIE= () o fX17=1(2) £ (1)

’M—G‘Q 1< 2
soxp (=55 =5 Dl uf’)
i=1

X exp <<,u, o 2a 4 nz) — %|M|2(U_2 + n))

_ 2-
X exp ( — %(a 24 n)]u — 7“1:’;;5: 2)

Die a-posteriori-Verteilung ist also wiederum eine Normalverteilung:

]I~DT|X:r:N<a+n02x o2

14+ no?2 1+ no?

Ed> .

Beachte, dass fiir grolen Stichprobenumfang n oder grofle a-priori-Varianz
o2 sich die a-posteriori-Verteilung um das Stichprobenmittel konzentriert,
wéhrend sie fiir sehr kleine a-priori-Varianz und geringen Stichprobenum-
fang, so dass no? < 1, nahe bei der a-priori-Verteilung bleibt.

1.18 Satz. FEine Regel p ist Bayes-optimal, falls gilt
p(X) € argminge 4 Bp[l(T,a) | X] P-fs.,
d.h. B[l(T, p(z)) | X = 2] < Bs[l(T,a)| X = 2] fiir alle a € A und P* -fast alle
x e X.
Beweis. Fiir eine beliebige Entscheidungsregel p’ gilt
R (p') = Bp[Ep (T, p' (X)) | X]] = Bp[Es[U(T, p(X)) | X]] = Ra(p)-
O]

1.19 Satz. Fir © C RY, A = R? und quadratisches Risiko (d.h. 1(,a) =
la — 9|?) ist die (vektorwertige) bedingte Erwartung 9, := Es[T' | X] Bayes-
optimaler Schdtzer von ¥ beziiglich der a-priori- Verteilung w, sofern T € LQ(P)
gilt.



Beweis. Dies folgt aus der L?-Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung

Epl|E[T | X] - TI) = inf  Egllg(X) - TP,

g:X—R? messbar

vgl. Stochastik II (Fall d > 1 folgt analog), via
R (Eg[T'| X]) = E5[|Es[T' | X] - T°] < Egllp(X) — T1%] = Rx(p)
fiir alle Entscheidungsregeln p. O

1.20 Bemerkung. Fiir d = 1 und den Absolutbetrag I(J,a) = [ —al ist jeder
a-posteriori-Median 9., d.h. P(T < ¥, | X) > 1/2 und P(T > ¥, | X) > 1/2,
Bayes-optimaler Schiitzer. Dies folgt aus der L'-Minimierung des Medians.

1.21 Beispiele. (Fortsetzung)

(a) Nach Beispiel a) und Satz finden wir einen Bayestest ¢(x) fiir
den 0-1-Verlust [(¥,a) = 1(a # ¥) als Minimalstelle von

Topo(z) a mipi(x)

a— Es[l(T,a) | X = 2] = mopo(z) + mpi(x)  mopo(z) + mipy ()

(1—a).
Daher ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer) gegeben durch

0, mopo(w) > mip1(x)
p(r) =11, mip1(z) > mopo(x)
beliebig, mopo(x) = m1p1(z)

und wir entscheiden uns fiir dasjenige ¥ € {0,1}, dessen a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit am grofiten ist (“MAP-estimator: maximum a poste-
riori estimator®). Fiir spéter sei bereits auf die Neyman-Pearson-Struktur
von ¢ in Abhéngigkeit von p;(x)/po(z) hingewiesen.

(b) Nach Beispiel und Satz ist ein der Bayesschitzer unter quadra-
tischem Risiko fiir Xi,..., X, ~ N(u, E4) und 7 = N(a,0%E,) gegeben
durch die bedingte Erwartung

a+no’X

flao2 = Ep[T | X] = Tno?

wie sofort aus der Normalverteilung der a-posteriori-Verteilung folgt. Man
beachte, dass fi,,2 eine Konvexkombination vom a-priori-Mittelwert a
und dem Stichprobenmittel X ist.

1.22 Lemma. Es liege die Situation aus Definition[1.9 vor. Fiir jede Entschei-
dungsregel p gilt

sup R(J, p) = sup Rr(p),

Y€ s
wobei sich das zweite Supremum dber alle a-priori-Verteilungen m erstreckt.
Insbesondere ist das Risiko einer Bayesregel stets kleiner oder gleich dem Mi-
nimaxrisiko.



Beweis. Natiirlich gilt R(p) = [g R(Y, p) 7(d¥) < supyeg R(?, p). Durch Be-
trachtung der a-priori-Verteilungen dy (Diracmafl im Punkt ¢ € ©) folgt daher
die Behauptung. O

1.23 Bemerkung. Man kann dieses Lemma insbesondere dazu verwenden,
untere Schranken fiir das Minimax-Risiko durch das Bayesrisiko abzuschéitzen.

1.24 Satz. Fliir jede Entscheidungsregel p gilt:

(a) Ist p minimaz und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimaz-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuldssig.

(b) Ist p zulissig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimazx.

(c¢) Ist p eine Bayesregel (bzgl. w) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. w) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuldssig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7), so ist p zulissig, falls (i) R(p) < 0o;
(i) fiir jede nichtleere offene Menge U in © gilt #(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p/ mit Rr(p') < Rx(p) ist 9 — R(V,p’) stetig.

Beweis. Ubung! O

1.25 Satz. Es sei Xi,...,X, eine N(u, Ey)-verteilte d-dimensionale mathe-
matische Stichprobe mit u € R unbekannt. Beziiglich quadratischem Risiko ist
das arithmetische Mittel X = %Z?:l X; minimax als Schitzer von p.

1.26 Bemerkung. Die Beweisidee ist, dass X ein sogenannter “improper
Bayes“-Schétzer ist mit dem Lebesguemaf als a-priori-Verteilung. Dies wird
mit einem Grenzwertargument formal umgesetzt.

Beweis. Zunichst beachte, dass X — pu ~ N(0, %Ed) gilt, so dass

d

R X) = Y Bl(K — ) = &
i=1

folgt. Betrachte nun die a-priori-Verteilung 7 = N(0,02E,) fiir . Geméis Bei-
spiel ist der Bayes-optimale Schétzer fi, , = %Y Seine Risikofunktion
ist (gemafl Bias-Varianz-Zerlegung)

R(U: ﬂo,n) = (E,u [ﬂa,n] - N)2 + Varu(ﬂcr,n)

1 2 5 no? \2 - 9
—(—— " VE|X -
(1—|—n02> Iwl™ + <1—|—n02> | nll
_ |1)? + ndot
(14 no2)?’



Somit konnen wir das Minimax-Risiko von unten abschétzen:
inf sup R(u, p) = inf sup R (p)
P P m
> inf sup Ry (0,025,)(p)

P o>0
> supinf Ry (g »2p,)(p)

o>0 P
|u)? + ndo?
-y [H 2
ili% "L (14 no?)?
do? + ndo* do? d
= sup ,

>0 (1+no?)? U>% 14+nc?2 n

wie behauptet.

2
Anmerkung: da die bedingte Kovarianzmatrix Varp(T'|X) = 25 Eq (s.0.)
nicht von X abhéngt, ergibt sich das Bayesrisiko alternativ auch direkt aus

d

Ry(0,028y) (flon) = Ba[|Es[T | X] = T”] = > Eg[Varg(T; | X)] =
=1

do?
14+ no?’

O

1.27 Satz. Es sei Xi,...,X, eine N(u,1)-verteilte skalare mathematische
Stichprobe mit u € R unbekannt. Beziglich quadratischem Risiko ist das arith-
metische Mittel X = %Z?:l X; zuldssig als Schitzer von p.

Beweis. Gébe es einen Schétzer g mit R(u, 1) < % und R(uo, 1) < % fiir ein
o € R, so wire wegen Stetigkeit der Risikofunktion g — R(p, i) (Ubung!)
sogar R(u, 1) < % — ¢ fiir alle |u — po| < 0 mit €, > 0 geeignet. Damit hétte

fi ein Bayesrisiko Ry (g,42)(f1) < % —¢ f;‘OO:? ©0,02- Also wire fiir 0 — oo

1 2e6

0~ ENeen > e ( — (1o = 0) V (o + 5))2/(202)) . 220

oV 2

grofer als ein Vielfaches von o~!, withrend fiir den Bayesschétzer (siehe oben)

1 . 1 o2 o2
E - RN(O,0'2)(/’LO',TL) - E - 1+ no? - n(n + 0__2)

von der Ordnung o2 ist. Dies widerspricht der Optimalitit des Bayesschiitzers
bei einer hinreichend grofien Wahl von o. Also ist X zuldssig. O

1.28 Bemerkung. Beachte, dass aus der ZulSsigkeit und der konstanten Risi-
kofunktion von X die Minimaxeigenschaft auch direkt aus Satz b) folgt.

Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert p und Varianz eins vor
als die Normalverteilung, so ist X weder zulissig noch minimax (sofern n > 3),
vergleiche Lehmann/Casella, Seite 153. Fiir d = 2 ist X weiterhin zulissig
unter Normalverteilungsannahme, allerdings gilt das fiir d > 3 nicht mehr:
Stein-Phédnomen s.u.



1.29 Definition (*). Eine Verteilung 7 auf (©,.%g) heifit ungiinstigste
a-priori- Verteilung zu einer gegebenen Verlustfunktion, falls

inf R (p) = supinf R/ (p).

P o P
1.30 Satz (*). Es sei eine a-priori- Verteilung m mit zugehdoriger Bayesregel
pr gegeben. Dann ist die Figenschaft Rr(px) = supgyee R(V, px) dquivalent zu
folgender Sattelpunktseigenschaft

V' ¥p' 1 Re(pr) < Ra(px) < Re(p).

Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass pr minimazr und m unginstigste a-
priori- Verteilung ist.

Beweis. Wegen supy R(9, pr) = sup, R./(pr) folgt aus der Sattelpunktsei-
genschaft R(pr) = supy R(Y, pz). Da in jedem Fall "<’ gilt, folgt R(pz) =
supy R(J, pr).

Andererseits bedeutet die Eigenschaft von p,, Bayesschétzer zu sein, gerade
dass Rx(px) < Rx(p/) fiir alle p’ gilt. Mit Rr(pr) = supyecg R(V, pr) schlieBen
wir dann auch

Ry (px) = /@ R(9, pr) 7'(d9) < /@ Re(pr) 7' (d9) = Re(ps).

Aus der Sattelpunktseigenschaft folgt direkt die Minimaxeigenschaft:
sup R(9, pr) = sup Ry (px) = inf R (p') < infsup R(9, p').
9 ! o A

Analog erhalten wir infy Ry (p') = sup,s R (pr) = sup, inf, Ry (p), so dass
ungiinstigste a-priori-Verteilung ist.
O

1.31 Beispiel. Es werde X ~ Bin(n,p) mit n > 1 bekannt und p €
[0,1] unbekannt beobachtet. Gesucht wird ein Bayesschétzer p,, von p un-
ter quadratischem Risiko fiir die a-priori-Verteilung p ~ B(a,b), wobei B(a,b)
die Beta-Verteilung mit Parametern a,b > 0 auf [0,1] bezeichnet. Die a-
posteriori-Verteilung berechnet sich zu p ~ B(a + X,b + n — X) und der

Bayesschétzer als p, p = a‘i‘;fn (Ubung!). Als Risiko ergibt sich Ep[(Pap—p)? =

(a_ap@lfgi?)lg(l_p). Im Fall a* = b* = {/n/2 erhilt man das Risiko (2v/n + 2) 2
A _ X+vm/2 _ x  X-%
fir Parpr = “520r = W T a(vatD

punktseigenschaft folgt:

(unabhéngig von p!), woraus die Sattel-

Vr VP Re(Par p) < Bp(ar pe) (Parp+) < Rpa= p+)(P)-

Damit ist B(a*,b*) ungiinstigste a-priori-Verteilung und pg=p+ Minimax-
Schitzer von p. Insbesondere ist der natiirliche Schétzer p = X/n mit
E,[(p — p)?] = p(1 — p)/n nicht minimax (er ist jedoch zuléssig).



1.32 Bemerkung. Erhalten wir bei Wahl einer Klasse von a-priori-
Verteilungen fiir ein statistisches Modell dieselbe Klasse (i.A. mit anderen Pa-
rametern) als a-posteriori-Verteilungen zuriick, so nennt man die entsprechen-
den Verteilungsklassen konjugiert. An den Beispielen sehen wir, dass die Beta-
Verteilungen zur Binomialverteilung konjugiert sind und die Normalverteilun-
gen zu den Normalverteilungen (genauer miisste man spezifizieren, dass fiir
unbekannten Mittelwert in der Normalverteilung a-priori-Normalverteilungen
konjugiert sind). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme, nicht die Regel,
und fiir komplexere Modelle werden h&ufig computer-intensive Methoden wie
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori-Verteilung
zu berechnen (Problem: i.A. hochdimensionale Integration).

1.3 Das Stein-Phinomen

Wir betrachten folgendes grundlegendes Problem: Anhand einer mathemati-
schen Stichprobe Xi,...,X, ~ N(u, E;) im R? soll x € R? moglichst gut
beziiglich quadratischem Verlust I(u, 1) = |fi — p|* geschiitzt werden. Intui-
tiv wegen Unabhéngigkeit der Koordinaten ist das (koordinatenweise) arith-
metische Mittel X. Ein anderer, sogenannter empirischer Bayesansatz, beruht
auf der Familie der a-priori-Verteilungen p ~ N(0,02Ey). In den zugehorigen
Bayesschitzern setzen wir dann allerdings statt o2 die Schétzung

X2
&2:| | _ !

7 (erwartungstreu wegen X; ~ N(0, (6% + n~1)Ey) unter P)

ein und erhalten

1 - d _
1= (1- )X = (1- %5 X.
K ( 1+ no? n| X|?

Der Ansatz lisst vermuten, dass fi kleineres Risiko hat als X, wann immer |y
klein ist. Uberraschenderweise gilt fiir Dimension d > 3 sogar, dass i besser ist
als X. Das folgende Steinsche Lemma ist der Schliissel fiir den Beweis.

1.33 Lemma (Stein). Es sei f : R — R eine Funktion, die Lebesgue-f.ii.
absolut stetig in jeder Koordinate ist. Dann gilt fir X ~ N(u, 02Ey) mit u € R,
o >0,

E[(X — p)f(X)] = o® E[Vf(X)],
sofern E[ %(X)H < oo firallei=1,...,d gilt.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachte die Koordinate i = 1
sowie = 0, o = 1; sonst setze f(x) = f(ox + p). Es geniigt dann,

E[X1f(X)| Xs = 23,..., Xg = za] = B[5L(X) | X2 = 23,..., Xg = 4]

zu zeigen fiir Lebesgue-fast alle za,...,24 € R, was wegen Unabhingig-
keit gerade fir f,(u) = f(u,x9,...,24) die Identitét fufm(u)e*UQ/Qdu =
i f;(u)e_“Q/ 2du ist. Dies folgt durch partielle Integration, sofern die Randterme
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verschwinden; ein geschickter Einsatz des Satzes von Fubini zeigt dies jedoch
ohne weitere Voraussetzungen:

00 oo 00 0 u
/ f;(u)e_uz/Qdu:/ fg'g(u)/ ze_ZQ/Zdzdu—/ f;(u)/ ze %2 dzdu
—00 0 u — 00 —0o0
o0 z 0 0
2/ (/ fé)zezz/zdz—/ (/ fé)ze’zz/zdz
0 0 —0o0 z

_/OO e 2 (fa(2) — £2(0)) dz

/ fa(z e 2124y,

Die Anwendung von Fubini in der zweiten Zeile wird gerechtfertigt
durch dieselbe Rechnung mit |f7] statt f., da nach Voraussetzung
I [ ()| ze™* */2dzdu und das analoge Integral iiber u < 0 endlich sind. [

Betrachten wir nun allgemeine Schitzer der Form i = X — g(X), so gilt
Epllis — p?) = By [IX = uf2 + g(X)2 = 2(X — p, 9(X))]

Kann man nun auf g = (g1,...,94) : R = R? das Steinsche Lemma koordi-
natenweise anwenden, so erhalten wir einen Ausdruck W (X) unabhéngig von

. d > .
Bullie = pl*] = — + B [W(X)] mit
d
2 i 2 .
W) =@ = 3% = o) - Daivla(e)
Fir g(z) = %, ¢ > 0 eine Konstante, ist das Steinsche Lemma anwendbar.
Wir erhalten
o — 22 )

div(g(z)) = C; W’ = c(d = 2)Jz|”
und

2 2c(d-2) 1
Beachte, dass g(x) = (d| |22)x gerade W (x) = 0 16st, was a posteriori den Ansatz
fiir g plausibel macht. Der minimale Wert W (x) = —(d — 2)?/(n?|z|?) wird fiir
¢ = (d — 2)/n erreicht, und wir haben folgendes bemerkenswertes Resultat
bewiesen.

1.34 Satz. Es seid > 3 und X1, ..., X, eine N(u, Eq)-verteilte mathematische
Stichprobe mit i € R? unbekannt. Dann gilt fir den James-Stein-Schiitzer

d—2\ 5
s = (1- 422)x
s ( DX

11



mit X == 13" X, dass

d (d—2)*7 d _
Eullius — i’ = = — By | S| < S =B, [1X - uf?)

I»LHMJS :U" ] n ©w n2\X|2 < n HH ,U,‘ ]
Insbesondere ist X bei quadratischem Risiko kein zulissiger Schétzer von p im
Fall d > 3!

1.35 Bemerkungen.

(a) Die Abbildung p — E,[|X|7?] ist monoton fallend in |u| und erfiillt
Eo[|X|7%] = n/(d — 2), Eo[|iss — p|?] = 2/n. Daher ist fijs nur fiir
p nahe 0, groBe Dimensionen d und kleine Stichprobenumfinge n eine
bedeutende Verbesserung von X. Der James-Stein-Schitzer heifit auch
Shrinkage-Schitzer, weil er die Beobachtungen zur Null hinzieht (wobei
auch jeder andere Wert moglich wire). In aktuellen hochdimensionalen
Problemen findet diese Idee breite Anwendung.

(b) Die k-te Koordinate fijg) des James-Stein-Schétzers verwendet zur
Schétzung von py auch die anderen Koordinaten X, ;, [ # k, obwohl diese
unabhéngig von X;; sind. Eine Erklarung fiir diese zunéchst paradoxe
Situation ist, dass zwar Yy Eu[(irsk — )] < Smy Eul(Xi — )7
gilt, jedoch im Allgemeinen eine Koordinate ko existieren wird mit
Eul(fysk — tko)?] > Eul(Xky — Mk022]' Man beachte auch, dass der sto-
chastische Fehler (die Varianz) von X linear mit der Dimension d wéchst,
so dass es sich auszahlt, diesen Fehler auf Kosten einer Verzerrung (Bias)

zu verringern, vgl. Ubung.

(c) Selbst der James-Stein-Schétzer (sogar mit positivem Gewicht, s.u.) ist
unzuldssig. Die Konstruktion eines zuléssigen Minimax-Schétzers ist sehr
schwierig (gelost fiir d > 6, vgl. Lehmann/Casella, S. 358).

1.36 Satz. Es seid > 3 und X1,...,X, eine N(u, Eq)-verteilte mathemati-
sche Stichprobe mit p € R unbekannt. Dann ist der James-Stein-Schitzer mit
positivem Gewicht

. d—2
fjss = (1 - n|X|2)+X’ a4 = max(a,0),

bei quadratischem Risiko besser als der James-Stein-Schitzer fijg.

Beweis. Ubung! O

1.4 Erginzungen*

1.37 Definition. Ein Entscheidungskern oder eine randomisierte
Entscheidungsregel p : X x &/ — [0,1] ist ein Markovkern auf dem Akti-

onsraum (A, .«7) mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der Beobachtung
x gemif p(z,e) eine Entscheidung zufillig ausgewdhlt wird. Das zugehorige
Risiko ist

R(9,p) :=Eg [ /A 19, a) p(da)] - /x /A 19, a)p(, da) Py(dz).

12



1.38 Beispiel. Es sei © = 09U0;, A = [0,1] und der Verlust I(J,a) =
loale, (V) +11(1—a)le, (V) vorgegeben. In diesem Rahmen kann eine Entschei-
dungsregel p als randomisierter Test (oder Entscheidungskern) p’ von Hy : ¥ €
©p gegen Hj : ¥ € ©1 aufgefasst werden. Dazu setze A’ := {0,1}, ZF 4 := P(A),
benutze den gleichen Verlust [ (eingeschriinkt auf A’) und definiere die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten p'(z,{1}) := p(z), p/(x,{0}) := 1 — p/(x,{1}). Dies
bedeutet also, dass p(z) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bei der Beob-
achtung x die Hypothese abgelehnt wird.

1.39 Lemma. FEs sei A C RY konvex sowie [(9,a) eine im zweiten Argument
konvexe Verlustfunktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungs-
regel p eine deterministische Entscheidungsregel p', deren Risiko nicht grifer
15t.

Beweis. Aus der Jensenschen Ungleichung folgt wegen Konvexitét von [(1, )

RO, p) = /x /A 19, a)p(x, da) Py (d) > /x 10 /A ap(x, da)) By (dz).

Da A konvex ist, gilt p'(z) := [, ap(x,da) € A und somit R(9,p) > R(Y, p').
O

1.40 Definition. Zu vorgegebener Verlustfunktion [ heifit eine Entscheidungs-
regel p unverzerrt, falls

Vl?,’ﬂ, €0: Eﬁ[l(ﬁlwo)] > Eﬂ[l(ﬁv P)] =: R(’ﬂ,p).

1.41 Lemma. Es seien g : © — A C R und 1(9,p) = (p — g(9))? der qua-
dratische Verlust. Dann ist eine Entscheidungsregel (ein Schitzer von g(v))
G: X — A mit Ey[g?] < oo und Ey[g] € g(©) fiir alle 9 € © genau dann
unverzerrt, wenn sie erwartungstreu ist, d.h. Eglg] = g(¥) fir alle ¥ € O gilt.

Beweis. Es gelte Eg[g] = g(¢9") mit Parametern 9,9 € ©. Dann ist

Eg[(§ — 9(19'))%] = Vary(g) < (Eg[g] — g(9))* + Vary(g) = Eg[(§ — 9(1))?]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn g(¢) = Ey[g]. Ist § unverzerrt, so gilt

Es[(§ — 9(9"))%] = Es(§ — 9(9))?], also Eg[g] = g(0).
Ist § andererseits erwartungstreu, so folgt fiir alle 1,1’ analog

Eg[(§ — 9(9))?] = Vary(g) < (Eg[g] — g(¢))* + Varg(g) = Eg[(§ — 9(v"))?],
also Unverzerrtheit. ]

1.42 Lemma. Es sei © = ©QgUO;, A = [0,1]. Fiir den Verlust [(¥,a) =
loaley (V) + l1(1 — a)le, (V) mit ly,l1 > 0 ist eine Entscheidungsregel p (ein
randomisierter Test von Hy : 9 € Oy gegen Hy : ¥ € ©1) genau dann unver-

zerrt, wenn sie zum Niveau o := lolTlll unverfailscht ist, d.h.
V9 € Op: Eylp] <a, VIe€0O;: Eylp > a.

Beweis. Ubung! O

13



2 Dominierte Modelle und Suffizienz

2.1 Dominierte Modelle

2.1 Bemerkung. Wir sagen, dass ein Mafl v absolutstetig beziiglich einem
Ma$ p auf (2,.7) ist (Notation v < p), wenn p(A) = 0 = v(A) = 0 fir alle
A € Z gilt. Der Satz von Radon-Nikodym (Stochastik II, Funktionalanalysis)
zeigt, dass dann fiir o-endliches p stets eine (u-f.i. eindeutige) p-Dichte f,
von v existiert, das heiit eine messbare Funktion f, : @ — RT mit v(4) =

J4 fo(@)p(dz), A € Z. f, heiBt auch Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich

4 und man schreibt f, = Z—Z.

2.2 Definition. Ein statistisches Modell (X, .%#, (Py)yeco) heiit dominiert (von
), falls es ein o-endliches Mafl i auf .% gibt, so dass Py absolutstetig beziiglich
wist (Py < p) fiir alle ¢ € ©. Die durch ¥ parametrisierte Radon-Nikodym-

Dichte
dPy

dp
heilt auch Likelihoodfunktion, wobei diese meist als durch z parametrisierte
Funktion in ¢ aufgefasst wird.

LY, z):= (), 9€0,zelX,

2.3 Beispiele.

(a) X =R, F = B, Py ist gegeben durch eine Lebesguedichte fy, beispiels-
weise P, ) = N(p,0?) oder Py = U([0,9]). Dann ist das Modell vom
Lebesguemafl dominiert mit Likelihoodfunktion L(¥,x) = fy(x).

(b) Jedes statistische Modell auf dem Stichprobenraum (N, P(N)) oder allge-
meiner auf einem abz#ihlbaren Raum (X, P(X)) ist vom Zahlmafl dominiert
mit Likelihoodfunktion L(¥¢,xz) = Py({z}).

(c) Ist © = {¥1,99,...} abzéhlbar, soist p =), ¢; Py, mit ¢; >0, >, ¢; =1
ein dominierendes Maf3.

(d) X =R, .F = B, Py = dy fir 9 € © = R (dy ist PunktmaB in ) ist
nicht dominiert. Ein dominierendes Mafl 1 miisste ndmlich p({d9}) > 0
fiir alle ¥ € © und damit p(A) = oo fiir jede iiberabzéhlbare Borelmenge
A C R erfiillen (sonst folgte aus [{z € A|u({x}) = 1/n}| < nu(4) < oo,
dass A =J,>{z € A|u({r}) > 1/n} abzéhlbar ist). Damit kann x nicht
o-endlich sein.

2.4 Satz. Es sei (X,.Z,(Py)yco) ein dominiertes Modell. Dann gibt es ein
Wahrscheinlichkeitsmaff Q der Form Q = > 72, ¢; Py, mit ¢; > 0, >, ¢; = 1,
¥; € O, so dass Py < Q fiir alle ¥ € © gilt.

2.5 Bemerkung. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmafl @Q heifit auch
privilegiertes dominierendes Maf3.

14



Beweis. Sei zunédchst das dominierende Maf p endlich sowie

Py = {Z:cZ Py,

(2

>0, Z ¢ = 1} (konvexe Hiille von (Py)),

A= {Aeﬂ‘ape%: P(A) > 0 und ‘g > 0 pefit. aqu}.

Wiihle nun eine Folge (A4,) in A mit p(Ay,) = supgeq p(A) < 0o. Setze As 1=
U,, An und bezeichne P, ein Element in Py mit P,,(A4,) > 0, dP" > 0 p-f.ii. auf
A,. Fiir beliebige ¢, > 0 mit ) ¢, = 1setze Q:=> ¢, P, € fPo

Aus der Wahl von P, folgt d:Qf > cndP” > 0 p-f.i. auf A, und somit dg >0
p-f.ii auf Ay und Q(A~) > 0, so dass A, ebenfalls in A liegt und wegen
11(Aso) = 11(Ayn) also p(Aso) = sup geq p(A) erfiillt.

Zeige P <« Q fiir alle P € Py, woraus direkt Py < Q fir alle ¢ folgt.
Sonst gilt P(A) > 0 und Q(A) = O fiir ein P € Py und ein A € Z#. Dies
impliziert QAN Ax) =0 = p(ANAx) =0 (da % > 0 auf Ay) und weiter
P(ANAx) =0 (daP <« p). Fiir B := {% > 0} gilt P(B) = 1, und wir erhalten
P(AN AL N B) = P(A) > 0. Aus P < p folgt u(AN A N B) > 0 und somit
(A U(ANAS N B)) > p(Aso). Nunist aber (P+Q)/2 € Py sowie 422 >
p-f.ii. auf Ao U(ANAS NB), was A U(ANAS NB) € A zeigt. Dies W1derspr1cht
aber der Eigenschaft (1(A) = sup ey p(A).

Ist p o-endlich, so zerlege X := UWlxm mit p(X,,) < oo, definiere das Maf}
Q,, wie oben Q, wobei im Fall Py(X,,) = 0 fiir alle ¥ € © einfach Q,,, = Py fir
ein beliebiges ¥ € © gesetzt wird. Dann leistet ) -, 27 Q,, das Gewiinschte.

O

2.2 Exponentialfamilien

2.6 Definition. Es sei (X,.%, (Py)yco) ein von p dominiertes Modell. Dann
heift (Py)geco Exponentialfamilie (in n(d) und T), wenn k € N,  : © — RF,
C:0 — RT, T:X — R" messbar und h : X — Rt messbar existieren, so dass
dPy
dp

—=(z) = C(9)h(z) exp((n(¥), T(z))gr), z€X, JeEO.

T wird natiirliche suffiziente Statistik von (Py)yco genannt. Sind n,..., 7k
linear unabhéngige Funktionen und gilt fiir alle ¥ € © die Implikation

MFMTI+ -+ XML, =0Py-fs. ==\ =---=X=0

(1,T1,...,T) sind Py-f.s. linear unabhéngig), so heifit die Exponentialfamilie
(strikt) k-parametrisch.

2.7 Bemerkungen.
(a) C(¥) ist nur Normierungskonstante: C'(9) = ([ h(z @) py(da)) =1

(b) Die Darstellung ist nicht eindeutig, mit einer invertierbaren Matrix A €
RF XI"’~(31rhéa'bl‘c man beispielsweise eine Exponentialfamilie in 77(¢) = An(¥)
und T'(z) = (A7) "7 ().
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(c) Die Funktion h kann in das dominierende Mafl absorbiert werden, indem
man [i(dx) = h(z)u(dz) statt p betrachtet. Da C(9) > 0 gilt, ist dann
d[f > 0 j-f.s. und alle Verteilungen (Py)yco sind untereinander und
mit 7 dquivalent (gegenseitig absolut-stetig). Insbesondere bildet fiir ein
Yo die Familie (Py)yeco auch eine Exponentialfamilie beziiglich Py, in

1(0) = n(9) —n(do) und T(z).

(d) Aus der Identifizierbarkeitsforderung Py # Py fiir alle 9 # ¢’ folgt die
Injektivitdt von 1. Andererseits impliziert die Injektivitdt von 1 bei einer
k-parametrischen Exponentialfamilie die Identifizierbarkeitsforderung.

2.8 Definition. Bildet (Py)yco eine Exponentialfamilie (mit obiger Notation),
so heifit

% = {u e RF ’ /xe<“’T(x)>h(x)u(dx) € (0,00)}

ihr natiirlicher Parameterraum. Die entsprechend mit u € 2 parametrisierte
Familie wird natiirliche Exponentialfamilie in 7" genannt.

2.9 Beispiele.

(a) (N(p,0%))uer,o>0 ist zweiparametrische Exponentialfamilie in n(u, o) =
(n/0%,1/(20%))" und T(z) = (2, —22)" unter dem Lebesguemaf als do-
minierendem Maf8. Jedes u der Form v = (u/0?,1/(202))" ist natiirli-
cher Parameter, und der natiirliche Parameterraum ist gegeben durch
Z =R x(0,00). Ist o > 0 bekannt, so liegt eine einparametrische Expo-
nentialfamilie in n(y) = p/0? und T'(z) = = vor.

(b) (Bin(n,p))pe(o,1) bildet eine Exponentialfamilie in 7(p) = log(p/(1 — p))
(auch logit-Funktion genannt) und T'(x) = z beziiglich dem Z&hlmaf
w auf {0,1,...,n}. Der natiirliche Parameterraum ist R. Beachte, dass
fiir den Parameterbereich p = [0, 1] keine Exponentialfamilie vorliegt, da
(Bin(n, p))peo,1] keine dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafie sind.

2.10 Lemma. Bildet (Py)yco eine (k-parametrische) Exponentialfamilie
in n(9) und T(z), so bilden auch die Produktmafe (P5")gco eine (k-
parametrische) Exponentialfamilie in n(9) und Y"1 | T(z;) mit

dP§"
du®n

(@) = oy (T[he0) exo (00), Sy ). e, v
=1

Xn
Beweis. Dies folgt sofort aus der Produktformel %(m) =11, %(:@). O
2.11 Satz. Es sei (Py)gce eine Exponentialfamilie mit natirlichem Parame-
terraum & C RF und Darstellung
dPy
dp

wobei A(9) = log ([ h(z)exp((9, T(x)))u(dx)). Ist 9° ein innerer Punkt von
T,s)]

(z) = C(I)h(x) exp({9, T(x))) = h(z) exp({9, T(x)) — A(9)), V€ Z,

%, so ist die erzeugende Funktion 1 (s) = Ego[el in einer Umgebung der

Null wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar.
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Es gilt 1go(s) = exp(A(W° + s5) — A(W°)) fir alle s mit 9° + s € Z. Fiir
i,j=1,....k folgt Ego[T3] = 44(9°) und Covgo (T3, T)) = dgjggj (99).

Beweis. Fiir alle s € R* mit 90 + s € 2 gilt
77/)190 (8) — /6<T75>e<1907T>_A(190)h d/’L — /€<190+S,T>—A(190)h d/,[, _ eA('ﬂO-‘rS)—A(’&O)

Insbesondere ist 140 in einer Umgebung von s = 0 endlich und somit wohldefi-
niert.
Fiir v € R¥ und € > 0 hinreichend klein, betrachte den Differenzenquotien-

ten
Tw)
wﬁo(fll))e_ hgo(0) _ / es ) L wor)—aw), dp.

€

Der Bruch im Integranden konvergiert fiir ¢ — 0 punktweise gegen (T',v). Aus
der Ungleichung |eaz*1 |z] <9, a € R, ergibt sich M
als Majorante des Bruchs fur alle € < g9. Nach dem ersten Schritt gilt fur go >0
mit 90 +egv € 2, dass die Majorante integrierbar ist, und wir schlieBen mittels
dominierter Konvergenz auf die Richtungsableitung

lim Pgo(ev) — 1h0(0)

e—0 £

=Ew[(T,v)], veRF.

Also ist 9o differenzierbar bei Null mit Gradienten Ego[T]. Wegen A(9° +s) =
A(9Y) +log(1hgo (s)) fiir s in einer Nullumgebung ist also auch A differenzierbar
bei 90 mit Gradienten Ego[T] (beachte 140 (0) = 1).

Analog ergibt sich, dass go beliebig oft differenzierbar ist mit hoheren
partielle Ableitungen

di d“f
dsi1 N

W()

_ /Tfl T AG) gy [T T,

Wir erhalten insbesondere

d?A (#9) = d? 1og(¢190)(0) B (d%ﬁo  dipgo dipyo
dﬁ,dﬂj - dSidS]‘ N dSidS]‘ dSZ‘ de

)(0) = Covgo (T3, T3).

O]

2.12 Beispiel. Fiir Py = N(9,1)®" bildet (Py)ger eine natiirliche Expo-
nentialfamilie in T'(x) = >0, x;, * € R”, mit A(Y) = nv?/2. Wir erhal-
ten Ey[T] = A'(9), dh. Ey[>_1" , X;] = nd, sowie Vary(T) = A"(9), d.h.
Vary(3 i, Xi) =n.

2.3 Suffizienz

2.13 Beispiel. Es sei Xj,..., X, eine geméf der Lebesguedichte fy : R —
RT verteilte mathematische Stichprobe. Dann liefern die Statistiken X oder
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max(Xq,...,X,) im Allgemeinen Information iiber fy und damit . Hinge-
gen sind 1(X; < X3) oder 1(X; = max(Xy,...,X,)) Statistiken, deren Ver-
teilung nicht von fy abhingt (sofern die i.i.d.-Annahme giiltig ist) und so-
mit keinerlei Informationen iiber ¢ beinhalten. Allgemein heifit eine Statistik
V' ancillary, wenn ihre Verteilung nicht von ¢ abhéingt. Also ist beispielswei-
se V = 1(X; < Xy) ancillary, weil stets Bin(1,1/2)-verteilt. Intuitiv ist al-

le Information bereits in der Ordnungsstatistik X(y),..., X(,) enthalten mit
X(l) = min{Xl, N ,Xn}, X(k+1) = min{Xl, “eey Xn} \ {X(l)a cee 7X(k)} oder
dquivalent in der empirischen Verteilungsfunktion F,,(z) := %Z?:l 1(X; < x),

z € R. Die Ordnungsstatistik und die empirische Verteilungsfunktion reduzie-
ren die Datenmenge (da nicht injektiv) und sind in folgendem Sinne suffizient,

vgl. Beispiel [2.18(c) unten.

2.14 Definition. Eine (S5,.7)-wertige Statistik 7" auf (X,.%, (Py)gyco) heifit
suffizient (fiir (Py)yeo), falls fiir jedes ¥ € © die bedingte Wahrscheinlichkeit
von Py gegeben T nicht von ¢ abhingt, d.h. es existiert ein Markovkern k :
S x .F —[0,1], so dass

Ve, BeZ: k(T,B):Pﬂ(B‘T) = E'g[lB‘T] Py -f.s.
Statt k(t, B) schreiben wir Pe(B|T =t) bzw. E¢[1p|T = t].

2.15 Satz (Faktorisierungskriterium von Neyman). Es sei (X,.Z, (Py)yeco) ein
von p dominiertes Modell mit Likelihoodfunktion L sowie T eine (S,.)-wertige
Statistik. Dann ist T genau dann suffizient, wenn eine messbare Funktion h :
X — RT emistiert, so dass fiir alle 9 € © eine messbare Funktion gy : S — R
existiert mat

LY, z) = g9(T(x))h(z) fir p-fa. x € X.

2.16 Lemma. FEs seien P und p Wahrscheinlichkeitsmafle mit P << p und T
eine messbare Abbildung auf (X,.7). Dann gilt fir alle B € .F

E. 1597 | T]

P(B|T) =Ep(1p|T] = EZE|T]
Kldp

P-f.s.

Beweis. Fiir jede beschrénkte messbare Funktion ¢ erfiillt die rechte Seite

Eu[lBlfTE | T] Eu[lBgTiD | T] dP
2Lk ) - [

TY=—
iRy B2 1] ) dp
E, 1522 |T
- u[mwmmﬁ”m]
— E,[15%2(T)]
= Ep[1pe(T)).

Zusammen mit der o (7)-Messbarkeit ist dies genau die Charakterisierung dafiir,
dass die rechte Seite eine Version der bedingten Erwartung Ep[1p |T] ist. [
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2.17 Bemerkung. Mit den {iblichen Approximationsargumenten ldsst sich dies
2 Belf | T) = B, [f 47 | T)/ Bul) | T) fiir f € L' (P) verallgemeinern.

Beweis des Faktorisierungssatzes. Ohne Einschrankung sei p ein Wahrschein-
lichkeitsmaf, sonst betrachte das dquivalente WahrscheinlichkeitsmaB fi(dz) =
z(z)p(de) mit z =7 1 27" (X)) 1y, , wobei die Zerlegung X := (J,,,51Xm
mit p(X,,) < oo wegen der o-Endlichkeit von p existiert.

Aus dem Lemma und der Form von L(4, z) folgt daher

_ g9(T) Eu[lBh | T _ Eu[lBh | 7]
99(T) Ep[h | T] Eu[h|T]

]P)ﬂ(B ‘ T) ]P)g -f.s.
Da die rechte Seite unabhéngig von 1 ist, ist 1" suffizient.

Ist nun andererseits 1" suffizient, so setze k(T,B) := Po(B|T). Fir das
privilegierte dominierende Mafl Q gemif} Satz [2.4 gilt dann ebenfalls Q(B | T) =
> Py (B|T) = k(T,B) Q-fs. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt auf
dem Teilraum (X, o (7))

dPy |,
V93fy : X — RY o(T)-messbar : 4B lo) _ fs.
d@|U(T)

Nach Stochastik II gibt es eine messbare Funktion gy, so dass fy = gy o T, und
fiir beliebiges B € .# erhalten wir

Py(B) = Ey[Es[15 | T]] = Eg[Eq[1p | T]gs(T)] = Eq[1p9s(T)],

so dass gy o T auch die Radon-Nikodym-Dichte % auf ganz . ist. Mit % =

%% erhalten wir den Ausdruck von L(¥, z), wobei h(x) = %(m). O

2.18 Beispiele.

(a) Die Identitéat T'(z) = x und allgemein jede bijektive, bi-messbare Trans-
formation 7' ist suflizient.

(b) Die natiirliche suffiziente Statistik 7" einer Exponentialfamilie ist in der
Tat suffizient. Im Normalverteilungsmodell (N (u,0?)®™),cr o>0 ist da-
mit 71 (z) = (30, @i, — >, 2) T suffizient, aber durch Transformation
auch Ty(z) = (Z,22) oder T3(x) = (Z,5%) mit der empirischen Varianz
52 = L5 | (x; — 7). Bei einer Bernoullikette (Bin(1, p)®")pe(o,1 ist
T(x) =", z; (die Anzahl der Erfolge) suffizient.

Betrachten wir den Fall (N (9,1)®")ycr eines unbekannten Mittelwerts,
so ist bereits T'(xz) = z suffizient. In diesem Fall kénnen wir die bedingte

Verteilung Pe(B|T') einfach generieren: fiir (auch von T') unabhingige
N (0, 1)-Zufallsvariablen Zi,...,Z, setze X; := X + Z; — Z. Dann ist
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(X1,...,X,) normalverteilt mit E[X;] = ¢ sowie fiir i # j

Var(X;) = Var(X) + Var((1 — 1/n)Z;) + > _ Var(Z;/n)

JF
1 — 1) -1
o no.n n’ ) )
Cov(X;, X;) = Var(X) — Cov(Z;, Z) — Cov(Z, Z;) + Var(Z)
1 1 1 1
— = +==0.

n n n n

Es gilt also X ~ N(#,1)®", und wir haben eine Stichprobe des Modells
basierend auf der suffizienten Statistik generiert, ohne den Parameter 9
zu kennen.

(c) Ist Xy,..., X, eine mathematische Stichprobe, wobei X; gemif der Le-
besguedichte fy : R — RT verteilt ist, so ist die Ordnungsstatistik
(X@1), -+ X(n)) suffizient. Die Likelihoodfunktion lésst sich nédmlich in
der Form L(4,z) = [[;_; fo(w(;) schreiben.

(d) Es wird die Realisierung (N, ¢t € [0,77]) eines Poissonprozesses zum unbe-
kannten Parameter A > 0 kontinuierlich auf [0, 7] beobachtet (man denke
an Geigerzihleraufzeichnungen). Mit Sy = inf{t > 0| N; = k} werden die
Sprungzeiten bezeichnet. In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird gezeigt,
dass bedingt auf das Ereignis { Ny = n} die Sprungzeiten (Si,...,S,)
dieselbe Verteilung haben wie die Ordnungsstatistik (X(j),..., X (n)) mit
unabhéngigen X; ~ U([0,T]). Da sich die Beobachtung (N, t € [0,T7])
eindeutig aus den Sj rekonstruieren lésst, ist die Verteilung dieser Be-
obachtung gegeben { Ny = n} unabhéngig von A, und N ist somit eine
suffiziente Statistik (die Kenntnis der Gesamtzahl der gemessenen radio-
aktiven Zerfélle liefert bereits die maximal mo6gliche Information iiber die
Intensitdt A).

2.19 Satz (Rao-Blackwell). FEs seien (X,.7, (Py)gco) ein statistisches Modell,
der Aktionsraum A C RY konvexr und die Verlustfunktion 1(9,a) im zweiten
Argument konvex. Ist T eine fir (Py)yco suffiziente Statistik, so gilt fir jede
Entscheidungsregel p und fir p := E4[p|T] die Risikoabschditzung

V9 €O : R, p) <R(,p).
Beweis. Dies folgt aus der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen:
R(9, 5) = Eg[L(9, Bglp | T])] < Eo[Eo[L(9, p) | T]] = R0, p).
O

2.20 Bemerkung. Ist [ sogar strikt konvex sowie Py(p = p) < 1, so gilt in der
Jensenschen Ungleichung sogar die strikte Ungleichung und p ist besser als p.

2.21 Satz (*). Es sei (X,.7, (Py)yco) ein statistisches Modell und T' eine suf-
fiziente Statistik. Dann gibt es zu jedem randomisierten Test ¢ einen randomi-
sierten Test ¢, der nur von I’ abhdngt und dieselben Fehlerwahrscheinlichkeiten
erster und zweiter Art besitzt, ndmlich ¢ = E¢[¢ | T].
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Beweis. Dies folgt jeweils aus Ey[@] = Ey|p]. O

2.22 Beispiel. Es sei X,..., X, eine U([0,])-verteilte mathematische Stich-
probe mit ¢ > 0 unbekannt. Dann ist X ein erwartungstreuer Schétzer des
Erwartungswerts g, so dass ¥ = 2X ein plausibler Schétzer von ¢ ist mit

quadratischem Risiko R(0,9) = 4 Varyg(X) = %. Nun ist jedoch (beziiglich
Lebesguemafl auf (R*)") die Likelihoodfunktion

n

L(ﬁ,x):H(ﬁ_ll[O,m(u’ci)) v 1[019]( max :1:2)
=t

Demnach ist X (n) = MaXj=1_.n X, eine suffiziente Statistik, und wir bilden
0 = Ea[0] X ZE [Xi | X (n)
Aus Symmetriegriinden reicht es, Eo[X1 | X(5,)] zu bestimmen. Als bedingte Ver-

teilung von X; gegeben {X(,) = m} vermuten wir L5 + =LU([0, m]) wegen

(x A (m+h)(m+h)"t— (z Am)m*1
(m 4+ h)» —mn

1({m < o)) + LLEAT

Py(X1 < x| Xy € [m,m + h]) =

h—0
—_—

S|

n m

In der Tat gilt fiir « € [0, 9]:

/019(7115”1 e lU([()’m]))([O, 2]) By (dm)

Vo1 n—1lxAm 1 g—
:/ <El[0’x}(m) + " m )nm" L9~ dm
0

L fapoy+ )

Es folgt E[X1 | X)) = X + 5150 — nblx o Wir erhalten 9 = ™ X,
Natiirlich ist ¥ auch qrwartungstreu und als quadratisches Risiko ergibt eine
kurze Rechnung R(9,9) = n2 “on - Wir sehen, dass 0 bedeutend besser als 1 ist,
fiir n — oo erhalten wir die Ordnung O(n~?) anstelle O(n™'). Es bleibt, die
Frage zu kldren, ob auch ¥ noch weiter verbessert werden kann (s.u.).

2.4 Vollstandigkeit

2.23 Definition. Eine (5,.%)-wertige Statistik T auf (X, %, (Py)yco) heifit
vollsténdig, falls fiir alle messbaren Funktionen f:.S — R gilt

VI €O : By[f(T)=0=VI€O: f(T)=0 Py-fs.
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2.24 Bemerkung. Ist T vollstindig und g messbar, so ist auch ¢(T)
vollsténdig, wie sofort aus der Definition folgt. Dieses Verhalten ist genau ent-
gegengesetzt zur Suffizienz, wo aus g(T') suffizient folgt, dass T suffizient ist.

Eine Statistik V heifit ancillary, falls ihre Verteilung ]P’g nicht von ¥ abhéngt.
Ist T vollstindig und V' = f(T) integrierbar und ancillary, so hingt die Ver-
teilung von V' nicht von ¥ ab und damit ist Ey[V] = ¢, ¢ eine Konstante, und
wegen Vollstindigkeit V = ¢ Py-f.s. (betrachte f(z) = f(x)—c). Vollstéindigkeit
von T impliziert also, dass jede ancillary Statistik der Form V = f(7T') trivial
(d.h. fast sicher konstant) ist. Es ist keine redundante Information mehr in 7'
enthalten. Da V' = 1(X; < X3) in Beispiel ancillary und nicht-trivial ist,
sind weder T' = (X7,...,X,) (Identitdt) noch T'= (X7, X3) vollsténdig.

2.25 Satz (Lehmann-Scheffé). Es seien (X,.7, (Py)yco) ein statistisches Mo-
dell und v(9) € R, ¥ € ©, der jeweils interessierende Parameter. Es existie-
re ein erwartungstrever Schétzer 4 von v(9) mit endlicher Varianz. Ist T ei-
ne suffiziente und vollstindige Statistik, so ist ¥ = E¢[%|T] ein Schditzer von
gleichmdfsig kleinster Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schitzer
(UMVU: uniformly minimum variance unbiased).

Beweis. Zunichst ist klar, dass ¥ wiederum erwartungstreu ist. Auflerdem ist 4
der f.s. einzige erwartungstreue Schiitzer, der o(T)-messbar ist, weil jeder andere
solche Schitzer 4 wegen Vollstindigkeit E[y — 7] = 0 = 4 = 7 Py-f.s. erfiillt.
Nach dem Satz von Rao-Blackwell besitzt 4 damit kleineres quadratisches Risiko
als jeder andere erwartungstreue Schéitzer. Nach der Bias-Varianz-Zerlegung ist
das quadratische Risiko bei erwartungstreuen Schétzern gleich der Varianz. [

2.26 Bemerkung. Beachte, dass die Aussage des Satzes von Lehmann-Scheffé
sogar analog fiir das Risiko bei beliebigen im zweiten Argument konvexen Ver-
lustfunktionen gilt, wie sofort aus dem Satz von Rao-Blackwell folgt.

2.27 Satz. Es sei (X,.7,(Py)yco) eine k-parametrische Exponentialfamilie in
T mit natirlichem Parameter 9 € © C R¥. Besitzt © ein nichtleeres Inneres,
so ist T suffizient und vollstindig.

Beweis. Es bleibt, die Vollstandigkeit zu beweisen. Ohne Einschrinkung sei
[~a,a]® C © fiir ein a > 0 (sonst verschiebe entsprechend) sowie h(z) = 1
(sonst betrachte fi(dz) = h(z)u(dz)). Fir alle ¥ € O gelte Ey[f(T)] = O fiir ein
f € Noeo LLR*, PL). Mit T = max(f,0), f~ = max(—f,0) sowie mit dem
Bildma$ ;' des dominierenden MaBes x unter 1" folgt

vi e lads [ esp(@.0)f 0" @) = [

[ exp(o, )1~ (0" ().

Insbesondere gilt [ fT(6)u? (dt) = [ f~({t)uT (dt) = M € [0,00). Ist M = 0, so
ist fT = f~ =0 p’-fii. und somit f(T) = 0 Py-f.s. fiir alle ¥ € ©. Dann ist die
Vollstandigkeit von T' nachgewiesen.

Betrachte nun den Fall M > 0. Dann definieren P (dt) := M~ f+(t)u” (dt),
P~(dt) := M~'f~(t)u" (dt) WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R¥,Byx). Die obi-
ge Identitdit bedeutet gerade, dass die Laplace-Transformierten y*(d) :=
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Jor exp((9, ) PE(dt) fixr ¥ € [—a,a]* iibereinstimmen. yT und x~

sind

dariiberhinaus auf dem k-dimensionalen komplexen Streifen {9 €

C* | |Re(d;)| < a} wohldefiniert und analytisch (Potenzreihen). Der Eindeu-
tigkeitssatz fiir analytische Funktionen impliziert daher x*(iu) = x~ (iu) fiir
alle u € R*. Also besitzen P und P~ dieselben charakteristischen Funktionen,
so dass PT = P~ folgt (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen).
Dies liefert f* = f~ p’-fii. und somit f(T) = 0 Py-fs. fiir alle ¥ € ©. T ist
vollstandig. O

2.28 Beispiele.

(a)

2.5

Das lineare Modell Y = Xf + o¢ mit Designmatrix X € R"*P
vom Rang p, GauBischen Fehlern ¢ ~ N(0,E,) bildet eine (p + 1)-
parametrische Exponentialfamilie in 1(8,0) = 072(3,—1/2)T € R? x R~
und T(Y) = (XTY,|Y2)T € R? x R". Der natiirliche Parameterbereich
% = RP x R~ besitzt nichtleeres Inneres in RP*!, so dass T suffizient und
vollstédndig ist. Durch bijektive Transformation ergibt sich, dass dies auch
fiir (XTX)'XTY,|Y|?) = (8, [lIxY]? 4+ (n — p)62) mit dem Kleinste-

Quadrate-Schétzer B und 6% = % gilt. Wegen IIxY = X B ist also

a fortiori auch (3,62) suffizient und vollstdndig. Damit besitzen beide
Schétzer jeweils minimale Varianz in der Klasse aller (!) erwartungstreu-
en Schiitzer (von B bzw. 02), in Erweiterung des Satzes von GauB-Markov,
der sich auf die Klasse der erwartungstreuen, linearen Schétzer bezieht.
Hierfiir ist die Normalverteilungsannahme essentiell.

Im Spezialfall Y1,...,Y, ~ N(u,0?) iid. ist also g = Y UMVU. Auch
wenn wir bereits wussten, dass i minimax und zuléssig ist, zeigt die
UMVU-Eigenschaft, dass es keinen erwartungstreuen Schétzer i von p
geben kann, der Var,, (/1) < Vary,(it) = % fiir irgendein o € R erfiillt.

Es sei Xi,..., X, ~ U([0,9]) eine mathematische Stichprobe mit 9 >
0 unbekannt. Aus der Form L(z,9) = 97 "1(zy, < 9) fir 2 € (RT)"
der Likelihoodfunktion folgt, dass das Maximum X,y der Beobachtungen
suffizient ist (Beispiel . Gilt fiir f: RT™ — R, integrierbar auf jedem
Intervall [0, 9], und fiir alle ¥ > 0

9
Es[f (X)) = /0 o dt =0,

so muss f = 0 Lebesgue-fast iiberall gelten, woraus die Vollstdndigkeit
von X, folgt. Andererseits gilt Ey[X(,)] = A50. Also ist ¥ = "T‘HX(,L)
erwartungstreuer Schitzer von ¥ mit gleichméfig kleinster Varianz.

Cramér-Rao-Schranke

2.29 Lemma (Chapman-Robbins-Ungleichung). FEs seien (X,.7, (Py)yco) ein
v)

statistisches Modell, § ein erwartungstreuer Schitzer von g(

€ R und 9y € O.
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Dann gilt fiir jedes ¥ € © mit Py # Py,, Py < Py,, ;[g;ﬁ € L?(Py,)
0

Beweis. Dies folgt wegen Ey, [

(9(9) — 9(%))*

Varyg, () = Eg,[(§ — 9(90))?] >
0 0 Varﬂo(%)

dPy
Py,

] =1 aus

l9(9) — g(90)| = [Ey[g — g(Po)] — Ey,[g — g(do)]]
= [Eao [16 = a0 (552 - )]

"

< Eyg,[(9 — 9(190))2]1/2 Ey, [(

wobei zuletzt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet wurde. O

2.30 Bemerkung. Beachte, dass die untere Schranke der Chapman-Robbins-
Ungleichung unabhéngig vom Schétzer § ist. Ziel ist es, eine moglichst grofie un-
tere Schranke herzuleiten, also das Supremum der Schranke {iber alle zuléssigen
Werte von 9 zu bilden.

2.31 Beispiele.

(a)

Wir beobachten X ~ Exp(#) mit ¢ > 0 unbekannt. Dann ist die Like-

lihoodfunktion gegeben durch jgf (z) = (0/9)e” =) g > 0. Die-
0

se ist in L?(Py,) nur im Fall ¥ > y/2 und besitzt dann die Varianz

dPy \ _ _(9—=00)”
Varﬂo(d]}"go) = Fo(20—90)"

Im Fall erwartungstreuer Schitzer g fiir g(9) = ¢ ergibt die Chapman-
Robbins-Gleichung Ey,[(§—g(90))?] = SUPy.y, /2 V0(20 — Vo) = oo. Sofern
wir also beliebig grofle Werte 9 zulassen, existiert kein erwartungstreuer
Schétzer von ¢ mit endlicher Varianz.

Im Fall g(9) = 9~ hingegen liefert die Chapman-Robbins-Ungleichung
Eg,[(§ — 9(90))%] = SUDg>, /2 % = 9y? , und die Identitit § = X
erreicht auch diese Schranke.

Wir beobachten X ~ N(¢, 1) mit ¥ € R unbekannt. Dann ist

dPy o 2 v v2) _ N2 g2
i —exp< S (X)X ﬁo))—exp (n(ﬁ Do) X~ 5 (9 190)).

dP;
dPy,

Wir berechnen mit 9 := g + 2(9 — 99)? und Ey, | =1

Ey, [(ﬁf ;) )2} = Eg,[exp(2n(9 — 99) X — n(9? — 90)2)]

dP; n, ~
=By, [gplexp (50— ) —n(# —03))
0

= exp (5 (9 + 200 — %)) — 93) — n(v? — )
= exp(n(Y¥ — 9p)?).
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Die Chapman-Robbins-Schranke fiir erwartungstreue Schétzer 9 von o
(also g(¥) = ¥9) ist

- (9 —9p)?
Vary, (9) > su =
90(?) 197511930 exp(n(¥ — v99)?) — 1

SRS

wobei das Supremum fiir ¥ — vg erhalten wird. Diese untere Schranke
wird natiirlich von 9 = X auch erreicht. Beachte, dass Vary, ( dﬂlf) ) expo-

nentiell wiichst in (9 — 9g)2, was typisch ist und erklirt, warum es meist
reicht, die Chapman-Robbins-Schranke fiir ¢ — g zu betrachten.

2.32 Definition. Es sei (X,.%, (Py)gco) mit © C R¥ ein von p dominiertes
Modell mit Likelihoodfunktion L. Das Modell heifit Hellinger-differenzierbar bei
Yo € int(0), wenn es einen Zufallsvektor £(Jg) € L?(Py,; R¥) gibt mit

lim
19—)’19()

(\/L(ﬁ z) — /L0, x) — ({90, x), 9 — Do) L(ﬁo,x)>2

du(x) = 0.
|19 90l ()

Die Fisher-Informationsmatrix bei ¥y € int(©) ist gegeben durch

I(00) = Eg, [€(90)£(00) T].

Mit (9, z) = log(L(¥,x)) (log0 := —oo) wird die Loglikelihood-Funktion be-
zeichnet. Man nennt ¢ — £(9) auch Score-Funktion.

2.33 Bemerkungen.

(a)

Sofern alle folgenden Ausdriicke klassisch differenzierbar sind, gilt

Vo/I09) = Zﬁ% = LI)Vlog(L(9)) = }VI)i()

Insbesondere ist die Score-Funktion ¢ die Ableitung der Loglikelihood-
Funktion ¢. In der Statistik wird die Ableitung beziiglich dem Parameter
traditionell mit einem Punkt bezeichnet.

Die Differenzierbarkeit im quadratischen L?(u)-Mittel ist sehr viel all-
gemeiner und recht natiirlich. Wegen /L(¥) € L?(u), was sofort aus
JL®W)dp =1 < oo folgt, kann man ¢ — /L(J) als L*(u)-wertige Ab-
bildung auffassen, so dass die Verteilungen (Py) im geometrischen Sinne
eine Untermannigfaltigkeit des Hilbertraums L?(y) bilden. Insbesondere
gilt

By, [|£(90)? /|€ (90) ()| L(Yo, z) pu(dx) = /é(ﬁo)(x)\/L(ﬂo,a:)|2u(dx),
so dass () € L*(Py,;RF) <= 0(0)\/L(¥o) € L?*(u;R¥) und das In-

tegral bei der Definition von Hellinger-Differenzierbarkeit wohldefiniert
ist.
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(c) Nach Definition ist die Fisher-Informationsmatrix symmetrisch. Wegen
(I(90)v,v) = By, [({(1),v)?] > 0 fiir beliechige v € RF ist die Fisher-

Informationsmatrix auch stets positiv-semidefinit.

(d) Die Score-Funktion und die Fisher-Information sind unabhéngig vom do-
minierenden Maf}; denn mit einem privilegierten dominierenden Mafl Q

gilt L(¥) = %%, so dass in der Definition von ¢ der Faktor % aus

dem Integranden ausgeklammert werden kann und somit ¢ ebenso die
Definition beziiglich dem dominierenden Mafl Q erfiillt.

2.34 Lemma. Fiir alle 9 € © C R” in einer Umgebung von ¥y € © gelte Py <
Py, sowie die LZ(IP’%)-Diﬁerenzz’erbarkez‘t.der Likelihoodfunktion Ly, (9, x) =
f5-(x) bei Do, d.h. mit dem Gradienten Ly, (Do) € L*(Pyy; R¥) gilt

0

[(Lﬂo (¥) — Ly, (19?9)—1;5190 (o), ¥ — 190))2}

Dann ist (Py) Hellinger-differenzierbar bei 99 mit £(9) = Lo, (90).

lim [Ey,

Beweis. Aus obiger Bemerkung folgt, dass es geniigt, Py, als dominieren-
des MaB und die Likelihoodfunktion Ly, (?) zu betrachten. Wir erhalten mit
Ly, (99) = 1 und der Minkowski-Ungleichung in L*(Py,):

H,/Lﬁ0 L Ly, (90,9 — 1)

Ly, (9) — 1 = (Ly,(90),9 — Vo)

LQ(IPﬁ())

+ H<Lﬁo(190) U — 190><

1
< , -
H VL, (9) +1 L2(Pg,) V Lo (0) +1

Lﬂo
V. L,go —|— 1

Nach Vorausetzung besitzt der erste Summand die Ordnung o(|¢ — ¥y). Au-
Berdem gilt insbesondere Ly,(9) — Lyg,(99) = 1 in L*(Py,) und damit auch

in Py,-Wahrscheinlichkeit. Weil nun G(z) := y‘ﬁ fiir z > 0 im Betrag durch
1 beschrankt ist und lim,_,; G(z) = 0 gilt, folgt mit dominierter Konvergenz
(unter stochastischer Konvergenz), dass die zweite L?(Py,)-Norm gegen Null

konvergiert. Damit ist der gesamte Ausdruck von der Ordnung o(|9 — ¥g|). O

|0 — 190'”’

< HL%(q?)—l—<L190(190),79—190>‘ ’

L2(Py,)

2.35 Beispiele.

(a) Es sei Xi,...,X, eine mathematische Stichprobe geméfl der Lebesgue-
dichte fy(z) = %e"”ﬁ_ﬂ'/g, z € R, 0 > 0 bekannt und ¥ € R unbekannt.
Fiir beliebige ¥g, ¥ € R gilt

Loy (9) = exp (= > (1X; = 9] = |X: = o)) /o)
i=1
und Ly, ist L?(Py,)-differenzierbar (Nachweis!) mit

n

Loy (90) = £(90) = ) _(1(Xi — 9o > 0) — 1(X; — ¥ < 0)) o

i=1
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Die Fisher-Information ist
:ZVargo( —190>0)—1( —190<0)) 2 —npo 2.

Beachte, dass der eher seltene Fall vorliegt, dass die Fisher-Information
nicht vom unbekannten Parameter abhéngt.

(b) Es sei f(x) = %F(a)_1|x\“_16_|$|, zr € R, eine zweiseitige I'(a, 1)-Dichte
fiir festes @ > 0 und X7,..., X, eine gemif f(e — 1¥)-verteilte mathema-
tische Stichprobe mit ¥ € R unbekannt. Bemerke, dass sich Beispiel (a)
mit ¢ = 1 im Spezialfall ¢ = 1 ergibt. Dann ist

n

Loy (0 (H B ) e (= 0= 91 X, = ),
=1
Loy (Vo) = Z (((@ = 1)1 = vol ™ = 1) sgn(do — Xi) ).

i=1

Wegen der exponentiell abfallenden Dichte gilt Ly, () € L?(Py,) genau

dann, wenn f[,K K]n(H?zl Iitzz)aﬂdw < oo fiir alle K > 0, also genau

dann, wenn 2(a — 1) > —1und a — 1 < 1, also a € (1/2,2). Ly, () liegt
genau dann in L?(Py,), wenn a—3 > —1 oder a = 1, also a € {1} U(2,00)
gilt. Dieses Modell ist demnach im obigen Sinn L?(Py,)-differenzierbar
genau im Fall @ = 1, jedoch ist es fiir alle a € {1} U (2,00) Hellinger-
differenzierbar. Allgemein erfordert Hellinger-Differenzierbarkeit in einem
solchen Lokationsmodell, dass jede Nullstelle zp von f eine Ordnung
grofer eins besitzt im Sinn von limsup, ., f(z)|z — 20|77 < oo fiir ein
v > 1.

2.36 Satz (Cramér-Rao-Schranke). Es sei (X, %, (Pg)gco) mit © C RF ein sta-
tistisches Modell, g : © — R besitze bei ¥y € int(O) die Ableitung g(¥o) und §
sei ein erwartungstreuer Schétzer von g(9). Fir alle ¥ in einer Umgebung von
Jo gelte Py < Py, sowie die L*(Py,)-Differenzierbarkeit der Likelihoodfunk-

tion Ly, (V) = ;&00 bei ¥g. Falls die Fisher-Informationsmatriz 1(Yy) strikt

positiv-definit ist, gilt die Cramér-Rao-Ungleichung als untere Schranke fiir das
quadratische Risiko

Ey,[(9 — 9(90))?] = Varg,(g) = (I(90) "' (90), §(00))-

Beweis. Zunéchst beachte die Hellinger-Differenzierbarkeit des Modells by v
und betrachte ¥, = 99 + hv mit h | 0 und v € R¥, v # 0. Dann folgt aus
der Chapman-Robbins-Ungleichung, Ly, (o) = 1 = Ey,[Ly,(?)] und £(dg) =
Lﬁo (190)

e () — @)/ ((a(0).0))?
Ean (6 = 9(00)%] > tmanp g O = (o]

Das Supremum der rechten Seite iiber Richtungen v wird bei v = I(99) 1§ ()
angenommen, was die Behauptung zeigt. O
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2.37 Bemerkungen.

(a) Im eindimensionalen Fall k& = 1 ist die Cramér-Rao-Schranke gerade
% und insbesondere ﬁ fiir die Identitét g(¢) = 9.

(b) Die Cramér-Rao-Schranke zeigt, dass es umso schwieriger ist g(¢) zu
schiitzen, je stirker g variiert (d.h. bei grofem |g(¢})|) und je kleiner die
Fisher-Information ist. Aus der Definition sieht man, dass die Fisher-
Information klein ist, wenn die Likelihood-Funktion wenig variiert, also
die Verteilung der Beobachtungen Py sehr nahe bei Py, liegt fiir ¥ nahe
bei 190.

(c) Ist g kein erwartungstreuer Schéitzer von g(99), so doch von (¢ := Ey[g]
(so existent). Mit der Bias-Varianz-Zerlegung liefert die Cramér-Rao-
Ungleichung bei Existenz von 4(vy) fiir diesen Fall

Ev, [(9 — 9(90))%] = (9(0) —7(¥0))* + (L(¥0) 4 (¥0), (¥0))-

Beachte dazu auch, dass erwartungstreue Schétzer von g(¥) nicht existie-
ren miissen bzw. oftmals keine weiteren erstrebenswerten Eigenschaften
besitzen.

2.38 Lemma. Bildet (Py) eine Exponentialfamilie in T' mit natirlichem Para-
meterbereich ©, so ist (Py) im Innern von © L?- und Hellinger-differenzierbar
mit Fisher-Information I(9) = A(9) (Notation aus Satz .

Sofern I(Vg) strikt positiv-definit ist, erreicht T;, i = 1,...,k, als erwar-
tungstreuer Schdtzer von g;(9) = Ey[T;] die Cramér-Rao-Schranke (ist Cramer-
Rao-effizient) bei 9y € int(O).

Beweis. Nach Satz gilt g(9) = Ey[T] = A(9) und Covy(T) = A(®) (Kova-
rianzmatrix). Andererseits ist die Loglikelihoodfunktion £y, (7)) = (9 — 3o, T') —

(A(9) — A(d)), so dass die Scorefunktion £y, (9) = T — A(¥9) im klassischen

Sinn existiert und
1(9) = Ey[(i(9))(I(9)) ] = Vary(T) = A(9)

gelten sollte. Da Ly, () = exp((J — Yo, T) — A(Y) + A(V)) klassisch differen-
zierbar ist, folgt die L?(Py,)-Differenzierbarkeit bei 9y sofern Integration und
Grenzwert vertauscht werden diirfen, was wie in Satz nachgewiesen wird
und die Korrektheit der obigen Rechnungen bestétigt.

Wegen §;(99) = (Aij(00)); =: Aie(1p) ist die Cramér-Rao-Schranke gerade

(A(90) " Aie(90), Aie(90)) = (ei, Aie(D0)) = Asi(d0),
was gleich der Varianz von T; unter Py, ist. O

2.39 Beispiel. Es sei X1,..., X, eine N(u,0?)-verteilte mathematische Stich-
probe mit ¢ € R unbekannt und ¢ > 0 bekannt. Zur erwartungstreuen
Schétzung von u betrachte i = X. Dann gilt Var,(i) = o%/n sowie fiir
die Fisher-Information I(y) = n/o? (beachte A(u) = g Alp) = n/o?).
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Also ist fi effizient im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung. Um nun p?

schitzen, betrachte den erwartungstreuen (!) Schétzer ,L/l,a = (X)? — o%/n. Es
gilt Varu(ﬁi) = # + 27%4, wéhrend die Cramér-Rao-Ungleichung die untere
Schranke @ liefert. Damit ist ,L/ﬁ nicht Cramér-Rao-effizient. Allerdings ist
X eine suffiziente und vollsténdige Statistik, so dass der Satz von Lehmann-

Scheffé zeigt, dass 2 minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schiitzern
besitzt. Demnach ist die Cramér-Rao-Schranke hier nicht scharf.

2.40 Bemerkung. In der Tat wird die Cramér-Rao-Schranke nur erreicht,
wenn (Py) eine Exponentialfamilie in 7" bildet und g¢(9) = Ey[T] oder eine
lineare Funktion davon zu schitzen ist. Wegen der Vollsténdigkeit der Statistik
T koénnte man in diesen Féllen alternativ auch mit dem Satz von Lehmann-
Scheffé argumentieren. Spater werden wir sehen, dass in allgemeineren Modellen
immerhin asymptotisch die Cramér-Rao-Schranke erreichbar ist.

2.41 Lemma. Es sei (X,.7,(Py)geo) mit © C R¥ ein bei ¥y € © Hellinger-
differenzierbares statistisches Modell. Dann ist die Likelihood-Funktion L im
LY (p)-Sinn differenzierbar mit Ableitung £(9)L(09), und es gilt Eg,[¢(99)] = 0

Beweis. Betrachte den Zahler im Kriterium fiir L' (yu)-Differenzierbarkeit mit

L(9g) = £(99) L(Yp):

|26~ £00) — {i00), 0 - ﬂo>L<vo>!

L(n)

< H<\/L — V(Do) — L(8(80),9 — ¥o)/L(Do) )(\/L(ﬁ)Jr \/L(ﬁo))‘
+ 5[ (¢€0), 9~ 90) VVEC0) )(ﬂw)—ﬂwo))\

Im ersten Ausdruck konvergiert der erste Faktor nach Voraussetzung in L2 (1)
mit der Ordnung o(|9 — Jg|) gegen Null und der zweite Faktor in L?(u1) gegen
24/ L(9g). Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt also, dass dieser Ausdruck
von der Ordnung o(|Y — ¥g|) ist. Im zweiten Ausdruck besitzt der erste Faktor
eine L?(p)-Norm der Ordnung O(|9 —9g|), wihrend der zweite Faktor in L2 (1)
gegen Null konvergiert. Damit ist der gesamte Term von der Ordnung o(|9—vy|)
und L somit L'(yu)-differenzierbar bei .

Aus L'-Konvergenz folgt Konvergenz der entsprechenden Integrale. Wegen
J(L(Y,z) — L(¥o,x))du(z) = 1 —1 = 0 schlieBen wir durch Einsetzen von
¥ = 99 + he; (h — 0, e; i-ter Einheitsvektor) 0 = f(é(ﬁg),@ﬁL(ﬁg)dﬂ(ﬂt) =

L ()

Li(p)

By, [(;(90)] fitr alle i = 1,... k. O
2.42 Lemma. FEs seien Xi,...,X, Beobachtungen aus unabhdingigen
Hellinger-differenzierbaren Modellen &1, ..., &, mit derselben Parametermenge

© C RF. Bezeichnet I die entsprechende Fisher-Information, erzeugt von der
Beobachtung X, so ist das Produktmodell, erzeugt von Xi,...,X,, Hellinger-
differenzierbar mit Fisher-Information

V9 eO: I(0) = znzfjw)
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Beweis. Nach Annahme sind die entsprechenden Likelihoodfunktionen
Ly,...,L, beziglich der dominierenden Mafle pq,...,u, Hellinger-
differenzierbar mit Score-Funktionen él, e ,én. Also ist auch die gemeinsame
Likelihoodfunktion L(d,z) = [[}_; L;(¥,z;) beziiglich p = 1 ® -+ @ py
Hellinger-differenzierbar mit Score-Funktion /(¥ z) = > i 0;(9,x;), wie fiir
n = 2 mit dem Satz von Fubini folgt:

(E1(9) + €2(9),9 = o) /L1 (90) La(d0)

|VEE0) - V@ Ea000) - 5
< IV 22|V E2) — v/ Ta(00) — 5{4a(9), 9~ 90) v/ a00)
+ 1V L2(90) | 22(0) || VL1 (9) = /L1 (9o) — %@1 (9),9 = Jo)v/ Ll(”ﬂo)‘

+ 1V L2(9) = v/ La(90) | 22 o) IV L1 () = /L1 (F0) || £2 1)
= o(]9 — Wo|) + o(|9 — Vo) + O(|9 — Fo|?).

L2(p2)

L2(u1)

Fiir allgemeine n > 2 verwende vollstdndige Induktion.

Wegen Unabhéngigkeit der X1,..., X, sowie Ey[¢;(1, X;)] = 0 gilt daher

E, [éw, (X1, X)), (X1, ... ,Xn))T}

n

— K, [(Z::éj(ﬁ,)(j)) (Zéj(ﬂ,Xj)Tﬂ

j=1
=Y E [éj(ﬁ,Xj)ém(ﬁ, Xm)T} =) Ey [éj(ﬂ, X;)E5(0,X5) "]
Jm=1 Jj=1

O

2.43 Bemerkung. Das Lemma zeigt also, dass die Fisher-Information unter
unabhéingigen Beobachtungen additiv ist, so dass sie bei einer mathematischen
Stichprobe gerade gleich dem Stichprobenumfang n mal der Fisher-Information
bei einer Beobachtung ist.

2.6 Aquivarianz

Mit dem Satz von Lehmann-Scheffé und der Cramér-Rao-Schranke konnten wir
beste erwartungstreue Schéitzer unter quadratischem Risiko verstehen. Statt
Erwartungstreue ist es oft angemessen, gewisse Invarianzeigenschaften von
Schiitzern zu fordern. Dies fithrt auf den Begriff der Aquivarianz, der allgemein
fiir Gruppenoperationen existiert, aber hier nur im Fall einer einparametrigen
Translationsinvarianz dargestellt wird.

2.44 Definition. Im Lokationsmodell beobachten wir einen R™-wertigen Zu-
fallsvektor X = (X1,...,X,,), welcher eine gemeinsame Verteilung Py mit
Lebesgue-Dichte f(x1 — ¥,...,2, — ¥), (21,...,2,) € R", besitzt, wobei f
bekannt und ¥ € R ein unbekannter Lokationsparameter ist.
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2.45 Bemerkung. Gilt Ey[X;] = 0, so folgt Ey[X;] =9, i =1,...,n, und der
unbekannte Parameter 9 ist gerade der Erwartungswert der Beobachtungen.

2.46 Definition. In Lokationsmodell heifit ein Schiitzer ¥ : R" — R
dquivariant, wenn gilt

Vri,...,2, ERVY €R: 1§(x1+29,...,xn+29)zzg(xl,...,xn)%—z?

und die Verlustfunktion [ invariant ist, also [(¥,a) = ¢(¥ — a) gilt mit £: R —
[0, 00) messbar.

2.47 Lemma. Ist dquivarianter Schatzer und | eine invariante Verlustfunk-

tion, so besitzt U konstantes Risiko: R(9,0) = R(0,0) fiir alle ¥ € R.
Beweis. Es gilt
R(9,9) = Eg[l(9(X1,...,X,) —0)]
=Eo[l((X1 +9,..., X, +09) —0)]
= Eo[(9(X1,...,Xn) + 0 —9)] = R(0,9),
wobei wir in der zweiten Gleichheit benutzen, dass X unter Py wie X + 1 unter

Py verteilt ist, und in der dritten Gleichheit die Aquivarianz von J verwendet
wird. ]

2.48 Definition. Ein &quivarianter Schétzer U heifit bester Adquivarianter
Schétzer (MRIE: minimum risk invariant estimator) im Lokationsmodell, falls

R(O0,9)= inf  R(0,9)

9 dquivariant
gilt, wobei sich das Infimum iiber alle dquivarianten Schétzer ¥ erstreckt.

2.49 Satz. FEs sei 190 ein dquivarianter Schitzer und setze T(xy,...,xy) =
(1 — Tp, .. Ty —x) €RYL (24,...,2,) € R™.

(a) Ein Schitzer D ist genau dann dquivariant, wenn es eine messbare Funk-
tion u: R"™ 1 — R gibt mit ¥(x) = Jo(x) — u(T(z)), x € R™.

(b) Es gelte zusitzlich Eo[92] < oo. Dann ist durch 9 := 9y — Eo[do | T] ein
bester dquivarianter Schitzer bei quadratischem Verlust gegeben.

Beweis. Fiir (a) folgt durch Einsetzen, dass 190 + u(T") dquivariant ist. Anders-
herum folgt aus der Aquivarianz von 9 und J

Vey, ., €R: (0 —D00) (21 +90,. .., 2, +09) = (0 — o) (21, ..., Tn).

Mit ¥ = —zp, und u(ty, ..., th—1) = (19—190)(151, ...y tn—1,0) folgt die behauptete
Darstellung in (a).

Jeder #quivariante Schitzer 9 mit der Darstellung in (a) erfiillt R(0,7) =
Eo[(Jo — u(T))?] fiir eine messbare Funktion u von T. Nach Charakterisierung
der bedingten Erwartung wird dies durch u(T") = Eq[Jo| 7] minimiert und nach
(a) ist 9 = g — Eo[g| T] wiederum #iquivariant. O
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2.50 Korollar. Im Lokationsmodell gelte Eo[X2] < oo. Dann ist der be-
ste dquivariante Schdtzer beziiglich quadratischem Risiko gegeben durch den
Pitman-Schitzer

ffooozf(Xl — 2,0, Xp —2)dz

0= .
ffooof(Xl—z,...,Xn—z)dz

Beweis. Der Schitzer 790 = X, ist dquivariant mit Eg [15‘(2)] < oo nach Vorausset-
zung. Aus dem Satz folgt daher, dass J = X,, — Eq [Xy, | T] bester dquivarianter
Schitzer ist. Nach dem Dichtetransformationssatz besitzt (T, X,,) unter Py die
gemeinsame Lebesguedichte

FIX)(t 20) = f(ty + Ty tnet 4 T, 7)), tER™ 1z, €R.
Nach der Bayesformel erhalten wir die bedingte Dichte

_ f(t1+$na---7tnfl+xnaxn)
ffooof(t1+£7"'7tn—1 +€7§)d§7

FIT= ) z, €ER  fiir Pi-fa. t.

Wir erhalten die bedingte Erwartung durch Integration und substituieren z =
Xy, — xp, (fiir jede Realisierung von X,,):

fOOOO(Xn - $n)f(T1 + Tn, ... 7Tn—1 + CEn,.Tn) d'fn

X = BolXn | T] = ffooo f(M+ ..., Tho1 + Ty, ) dy,
ffooozf(Tl+Xn—z,...,Tn_1—i—Xn—z,Xn—z)dz
T (M A Xn =z Ty + X — 2, X — 2) d2
B fix;ozf(Xl — 2,0, Xpo1 — 2, X — 2)dz
ffooof(Xl — 2, Xp1— 2, Xp —2)dz
Dies zeigt die Behauptung. O

2.51 Beispiel. Im Lokationsmodell mit Produktdichte f(z) = T[], fi(z:)
kann man den Pitman-Schiitzer 9 in folgenden Fillen leicht berechnen (Ubung!):

a2
2

(a) fix) = e 27,

J = X;

»

(b) fi(z) =a "1 a a)(2) fiir a >0, 0= M;

(c) filz) = )‘6_)‘(”6“)1[_1,00) (z) fiir A >0, 0 = Xoy+1-4.

n

Fir c =1, a = v/3 und X\ = 1 gilt in allen drei Fillen, dass f; Erwartungswert
0 und Varianz 1 besitzt. Weil X #dquivariant ist jeweils mit Eg[(X — )% = 1,
muss das quadratische Risiko von 4 in (b) und (c) kleiner als 1 sein. Allgemein
ist unter allen Dichten f; mit Erwartungswert p und endlicher Varianz o2 das
quadratische Risiko eines besten dquivarianten Schétzers maximal bei der Nor-
malverteilung N (u, 02). Die Normalverteilung ist also ungiinstigste Verteilung
in dieser Klasse.
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2.52 Bemerkungen.

(a) Man kann die Bedingung Eg[X2] < oo durch die Existenz eines
dquivarianten Schitzers mit endlichem quadratischen Risiko ersetzen.

(b) Der Pitman-Schétzer kann auch als uneigentlicher Bayes-Schitzer ver-
standen werden mit dem translationsinvarianten Lebesguemaf} als a-
priori-Verteilung fiir J. Die a-posteriori-Dichte ist dann

fT\Xzac(,ﬁ)_ f(xl—ﬂ,,l'n—ﬂ)

_ 9€cR.
T fa =0 an—oydo” S

Der Bayesschitzer beziiglich quadratischem Risiko ergibt sich als bedingte
Erwartung

[ 0f( X1 —9,..., X, — ) dd

9 =
ffooof(Xl_19/7__,’Xn_19/)d0/’

was gerade der Pitman-Schétzer ist.

(c) Der Pitman-Schétzer ist minimax beziiglich quadratischem Risiko. Wie
(b) suggeriert, kann dies iiber das Bayesrisiko bei a-priori-Verteilung 7 =
U(]—R, R]) und den Grenziibergang R — oo gezeigt werden.

3 Asymptotische Schéitztheorie

3.1 Momentenschitzer

3.1 Definition. Es seien (X", 7", (PJ")yco) ein statistisches
(Produkt-)Modell und g(¥) mit g : © — RP ein abgeleiteter Parameter.
Ferner sei ¢ = (¢1,...,%q) : X — RY derart, dass ¢() := Ey[¢)] fiir alle ¥ € ©
existiert. Gibt es nun eine messbare Funktion G : R? — R? mit G o ¢ = g, so
heiBt g, := G(2 3.7 | ¥(z;)) (verallgemeinerter) Momentenschitzer fiir g(¥)
mit Momentenfunktionen 1, ..., ,.

3.2 Beispiele.

(a) Es sei Xi,...,X,, ~ Exp()\) eine mathematische Stichprobe mit A > 0
unbekannt. Betrachte die klassische Momentenfunktion 1 (z) = 2 fiir ein
keN.

Mit g(A) = A und p(\) = E\[XF] = A7FK! ergibt sich G(z) = (k!/x)/*
und als Momentenschétzer fiir A

o= ()

(b*) Betrachte einen autoregressiven Prozess der Ordnung 1 (AR(1)-Prozess):

Xn=aXp1+¢en, n=1,
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mit (g,) ii.d., Elg,] = 0, Var(e,) = 02 < oo und Xg = 79 € R. Um
a zu schitzen, betrachte folgende Identitét fiir das bedingte gemeinsame

Moment:
E[X, 1 X, |e1,. . 6n 1] = aX? ;.

Dies fiihrt auf eine modifizierte Momentenmethode als Schétzidee
(Yule-Walker-Schitzer):

1 n n
e X X Y o1 Xk—1Ek

Op = — n B a -+ n 5 .
n Zkzl Xk—l Zk:l kal

Im Fall |a| < 1 kann man mit Hilfe des Ergodensatzes auf die Konsi-
stenz von a, fiir n — oo schliefen. Allgemeiner zeigt man leicht, dass
M, = Y y_, Xg—1€ ein Martingal beziiglich .%,, := o(e1,...,ep) ist
mit quadratischer Variation (M), := > p_; X2 . Das starke Gesetz der
groBen Zahlen fiir L?-Martingale liefert daher die Konsistenz

~ My, s
anp=a+ —— —>a.

(M)n

3.3 Lemma. Ist G stetig beim Momentenschitzer g, = G( S | (x;)), so ist
gn ein (stark) konsistenter Schétzer von g(19), d.h. lim, o0 Gn = g(9) P?N—fs.

Beweis. Nach dem starken Gesetz der groflien Zahlen gilt wegen der Stetigkeit
von G IP’? N_fast sicher:

s (1 S5 ue) = g 1 0) = tet0) =00

3.4 Satz (A-Methode). Es seien (X,) eine Folge von Zufallsvektoren im R¥,
on >0, 0 — 0, 99 € RF sowie & € R¥*F positiv semi-definit und es gelte

o (X, — Vo) S N(0, ).

n

Ist f - R* — R in einer Umgebung von Vg stetig differenzierbar mit Gradienten
f, so folgt
o

_ d ; :
n (F(Xn) = [(00)) = N(0, (2] (Do), f(90))),
wobei N(0,0) gegebenenfalls als Punktmaf$ 6y in der Null zu verstehen ist.

Beweis. Nach dem Lemma von Slutsky (Vgl Stochastik IT) gilt X,, — ¥g =

On X" Xa=do % ynd somit (Stochastik T) X, 5 9 fiir n — oco. Eine Taylorent-
chklung ergibt

F(Xn) = £(90) + (f(¥0), X0 — Yo) + Rn
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mit R, /| X, — Y| — 0 fir X,, — Yy jeweils beziiglich fast sicherer und da-
mit auch jeweils beziiglich stochastischer Konvergenz (Teilteilfolgenargument;
Stochastik IT). Wiederum mittels Slutsky-Lemma folgt

40

&_ ‘Xn—ﬁg) R,
N On ‘Xn_790|

On

und also auch beziiglich stochastischer Konvergenz. Eine dritte Anwendung des
Slutsky-Lemmas gibt daher

0 (F(Xn) = F(W0)) = (f(90), 0, (X = 00)) + 07 Ry 5 N(0, f(90) " 2f (90));

denn es gilt (f(90), 0, (Xn — o)) 4 (f(9), £Y22Z) ~ N(0,(Sf (Do), f(D0)))
mit Z ~ N(0, Ey). m

3.5 Beispiel. Aus einer mathematischen Stichprobe Xj,..., X, ~ Poiss(})
bestimmt man den UMVU-Schitzer 5\n = %Z?:l X;. Nach dem zentra-
len Grenzwertsatz gilt /n(A, — A) 4 N (0,\) unter P%N. Um asympto-
tisch ein Konfidenzintervall herzuleiten, stort es, dass die asymptotische Va-
rianz vom Parameter selbst abhingt. Betrachtet man nun f(z) = 2z'/2 mit
f(z) = 27Y2 in der A-Methode, so folgt \/5(25\71/2 —2A1/2) LN N(0,1), so dass
[25\}/2 — n_1/2q1_a/2, 25\,11/2 + n_l/qu_a/Q] mit dem (1 — a/2)-Quantil ¢;_q/2,
a € (0,1), von N(0,1) ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 2\/2
bildet. Riicktransformation ergibt dann fiir A selbst das asymptotische (1 — a)-
Konfidenzintervall [(5\,1/2—(471)_1/2%,&/2)1, (S\i/2+(4n)_1/2q1,a/2)2]. Die Idee,
mittels A-Transformation eine asymptotische Varianz unabhingig vom unbe-
kannten zu erhalten, ist in vielen Situationen sehr fruchtbar und nennt sich
Varianz-stabilisierende Transformation.

Alternativ kann man die asymptotische Varianz durch An konsistent

schiitzen und mittels Slutsky-Lemma auf (n/A,)/2(Ap—A) 4 N (0,1) schliefen.
Daraus ergibt sich [\, — (Xn/n)I/qu,a/g, An + (S\n/n)lmql,a/g] als asymptoti-
sches (1 — a)-Konfidenzintervall. Ein solches iiber Varianzschétzung erhaltenes
Konfidenzintervall hat zwar den Vorteil, symmetrisch um 5\n zu sein, weist aber
im Allgemeinen eine schlechtere Normalapproximation auf als die Konstruktion
via Varianz-stabilisierender Transformation, d.h. die Uberdeckungswahrschein-
lichkeit fiir festes n weicht stérker von 1 — « ab.

3.6 Satz. Es seien ¥g € O, g : © — R und fiir hinreichend groffes n existiere
der Momentenschitzer g, = G(L 3" | (x;)) mit Momentenfunktionen 1; €
L*(Py,), j = 1,...,q. Betrachte Vary,(v) := (Covy, (i, ;)i j=1...q € RT*L
Sofern G in einer Umgebung von o(t%y) stetig differenzierbar ist, ist g, unter
IP’?ON asymptotisch normalverteilt mit Rate n=1/2, asymptotischem Mittelwert

Null und Varianz (Vary, ()G (¢(9)), G(e(9))) -

Vi(Gn — g(90)) 5 N(0, (Varg, (4)C(¢(90)), G(¢(00)))) (unter PGY).

3.7 Bemerkung. Die Begriff asymptotischer Mittelwert und asymptoti-
sche Varianz sind leicht irrefithrend: es gilt nicht notwendigerweise, dass
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die Momente von +/n(gn, — g(¥o)) gegen die entsprechenden Momente von
N(0, (Vary, (¥)G(¢(¥0)), G(¢(9)))) konvergieren (dafiir wird gleichgradige In-
tegrierbarkeit benotigt).

Beweis. Nach dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz gilt unter IP’%ON
1< d
V(= D0 — 9(00)) % N0, Varg, ().
i=1

Die Behauptung folgt daher unmittelbar mit der A-Methode (setze o, = n=1/2,
f=G). O

3.8 Beispiel. Im Exponentialverteilungsmodell aus Beispiel - gilt G'(z) =

(k'/x)l/k(k:x) und Y(Ag) = Vary, (XF) = ((2k)! — (k1)?)/A2F. Alle Momen-
tenschétzer )\k,n sind asymptotisch normalverteilt mit Rate n~1/2 und Varianz
o = N3k2((2k)!/(k!)2—1). Da 5\1,71 die gleichmifig kleinste asymptotische Va-
rianz besitzt und auf der suffizienten Statistik X basiert, wird dieser Schitzer
im Allgemeinen vorgezogen.

3.9 Bemerkung (*). Die Momentenmethode kann unter folgendem allge-
meinen Gesichtspunkt verstanden werden: Ist Xi,...,X,, eine mathemati-
sche Stichprobe mit Werten in R, so ist die empirische Verteilungsfunktion
Fyp(z) == 23 | 1(X; < z) eine suffiziente Statistik und nach dem Satz von
Glivenko-Cantelli gilt Py-f.s. F,(z) — Fy(z) = Py(X; < z) gleichméBig in
x € R. Ist nun g(v) als Funktional G(Fy(x),z € R) darstellbar, so verwende die
empirische Version G(F,(z), x € R) als Schétzer von g(¢). Falls das Funktional
G stetig beziiglich der Supremumsnorm ist, so folgt die Konsistenz.

Der Satz von Donsker fiir empirische Prozesse zeigt /n(F, — Fy) 4 Iy
gleichméfig auf R mit einem zentrierten Gaufiprozess I'y von der Kovarianz-
struktur Cov(T'y(x),Ty(y)) = Fy(x Ay) — Fy(x)Fy(y). Ist G ein Hadamard-

differenzierbares Funktional, so folgt /n(G(F,(z), z € R) — g(1})) 4 G(Fy)Ty
unter Py, also insbesondere asymptotische Normalverteilung mit Rate n~1/2
und explizit bestimmbarer asymptotischer Varianz, siche z.B. das Buch von
van der Vaart fiir mehr Details.

Als einfaches (lineares) Beispiel sei g(19) Ey [w( i)] zu schéitzen und X; >0
Py-f.s. Dann folgt informell G(Fy) = fo dFﬁ fo Y(1—Fy(x)) dx.
Aus der Linearitiit erhalten wir G(Fy)I'y = fo ( Ty(z )) dx. Dies ist nor-
malverteilt mit Erwartungswert Null und Varlanz

/ / (@) () (Fol A y) — Fo(x) Fo(y)) dee dy
- / / () (1) ny (F (1 A y) — Fo(2) Fy(y)) da dy

= [ v@arste) — ([ vl dr)’

was natiirlich gerade der Varianz von G(F,) = ﬁ Yo ¥(X;) entspricht.
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3.2

Maximum-Likelihood- und M-Schéitzer

3.10 Beispiele.

(a)

Auf dem diskreten Stichprobenraum X seien Verteilungen (Py)gco gege-
ben. Bezeichnet py die zugehorige Zahldichte und ist die Verlustfunktion
[(9, p) homogen in ¥ € O, so ist es fiir die Schitzung von ) plausibel,
bei Vorliegen des Versuchsausgangs x fiir einen Schétzer '19(:5) denjenigen
Parameter ¥ € © zu wéihlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit py(x) des
Eintretens von z maximal ist: J(z) := argmaxycg pg(z). Dieser Schiitzer
heifit Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE). Bereits im vorliegenden Fall
ist weder Existenz noch Eindeutigkeit ohne Weiteres garantiert. Bei Nicht-
Eindeutigkeit wihlt man einen maximierenden Parameter 9 nach Belieben
aus. Im Fall einer mathematischen Stichprobe X7, ..., X, ~ Poiss(\) mit
A > 0 unbekannt, ergibt sich beispielsweise

A = argmaxy. H (e*)‘ X-') =X
i=1 v
imFall X > 0.Ist X =0,d.h. X; =--- = X,, =0, so wird das Supremum

nur asymptotisch fiir A — 0 erreicht. Hier kénnte man sich behelfen, indem
man Poiss(0) als Punktmaf in der Null stetig ergénzt.

Besitzen die Verteilungen Py Lebesguedichten fy, so fithrt der Maximum-
Likelihood-Ansatz analog auf 9(z) = argmaxycg fo(z). Betrachte die
Stichprobe Y der Form Y = eX mit X ~ N(u,1) mit u € R unbekannt.
Dann ist Y log-normalverteilt, und es gilt

e—(log(Y)—p)?/2
ueRk VY

Man sieht, dass der MLE invariant unter Parametertransformation ist:
bei Beobachtung von X ~ N(u,1) erhilt man den MLE i(X) = X und
Einsetzen von X = log(Y") fiithrt auf dasselbe Ergebnis. Interessanterweise
fiihrt die Momentenmethode unter Benutzung von E,[Y] = e*+1/2 auf
den Schétzer (Y) = log(Y) — 1/2, wéhrend E,[X] = p auf o(X) = X
fithrt; Momentenschétzer, beruhend auf demselben Moment, sind also im
Allgemeinen nicht transformationsinvariant.

a(Y') = argmax = log(Y).

3.11 Definition. Es sei (X, .Z#, (Py)yeco) ein von pu dominiertes Modell mit Li-
kelihoodfunktion L(9,z). Eine Statistik ¢ : X — O (O trage eine o-Algebra

Fo)

~

heifit Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE) von o, falls L(d(z),z) =

Supyee L(V, z) fiir p-fast alle z € X gilt.

3.12 Bemerkung. Der MLE braucht weder zu existieren noch eindeutig zu
sein, falls er existiert. Er hangt von der gewéhlten Version der Radon-Nikodym-
Dichte ab; es gibt jedoch héufig eine kanonische Wahl, wie beispielsweise bei
stetigen Lebesguedichten. Aulerdem ist eine Abédnderung auf einer Nullmenge
beziiglich aller Py irrelevant, weil der Schétzer vor Realisierung des Experiments
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festgelegt wird und diese Realisierung damit fast sicher zum selben Schéitzwert
fiihren wird.

Bei einer eineindeutigen Parametrisierung 9 — h(d) ergibt sich h := h(2)
als MLE fiir h(99).

3.13 Lemma. Fir eine natiirliche Exponentialfamilie (Py)yeo in T(z) ist der
MLE ¥ implizit gegeben durch die Momentengleichung E&(m) [T] = T(z), voraus-

gesetzt der MLE existiert und 9(z) € int(©).

Beweis. Schreiben wir die Loglikelihoodfunktion in der Form #(9,z) =
log(h(z)) +(J, T'(x)) — A("), so folgt (vel. Satz wegen der Differenzierbar-
keit im Innern 4(9(x), z) = T'(z) — A(9(x)) = 0 und somit Ej) T =T(z). O

3.14 Beispiele.

a) Es sei Xi,...,X, ~ N(u,0%) eine mathematische Stichprobe. Dann
Z obe.
ist dc;rMLE fir 9 = (u/aQi/QJZ))T Egeben durch Ey[(X,X?)"] =
(X, X2)T, also g = X, p2+0?2 = X2. Durch Reparametrisierung
(1, 1% + 0%) = (p, 02) erhalten wir 62 = X2 — (X)2 = 15" (X, — X)2
Beachte, dass der MLE 62 nicht erwartungstreu ist.

(b) Bei Beobachtung einer Markovkette (Xg, X1, ..., X,) auf dem Zustands-
raum S = {1,..., M} mit parameterunabhéingigem Anfangswert Xy = xg

und unbekannten Ubergangswahrscheinlichkeiten P(Xy, 1 = j| X = 14) =
pij ergibt sich die Likelihoodfunktion (bzgl. Zahlmafl) durch

n M
N (X
L((pk1), X) = HpXi—laXi = H pkzkl( g
i=1 kl=1

wobei N (X)=|{i=1,...,n| X;—1 = k, X; = [}| die Anzahl der beob-
achteten Ubergénge von Zustand k nach Zustand [ angibt. Als MLE ergibt
sich nach kurzer Rechnung die relative Haufigkeit p;; = Ny /(32,,c5 Nim)
der Ubergénge (beliebig, falls der Nenner null ist).

(c) Beim allgemeinen parametrischen Regressionsmodell mit Beobachtungen
Yi = go(xi) +ei, i=1,...,n,

ergibt sich unter der Normalverteilungsannahme ¢; ~ N (0,02) iid. als
MLE der Kleinste-Quadrate-Schétzer ¥ = argmingeg Y (Y; — go ()%

3.15 Definition. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafie P und Q auf demselben
Messraum (X, .#) heifit die Funktion

Jilog (§5(x)) P(dx), falls P < Q,

—+o0, sonst

KL(P | Q)—{

Kullback-Leibler-Divergenz (oder auch Kullback-Leibler-Abstand, relative
Entropie) von P beziiglich Q.
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3.16 Lemma. Fir die Kullback-Leibler-Divergenz gilt:
(o) KLIP| Q)20 und KL(P | Q) =0 <— P=Q;
(b) fiir Produktmafe ist KL additiv:
KL(Py @ Py | @ ®Qg) = KL(P1 | Q1) + KL(Py | Qy);

(c) bildet (Py)yco eine natiirliche Exponentialfamilie und ist ¥y innerer Punkt
von O, so gilt

KL(Py, | Py) = A(¥) — A(0o) + (A(Yo), o — 0).

3.17 Bemerkung. Im Allgemeinen ist KL nicht symmetrisch und damit keine
Metrik. Trotzdem spielt die Kullback-Leibler-Divergenz eine Hauptrolle in der
Asymptotik Likelihood-basierter Verfahren.

Beweis. Fiir (a) konnen wir 0.B.d.A. P < Q annehmen. Dann folgt aus der
strikten Konvexitit von h(z) = xlog(xz) auf [0,00) (mit stetiger Ergénzung
h(0) = 0) mittels Jensen-Ungleichung

KL(P | Q) = [ (55@) Qo) > h( [ T5(@) @dn) = h1) =
dP

mit Gleichheit genau dann, wenn 75 Q-f.s. konstant ist. Da eine konstante
Dichte zwischen Wahrscheinlichkeitsmaﬁen notwendigerweise gleich Fins sein
muss, folgt Aussage (a) aus d =1Q-fs. <= P=Q.
Fiir (b) benutze die Produktdlchte und Fubini im Fall KL(P; | Q) < oo und
KL(Py,Qy) < oc:
Pq d Py

Ki@ar | Qo) = [ [l (Gor 5,
/10g(d(@ ( )) Pl(d$1) /10g(dQ2( 2)) Pg(dmg)

und wir erhalten KL(P; | Q) + KL(P2 | Q,). Um die Anwendung von Fubini
zu begriinden, miissen wir noch

[ [ e (221 ) 222 ) e ot <

zeigen. Das Doppelintegral kann mittels Dreiecksungleichung und Verwendung
der Funktion h abgeschétzt werden durch

Jiz j& o0))| Qutdon) + [ [ Z& )| adrs).

Da h nach unten beschriinkt ist (h(z) > —e~!) und Q;, Q, Wahrscheinlichkeits-
mafle sind, sind die Integrale endlich genau dann, wenn die Integrale iiber die In-
tegranden ohne Absolutwerte endlich sind. Letzteres folgt aus KL(P; | Q) < oo
und KL(P2,Q,) < oco. Im Fall KL(P; |Q) = oo oder KL(Py, Q) = oo folgt
KL(P; ® Py | Q; ® Qy) = oo auf dhnliche Weise.

Behauptung (c) folgt durch Einsetzen von log(p P’?O (x)) = (T'(z),v0 — V) +

A(9) — A(9) sowie Eg,[T] = A(dy), vergleiche Satz O

( )) Pl (dxl) PQ(d$2)
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3.18 Bemerkung. Wegen A(1y) = Vary,(T) in (c) erhalten wir fiir 9,9y €
int(©) mit einer Taylorentwicklung KL(Py, | Py) = 3(Varg(T)(d — 9p), 9 — o)
mit einer Zwischenstelle ¥ zwischen ¥ und 9. Beachte, dass Varg(T') gera-
de die Fisher-Information bei 9 angibt. Im Fall der mehrdimensionalen Nor-
malverteilung N (p,¥) mit strikt positiv-definiter Kovarianzmatrix folgt aus
Alp) = (27, p)/2, dass A(p) = X~' unabhingig von g ist und somit
KL(N (90, %) | N(9,%)) = 2(S71(9 — 0p), 9 — Vo) gilt.

3.19 Definition. Es sei (X,, %y, (P§)sco)n>1 eine Folge statistischer Modelle
sowie g(¥) mit g : ©® — I" der interessierende Parameter. Eine Funktion K :
© x I' - RU{+o0o} heifit Kontrastfunktion, falls v — K (d,) ein eindeutiges
Minimum bei g(¢y) besitzt fiir alle ¥y € ©. Eine Folge K, : I'x X,, = RU{+o00}
heifit zugehoriger Kontrastprozess (oder bloff Kontrast), falls folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) K,(v,e) ist F,-messbar fiir alle v € T';
(b) Vy e, ¥ € ©: Ky(y) = K(Jo,7) Py,-stochastisch fiir n — oo.

Ein zugehoriger Minimum-Kontrast-Schitzer oder M-Schétzer von g(1) ist ge-
geben durch 4y (zy,) = argmin, cp Ky (7, 7n) (sofern existent; nicht notwendi-
gerweise eindeutig).

3.20 Beispiele.

(a) Es sei g(9) =9, T = ©. Beim Produktexperiment (X", Z®", (P$")yeo)
mit Py ~ Py fiir alle 9,9 € © ist

Kon(0, ) = —% S 60, z1)
i=1

mit der Loglikelihood-Funktion ¢(9) = log(%) beziiglich einem domi-
nierenden Mafl p ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion

K (00, ) = Bay [-(0)] = Ea, [10g (1320)] - Bagllon(L(00)]

— KL(Py, | Pg) — Eg, [¢(00)],

sofern £(dy) € L*(Py,) gilt. Der zugehorige M-Schéitzer ist der MLE.

(b) Esseig(¥) =9, T’ = ©. Betrachte das Regressionsmodell Y; = fy(i/n)+e;,
i = 1,...,n, mit fy : [0,1] — R stetig, (&) i.i.d. mit E[g;] = 0 und
E[s?] < 00. Dann folgt leicht mit Riemannscher Summen-Approximation,
dass K, (9) = L3 | (Y; — fo(x;))* einen Kontrastprozess zur Kontrast-
funktion K (99,9) = fol(fﬂo(x) — fo(z))%dz + E[?] bildet. Dabei muss
natiirlich die Identifizierbarkeitsbedingung fy # fg fiir alle ¥ # ' gelten.
Also ist der Kleinste-Quadrate-Schitzer hier ebenfalls M-Schétzer.

(c) Im Regressionsmodell aus (b) liege nun eine Modellmisspezifikation vor
in dem Sinne, dass die Beobachtungen gem#fl Y; = f°(i/n) + ¢; gene-
riert werden, wobei f0 : [0,1] — R nicht notwendigerweise gleich einem
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fo ist. Nimmt man an, dass die Funktion selbst der Parameter 9 im
Kleinste-Quadrate-Ansatz ist, d.h. ¥,, = argmingeg Ly (Y =9(i/n))?
mit © C L?([0,1]), so erhalten wir nach obiger Herleitung im Grenzwert
die 'Kontrast-Typ-Funktion’ K(f°,9) = fol(fo(x) —9(z))%dz +E[e?]. Fiir
% ¢ © wird das Minimum nun natiirlich nicht in f° angenommen, so
dass in der Kontrasttheorie die Funktion g wesentlich wird.

Dazu nehmen wir an, dass die parametrische Funktionenmenge I' (vor-
mals ©) Riemann-integrierbare Funktionen enthélt sowie abgeschlossen
in L?([0,1]) und konvex ist, so dass fiir jede Funktion ¥ € L?([0,1])
eine eindeutige L2-Orthogonalprojektion g(¢9) auf I' existiert. Beispiels-
weise kann ' die Menge aller Polynome vom Grad < d sein. Bezeich-
net © die Menge der quadratisch Riemann-integrierbaren Funktionen in
L2([0,1]), so ist K,(y) = £ 3" (Vi — v(i/n))?, v € T, Kontrastprozess
zur Kontrastfunktion K (do,7) = |90 — 7|3, + E[e?], welche genau bei
v = g(¥9) ihr Minimum in I" annimmt. Es ist zu erwarten (vgl. Ubun-
gen), dass unter geeigneten Bedingungen der Kleinste-Quadrate-Schéitzer
An = argmin,cp LS (Y —7(i/n))? unter Py, gegen g(vo) konvergiert.
Im derart misspezifizierten Modell wird also die beste L?-Approximation
an die wahre Funktion 9y geschiitzt, z.B. das best approximierende Poly-

nom vom Grad < d.

3.3 Asymptotik

3.21 Satz. Es sei (K,)n>1 ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K. Dann
ist der zugehdorige M-Schitzer 4, konsistent fir g(dy), 99 € ©, unter folgenden
Bedingungen.:

(A1) T ist ein kompakter Raum;
(A2) v K(do,7) ist stetig und v K, () ist P -f.s. stetig fir allen > 1;
(A3) sup,cr|Kn(y) — K(do,7)| — 0 Py, -stochastisch.

3.22 Bemerkung. Beachte, dass 4, als Minimum einer fast sicher stetigen
Funktion auf einem Kompaktum stets fast sicher existiert. Es kann auflerdem
messbar gewihlt werden (vgl. Witting, 2. Band, Satz 6.7).

Bedingungen (A1) und (A2) konnen ersetzt werden durch die schwichere
(wieso?) Bedingung

A1) : Ve >0 inf  K(99,v) > K (g, g(v
(A1) - (Y0,7) (D0, 9())

mit der Metrik d von T', vergleiche Ubungen.

Beweis. Zeige, dass die Funktion argmin : C(I') — I', wobei eine Minimal-
stelle ausgewahlt sei bei Nichteindeutigkeit, stetig beziiglich Maximumsnorm
auf C(I') ist an den Stellen f, wo my := argmin, f(7y) eindeutig ist. Be-
trachte f,, € C(T') mit ||f, — f|lco — 0. Dann konvergieren auch die Minima
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fu(my,) = f(my) wegen

fa(my,) = f(myg) = f(my,) = f(mg) = |[fo = flloo = =[lfa = flls = 0,
fn(mfn) - f(mf) < fn(mfn) - fn<mf) + 1fn = flloo < I fn = flloo = 0.

Ist nun m € I' (I' kompakt) ein Haufungspunkt von (my,), so folgt mit
gleichméBiger Konvergenz f(m) = lim,o0 fu(my,) = f(my). Eindeutigkeit
des Minimums liefert m = my, und daher besitzt (my, ) als einzigen Haufungs-
punkt notwendigerweise den Grenzwert m .

Das Continuous-Mapping- Theorem fiir stochastische Konvergenz liefert mit
(A3) die Behauptung, weil argmin stetig ist auf dem deterministischen Grenz-
wert K (g, e). O

3.23 Satz. IstI' C R* kompakt, (X,,(7), ¥ € I')p>1 eine Folge stetiger Prozesse
mit Xp(7y) 5 X (v) fiir alle v € I' und stetigem Grenzprozess (X (), v €T'), so
gilt maxcr| X, (y) — X (7)] 5o genau dann, wenn

Ve >0: léiinlimsupIP’ ( sup | Xn(11) — Xn(12)| = 5) =0.

n—00 [v1—72]<d
Die Bedingung in der vorigen Zeile (Straffheit) folgt aus
Jo,>0K >0Vn =1, v1,72 € I': E[|Xn(11) — Xn(72)|*] < K|71 — 72|k+6-

Beweis. Siehe Stochastik II bzw. Ubung. O
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