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1 Banach- und Hilbertraume

1.1 Definition und Beispiele

1.1 Definition. Ein vollstindiger normierter K-Vektorraum heifit
Banachraum. Ein vollstdndiger K-Vektorraum mit Skalarprodukt heif3t
Hilbertraum. Hier bezeichnet K € {R,C} stets die reellen oder komplexen
Zahlen.

1.2 Satz. K" mit beliebiger Norm bildet einen Banachraum.

1.3 Definition. Fiir 1 < p < oo definiere die Folgenrdume ¢ = (P(N) =
{(an)nz1lan € K, |[(an)ller < 00} mit faller = (32,51 lanl?) /P fiir 1 < p < oo
und ||al|g = ||al|oc = SUP,>1|an|, wobei stets a = (an)n>1.

1.4 Satz. Es gelten folgende Ungleichungen:

(a) Youngsche Ungleichung: |vy| < %\x|p+%|y\q firallex,y € K, p,q € (1,00)
mit 5+ 2= 1.

(b) Hélder-Ungleichung: fir a € P, b € €1 mit p,q € [1,00] und ]% + % =1
(wobei 1/00 :=0) gilt a-b € £ und Y, 1 |anbn| < |lal|e|b]]ea

(¢) Minkowski-Ungleichung: fir a,b € (P, p € [1,00], gilt ||a+ b|[e < ||allew +
1Bl]er-

1.5 Satz. (7, ||e[|¢r) ist fiir jedes p € [1,00] ein Banachraum und (22, ||o||p2) ist
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (a,b)ep = 3_,~ 1 anbn.

1.6 Definition. Fiir einen metrischen (oder blofl topologischen) Raum 7" setze
C(T)={f:T — K| fstetig}, Cp(T) = {f € C(T)| f beschrinkt} sowie
[flloe = supser|f ()], f € C(T).

1.7 Satz. (Cp(T),|le|loc)) bildet einen Banachraum. Insbesondere st
(C(K),||o|lcc) €in Banachraum fiir kompaktes K.

1.8 Beispiel. C([0, 1]) mit dem Skalarprodukt (f, g) = fol f(z)g(x) dx ist nicht
vollstéandig und bildet somit keinen Hilbertraum.

1.9 Definition. Normierte Rdume X, Y heiflen isomorph, wenn es eine lineare
Bijektion ¢ : X — Y gibt mit c||z||x < ||¢(z)]y < C|z|x fiir Konstanten
C > ¢ > 0 und alle z € X. Eine lineare Abbildung ¢ : X — Y nennt man
Isometrie, falls ||p(z)|ly = ||z||x fiir alle z € X gilt. Normierte Rdume X,Y
heilen isometrisch isomorph, wenn es eine bijektive Isometrie ¢ : X — Y gibt.

1.10 Definition. Ein Banachraum X heiBt Vervollstéindigung eines normierten
Raums X, falls es eine Isometrie ¢ : X — X gibt, deren Bild ¢(X) dicht in X
liegt.

1.11 Satz. Zu jedem normierten Raum gibt es eine Vervollstindigung. Diese ist
bis auf Isometrie eindeutig (d.h. zwei Vervollstindigungen sind stets isometrisch
isomorph,).



1.12 Definition. Fiir einen Mafiraum (X,.%, u) und 1 < p < oo setze LP(u) =

{f : X = K messbar|||f||rr < oo} mit | f|rr = fX|f |p,u(dx))1/p fir 1 <

p < oound [|f|lLe = infyez ynv)=0 SuPzex\w|f ()| (essentielles Supremum).
Im Fall X C R? Borelmenge mit der o-Algebra .#% = %x der Borelmengen

in X und dem Lebesguemafl 1 = A|x auf X schreiben wir einfach £?(X), z.B.
2P (RY) oder 27 ([a, b)).

1.13 Definition. Betrachte die Aquivalenzklassen [f] = {g € ZP(u)|f =
g p-fast tiberall} in ZP(u) und setze LP(u) = {[f]| f € £P(n)}. Im folgenden
bedeutet f € LP(u), dass wir [f] betrachten, also f nur modulo p-Nullmengen
als wohldefiniert ansehen.

1.14 Lemma. [f] — [|[f]||z» definiert eine Norm auf dem Vektorraum LP(u)
fir alle 1 < p < o0

1.15 Satz (Satz von Fischer-Riesz). Fir 1 < p < oo ist (LP(u),|e||z»)
vollstdndig, bildet also einen Banachraum. L?(u) mit dem Skalarprodukt
= [ f( ) u(dx) bildet einen Hilbertraum.

1.16 Definition. [ € C’([a b]) heifit schwach differenzierbar, falls es ein g €
LY([a,b]) gibt mit f(z) = )+ [ g(y)dy (Integral bzgl. Lebesguemas). g
heifit schwache Ableitung von f Notation f = g. f € C"™ 1([a, b]) heiBt m—mal
schwach differenzierbar, falls f(™=Y e C([a,b]) (stetig fortsetzbar am Rand)
und f"=1) schwach differenzierbar ist. Die schwache Ableitung von f(m=1)
bezeichnen wir mit f™), m-te schwache Ableitung von f.

1.17 Definition. Fir m € N und p € [1,00] heiit W™P([a,b]) = {f €
C™ 1([a,b]) | f m-mal schwach differenzierbar und f™ € L?([a,b])} mit Norm
£l = (Zioll SN (b2w. || fllim,oo = maxg—o,..mll ¥z fir p = oo)
LP-Sobolevraum der Ordnung/Regularitit m. Fiir p = 2 schreibe H™([a,b]) =
Wm2([a, b]).

1.18 Satz. Fir alle m € N und p € [1,00] sind die Sobolevriume
(WmP([a, ]) llo||m.p) Banachriume. H™([a,b]) mit Skalarprodukt (f,g)m =
Y orolf k) ,g")) 12 bildet einen Hilbertraum.

1.19 Beispiel. (Variationsproblem) Welche Funktion f : [-1,1] — R mini-
miert k(f) = f_ll f'(x)%dx unter den Nebenbedingungen f(—1) = f(1) = 0
f(0) =17 In HY([-1,1]) ist fo(x) = 1 — |2| Minimierer von . Uber C'([-1,1])
wird das Infimum von k(f) nicht angenommen.

1.2 Hilbertraume

Im folgenden bezeichnet H immer einen Hilbertraum mit Skalarprodukt (e, e).

1.20 Definition. Fiir M C H setze M+ = {x € H|(z,m) = 0 fiir alle m €

1.21 Lemma. M* ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H.



1.22 Satz (Approximationssatz, Projektion auf konvexe Mengen). Ist M C H
abgeschlossen und konvex, so existiert zu jedem x € H genau ein u, € M mit
& — ttgl] = infuenrlz — ]l

1.23 Definition. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum U C H heifit Py :
H — U mit Py(x) = u, fiir u, aus vorigem Satz Orthogonalprojektion auf U.

1.24 Satz. Jede Orthogonalprojektion Py ist linear mit Py(x) — x € UL fiir
x € H, PyPy = Py und ker(Py) = U™,

1.25 Korollar (H = U @ U*4). Ist U C H abgeschlossener Unterraum, so gibt
es fiir jedes x € H genau eine Zerlequng © = ug + ur mit uy, € U, ur € U+,

1.26 Definition. £ C H heifit Orthonormalsystem (ONS) in H, falls |le]| =1
fiir alle e € F und (e, e’) = 0 fiir alle e,¢’ € E mit e # €¢’. Ein Orthonormalsy-
stem E heifit Orthonormalbasis (ONB) von H, falls span(E) = {}_.cp Aee | Ae €
K, nur endlich viele A # 0} dicht in H liegt.

1.27 Beispiele.

(a) In £%(N) bilden die Folgen e(*) mit el(»k) =1(i = k), k € N, eine Orthonor-
malbasis.

(b) In L%([0,1];C) bilden eg(z) = €2™** k € Z, eine Orthonormalbasis, die
sogenannte Fourierbasis. Dass span{ey |k € Z} dicht liegt, wird in Ana-
lysis bewiesen oder folgt spéter aus dem Stone-Weierstra3-Theorem.

1.28 Satz (Besselsche Ungleichung). Fir ein ONS E und alle x € H gilt

Yo (me)’ <l
e€E (z,e)#0
1.29 Satz (ONB-Darstellung). Fir eine ONB E und alle v € H gilt
x = Z (z,e)e (Konvergenz in H ).
e€E (z,e)#0

1.30 Korollar. Ist E ONB von H, so gilt die Parseval-Identitdt

|z]|? = Z \(x,e)|? fiir alle z € H.

e€E (x,e)#0

1.31 Beispiel. Was ist Zm>0 2m+1) ? Betrachte f = 1j1/9 € L*([0,1];C)
mit || f[|7, = 1/2. Fiir die Koeffizienten beziiglich der Fourierbasis erhalten wir

;T‘}c’ fiir £ ungerade,

(frex)r2 = 1/2, firk=0,

0, sonst.

2

Die Parsevalidentitit liefert nach einfacher Umformung ), - m =

3



1.3 Kompakte und dichte Teilmengen

1.32 Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raums (7, d) heifit
prakompakt, wenn der Abschluss M kompakt ist.

1.33 Satz (Arzela-Ascoli). Ist T' kompakt metrisch, so ist eine Teilmenge M C
C(T) genau dann prikompakt (bzgl. ||e||0), wenn:

(a) M ist beschrinkt, d.h. sup el flloo < 00;

(b) M ist gleichgradig stetig, d.h.

Ve >030>0VfeM: d(s,t) <d=|f(s) — f(t)| <e.

1.34 Beispiel. Die Menge

Lipy ([0, 1]) = {f € C([0, ) | [F(O)] < 1, Vt, s € [0, 1] = [f(£) = f(s)| <[t — s}

der 1-Lipschitzfunktionen f mit |f(0)] < 1 ist eine kompakte Teilmenge von
(C(]0,1]),]|e|loc)- Die gleichgradige Stetigkeit ist dabei durch die gleichméfBige
Lipschitzbedingung gesichert. Die Beschrianktheit und Abgeschlossenheit folgen
durch direktes Nachrechnen.

1.35 Satz. Fine Teilmenge M C (P(N), 1 < p < o0, ist genau dann prikompakt
(bzgl. ||e||er ), wenn:

(a) M ist beschrinkt, d.h. sup,cyslallw < oco;

(b) th%oo SUDge M ZZO:N|an|p =0.

1.36 Beispiel. Fiir eine Folge (a,) € ¢? ist der Hilbertwiirfel [[22[—an, an] C
¢? kompakt.

1.37 Satz (Riesz-Kolmogorov). Fine Teilmenge M C LP([a,b]), 1 < p < oo,
ist prikompakt (bzgl. ||e||1r ), wenn:

(a) M ist beschrdnkt, d.h. sup e pl|fllze < oo;

(b) limp,o SUP fe s ff_h\f(t+ h) — f(t)|Pdt = 0.

1.38 Definition. Ein metrischer Raum heifit separabel, falls er eine abzihlbare,
dichte Teilmenge besitzt.

1.39 Satz. K? mit beliebiger Norm ist ein separabler Banachraum.
1.40 Satz. (P(N), 1 < p < oo, sowie (cg, ||e]|geo) sind separable Banachrdiume.

1.41 Definition. A C C(T) heifit Algebra, wenn A einen K-Vektorraum bildet
sowie f,g € A = fg € A gilt. Eine Algebra A heifit punktetrennend, falls fiir
alle s,t € T' mit s # t eine Funktion f € A existiert mit f(s) # f(¢). Im Fall
K = C heifit A selbstadjungiert, falls f € A = f € A gilt.




1.42 Satz (Stone-WeierstraB). Ist K kompakter metrischer Raum und A C
C(K) eine Algebra, die Punkte trennt, die konstanten Funktionen enthdilt sowie
im Fall K = C selbstadjungiert ist, so liegt A dicht in C(K).

1.43 Korollar. Ist K C R? kompakt, so liegen die Polynome p(z) =
Z|a|<n Aaz® mit n € N, Multiindizes « € N¢, |a| = a; + -+ + ag, 2% :=
- xh? und Ao € R dicht in C(K;R).

1.44 Korollar. Die trigonometrischen Polynome p(z) = > p__ A\e?™* z €
[0,1], mit n € N, A\ € C liegen dicht in

Cper([()? 1];(:) - {f € C([()? 1],@) ’ f(O) = f(l)}

1.45 Korollar. (C(K), ||e||s) ist ein separabler Banachraum fir jeden kom-
pakten metrischen Raum K.

1.46 Definition. Ein Maf§ y auf der Borel-o-Algebra Br eines metrischen
Raums T heifit regulér, falls

VB € Br: pu(B)=sup{u(K)|K C B kompakt} = inf{u(O) | O O B offen}.
1.47 Satz. Ist p ein requlires Maf auf B, so liegt Cyp(T) N LP(T, B, 1) dicht
in LP(T,Bp,u), 1 <p < oo.

1.48 Definition. Ein separabler und vollstindiger metrischer Raum heift
Polnisch.
1.49 Beispiel. K" und (C(K), ||e]|so) fiir K kompakt sind Polnische Raume.

1.50 Lemma (Ulam). Jedes endliche Maf auf der Borel-o-Algebra eines Pol-
nischen Raums ist requldr.

1.51 Definition. Ein Maf$ 1 auf der Borel-o-Algebra B heifit Borelmaf, falls
es lokal endlich ist, d.h. fiir jedes t € T' gibt es eine offene Menge O mit t € O
und p(0) < oo.

1.52 Satz (Ulam). Jedes Borelmaf auf der Borel-o-Algebra eines Polnischen
Raums ist requldr.

1.53 Beispiel. Das Lebesguemaf im R? und jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf
einem Polnischen Raum sind regulér.

1.54 Definition. Ein metrischer Raum 7" heifit o-kompakt, falls T' = J,, .y Kn
gilt mit kompakten Mengen K.

1.55 Korollar. Fir jedes Borel-Maf$ i auf einem o-kompakten metrischen
Raum T ist LP(u), 1 < p < oo, separabel. Insbesondere liegt C.(T) = {f €
C(T) | supp(f) kompakt} dicht in LP ().

1.56 Beispiel. LP(RY) ist separabel fiir 1 < p < co. Ebenso ist LP(P), 1 < p <
00, fiir jedes Wahrscheinlichkeitsma P auf R? separabel.

1.57 Beispiel. Die Translationsgruppe 7 : LP(R) — LP(R), ©f(z) := f(z —
t), t,x € R, ist stark stetig bei t = 0, das heifit lim;_,o||7ef — fllzr = O fiir
alle f € LP(R), 1 < p < oo. Dies sieht man zunéchst fir f € C.(R) mittels
gleichméfiger Stetigkeit und wird dann mit einem Approximationsargument
auf beliebige f € LP(R) erweitert.



2 Operatoren und Dualridume

2.1 Beschrinkte Operatoren

2.1 Satz. Fir eine lineare Abbildung L : X — Y zwischen normierten Vek-
torraumen X,Y sind dquivalent:

(a) L ist stetig;

(b) L ist stetig bei 0;

(¢) supex,||z<1 /L < oo;
(d) L ist Lipschitz-stetig.

2.2 Definition. FEine stetige lineare Abbildung L : X — Y zwischen normier-
ten Réumen X,Y heifit auch stetiger (linearer) Operator oder beschrénkter
(linearer) Operator. Mit £(X,Y) wird die Menge aller beschrénkten linearen

Operatoren L : X — Y bezeichnet und

ILI] = Ll x sy :==  sup [[Lx]]
z€X |2l <1

heifit Operatornorm von L : X — Y. Schreibe kurz £(X) fiir £(X, X).
2.3 Beispiele.

(a) Jede lineare Abbildung L : K" — K™ ist stetig.

(b) Fiir k € C([0,1]?) setze

1
I f(¢) ::/0 k(t,s)f(s)ds, te€]0,1], fe€ C([0,1]).

Dann gilt I;; € £(C([0,1])). I ist sogar ein kompakter Operator in dem
Sinn, dass I;(B1(0)) prikompakt ist fiir die Einheitskugel B,(0) = {f €
C(0, 1) [ Ifllec < 1}. Ir heiBt Fredholm-Integraloperator mit Kern k.
Ein konkretes Beispiel ist gegeben durch den Kern k(t,s) = t A s — ts,
fir den u := Ixg das Randwertproblem u”"(z) = g(x), = € (0,1), und
u(0) = u(1) = 0 Iost fiir u € C2((0,1)) N C([0, 1]).

2.4 Lemma. (L(X,Y),|ls||x=y) ist ein normierter Vektorraum.

2.5 Lemma. Ist Y ein Banachraum, so ist auch (L(X,Y), |le]|x—y) ein Ba-
nachraum.

2.6 Satz. Sind D ein dichter Unterraum des normierten Raums X, Y ein Ba-

nachraum und L € L(D, Y),~so existiert genau eine stetige lineare Fortsetzung
L von L, d.h. Llp=L und L € L(X,Y).

2.7 Lemma. Ist L € L(X,Y) bijektiv, so gilt fir die Inverse L~ € L(Y, X)
genau dann, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit ||Lzx|| > c||z|| fir allex € X .

2.8 Satz.



(a) Ist L € L(X) fiir einen normierten Raum X und konvergiert >y, L*
(mit k-facher Komposition L¥ = Lo ---o L, LY = Id Identitit), so ist
Id — L invertierbar mit

(Id-L) ! = Z L* (Neumann-Reihe).
k=0

(b) Ist X Banachraum und gilt |L|| < 1, so konvergiert Y peo L¥, und es
gilt |(Id —=L)~Y| < (1 = ||L|)~*. Dariiberhinaus bilden die invertierbaren
L e L(X) mit L' € £L(X) eine offene Menge in £(X).

2.2 Dualrdume

2.9 Definition. X’ = £(X,K) heift Dualraum eines normierten Raums X.
Jedes ¢ € X’ heifit stetiges lineares Funktional auf X.

2.10 Korollar. Der Dualraum (X', ||| x/) mit ||[¢|x := ||ll|x—x bildet einen
Banachraum.

2.11 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fiir Hilbertrdume). Ist H ein Hilbert-
raum, so ist ¢ : H — H' mit o(x)y = (y,x), z,y € H, ein isometrischer
Isomorphismus (konjugiert linear im Fall K = C); insbesondere ist H' isome-
trisch isomorph zu H.

2.12 Satz (von Neumann). Es seien p,v endliche Mafe auf (X, #). Dann
existieren f : X — [0,00) messbar und B € % mit u(B) =0, so dass

VAe 7 V(A):/fdu—l—I/(AﬂB).
A

2.13 Definition. Sind p, v Mafle auf (X,.#), so heifit

(a) v absolut stetig beziiglich p (Notation v < p), wenn p(A) =0 = v(A) =
0 fiir alle A € .F gilt;

(b) v singuléir zu p (Notation v L p), wenn es eine Menge A € Z gibt mit
v(A%) = p(A) =0.

2.14 Korollar (Satz von Radon-Nikodym). Sind u,v o-endliche Mafle auf
(X,.F) mit v < p, so ezistiert f : X — [0,00) messbar mit

VAe .7 : V(A)—/Afd,u,.

2.15 Korollar (Lebesgue-Zerlegung). Sind u,v endliche MafSe auf (X,.%), so
existieren endliche Mafle vy, v1 mit v = vy + 11 und vg < p sowie v1 L p.

2.16 Satz. Fir 1 < p < oo, %—l—% = 1 und ein o-endliches Maf p ist

@+ LI(p) — (LP(w)" mit o(g)(f) = [ fgdu, g € L(p), f € LP(n), ein iso-
metrischer Isomorphismus. Insbesondere ist (LP(u))" isometrisch isomorph zu

L(p).



Beweis. (im Fall K = R) ¢ ist eine Isometrie (Ubung!). Es bleibt, zu jedem
(€ LP(p) ein g € L9(p) zu finden mit £(f) = [ fgdp. Zunichst nehmen wir an,
dass p ein endliches Maf3 und ¢ ein positives Funktional (d.h. f > 0= ¢(f) > 0)
ist.

Definiere v(A) := £(14), A € .#. Dann ist v ein endliches Maf§ (v > 0
wegen ¢ positiv). Zeige o-Additivitét: fiir A, € %, n € N, paarweise disjunkt,
A=J, A, gilt 14 =3 1,4, und mit dominierter Konvergenz

p

Jim / [La(w) - i La, ()| ) =0

(Majorante ist 1x € L'(u), da p endlich). Also folgt aus der Stetigkeit von £:

N 00 00
V(A) = (14) = ]Vlgnooz(z 1a,) = 0(1a,) = v(A).
n=1 n=1 n=1

Aus pu(A) =0 folgt 14 = 0 p-f.ii. und v(A) = ¢(14) = 0. Also gilt ¥ < p und
nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert g € L'(p) mit v(A) = [, gdp,
Ae 7.

Wir zeigen £(f) = [ fgdu fiir alle f € L°(p) tiber maBtheoretische In-
duktion. Fiir f = 14 ist es gezeigt, fiir einfache Funktionen f = > A1y,
mit \; € R, A; € % folgt es aus der Linearitdt. Zu f € L°(u) existieren
einfache Funktionen f,, mit f,(z) — f(z) punktweise und |f,| < |f|. Domi-
nierte Konvergenz zeigt daher (benutze L>(u) C LP(u) fiir endliche Mafle p)
fn— fin LP(p) und [ fngdp — [ fgdp. Aus der Stetigkeit von ¢ folgt daher

Wir zeigen g € L9(u) zunéichst fiir ¢ < oo. Betrachte dazu f,(x) =
g7 H(z)1(g(x) < n) € L*®(u) € LP(11) und schliefe mit (¢ — 1)p = ¢

[, gtdn= [ fugdn =5 < el = e

4 du)l/p.
g<n}
Also gilt (f{ggn} g9dp)'/? < ||€]|. Mit monotoner Konvergenz fiir n — oo impli-
ziert dies ||g||ze < ||4]] < oo. Im Fall ¢ = oo betrachte f(z) = 1(g(z) > ||4]|) €
L>®(p) C L' (p) und schliee f(x)g(x) > f(z)||¢||, wihrend [ fgdu < || fllz1€]]-
Daher muss fg = 0 p-f.i. gelten und somit ||g||z~ < ||

Wegen g € L(u) ist [ fgdp wohldefiniert fiir f € LP(u) und es gibt einfache
Funktionen f,, € L>®(u) mit f, — f in LP(u) (mittels dominierter Konvergenz
wie oben). Daher folgt sowohl ¢(f,) — £(f) als auch [ fh,gdu — [ fgdu. Wir
erhalten daher ¢ = ¢(g).

Im néchsten Schritt zerlegen wir ein allgemeines Funktional ¢ € LP(u)" in
die Differenz zweier positiver Funktionale. Fiir f € LP(u) mit f > 0 setze

(. (f) =sup{l(g) |0 < g < fp-fit}.

Dann gilt /. > 0 (wéhle ¢ = 0) und ¢4 (A\f) = Mo (f) fir A > 0 (verwende
0 < Ag < Af). Auferdem ist (1 (f1 + f2) = €4(f1) + {4(f2) filr f1, fo = O



wegen g1 < f1,92 < fo = g1+ g2 < f1 + fo ist >’ Klar; fiir g < f1 + fo wihle
N =9AN<[f1,92=9—91 < found < folgt aus

€(g) = L(g1) +€(g2) < L4 (f1) + L (f2) = L (f1 + fo) <Ly (1) + L4 (f2).

Fiir beliebige f € LP(u) setze £y (f) = £y (fT) — £4(f~) mit Positiv- und
Negativteil fT,f~ > 0. Gilt f = fi — fo mit beliebigen fi, fo > 0, so ist
fi=fT+h, fo = f~ +hfiir ein b > 0 und Linearitit von ¢, fiir f*, f~,h >0
zeigt 01 (f) = Lo(fT + h) —LL(f~ + h) = £o(f1) — ¢+(f2). Damit folgt fiir
beliebige fi1, fo € LP(u) die Additivitit 4 (f1 + f2) = €+ (ff + f37) — €+(ff +
fo ) =La(f1)+L4(f2). Auch 0L (Nf) = M4 (f) fir A € R, f € LP(u) folgt direkt
aus den Definitionen.

Also ist ¢4 ein positives lineares Funktional auf LP(u) mit |[¢4] < ||4]] <
oo wegen {4 (f1) < ||t locf+(1) < ||fllocllf|l fiir die konstante Funktion 1
(Definition von £, (f*)) und der gleichen Abschiitzung fiir £ (f~). SchliefSlich
ist /_ := ¢ —{ ebenfalls ein stetiges positives Funktional, wobei die Positivitit
aus Ly(f) = €(f) fir f > 0 folgt. Nun gilt /4 = ¢(g9+), {— = p(g-) fir
9g+,9— € LP(u), so dass £ = ¢(g) fiir g = g+ — g— € L9(u) gezeigt ist.

Im letzten Schritt betrachten wir o-endliche Mafle u. Zerlege dazu X =
U,>1 Xn in paarweise disjunkte X, € 7 mit p(X,) < oo und setze w(x) = (1+
w(Xn)) 127" fiir # € X,,. Dann gilt w > 0, [wdp < 1 und py(A4) = [, wdp
ist ein endliches MaB. Insbesondere ist ® : LP (1) — LP(p1y,) mit &(f) = w17 f
ein isometrischer Isomorphismus. Jedes Funktional ¢ € LP(u)" erzeugt daher
das Funktional £,, = £ o ®~! € LP(ju,,)". Dann gibt es g € L9(p1,,) mit

(f) = tu(@(f) = / (f)g djiny = / fuMligdu,  f € LP(u).

Die Behauptung folgt aus w'/9g € L9(p) fiir g € L9 (). O
2.17 Definition. Fiir einen Messraum (X, .#) bezeichnet
M(Z) :={p+ — p— | pi+, p— endliche Mafe auf .7}

den R-Vektorraum der endlichen signierten Mafle. Durch

ullrv = p (X) + p—(X)

fir u = py — p— € M(F) mit MaBlen py,p— und py L p— (Hahn-Jordan-
Zerlegung) wird die Totalvariationsnorm definiert.

2.18 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fir C(K)'). Es seien K = R
und K ein kompakter metrischer Raum. Dann definiert ¢ : M(Bg) —
C(K) mit p(u)(f) = [x fdu einen isometrischen Isomorphismus zwischen
(M(Bk), |lell7v) und dem Dualraum von (C(K), |le||so)-

2.19 Korollar. (M (B ), ||le||7v) bildet einen Banachraum.

2.20 Korollar. Der Dualraum von (Co(R;R), ||le||lec) ist isometrisch isomorph
u (M(Bg), [[sll7v)-



2.3 Die Sitze von Hahn-Banach

2.21 Definition. Eine Abbildung p : X — R auf einem K-Vektorraum X heifit
sublinear, falls

(a) p(Ax) = Ap(x) fiir alle A > 0 (und reell), z € X;
(b) p(x +y) < p(x) + p(y) fir alle z,y € X.
2.22 Beispiele.
(a) Jede (Halb-)Norm ist sublinear.
(b) Jedes lineare Funktional ist sublinear.

(c) Das Minkowski-Funktional ps : X — R, pa(z) = inf{A > 0[5 € A} ist
sublinear fiir A C X konvex mit 0 € int(A).

2.23 Satz (Hahn-Banach, Version der linearen Algebra, K = R). Seien U ein
Unterraum eines R-Vektorraums X, p : X — R sublinear und £ : U — R linear
mit £(u) < p(u), u € U. Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — R mit

Ly = ¢ und L(z) < p(x), z e X.

2.24 Satz (Hahn-Banach, Fortsetzungsversion). Es sei U ein Unterraum eines
normierten K-Vektorraums X. Zu jedem ¢ € U’ existiert ein L € X' mit

2.25 Korollar. Fiir jedes x in einem normierten Raum X gilt

zll = max |l(x)|.
Il = e |i(@)

2.26 Satz. Es sei U ein Unterraum eines normierten K- Vektorraums X . Dann
gilt
disty(z) = sup{|l(z)| : £ € X', ||¢|| < 1,¢|y =0}, z€ X.

Insbesondere liegt U dicht in X genau dann, wenn fir jedes £ € X' mit £|y =0
bereits £ = 0 gilt.

2.27 Satz (Hahn-Banach, Trennungsversion). Es sei X normierter K-
Vektorraum.

(a) Ist C C X konvex, offen mit 0 € C und ist xg ¢ C, so existiert { € X'
mat
Rel(xg) =21, Rellc < 1.

(b) Sind C1,Cy C X konvex, C1 N Cy = @ und Cy offen, so existiert £ € X'
mit Rel(z1) < Rel(x2) fir alle 1 € X1,29 € Xo.
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2.4 Grundprinzipien fiir Operatoren auf Banachriumen

2.28 Satz (Baire). Fiir eine Folge (Oy)n>1 offener, dichter Teilmengen eines
vollstindigen metrischen Raums T liegt ﬂn>1 O,, dicht inT.

2.29 Beispiel. Betrachte Q = {¢,, |7 € N} und O,, = Q\{¢,}. Dann sind O,
offen und dicht in Q, aber (1, .y O, = @. Vollsténdigkeit ist also notwendige
Voraussetzung im Satz von Baire.

2.30 Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raums heifit
(a) nirgends dicht, falls das Innere von M leer ist;

(b) von 1. Kategorie, falls M abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen
ist;

(c¢) von 2. Kategorie, falls M nicht von 1. Kategorie ist.

2.31 Korollar (Bairescher Kategoriensatz). In einem vollstindigen metrischen
Raum liegt das Komplement einer Menge erster Kategorie stets dicht.

2.32 Korollar. FEin nichtleerer, vollstindiger metrischer Raum ist von 2. Ka-
tegorie (in sich).

2.33 Korollar. In einem Banachraum besitzt jede Basis im Sinn der linearen
Algebra entweder endlich viele oder iiberabzihlbar viele Elemente.

2.34 Korollar. Der Vektorraum der Polynome mit beliebiger Norm ist nie ein
Banachraum.

2.35 Satz (Satz von Banach-Steinhaus, von der gleichméBigen Beschrénktheit;
uniform boundedness principle). Ist 7 C L(X,Y) eine Familie beschrinkter
Operatoren von einem Banachraum X in einen normierten Raum Y mit

Ve X: supl||Tx| < oo,
TeT

so0 gilt sogar suppc 7||T|| < oo.
2.36 Korollar. Ist X ein Banachraum und M' C X', so sind dquivalent:
(a) M’ ist beschrinkt, d.h. supycpp||f|] < oo;

(b) M' ist schwach*-beschrinkt, d.h. Vx € X : supgepp|l(x)] < 0o.

2.37 Korollar. Ist X ein normierter Raum und M C X, so sind dquivalent:
(a) M ist beschrinkt, d.h. sup,cllz|| < oo;

(b) M ist schwach-beschrinkt, d.h. Yl € X' : sup,cp[l(x)| < oo.

2.38 Korollar. Fir L, € L(X,Y), n > 1, X Banachraum, Y mnormierter
Raum existiere Lz := limy, o0 Lypx fir alle x € X. Dann gilt L € L(X,Y).
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2.39 Satz. Es sei s,(f)(x) == > p__, (f,e2™k*)e2mke 4 € [0,1], die n-te Fou-
rierapproximation an eine Funktion f € L*([0,1];C). Dann ezistieren z € [0, 1]
und f € Cper([0,1];C), so dass (sn(f)(x))n>1 unbeschrinkt ist. Insbesondere
konvergiert die Fourierapproximation einer stetigen, periodischen Funktion f
nicht immer punktweise.

2.40 Definition. Eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen heifit offen,
wenn sie offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

2.41 Lemma. Ist f : S — T offen und injektiv, so ist die Inverse f=1: f(S) —
S stetig.

2.42 Lemma. Fir eine lineare Abbildung L : X — Y zwischen normierten
Raumen X,Y sind dquivalent:

(a) L ist offen;

(b) 3 >0: UY C L(U{) mit den offenen Kugeln UY :={y € Y ||yl < e},
U ={x e X||z] < 1}.

2.43 Satz (von der offenen Abbildung). Sind X,Y Banachriume und ist L €
L(X,Y) surjektiv, so ist L offen.

2.44 Korollar. Ist L € L(X,Y) eine Bijektion zwischen Banachrdumen X
und Y, so gilt L= € L(Y, X).

2.45 Korollar. Sind ||e||1, ||e||2 zwei Normen auf X, die beide X zum Banach-
raum machen, und gilt

AC > 0Vz € X ¢ ||z||2 < C||z|1,
so sind beide Normen bereits dquivalent, d.h.
AC > c> 0V € X @ cf|z|1 < ||z|l2 < C||z1.

2.46 Korollar. Es sei L € L(X,Y) ein injektiver Operator zwischen Ba-
nachraumen X,Y . Dann ist L=! € L(ran L, X) dquivalent zu ran L CY abge-
schlossen, wobei ran L = {Lx |z € X }.

2.5 Reflexivitit und schwache/schwach*-Konvergenz

2.47 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls + : X — X",
t(x)(€) := £(x), surjektiv ist.

2.48 Beispiele.
(a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv (Darstellungssatz von Riesz).

(b) LP(u) ist fiir 1 < p < oo und o-endliches Mafl i reflexiv. Insbesondere
sind die Folgenrdume (P, 1 < p < oo, reflexiv.

(¢) ¢o und ¢£*° sind nicht reflexiv.
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2.49 Lemma. Ein refleziver Raum X ist genau dann separabel, wenn X' se-
parabel ist.

2.50 Beispiel. C([0,1]) ist nicht reflexiv, weil C([0,1]) separabel, aber
M (Bo,1)) nicht separabel ist. Analog folgt, dass /' und L'([0,1]) nicht refle-
xiv sind.

2.51 Satz. Ist U ein abgeschlossener Unterraum eines reflexiven Raums
(X, ||e]]), so ist auch (U, |s||) reflexiv.

2.52 Definition. Es sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Folge (z,) in X konvergiert schwach gegen z € X, falls V/ € X' :
{(z,) — £(x) gilt. Notation: z,, — .

(b) Eine Folge (¢,,) in X’ konvergiert schwach* gegen ¢ € X', falls Vo € X :
ln(x) — €(x) gilt. Notation: £, == £.

2.53 Satz. In jedem normierten Raum X gilt:

(a) Aus z, > x in X folgt, dass die Folge (x,) beschrinkt ist und ||z| <
lim inf, o0 || 0 |-

(b) Aus £, =5 0 in X' folgt, dass die Folge (£,) beschrdnkt ist und ||¢|| <
liminf, |45, sofern X wollstindig ist.

2.54 Beispiele.

(a) In C(K), K kompakt, gilt f, — f genau dann, wenn sup,, || fnllec < 00
und f,(x) — f(x) fiir alle z € K.

(b) In M(Bg), K kompakt, gilt y1,, — p genau dann, wenn [ f dp, — [ f du
fiir alle f € C(K), was fiir Wahrscheinlichkeitsmafe p,,, u der ’schwachen
Konvergenz' der Stochastik entspricht. In M (Br) bedeutet u, o

w*

gerade [ fdp, — [ fdp fiir alle f € Cy(R), so dass beispielsweise 6, —»
0 folgt.

2.55 Satz. Sei X ein normierter Raum sowie D C X, D' C X' mit span(D) =
X und span(D’) = X'. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(a) Es gilt x, = x in X genau dann, wenn sup,||z,|| < oo und £(x,) — £(x)
fiir alle ¢ € D" gilt.

(b) X sei ein Banachraum. Dann gilt £, == ¢ in X' genau dann, wenn
sup,, [[4n|| < oo und by (x) — €(x) fir alle xz € D gilt.

2.56 Beispiele.

(a) In £P, 1 < p < oo, gilt a™ % @ genau dann, wenn sup,,|[a™||» < oo

und a%m) — ayp, fiirallen € N gilt. In 7, 1 < p < o0, gilt a(™ 25 g genau

(m)

dann, wenn sup,,,||a™]|» < oo und ay,”” — a, fiir alle n € N gilt.
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(b) Betrachte LP(u) fiir ein endliches Maf§ . Dann liegen die Funktionen
g= Zle arly,, ap € K, Ay € %, dicht in L9(p), 1 < ¢ < co. Daher gilt

ViI<p<oo: fr = f <= supl|falr < oo, VA €. : /fndu—>/fd,u,
n A A

Vi<p=o0: fr -5 f <= sup|/fullr < 0o, VA € .7 : /fnd,u—>/fdu.
n A A

Ist .# die Borel-o-Algebra eines Polnischen Raums, so kann man sich fiir
p > 1 auf offene (bzw. kompakte) Mengen A € .% beschrinken (fiir Wahr-

scheinlichkeitsmafle reicht dann stochastische Konvergenz f, 5 f). In
L' () ist (fy) schwach folgenkompakt genau dann, wenn (f,,) beschrinkt
und gleichgradig integrierbar (Satz von Dunford-Pettis).

2.57 Satz (Satz von Helly). Fiir einen separablen normierten Raum X besitzt
jede beschrinkte Folge (£,) in X' eine schwach*-konvergente Teilfolge.

2.58 Satz. In einem reflexiven Raum besitzt jede beschrinkte Folge eine
schwach-konvergente Teilfolge.

2.59 Satz. Ist U C X ein abgeschlossener Unterraum in einem reflexiven Raum

X, so existiert zu jedem x € X ein uy € U mit |z — ug| = disty(z).

2.6 Die Fouriertransformation
In diesem Abschnitt sind alle Funktionen komplexwertig.

2.60 Definition. Fiir f € L'(RY) ist die Fouriertransformierte gegeben durch

F f(u) = flx)e®de, uweR?.
Rd
2.61 Satz. Die Fouriertransformation F : LY(RY) — Co(R?) ist ein stetiger
linearer Operator mit ||.Z|| = 1.

2.62 Definition. Der Schwartzraum auf R? ist gegeben durch

S (RY) = {f € C°(RY) |Va, 3 € N¢: lim 2°DPf(a) = o}.

|| =00
2.63 Satz. Fir f,g € .7(R%), a € Nd, z9,up € RY, ¢ > 0 gilt:
(a) Ff e RY;
(b) F(x“f)(u) = (=) D*(F f)(u), u € RY;
(¢) F(D*f)(u) = (=)l F f(u), u € RY;
() (Ff.9)r2 = (f, Fg)r2:
(¢) F(f(s+w0))(u) = e "0M.F f(u), u € RY;

(f) F () f)(u) = F (u+ug), u € R
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(9) Z(f(co))(u) = 4T f(ufc), u € RY.
2.64 Lemma. Fiir o(z) = (2r)~42e~ 12112 giit Fp(u) = e 14*/2, 4 e RY.
2.65 Lemma. Fir f € Z(RY) gilt F.7 f(z) = (2n)?f(—x), € R
2.66 Satz. Fir f € /(R?) gilt F(F f)(z) = 2n)?f(—x), z € R

2.67 Korollar. .7 ist eine Bijektion von .# (RY) auf .7 (R?) mit Inverser
F L f(x) = (2m) ¢ / fw)e @ du, zeRe fe. P (RY).
Rd

Ferner gilt (F f,.Fg) = (2m)4{f,g) fir alle f,g € & (R?).

2.68 Korollar. .7 lisst sich eindeutig von . (RY) zu einem stetigen Operator
F . L2(RY) — L2(RY) fortsetzen, und es gilt die Plancherelgleichung

Vf,g€ L*(RY) : (Ff, Fg) = (2m)"f,9).

Insbesondere ist (2m)~%2.F ein isometrischer Isomorphismus von L*(R%) in
sich.

2.69 Lemma. Die Fortsetzung . : L*(RY) — L*(RY) erfiillt:

(a) Fir f € LN LARY) gilt F f(u) = [ga f(x)e“®)dz fir Lebesgue-fast alle
u € RY.

(b) Fir allgemeine f € L*(R?) gilt Z f(u) = limp_s00 ﬁxlng(x)e““’x)da: mit
Konvergenz in L*(R%).

2.70 Definition. Fir m > 1 ist der Sobolevraum der Ordnung m auf R
gegeben durch

H™(RY) = {f e L2(RY) ’wa\ <m:D@fe LQ(IR{d)}.

Dabei existieren fiir Multiindizes a die schwachen Ableitungen D™ f € L2(R9),
falls

Vo € Z(RY) ¢ (f, D) = (-1)l*HD@ £, ).

2.71 Lemma. Fir f € H™RY) und |a] < m gilt F(DWf)(u) =
(=)l lu®Z f(u) fir Lebesque-fast alle u € RY.

2.72 Satz. Es gilt H™(RY) = {f € L>(RY) | (1 + |u|?)™/2.F f(u) € L*(R%)}.

2.73 Satz (Soboleveinbettungssatz). Zu f € H™(RY) und m, k € Ny mit m >
k+d/2 existiert f € C’k(Rd) mit f = f fast iberall. Nach Auswahl eines stetigen
Reprisentanten gilt also die Einbettung H™(R?) < C*(R?) fir m — k > d/2.
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3 Spektraltheorie

3.1

Spektrum und Resolvente

3.1 Definition. Sei L € £L(X) ein beschrinkter Operator.

(a)

(b)

()

(d)

Die Resolventenmenge von L ist

p(L) == {\NeK|(A— L)' € £L(X) existiert}.

Die Resolventenabbildung ist
R:p(L) = L(X), Rx:=R\(L):=W\-L)"%

Das Spektrum von L ist
o(L) = K\p(L).

Das Punktspektrum von L ist

op(L) :={A € o(L)| X — L ist nicht injektiv}.

A € op(L) heifit Eigenwert von L und jedes « € ker(A—L)\{0} Eigenvektor
oder Eigenfunktion von L zum Eigenwert .

3.2 Beispiele.

(a)

()

Fiir den Linksshift A : (> — (2, A(zy,29,...) = (v2,23,...) gilt
op(A) = {X € K[|\ < 1} sowie 0(4) = {X € K ||\ < 1}. Genauer
ist 0(A) = 04p(A) mit dem approximativen Punktspektrum og,(L) =
{AeK |3(zn) CX, ||zn||=1: (A= L)z, — 0}.

Fiir g € L>®°(R?) betrachte den Multiplikationsoperator M, : L*(R%) —
L2(RY) mit M,f = gf. Dann gilt o(M,) = {A € K |||[(A = g) Y1~ =
oo} sowie op(My) = {)\ € K |Leb({z € R? |g(z) = A}) > 0} mit dem
Lebesguemafl Leb.

Fiir die Translation 7., : L?(R?) — L2(R%), 7, f(2) = f(z — ) mit zo €
R? gilt o(7) = {\ € K ||A| = 1} sowie 0,(7y,) = . Dies folgt durch die

Darstellung als Multiplikationsoperator Meyp(i(e,z,)) im Fourierbereich.

3.3 Satz. Fir L € L(X) gilt:
(a) p(L) ist offen. Fiir \g € p(L) und A € K mit |\ — Xo| < ||Rx,||~! gilt

A € p(L) und

o0

Ry=Y (ho— MR
k=0

(b) Das Spektrum o(L) ist kompakt mit o(L) C {\ € K ||\ < ||L||}.
(¢) Im Fall K=C ist o(L) # @.
3.4 Definition. (L) := lim, o0 || L™|'/™ heift Spektralradius von L.

3.5 Satz. Es gilt o(L) C {\ € K ||\ < r(L)}. Im Fall K = C existiert ein
A€ o(L) mit |\ =r(L).
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3.2 Spektralkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren
3.6 Definition. Es sei H ein Hilbertraum.

(a) L* € L(H) heiBt (Hilbertraum-)Adjungierte von L € L(H), falls gilt

Vae,y € H: (Lz,y) = (x, L"y).

(b) L € L(H) heiBt normaler Operator, falls LL* = L*L gilt.

(c) L € L(H) heifit selbstadjungierter Operator, falls L* = L gilt.

(d) U € L(H) heifit unitérer Operator, falls U*U = UU* = T gilt.

3.7 Beispiel. Fiir einen normalen Operator L und einen unitéren Operator
U ist U*LU wieder normal. Ebenso ist fiir einen selbstadjungierten Operator
L und einen unitéren Operator U der Operator U* LU wieder selbstadjungiert.
Ist L = diag(A1,...,\q) € K% eine Diagonalmatrix, so ist L stets normal
und im Fall A\1,..., Ay € R selbstadjungiert. Eine notwendige (und fiir K = C
hinreichende) Bedingung fiir eine Diagonalisierung von L mit einer Orthonor-
malbasis aus Eigenvektoren ist im Endlichdimensionalen also, dass L normal
ist. Die Eigenwerte sind genau dann alle reell, wenn L selbstadjungiert ist.

3.8 Lemma.
(a) Fir L € L(H) gilt ||LL*|| = ||L*L|| = || L||* = ||L*|]*.

(b) Fiir normale Operatoren L € L(H) erfillt der Spektralradius (L) = ||L||.

3.9 Satz. Fir L € L(H) gilt o(L) C {(Lx,z)|||z|| = 1}. Insbesondere ist
o(L) CR fiir selbstadjungierte L.

3.10 Satz. Ist U € L(H) unitdr, so gilt c(U) C{A e K ||\ =1}.

3.11 Beispiel. Der Shift 7,, aus Beispiel 3.2(c) ist unitdr mit Spektrum
0(Tze) ={AN €K ||\ =1}.

3.12 Definition. Ist A ein C-Banachraum und ist (z,y) — zy von A x A nach
A bilinear, assoziativ und erfiillt ||zy| < ||z|/|]y| fiir alle z,y € A, so heifit A
Banachalgebra. Eine Abbildung x — x* von A nach A heifit Involution, falls
(x +y)* = 2* +y*, ()" = \z*, ()" =, (zy)* = y*2* fiir alle 2,y € A,
A € C gilt. Besitzt die Banach-Algebra A eine Involution mit ||z*z| = ||=||?
fiir alle x € A, so heifit A C*-Algebra. Eine Abbildung ® : A — B zwischen
C*-Algebren A, B heifit *-Homomorphismus, falls ® linear, multiplikativ (d.h.
O (zy) = ®(z)P(y)) und involutiv (d.h. (z*) = ®(x)*) ist.

3.13 Beispiele.

(a) (C(K;C),||e|loc) mit einem Kompaktum K bildet mit punktweiser Mul-

tiplikation und komplexer Konjugation (d.h. f*(z) := f(z)) eine C*-
Algebra, die (beziiglich Multiplikation) kommutativ ist.
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(b) (L(H),|e]|) fiir einen C-Hilbertraum H bildet mit Komposition von Ope-
ratoren als Algebramultiplikation und Hilbertraumadjungierter L* als In-
volution eine C*-Algebra, die im Allgemeinen (beziiglich Multiplikation)
nicht-kommutativ ist.

3.14 Satz. Fir L € L(H) selbstadjungiert, K = C und ein Polynom p(x) =
S ar®, ay € C, erfillt p(L) := >_7" g arLF (mit L° :=1d):

(a) o(p(L)) = p(o(L)) = {p(M) | A € o(L)};
(b) (L)l = supreq(z) lP(A)]-

3.15 Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Ist L € L(H) selbstadjungiert und K =
C, so ezistiert genau ein *-Homomorphismus ® : C(o(L)) — L(H) mit

(a) ®(1) =1d, ®(id) = L
(b) @ ist stetig.

Fiir Polynome p gilt ®(p) = p(L) und wir schreiben allgemein f(L) := ®(f) fiir
feC(o(L)).

3.16 Korollar (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Fir K = C, selbstad-
jungiertes L € L(H) und f € C(a(L)) gilt:

(a) |1 F(L)]] = [Iflloc = suPseqry f(@)];

(b) f=0= f(L) >0, das heifit f(L) ist positiver Operator, also: Vx € H :
(f(L)z,x) > 0;

(¢) Lx = Xz = f(L)x = f(\)z;
(d) o(f(L)) = f(o(L)) (,spektraler Abbildungssatz*);

(e) {f(L)|f € C(a(L))} ist eine kommutative C*-Algebra von normalen Ope-
ratoren in L(H). f(L) ist genau dann selbstadjungiert, wenn f reellwertig
15t;

(f) Kommutiert A € L(H) mit L (AL = LA), so auch mit f(L) (Af(L) =
f(L)A).

3.17 Korollar. Ist L € L(H) ein selbstadjungierter positiver Operator und
K = C, so existiert genau ein selbstadjungierter Operator L'/? L(H), der
positiv ist und LV2LY? = L erfiillt.

3.18 Satz. Es sei L € L(H) ein selbstadjungierter Operator und K =
C. Zerfillt o(L) = A U A® in zwei topologisch getrennte Mengen (d.h.
infycq yeac|A — pf >0), so sind 14,14c € C(a(L)) und 1a(L), 14c(L) Or-
thogonalprojektionen auf Unterrdume U,U¢ C H mit H=U @ U®, U® = U+
und L(U) C U, L(U®) C U®.

3.19 Korollar. Ist X isolierter Punkt in o(L), L € L(H) selbstadjungiert,
K = C, so ist A € o,(L) und 145y(L) ist die Orthogonaprojektion auf den
Eigenraum ker(\ — L) von L zu .
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3.20 Lemma. Betrachte B(K) = {f : K — C messbar| | f|lc < oo} fir
K C C kompakt. Dann gilt:

(a) (B(K),||lo||cc) ist ein Banachraum und bildet beziiglich punktweiser Mul-
tiplikation und komplexer Konjugation eine C*-Algebra.

(b) FirU C B(K) mit C(K) CU und der Eigenschaft
fn €U, sup|fnlloc <00, Vo € K : fp(x) = f(z)=> feU

gilt bereits U = B(K).

3.21 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fiir C(K;C)’). Es sei K ein kompak-
ter metrischer Raum. Betrachte die endlichen komplexen Mafle Mc(Br) =
{p1 +ip2| pa, po endliche signierte Mafle auf B} mit Norm |1 + ipal|ryec =
(I By + liz2ll3 ) /2. Dann definiert @ : Mc(%B ) — C(K; ) mit ()(f) =
fK fdu einen isometrischen Isomorphismus.

3.22 Satz (Lax-Milgram). Es sei H ein C-Hilbertraum und a : H x H — C
eine Sesquilinearform (a(Ax +y, z) = Aa(x, z) + a(y, 2), a(y,z) = a(z,y)). Gilt
la(z,y)| < C|lz||lyll fir alle z,y € H (Stetigkeit), so existiert ein Operator
Ae L(H) mit ||A]| < C, so dass
Ve,y € H: a(z,y) = (Az,y).
3.23 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). Fir L € L(H) selbstadjungiert, K =
C, ezistiert genau ein *-Homomorphismus ® : B(o(L)) — L(H) mit
(a) ®(1) =1d, ®(id) = L;

(b) ® ist normstetig;
(c) Aus fr, € B(a(L)), sup,||fnllec <00 und Vt € o(L) : fn(t) = f(t) folgt
Vo,y € H: (®(fo)r,y) = (2(f)z,y).

Fir f € C(o(L)) ist ®(f) durch den stetigen Funktionalkalkil gegeben und wir
schreiben allgemein f(L) := ®(f) fir f € B(o(L)).

3.24 Lemma. Es gilt folgende Verschirfung von Teil (¢) des Satzes: Aus f, €
B(o(L)), sup,|[fnllecc < 00 und Vt € o(L) : fn(t) — f(t) folgt

Vee H: fo(L)x — f(L)z.

3.25 Definition. Fiir L € L(H) selbstadjungiert, K = C, heifit die Abbildung
A B :=14(L) von B,y nach L(H) Spektralmaf} von L.

3.26 Lemma. Fir das Spektralmaf gilt:
(a) E4 ist Orthogonalprojektion;

(b) Ez = 0, B,y = Id und fir paarweise disjunkte A, € B, gilt
E?Lozl EAnx = EUZO:1 A, T, T € H,‘

(¢) EaEp = Eanp fir A,B € %J(L).

3.27 Lemma. FEs gilt ran(Eyyy) = ker(A — L) fiir A € o(L). Insbesondere ist A
Eigenwert von L genau dann, wenn Egyy # 0.
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3.3 Spektraltheorie kompakter Operatoren

3.28 Definition. K € L£L(X,Y) heiit kompakter Operator, falls K(Bx) C Y
kompakt ist mit der Einheitskugel By in X. Aquivalent ist & kompakt, falls fiir
jede beschrénkte Folge (z,) C X eine Teilfolge (ny) existiert, so dass (K, )
in Y konvergiert.

3.29 Beispiele.

(a) Die Integraloperatoren K f(x fo y)dy fir k € C([0,1]?)
(bzw. k € L?([0,1]?)) sind kompakte Operatoren in £(C([0,1])) (bzw.
L(L2([0,1)))).

(b) Jeder Operator L von endlichem Rang, also mit dim(ranL) < oo ist
kompakt.

3.30 Definition. Zu L € £(X,Y) ist der adjungierte Operator L' € L(Y’, X')
definiert als L'(¢y)(x) := by (Lx) fir by €Y', x € X.

3.31 Satz (Schauder). Seien L € L(X,Y) und X normierter, Y Banachraum.
Dann ist L genau dann kompakt, wenn L' kompakt ist.

3.32 Satz (Riesz-Schauder). Es sei K € L(X) ein kompakter Operator auf
einem Banachraum X sowie S = Id —K eine kompakte Storung der Identitit.
Dann gilt:

(a) dim(ker §) < oo;
(b) ran(S) ist abgeschlossen und codim(ran S) := dim(X/ran S) < oo
(c) S ist genau dann injektiv, wenn S surjektiv ist.

3.33 Korollar (Fredholmsche Alternative). Sei K € £L(X) ein kompakter Ope-
rator auf einem Banachraum X sowie A € K\{0}. Dann hat

e entweder die homogene Gleichung Ax — Kx = 0 nur die triviale Lésung
x = 0 und in diesem Fall ist die inhomogene Gleichung A\x — Kz =y fiir
alle y € X eindeutig losbar,

e oder aber es existieren endlich viele linear unabhdngige Lésungen der ho-
mogenen Gleichung und die inhomogene Gleichung besitzt nur fir y in
einem echten Unterraum U C X mit dim(X/U) < oo eine Ldsung.

3 34 Belsplel Der Volterra-Integraloperator K : C([0,1]) — C([0,1]),

= fJk( s)ds, mit k € C(]0,1)%) ist kompakt und die homogene
Glelchung f- K f = 0 besitzt nur die Losung f = 0. Daher gilt die erste Fred-
holmsche Alternative und fiir jedes g € C([0,1]) existiert ein f € C([0,1]) mit

f-Kf=g

3.35 Satz (Spektrum kompakter Operatoren). Fiir einen kompakten Operator
K € L(X) auf einem Banachraum X gilt:

(a) Im Fall dim(X) = oo gilt 0 € o(K).
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(b) Jedes A € o(K)\ {0} ist Eigenwert von K und der Eigenraum ker(A — K)
ist endlich-dimensional.

(¢) o(K) ist hochstens abzihlbar und besitzt keinen von Null verschiedenen
Hdufungspunkt.

3.36 Beispiel. Der Operator K : C([0,1]) — C([0,1]), K f(t) = [, f(s)ds, ist
kompakt und Spektrum o(K) = {0}. Dies unterscheidet ihn nicht vom Null-
Operator. Auf Hilbertrdumen beschreibt das Spektrum den Operator sehr viel
genauer.

3.37 Lemma. Fiir einen normalen Operator L € L(H) auf einem Hilbertraum
H gilt:

(a) Ly = \x = L*x = \x;

(b) Lx = Az, Ly = py und A # p = (x,y) =0;

(c) im Fall K = C ezistiert ein A € o(L) mit |\ = ||L||;

(d) im Fall K =R gilt (c), falls L selbstadjungiert und kompakt ist.

3.38 Satz (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren). Sei K € L(H)
kompakt sowie im Fall K = C normal bzw. im Fall K = R selbstadjungiert. Dann

existiert ein (eventuell endliches) Orthonormalsystem (ex)r>1 in H sowie eine
(eventuell abbrechende) Nullfolge (pu)k>1 C K\{0} mit

H =ker(K) @ span{e, |k > 1}, ker(K) L span{ey |k > 1}

sowie

Vee H: Kz = Zuk<af,ek>ek.

k>1
Die py, sind die gemdfs Vielfachheit gezihlten Eigenwerte ungleich Null von K
und ey, sind zugehorige Figenvektoren. Es gilt || K || = maxg|ug]-

3.39 Korollar. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt
K= Y \D
A€o (K)\{0}

mit Konvergenz in Operatornorm, wobei Py, : H — ker(\y — K) die Orthogo-
nalprojektionen auf die Figenrdume bezeichnet.

3.40 Satz (Singuldrwertzerlegung). Zu einem kompakten Operator K €
L(Hy, Ha) zwischen Hilbertrdumen Hy, Hy existieren Orthonormalsysteme (ey,)
in Hy und (fy) in Hy sowie eine (eventuell abbrechende) Folge sy | 0 mit

Kz = Zsk<x,ek>fk, r € Hi.
k>1

Die Singulidrwerte s haben die Eigenschaft, dass si die gemdfs Vielfachheit
gezihlten Figenwerte von K*K sind, und die (ey) sind die zugehérigen Eigen-
vektoren von K*K. Es gilt || K|| = maxy, si.
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3.41 Beispiel. Betrachte K € L(LQ([O 1])) mit K f(¢) fo s)ds. Dann ist

K kompakt, und es gﬂt K*K f(t) fo 1—tVu)f(u)du, so dass (K*Kf)”( )=
—f(t), K*Kf(1) =0, (K*K f)'(0) = 0 folgt. Wir erhalten die Eigenwerte A\ =

m und Eigenfunktionen e (t) = v2cos((k + 3)nt), k € Ny, von K*K.

Es folgt die Singulérwertzerlegung von K:

Kf(t):z(k+ o (1. V2cos((k + 3)me) )v2sin ((k + $)t),

k=0
Es gilt || K|| = 2/7.

3.42 Definition. Es sei K € L(H) ein kompakter Operator auf einem separa-
blen Hilbertraum H mit Singulérwertzerlegung K = ) ;- sk(e, ) fx-

(a) K heifit nuklearer oder Spurklassen-Operator, falls (s;) € ¢!. Man setzt
K Ik 2= 1| (k)1

(b) K heiBt Hilbert-Schmidt-Operator, falls (s3) € £2. Man setzt | K| gs =
()l 2

3.43 Satz. K € L(H) sei kompakter Operator auf einem separablen Hilbert-
raum H.

(a) Es gilt | K| <[[K|zs < [l

(b) Fir jede Darstellung K = ) ;- a(e, vg)wy, mit ap = 0, [Jvg]| = [lwi]| = 1
gilt HKHnuk < Zk;l af-

(¢) Die nuklearen Operatoren in L(H) bilden einen Unterraum N(H) und
||o||nuk ist eine Norm auf N(H).

3.44 Satz. Der nukleare Operator K € N(H) besitze die Darstellung K =
> kst arle viywy, mit |logll = Jlwgll = 1 und (a) € £'. Dann gilt fir jede
Orthonormalbasis (by,) von H (mit absoluter Reihenkonvergenz)

Zak‘<wk7 Uk> = Z <Kbma bm)

k>1 m>=1

3.45 Definition. Die Spur von K € N(H) ist gegeben durch

tr(K) = > (Kb, bpm)

m=1
fiir eine beliebige Orthonormalbasis (by,)m>1 von H.

3.46 Korollar. Ist K € N(H) selbstadjungiert und ist (ug)g>1 die Folge der
Eigenwerte entsprechend ihrer Multiplizitdt, so gilt

[ K[ nue = Z‘NH’ tr(K) = Zﬂk-

k>1 k>1

3.47 Lemma. Fir K € N(H) gilt:
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(a) K* € N(H) und tr(K*) = tr(K);

(b) fiir jedes L € L(H) sind KL, LK € N(H) mit | K Lllnwr < | K |lnus | LI,
HLKHnuk < HLHHKHnukJ und tr(KL) = tr(LK)'

3.48 Satz. K € L(H) sei kompakter Operator auf einem separablen Hilbert-
raum H.

(a) Fiir jede Orthonormalbasis (by)m=1 von H gilt

1K s = Y K ml* = D [{Kbm, bn)[.

m>=1 m,n=1

(b) Die Hilbert-Schmidt-Operatoren in L(H) bilden einen Unterraum HS(H)
und ||o||zrs ist eine Norm auf HS(H).

(¢) Fir Ki, Ky € H8(H) ist K3K1 € N(H), und (K1, Ko)ps = tr(K;K)
ist ein Skalarprodukt mit | K |3 ¢ = (K, K)s. Fir jede Orthonormalbasis
(bm)m>1 von H gilt (K1, Ko)fgs = Zm>1<K1bm7KQbm>-

(d) (HS(H), (e, 0)ps) ist ein Hilbertraum.
3.49 Beispiel. Betrachte K € £(L?([0,1])) mit K f(t) = [, f(s)ds und Sin-

guldrwerten s, = m, k > 0. Wegen (sg)g>0 € ¢\ ¢! ist K nicht nuklear,
2
aber ein Hilbert-Schmidt-Operator mit Norm [|K|[|7,g = >0 W < 0.

Dann ist K*K ein nuklearer Operator mit ||K*K||pue = tr(K*K) = |K||%g-

3.50 Satz. Sei L?(n) = L*(X,JF, ) separabel mit o-endlichem Maf p. Dann
ist L € L(L*(p)) genau dann Hilbert-Schmidt-Operator, wenn ein k € L?(X x
X, FRF, u@p) existiert mit

Lf(t) = /X k(t,s)f(s)u(ds) fir p-fast alle t € X.

Es gilt |Lllus = [kl L2 (uop)-

3.51 Beispiel. K € £(L?([0,1])) mit K f(t) = fg f(s)ds hat Hilbert-Schmidt-
11 . :
Norm || K|}g = [y fo 1(s < t)2dsdt = 5. Wir schlieBen Y, W =1

3.4 Unbeschrinkte Operatoren

3.52 Definition. Ein Operator A auf einem Hilbertraum H ist eine lineare
Abbildung A : D(A) — H, wobei der Definitionsbereich D(A) C H ein Unter-
raum ist. Liegt D(A) dicht in H, so heiit A dicht definiert. Der Operator A ist
abgeschlossen, falls fiir (x,) € D(A) mit z, —» « € H und Az, — y € H gilt
x € D(A) und y = Ax.

3.53 Lemma. Es sei A ein abgeschlossener Operator. Wird D(A) mit der
Graphnorm ||z||a = ||z|| + ||Az|| versehen, so ist A : D(A) — H ein be-
schrinkter linearer Operator.
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3.54 Definition. Sei D(A*) :={y € H |z — (Az,y) ist ||e||-stetig auf D(A)}.
Dann ist der adjungierte Operator A* : D(A*) — H eindeutig definiert iiber
die Eigenschaft (Ax,y) = (z, A*y) fiir alle x € D(A), y € D(A*).

3.55 Lemma. Ist A ein dicht definierter Operator, so ist A* abgeschlossen.

3.56 Definition. A und B sind als Operatoren gleich (Notation A = B),
falls D(A) = D(B) und Az = Bz fiir alle z € D(A) gilt. Ein Operator B ist
eine Erweiterung des Operators A (Notation A C B), falls D(A) C D(B) und
Az = Bz fiir alle z € D(A) gilt.

Ein Operator A heifit symmetrisch, falls (Az,y) = (z, Ay) fiir alle x,y €
D(A) gilt. Gilt sogar A = A*, so heiit A selbstadjungiert.

3.57 Lemma. Es sei A ein dicht definierter Operator. Dann gilt:

(a) A ist genau dann symmetrisch, wenn A C A*.

(b) Ist A symmetrisch und surjektiv, so ist A selbstadjungiert und bijektiv.
3.58 Beispiele.

(a) Betrachte H = L%([~1,1];C) und Ax(t) = iez'(t) auf D(A) = {z €
CY([-1,1];C) |x(~1) = z(1) = 0}. Dann ist A dicht definiert und sym-
metrisch, aber nicht abgeschlossen. Also kann A nicht selbstadjungiert
sein.

(b) Betrachte auf H = L?(R) den Multiplikationsoperator Mz (t) = f(t)z(t)
fir eine messbare Funktion f : R — R mit Definitionsbereich D(My) =
{z € H| [ f(t)*x(t)*dt < oo}. M ist symmetrisch und im Fall f(t) =
1 + t? surjektiv, also selbstadjungiert und bijektiv. Dieser Fall entspricht
im Fourierbereich dem Operator I — A mit D(I — A) = H?(R) C L(R).

3.59 Satz. Es sei A ein selbstadjungierter bijektiver Operator, so dass A~! :
H — D(A) C H kompakt ist. Dann ist A~' auch selbstadjungiert und besitzt
eine Spektraldarstellung

Ay = Z)\,j(:r,ek)ek, x € H,
k

wobei A\y' € R\{0} im Fall dim H = oo eine Nullfolge bilden und (ey,) eine
Orthonormalbasis von H bildet. Wir erhalten die Spektraldarstellung von A

Az = Z/\k<a:, epyer, € D(A)
k

mit A, € R\{0}, die limy_,oo|A\x| = o0 im Fall dim(H) = oo erfillen, und
mit derselben Orthonormalbasis (er). Der Definitionsbereich ist gegeben durch
D(A) = {o € H| X\ Nelw,ex)? < oo}.
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