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1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten und Zufallsvariablen

1.1 Beispiele.

(a) Wiirfeln mit zwei unterscheidbaren Wiirfeln wird durch die Grundmenge
Q = {1,2,3,4,5,6}2 beschrieben. Interpretation ist, dass Versuchsausgang
(n1,n2) € Q bedeutet Augenzahl des 1. Wiirfels = nq, des 2. Wiirfels = no.
Ereignisse sind z.B. A1 =es wird ein Pasch gewtirfelt, As =die Augensum-
me ist 7, Az =es tritt keine 1 auf. Ereignisse werden als Teilmengen von €2
modelliert: A; = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}, A2 = {(n1,n2) €
Qny +n2 = 7}, As = {(n1,n2) € Q|n1 # 1 und ng # 1}. Sind al-
le Versuchsausgiinge gleichwahrscheinlich, so ist die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A C 2 gleich der Anzahl aller fiir A giinstiger Versuchs-
ausginge geteilt durch die Anzahl aller moéglichen Versuchsausgénge, d.h.
P(A) = %, sprich ,,die Wahrscheinlichkeit von A ist gleich dem Verh#lt-

nis der Anzahl Elemente von A zu der von Q“. Wir erhalten P(A;) = §,
P(A2) = 5, P(43) = 5.

(b) Beim n-fachen Wurf einer Miinze setzen wir 2 = {0, 1}" mit Interpretati-
on (by,...,by) € Q kodiert Ergebnis in den Wiirfen 1 bis n via b; = 1 fiir
Kopf im i-ten Wurf, b; = 0 fiir Zahl im i-ten Wurf. Wir betrachten die Er-
eignisse 41 = {(1,...,1)} (n-mal Kopf), As = {b € Q|bi+--+b, =n—1}
((n — 1)-mal Kopf), Az = {b € Qb1 +---+ b, < n—1} (mindestens
einmal Zahl). Sind alle Versuchsausgéinge gleichwahrscheinlich, so erhal-
ten wir P(A;) = 27", P(A2) = n2™", P(A3) = 1 — 27", Beachte, dass
Az = AL := Q\ A und P(A;) + P(As3) =1 gilt. A; und As heifien auch
komplementéire Ereignisse oder Gegenereignisse.

(¢c) Wir nehmen nun an, dass die Miinze beliebig oft hintereinander gewor-
fen wird. Die Versuchsausgéinge modellieren wir dann durch 0-1-Folgen
B = (bp)nen = (b1,b,...), dh. @ = {0,1}. Ereignisse sind dann
A = {(1,1,...)} (immer nur Kopf), A2 = {b € Q|VM € N3k € N :
by = bgy1 = -+ = bppym—1 = 1} (fur jedes M € N gibt es einen
Kopf-run der Liange M). Wegen [2] = oo gibt es keine Gleichvertei-
lung auf den Versuchsausgéingen. Intuitiv wiirden wir aus (b) schlieflen
P(A;) = limy, 400 27" = 0, wihrend P(Ajz) nicht klar ist. Es fehlt eine
mathematisch formale Einfiithrung des Wahrscheinlichkeitsmafles P und
seiner Eigenschaften.

1.2 Bemerkung. Im letzten Beispiel (c) ist nicht sofort klar, welche Wahr-
scheinlichkeiten wir den Ereignissen A, As zuordnen sollten. Fiir A; haben wir
intuitiv eine Grenzwertiiberlegung gemacht durch Ereignisse, die nur von end-
lich vielen Wiirfen abhéingen, was auch fiir Ay mo6glich ist. Kénnten wir so jeder
Teilmenge A C {0,1}" eine Wahrscheinlichkeit zuordnen? Einfache Uberlegun-
gen zur Kardinalitit der Mengen (die Potenzmenge 22 ({0, 1}V) hat eine groBere
Kardinalitét als die reellen Zahlen) zeigen, dass dies nicht der Fall ist. In diesem



Fall wollen wir also vielleicht gar nicht jeder Teilmenge von 2 eine Wahrschein-
lichkeit zuordnen. Unten werden wir im Satz von Vitali dann auch noch sehen,
dass ein fairer Miinzwurf auf £2({0, 1}V) nie definiert werden kann. Dies fiihrt
zu der Einsicht, dass wir Wahrscheinlichkeiten nur auf interessierenden Mengen
definieren sollten.

1.3 Definition. Mit 2 werde die nichtleere Menge der moglichen
Versuchsausgéinge oder Ergebnismenge, Grundmenge bezeichnet. Ein Teilmen-
gensystem .# C () heiit Menge der interessierenden Ereignisse oder ma-
thematisch o-Algebra, falls gilt:

(a) Qe .7;

(b) Ac F = A°c .F;
(c) Ape FneN=J,cn4n € Z.

Die Elemente von .# heiflen Ereignisse. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P (auch
Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt) auf % ist eine Abbildung P : % —
[0, 1], die den Kolmogorovschen Aziomen (1933) geniigt:

(a) P(Q) =1 (Normierung);

(b) fir A, € #, n € N, paarweise disjunkt gilt

P( U An) = 3" P(A,) (o-Additivitit).

neN neN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (§2,.%#, P), bestehend aus einer
Ergebnismenge €, einer o-Algebra .# iiber €2 sowie einem Wahrscheinlichkeits-
maf} P auf #.

1.4 Beispiele. Auf jeder nichtleeren Ergebnismenge (2 existieren die triviale
o-Algebra {@, Q} sowie die Potenzmenge Z(2) als o-Algebren. Fiir wy € € ist
das Einpunkt- oder Diracmafl d,,(A) = 1(wo € A), A € %, ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf jeder o-Algebra .# iiber Q. Sind (P,),>1 Wahrscheinlichkeits-
mafle auf einer o-Algebra .%, so auch jede Konvexkombination Zn>1 wy, Py, mit
wy, = 0 und Zn>1 wy, = 1. Die Einpunktmafle bilden Extremalpunkte der kon-
vexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf .7 (recherchiere ggf. konvex,
Extremalpunkt).

1.5 Lemma. Fir jede o-Algebra F gilt:
(a) @ € .F;
(b) A1, A9 € ¥ = AiUAy € F;
(c) Ape FneN= ), nyAn, A1 NAy € F.

Beweis. Zu (a): aus Axiomen (a) und (b) folgt Q € ¥ = @ = Q° € Z. Fir
(b) setze einfach A,, = @ fiir n > 3 und wende Axiom (c) an. Behauptung (c)
folgt durch Komplementbildung (Axiom (b)) aus Axiom (c) bzw. Behauptung
(b). O



1.6 Lemma. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ P : . % — [0, 1] gilt:
(a) P(&) =0;
(b) A,Be %, AC B= P(A) < P(B) (Monotonie);
(c) VA,Be % : P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B);

(d) VA, € F,n > 1 1 PUps14n) < Do P(An) (Subadditivitdt,
Bonferroni-Ungleichung).

Beweis.
(a) Mit A, = @ gilt wegen o-Additivitit P(2) = ), -, P(9), also P(2) = 0.

(b) Mit A; = A, A2 = B\ A (und A4,, = @, n > 3) gilt (Wahrscheinlichkeiten
sind nicht-negativ)

P(B) = P(A1UAs) = P(A1) + P(A2) = P(A) + P(B\ A) > P(4).

(c) Zerlege disjunkt: AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB), A= (A\B)U(ANB),
B = (B\ A)U (AN B) und verwende die Additivitdt von P:
P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+ P(ANB)
= (P(A)— P(ANB)) + (P(B)— P(ANB)) + P(ANB)
=P(A)+ P(B) — P(ANB).

(d) Setze By = Ay, By, = Ap\U,<,, Ai, n = 2. Dann gilt B, C A,, U7121 B, =

Ups1 An, aber die (By)n>1 sind nach Konstruktion paarweise disjunkt.
Also folgt mittels o-Additivitdt und Monotonie

P( U An) - P( U Bn> =Y P(B.) <Y P(4,).
nzl n>1 n>1

n=>1

O]

1.7 Satz. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf F, so gilt fir A, € F,n > 1,
mit A, T A (d.h. Ay C Apgr, U, An =A4)

P(A) = lim P(A,) (o-Stetigkeit).

n—oo

Andererseits ist jede normierte, additive Mengenfunktion Q : % — [0,1] (d.h.
Q) =1, QAUB) = Q(A)+Q(B) fiir alle disjunkten A, B € .F ), die o-stetig
ist, auch o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmap.

Beweis. Ubung! O



1.8 Beispiel. Betrachte den unendlich hdufigen Miinzwurf aus Beispiel [1.1](c).
Wir beschreiben das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf allen Ereignissen, die nur
von endlich vielen Miinzwiirfen abhéngen. Daher fordern wir, dass fiir jedes
n > 1 die Mengen By, x {0,1} x {0,1} x -+ = {(wi)i>1 | (w1, ..., wpn) € Bp,w; €
{0,1},i > n} fir B, C {0,1}" in einer o-Algebra .# enthalten sind. Dann
muss auch 41 = (s {(wi)iz1|wr = ... = wp = Lw; € {0,1},4 > n} in
der o-Algebra % liegen. Ordnet ein Wahrscheinlichkeitsmafi P dem Ereignis
{(wi)is1 w1 = ... = wp, = Lw; € {0,1},i > n} die faire Wahrscheinlichkeit
27" zu, so muss wegen o-Stetigkeit (gehe zu Komplementen iiber!) P(A;) =0
gelten. Dies ist also eine formale Begriindung unserer intuitiven Herleitung.
Beachte allerdings, dass wir bislang nicht die Existenz von .# und insbesondere
von P bewiesen haben.

1.9 Bemerkung. Hiufig interessieren uns nicht die Versuchsausgénge selbst,
sondern abgeleitete Groflen wie zum Beispiel die Augensumme beim Wiirfeln.
Dies wird mit Zufallsvariablen modelliert, die als Funktionen auf Wahrschein-
lichkeitsrdumen Wahrscheinlichkeitsmafle ,,transportieren, &hnlich den Homo-
morphismen der Algebra.

1.10 Definition. Es sei (2,.%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (5, .) ein
Messraum. Dann heifit eine Funktion g :  — S messbar (bzgl. (#,.7)), falls

VAe . : g A)eF

gilt. Jede solche messbare Funktion heifit (.5,.7)-wertige Zufallsvariable. Fiir
S = R? wird kanonisch . = Bya (Borel-o-Algebra, siehe unten) gewihlt, und
man spricht blofl von einer Zufallsvariablen (d = 1) bzw. einem Zufallsvektor
(d>2).
Die Verteilung einer (S,.7)-wertigen Zufallsvariablen X ist das Wahrscheinlich-
keitsmaf

PX(A):=P(X € A) = P(X"}(A), Ac.7.

Die Verteilung PX von X ist also das Bildma$ von P unter X. Spiter werden
wir mit der Verteilungsfunktion (Dichte, Zihldichte) von X stets die zu PX
gehorige Grofie meinen.

Wir schreiben kurz {X € A} = {w € Q| X(w) € A}, {X =z} ={w €
QN X(w)=2z}, P(X€A)=P{X € A}), P(X =z):= P{X = x}) etc.

1.11 Beispiele.

(a) Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln interessiert uns die Augensumme X als abge-
leiteter Parameter. Formal betrachten wir Q = {1,2,3,4,5,6}%, X : Q —
R mit X ((n1,n2)) = ni+no. Das Ereignis {X = 7} ist dann kurz fiir {w €
Q ‘ X(w) = 7} = Xﬁl({’?}) = {(17 6)7 (2,5),(3,4), (473)7 (57 2)a (6, 1)} cQ
und {X ist gerade} = {w € Q| X (w) € {2,4,6,8,10,12}}.
X transportiert das Wahrscheinlichkeitsmaf8 P auf € nach R: PX(A) :=
P(X71(A) = P({lw € Q| X(w) € A}) = P(X € A) fiir A C R. Beachte,
dass hier jede Funktion X : €2 — R messbar und damit Zufallsvariable
ist, da © mit der Potenzmenge &(2) als o-Algebra versehen ist, so dass
PX sogar auf Z(R) wohldefiniert ist.



(b) Auf einem Wahrscheinlichkeitsram (§2,.%, P) ist die Indikatorfunktion
X(w)=14(w) =1(w € A), w € , genau dann eine reellwertige Zufallsva-
riable, wenn A € .Z gilt. Fiir ihre Verteilung gilt PX = P(AL)8+P(A)é;.

> Kontrollfragen

(a)

(b)

(d)

()

F ={2,Q,R\ Q,R} bildet eine o-Algebra auf den reellen Zahlen R. Beweis?
Welche Funktionen g : R — R sind (%, 22(R))-messbar?

Es gilt R € .#, und .% ist abgeschlossen unter Komplementen und Vereinigun-
gen, so dass .7 eine o-Algebra ist. Jede Funktion f(z) = alg(z)+blr\ g(z),
r € R, fiir beliebige a,b € R ist (F, P(R))-messbar, weil f~1(A) €
{Q,R\Q,R &} gilt, je nachdem, ob nur a € A, nur b € A, {a,b} C A
oder {a,b} N A = o gilt. Jede (.Z#, Z(R))-messbare Funktion muss diese Ge-
stalt haben, weil fiir eine Funktion, die auf Q (oder R\ Q) zwei oder mehr

Werte annimmt, das Urbild eines dieser Werte eine echte Teilmenge von Q
(bzw. R\ Q) und damit nicht in .% wire.

Geben Sie alle mdglichen o-Algebren auf der Grundmenge Q2 = {0, 1,2} an.
Fo = {@,Q}, Fi = {{Z — 1}, {Z — I}C}Ug\o fuiri=1,2,3 und %, = z@(Q)

Beweisen Sie formal, dass PX wieder ein WahrscheinlichkeitsmaB ist.

Da X messbar ist, ist PX wohldefiniert. PX ist WahrscheinlichkeitsmaB we-
gen PX(S) = P(X1(9)) = P(Q2) = 1 sowie (Mengenlehre!) fiir paarweise
disjunkte A, € .¥

PY(U ) =P(x(UJ4n)) =P xA0)

n>1 n>1 n>1

Wieso ist beim 3-fachen fairen Miinzwurf die Anzahl von 'Kopf' eine Zufalls-
variable? Was ist die Verteilung der 'Kopf'-Anzahl? (saubere Modellierung!)

Q= {0,1}3, F = gZ(Q), X:Q— R, X(wl,WQ,LU3) = w1 + wy + ws. X ist
messbar und damit Zufallsvariable, weil .% die Potenzmenge ist (klar?). Es gilt

PX({0}) = P({(0,0,0)}) = 5, P*({3}) = P*({0}),

PX({l}) = P({(I,0,0), (Oa 1, )’ (070,1)}) = %7 PX({2}) = PX({l})
und fiir allgemeine Mengen A C R gilt PX(A) = £(14(0) + 14(3)) +
2(1a(1) +14(2)).

Wie kann man durch ein (intuitives) Grenzwertargument die Wahrscheinlich-
keit von Aj in Beispiel [L.Ic) bestimmen?

Es g”t Ay = nM21 Uk}l B]“M mit Bk,]u = {b € Q‘bk == bk+M—1 =
1}. Wegen o-Stetigkeit gilt also P(A43) = limpr— 00 P(U,@1 By ar). Wir
wollen P(U;>, Bk,m) = 1 fiir alle M zeigen, wofiir wegen Monotonie

P(U;>1 Bjm,m) = 1 ausreicht (beachte, dass die runs in B nicht iiber-
lappen!). Wegen o-Stetigkeit reicht es also, lim P(U;.]:1 Bipyym) =1

zu zeigen. Betrachte dazu das Komplement ﬂ;.lzl(BjM,M)c, also dass je-
weils zwischen jM und (7 + )M — 1, 1 < j < J, kein run vorliegt.



Dies hdngt nur von den ersten JM Miinzwiirfen ab. Die dafiir giinstigen
Méoglichkeiten sind alle Wiirfe, wo die ersten M Wiirfe nicht alle gleich 'l’
sind, die ndchsten M Wiirfe nicht alle gleich "1’ sind usw. Es gilt deshalb

J c = (21 —MYJ Wi ;
P((i=1(Bjm,m)¢) = =g = (1 —27%)”. Wir erhalten somit
J
P(e) = Jim P B > Jim i P(U B
k>1 i=1

= lim lim (1 - (1-2"M)))=1.

M—o00 J—00

Spater werden wir dies mit dem Borel-Cantelli-Lemma einfacher herleiten
kénnen.

Ende der 1. Vorlesung

1.2 Diskrete Verteilungen

1.12 Definition. Ist Q eine abz#hlbare (d.h. endliche oder abzéhlbar unend-
liche) Menge und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf .# = 2(Q), so heifit
(Q,.7, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt eine S-wertige Zu-
fallsvariable X diskret verteilt, falls sie beziiglich Z(S) messbar ist und einen
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (S, 2(S), PX) generiert. Ist X eine diskrete
S-wertige Zufallsvariable und S C R? (S abzihlbar und somit £2(S) Unter-o-
Algebra der Borel-o-Algebra), so bezeichnet man X auch als diskrete R%-wertige
Zufallsvariable.

1.13 Beispiel. Das Modell des Wiirfel- und des n-fachen Miinzwurfs bildet
einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Die Augensumme beim Miinzwurf ist
eine diskret verteilte Zufallsvariable.

1.14 Lemma.

(a) Ist (2, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig
durch seine Zihldichte p : @ — [0, 1] mit p(w) := P({w}) festgelegt.

Ebenso legt bei einer diskret verteilten S-wertigen Zufallsvariablen X die
zugehorige Zihldichte pX(s) = P(X = s), s € S, die Verteilung PX
eindeutig fest.

(b) Ist andererseits 2 eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge und
besitzt p : Q0 — [0,1] die Eigenschaft ) .o p(w) =1, so wird durch

P(A):=> pw), ACQ,

w€eA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf % = 22(Q) definiert, dessen Zihldich-
te p ist.

Beweis.



(a) Wegen .7 = Z(Q) und Q abzéhlbar gilt

=P(J{w}) =X PUwh = Yoplw), AcZ.

weA wEA w€eA

Dies gilt entsprechend auch fiir die Verteilung P¥X einer diskreten Zufalls-
variablen.

(b) Offensichtlich gilt P(Q) = > .o p(w) = 1. Fiir paarweise disjunkte A, C
Q gilt

P(Ua) = X p@)=3 > pw) = P(4n)

n>1 WEUn>1 An n>lweA, n>1

also o-Additivitdt. Beachte dazu, dass Reihen mit nicht-negativen Glie-
dern beliebig umsortiert werden diirfen.

O]

1.15 Lemma (Urnenmodelle). In einer Urne liegen N Kugeln mit den Auf-
schriften 1,2,...,N. Es werden n Kugeln gezogen. Dann gilt fir die Anzahl
verschiedener Versuchsausginge:

Mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
Q1 :{la"'aN}nf ‘Ql| = N".

Ohne Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
Qy = {(k:l,..., n) | ki, ke € {1,..., N} paarweise verschieden},
|| = (N n, fiirn < N.

Ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Q3 ={AC{1,....,N}||A] = n}, |Q3| = (Y) firn <N.

Mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Qs ={(s1,---,8n) |1 <s1<s2< - <5y <N}, Q] = (N+n—1)‘

n

Beweis. Siehe Krengel, Abschnitt 1.2. O

1.16 Beispiel. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Raum mit
n Personen keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben? Geht man
von 365 Tagen im Jahr aus, so ist die Menge aller Geburtstagskombinationen
gerade 7 mit N = 365. Das Ereignis, das keine zwei Personen am selben
Tag Geburtstag haben, entspricht dann gerade (2. Unter der Annahme einer
Gleichverteilung ergibt sich daher fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit m
Approximativ ergibt sich exp(—n(n —1)/(2N)) (wie?) und konkret 0,432 fiir
n=25;4,4x 107 fir n = 50; 2,2 x 107 fiir n = 80; 2,7 x 10~ fiir n = 100.

1.17 Definition. Die Laplace-/Gleich-Verteilung ist gegeben durch die Z&hl-
dichte prgp)(w) = ﬁ, w € , auf einer endlichen Grundmenge . Gilt

pX =p Lap(0) flr eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X Laplace-
oder gleichverteilt auf € ist, Notation X ~ Lap(€2).



1.18 Beispiel. Der Wurf zweier fairer Wiirfel kann mit Q = {1,2,3,4,5,6}>
und Zéhldichte p(w) = g5 der Gleichverteilung auf 0 modelliert werden.

1.19 Definition. Die hypergeometrische Verteilung mit Parametern 0 < n <
N,0< W < N ist auf Q ={0,...,W} gegeben durch die Zihldichte
N-W\ W
_ G G)
PHyp(N,Wn) (w) = (N) , WE {0, ey W}

n

Gilt pX = PHyp(N,Wn) fir eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X
hypergeometrisch verteilt ist, Notation X ~ Hyp(N, W,n).

1.20 Beispiel. Lotto, siche Ubung.

1.21 Definition. Das Bernoulli-Schema (die Bernoulli-Kette) der Lénge n € N
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1] auf Q = {0, 1}" ist gegeben durch die
Z&hldichte

PBern(n,p) (w) = pz?:1 wj(l - p)n_zzlzl Yow= (wla e 7Wn) € {07 1}n

1.22 Beispiel. n-facher Miinzwurf mit einer Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit
p 'Kopf” (also '1’) zeigt.

1.23 Definition. Die Binomialverteilung mit Anzahl n € N und Erfolgswahr-
scheinlichkeit p € [0, 1] auf Q = {0,...,n} ist gegeben durch die Z&hldichte

n e
me<n,p>(k)=<k>pk(1—p) ko ke{0,1,...,n}.

Gilt pX = PBin(n,p) flr eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X
Binomial-verteilt ist, Notation X ~ Bin(n,p).

1.24 Beispiel. Die Binomialverteilung zéhlt die Anzahl der ’Erfolge’ in ei-
nem Bernoulli-Schema. Betrachte dazu auf = {0,1}" die {0,...,n}-wertige
Zufallsvariable X (w1,...,wp) = w1 + -+ + wy. Dann gilt fiir k£ € {0,...,n}

P(X = k;) = Z PBern(n,p) (w)
w:X (w)=Fk

- Y o

wiwl+Fwn==k

= (Z)p’“(l —p)" "

Also ist die Verteilung PX von X gerade die Binomialverteilung mit Parametern
n und p, kurz X ~ Bin(n,p).

1.25 Definition. Die Multinomialverteilung mit Anzahl n € N, Klassenzahl
r € N und Erfolgswahrscheinlichkeiten py,...,p, € [0,1] mit > ! ;p; = 1 ist
gegeben auf Q = {k € {0,...,n}" |k +--- + k., = n} durch die Zahldichte

n! k %
PMult(nyrpy,.pr) (K) = m?ﬁl cepe, kel
! !

Gilt pX = PMult(n,rp1,...pr) L0r eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir,
dass X Multinomial-verteilt ist, Notation X ~ Mult(n,r, p1,...,Dr).



1.26 Beispiel. Die Multinomialverteilung Mult(n, r, p1,...,p,) zidhlt die An-
zahl der Versuchsausgidnge in r Klassen bei n Versuchen und Klassenwahr-
scheinlichkeiten pi,...,p,.. Werden die Ziffern 0’ bis ’9’ rein zufillig n-
mal erzeugt, so kann man die erhaltenen Héufigkeiten der Ziffern mit der
Mult(n, 10,%,...,%)—Verteﬂung beschreiben. Im Fall » = 2 erhalten wir
ko = n — ki fir k € Q und somit prruii(n2p,1-p)(K) = PBin(np)(k1). Mehr
zur Multinomialverteilung in Abschnitt 2.2.2 bei Georgii.

1.27 Definition. Die geometrische Verteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p € (0,1] ist auf Q = N gegeben durch die Zahldichte

pGeo(p)(k> = (1 - p)k_lp7 keN.

Gilt pX = PGeo(p) fir eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X
geometrisch verteilt ist, Notation X ~ Geo(p).

1.28 Beispiel. Die geometrische Verteilung beschreibt bei einem beliebig lan-
gen Bernoulli-Schema (intuitiv, da noch nicht formal konstruiert) die Anzahl
der Versuche bis zum ersten Erfolg. Betrachte dazu X : {0, 1} — N mit

1, falls Vi : w; = 0,
min{i € N |w; =1}, sonst.

X((wi)iz1) = {

Dann gilt (weiter intuitiv)
P(X=k)=P(Vi<k:w =0,ws =1) = ppern(p(0,-..,0,1) = (1 —p)*'p,

und X ist geometrisch verteilt. Beachte dazu, dass das Ereignis {Vi € N : w; =
0} wegen p > 0 Wahrscheinlichkeit lim,, (1 —p)™ = 0 besitzt und der Wert 1
fiir X auf diesem Ereignis vollig beliebig war. Fiir eine rigorose Herleitung muss
der Wahrscheinlichkeitsraum des beliebig langen Bernoulli-Schemas konstruiert
und die Messbarkeit von X nachgewiesen werden, was weiter unten geschehen
wird. Natiirlich ist die geometrische Verteilung auch ohne diese Interpretation
stets wohldefiniert.

1.29 Definition. Die Poissonverteilung mit Parameter A > 0 ist auf 2 = Ny
gegeben durch die Zahldichte

Proisoy (k) =e 2=, keNy.

Gilt pX = PPois(x) fir eine diskrete Zufallsvariable X, so sagen wir, dass X
Poisson-verteilt ist, Notation X ~ Pois(\).

1.30 Satz (Poissonscher Grenzwertsatz). Es seien p, € [0,1] gegeben mit
limy,—00 P, = A > 0. Dann gilt fir alle k € Ny

lim pBin(n,pn)(k) = PPois(\) (k)

n—oo



Beweis. Wir schreiben A,, < By, falls A,,/B,, — 1 fir n — oco. Dann ergibt
sich direkt aus p, — 0 und np, — A (beachte log((1 — p,)") = nlog(l —p,) =
—npn + O(np;)):

nFan—-1)--(n—k+1)

PBin(n,pn) (k) = m nk pﬁ(l —pn)"(1— pn)ik
k k
ok —NPn < A -
= ﬁpne = HC .
Wir erhalten also ppys(x)(k), wie behauptet. O

1.31 Bemerkung. Natiirlich ist auch eine nicht-asymptotische Fehler-
abschitzung wichtig. Es gilt

Z’pBin(n,p) (k) — PPois(np) (k)| < 271192,
k>0

wobei pgin(np) (k) = 0 fiir k > n gesetzt wird. Dies kann man rein probabilistisch
mit einem sogenannten Kopplungsargument beweisen, vergleiche Satz 5.34 in
Georgii oder Satz 5.9 in Krengel.

1.32 Beispiel. Die Poissonverteilung heifit auch ,, Verteilung seltener Ereignis-
se“ wegen p, — 0 im Poissonschen Grenzwertsatz. Typische Beispiele sind die
Anzahl von Geburten an einem Tag in einer Kleinstadt oder die Anzahl der
heute neu Corona-Infizierten in Berlin.

> Kontrollfragen

(a) Die Zufallsvariable X modelliere die Augensumme von zwei fairen Wiirfeln, wie
in Beispiel a). Was ist p~X?
pX(2) = p*(12) = 55, p¥(3) = p*(11) = 5, p¥(4) = p*(10) = 4,
p*(5) =p*(9) = 5. p*(6) = p*(8) = 55, p™ (7) = 5.

(b) Wieso ist pgeo(p) eine Zahldichte?
Offensichtlich ist pgeo(p) (k) = 0. AuBerdem folgt mit der geometrischen Reihe

>~ Paeat (8) =2 3 (1 =) = p— s = 1.

k>1 k>1

(c) Finde weitere Anwendungsbeispiele fiir jede der angegebenen diskreten Vertei-
lungen.
Beim Roulette ergibt sich die Gleichverteilung auf {0,...,36}. Wahlen wir
n der N Bundesbiirger rein zufdllig aus und schauen wir, wie viele eine be-
stimmte Krankheit besitzen, so ergibt sich die hypergeometrische Verteilung
Hyp(N, W, n), wobei W die Anzahl der Bundesbiirger mit dieser Krankheit
bezeichnet. Spielen wir n-mal Roulette und setzen jeweils auf eine einzige
Zahl, so ergibt sich das Bernoulli-Schema Bern(n, 3-). Die Anzahl der Ge-
winne bei diesem Roulettespiel ist Bin(n, 3—17)—verteilt. Z&hlen wir wie oben die
Anzahl der kranken Bundesbiirger, wobei wir diese 'mit Zuriicklegen' ziehen
(d.h. mit méglicherweise mehrfacher Auswahl), ergibt sich eine Binomialvertei-
lung, ndmlich Bin(N, W/N). Unterscheiden wir bei den kranken Bundesbiirgen
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noch, ob sie krank mit oder ohne Symptome sind, ergibt sich eine Multinomi-
alverteilung mit den » = 3 Klassen 'gesund’, 'krank mit Symptomen’, 'krank
ohne Symptome’. Die Anzahl der S-Bahn-Fahrten bis zur ersten Kontrolle ist
geometrisch verteilt. Die Anzahl der mit einem Geigerzahler gemessenen Atom-
zerfélle ist Poisson-verteilt.

(d) Zeige A, < By, C,, < D,, = A,C,, < B,D,, und arbeite sauber alle Zwi-
schenschritte im Beweis des Poissonschen Grenzwertsatzes aus.

Es gilt lim,_, AnCo — lim, o0 42 lim, oo $= = 1. Verwenden wir dies
B,.Dy By D,
n(n—1)---(n—k+1) (A=pn)"

mit ———3——— =< 1 und 7~ = exp(nlog(l — p,) — np,) =
exp(O(np?)) =< 1, folgt die erste Asymptotik. Mit (np,)* < A\* und e~ "~ <
e~ ergibt sich damit die zweite.

(e) Zeichne einige Bin(n,p)-Zahldichten und vergleiche mit den zugehdrigen
Poisson-Zahldichten.
Siehe z.B. den Eintrag 'Poisson-Approximation’ in Wikipedia.

Ende der 2. Vorlesung

1.3 Maftheorie: allgemein und im R?

1.33 Satz (Vitali, 1903). Sei Q = {0,1}. Dann gibt es kein Wahrschein-
lichkeitsmafl P auf der Potenzmenge &(Q2), das folgender Invarianzeigenschaft
gentgt:

VACQ, neN: P(T,(A)) = P(A),

wobei Ty (w) = Tp(wi,wa,...) = (Wi,...,Wn—1,1 — Wn,Wn+1,...) das Ergebnis
des n-ten Wurfs umkehrt.

1.34 Bemerkung. Der Satz zeigt, dass wir das beliebig lange Miinzwurfexperi-
ment oder Bernoulli-Schema mit p = 1/2 nicht auf der Potenzmenge definieren
konnen. Der Beweis beruht auf dem Auswahlaxiom. Ein anderer Satz von Vitali
besagt, dass auch das Lebesguemafl nicht auf der Potenzmenge von R oder von
[0,1] definiert werden kann. Dieser kann aus dem hier angegebenen Satz per
Widerspruch hergeleitet werden. Idee: Betrachte Xy, : [0,1] — {0,1}, k£ > 1, mit
Xp(u) = 1[1/2,1)(2k_1u mod 1), so dass u = » ;4 X;.27% (Binirdarstellung).
Dann ist X (u) := (Xx(u))x>1 eine Abbildung von [0, 1] nach {0, 1}). Wire X das
(eingeschriinkte) Lebesguema$ auf ([0, 1]), so wiirde die Verteilung P = A\X
von X die hier geforderten Eigenschaften erfiillen. Widerspruch!

Beweis. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf :
wr~w = AN 1Vn>N: w, =w,.

Also sind zwei Versuchsausgéinge dquivalent, wenn sie sich nur an endlich vielen
Stellen unterscheiden. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Menge A C €,
die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Reprisentanten enthélt. Es sei .7 :=
{S € N [S endlich}. Wegen . = (J,,»1{5 € N | max S = m} ist ./ abziihlbar
unendlich. Fir S = {n,...,ny} € & setze T := T, 0Ty, 0--- 0T, (flip’ bei
den Stellen in S).

Dann gilt Q = (Jge o Ts(A), weil zu jedem w € Q ein w’ € A existiert mit
w’ ~ w, also auch ein S € . mit w = Ts(w’). AuBerdem sind die Mengen Ts(A),
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S € ., paarweise disjunkt; denn Ts(w) = Ts/(w') impliziert w ~ Tg(w) =
Tg(w') ~ W' und somit folgt fiir w,w’ € A, dass w = ' gilt (A enthilt genau
einen Repriisentanten jeder Aquivalenzklasse) und folglich auch S = S’ (nach
Definition von T, Ts/). Wir schlieflen aus den Voraussetzungen an P

1= P(Q) = p( U TS(A)) = 3" P(Ts(4) = Y P(A).

Ses Ses Ses

Weil die Reihe rechts entweder null oder unendlich ist, ist dies ein Widerspruch,
und ein solches P kann es nicht geben. O

1.35 Bemerkung. Im folgenden tragen wir ohne Beweis Grundlagen der Maf3-
theorie zusammen, wie sie in Analysis III gelehrt werden. Eine ausfiihrliche
Referenz ist Elstrodst.

1.36 Lemma. FEs sei & C P (Q) ein System von Teilmengen von Q. Dann gibt
es eine kleinste o-Algebra F , die & enthilt.

1.37 Definition. In der Situation des vorigen Lemmas sagt man, dass die o-
Algebra # von & erzeugt wird. & heifit Erzeuger von .# und man schreibt
F =o0(8).

1.38 Definition. Es sei (.5, d) ein metrischer Raum. Dann heifit Bg := o({O C
S| O offen}) Borel-o-Algebra iiber S.

1.39 Satz.
(a) Die Borel-o-Algebra Br iber R wird auch erzeugt von folgenden Mengen-
systemen:
(Z) &1 = {(CL, b) |a7 be R}z
(ii) & = {[a,b] | a,b € R};
(Z“) &3 = {(CL, b] |a7 be R};
(iv) & :={(—o0,b]|b € R};

(v) & = {(=00,b)[b € R}.

(b) Die Borel-o-Algebra Bya tber RY wird auch erzeugt von folgenden Men-
gensystemen:

(i) &= {(a1,b1) x -+ x (ag,ba) | ak, by € R,k =1,...,d};
[

(ii) &= {[a1,b1] X --- X [ag, ba] | ag,br € Rk =1,...,d};
(iii) &F = {(a1,b1] x -+ x (ag,bq] | ar, bp, € Rk =1,...,d};
(iv) & = {(—00,b1] X --- x (—00,bq] | by, € Rk =1,...,d};
(v) E& = {(—00,b1) x -+ x (—00,bq) |bp ERk=1,...,d}.

1.40 Lemma. Fine Funktion g : Q — S ist bereits (% ,.7)-messbar, falls fir
einen Erzeuger & von 7 gilt

VAc&: g (A) e Z.

12



1.41 Korollar.

(a) Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Raumen (S,dg) und
(T, dr) ist Borel-messbar, d.h. (Bg,Br)-messbar.

(b) Jede Funktion g : Q2 — R mit {g < y} € F fir alle y € R ist (F,Bg)-
messbar.

(¢) Falls gn : Q@ — R (F,Br)-messbar sind fir alle n > 1, so auch inf,, g,
sup,, gn, limsup,, gn, liminf, g,, sofern diese Funktionen endlich sind.
Falls der punktweise Grenzwert lim,, g,, tiberall existiert, so ist auch dieser
(F,BRr)-messbar.

(d) Sind g1,...,9q : @ = R (F,Bg)-messbar und ist h : R? — R¥ Borel-
messbar, so ist w — h(gi1(w),...,ga(w)) (F,Bgr)-messbar; insbesondere

sind also messbar: (g1,...,94), 91 + g2, g1 — g2, gi1e92, 91/g2 (falls iberall
wohldefiniert), max(gi, g2), min(gi, g2).

(e) Ist g : Q2 — S (F,S)-messbar und h : S — T (7, T )-messbar, so ist die
Komposition ho g (F,.7)-messbar.

1.42 Definition. Es sei  eine nichtleere Menge. Dann heifit &/ C 22(Q)
Algebra tiber €, falls gilt:

(a) Qe o
(b) Ac o = A° € o
(c) ABe o/ == AUBec 4.
Eine Abbildung p : &7 — [0, 00| heiit Pramaf tiber <7, falls
(a) p(2)=0;
(b) fiir A, € &/, n € N, paarweise disjunkt mit | J,, A, € &7 gilt
u( U An) = 3" 4l(Ay) (o-Additivitat).
neN neN

1 heiflit Maf, falls <7 bereits eine o-Algebra ist. Ein Maf3 u heifit o-endlich, falls
es Ay, € o7, n €N, gibt mit p(A4,) < oo und = J,, A,. Konsistent mit obiger
Definition heifit ein Mafl ;1 Wahrscheinlichkeitsma8, falls p(2) = 1 gilt.

1.43 Satz (Maferweiterungssatz von Carathéodory, 1917). Jedes Primafl p
auf einer Algebra o7 kann zu einem Maf$ i auf der von o erzeugten o-Algebra
F = o() fortgesetzt werden, d.h. i ist ein Maf auf F mit i(A) = p(A) fir
alle A € o .

1.44 Satz (Eindeutigkeitssatz). Es seien p und v o-endliche Mafie auf (2, F)
und es gebe A,, € F,n € N, mit p(Ay) = v(4,) < oo und,, An = Q. Stimmen
u und v auf einem Erzeuger & von & ftberein, der in dem Sinne N-stabil ist,
dass A,B € & = ANB € & gilt, so stimmen p und v auf der ganzen o-Algebra
F dberein. Insbesondere ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ durch seine Werte auf
einem N-stabilen Erzeuger eindeutig festgelegt.
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1.45 Bemerkung. Wir wollen jetzt Wahrscheinlichkeitsmafie auf R beschrei-
ben, wozu folgender Begriff grundlegend ist.

1.46 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R,Bg) ist die zu-
gehorige Verteilungsfunktion gegeben durch F(z) := P((—o0,z]), = € R; fiir
(R, BR)-wertige Zufallsvariablen X wird durch FX(z) := PX((—o0,7]) =
P(X < x), x € R, die zugehorige Verteilungsfunktion definiert.

1.47 Beispiel. Ist P = d,, eine Einpunktverteilung, so ist F(z) = 1(3 o0) (7).
Fir P = 3 o1 Ppndz, mit pp, = 0, 37 1pp = 1 und 21 < 22 < .-+ gilt
F(x) = Zf:[:lpn fir x € [xn,xN41) sowie F(z) = 0 fir z < x1, F(z) = 1 fir
x > limy, 0 x, (falls dieser Grenzwert endlich ist).

1.48 Lemma. Jede Verteilungsfunktion F' ist monoton wachsend, rechtsstetig
und erfillt lim,_, o F(z) =0, limy—o0 F(z) = 1.

Beweis. Aus der Monotonie von P folgt die Monotonie von F'; denn fiir x < y
gilt
F(z) = P((—o0,z]) < P((=00,9]) = F(y).

Die o-Stetigkeit von P in Verbindung mit Komplementbildung impliziert die
Rechtsstetigkeit von F' wegen (—o0,x] = [,5,(—00, x,] fiir jede Folge z,, | x
und somit P((—oo0,z]) = lim,_eo P((—00,2y,]). Ebenso folgt F(z,) — 0
fiir z, | —oo aus ﬂn>1(—oo,xn} = @ und F(z,) — 1 fir x, T oo aus
Un>1(—oo,xn] =R. O

1.49 Satz. Es sei F' : R — R eine monoton wachsende, rechtsstetige Funktion.
Dann existiert ein Maf§ p auf (R, Bgr) mit

p((a, b)) = F(b) — F(a), a<beR.

w ist eindeutig durch F definiert und heiffit Lebesque-Stieltjes-Mafl zu F.

Ende der 3. Vorlesung

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt mit dem Eindeutigkeitssatz, weil {(a,b]|a,b €
R,a < b} ein N-stabiler Erzeuger von Br ist und p((a,b]) = F(b) — F(a)
eindeutig festgelegt ist.

Betrachte

K
;z/::{U(ak,bk]’K>1,—oo<a1<b1<---<aK<bK<OO}a
k=1

wobeil wir (af, 0] := (ax,00) setzen. Dann ist R € &7 (setze K =1, a1 = —o0,
by = ), & ist additiv (Vereinigungen von links-offenen, rechts-abgeschlossenen
Intervallen sind U-stabil) und es gilt A € & = A° € & (wegen (a,b]¢ =
(=00, a] U (b, 0] und N-Stabilitéit). Damit ist </ eine Algebra. Auf o definiere

K K
M( U(ak,bk]> =S (F(by) - Fay)) mit F(+o0) := lim F(x).

r—+oo
k=1 k=1
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Da die Intervalle disjunkt sind, ist p offensichtlich wohldefiniert und additiv auf
o, d.h. (AU B) = pu(A) + p(B) fir disjunkte A, B € &7

Der Nachweis, dass p ein Pramaf}, also og-additiv ist, ist nicht-trivial. Seien
dazu A, = Ui, (a, 0] € &, n > 1, paarweise disjunkt und A := ;51 4n €
/. Schreibe Ay, = Ule(ak ,b3°] (mit K*° < oo nach Voraussetzung!). Dann
ist zu zeigen:

K> K"
Do nl(a o) = > ul(ag, of]).
k=1 n=1 k=1

Es reicht, dies fiir ein Intervall links nachzuweisen und dann endliche Additi-
vitdt zu benutzen. Wir miissen also zeigen (| JB;, bezeichne die Vereinigung von
paarweise disjunkten B,,):

(@™, 0] = Un>1(a 0" = p((a,6%]) Z,u, a,b")

n>1

Wegen Additivitéit von p gilt die Monotonie ,u(Uivzl(a", b"]) < ,u(UZO:l(a", b"])
fiir alle N und daher p((a®,0%]) = >_ -, u((a™,0"]). Es reicht also, zu zeigen:

(@5 =, (@07 = (@, 6%]) < 3 (0”7

n>1

Hierzu bendétigen wir ein Kompaktheitsargument. Dazu sei zunéchst a® > —oo
und > < co. Betrachte offene Intervalle (a”,b™ 4+ 6™) 2 (a™, b"] mit 6™ > 0, so
dass p((b",b" 4 0™]) < 27" fiir ein € > 0. Die Wahl von 4" ist moglich, weil F
rechtsstetig ist. Wihle noch 6°° > 0 mit u((a®,a*™ 4 6°°]) < e. Dann erhalten
wir die offene Uberdeckung

(™ 4+ 6%,5) C (™, 5] C | (a", " + 6").

n=1

Nun ist [a°°40°, b>°] kompakt, und es gilt bereits [a>°+0°, 5] C ([J_, (a”, 5"+
d™) fiir ein endliches N € N. Wir konnen also Additivitéat von o (und Monotonie)
verwenden und erhalten

(@) =

—~

(@ 467, b%]) + p((a™, a™ +6%))

A
WE

p((a™, 0" +0") + e

i
I

WE

< (@b +e2 ) e

3
Il
—

<> wp((a™ ") + 2e.

3
WV
_

Mit € | O folgt die gewiinschte Ungleichung. Erlauben wir auch die Werte
a® = —oo und b>* = oo, so haben wir jedenfalls u(((—R) V a®, R A b>]) <
> ns1 #((a@”,0"]) (mit AV B :=max(4, B), AA B :=min(A, B)) fiir alle R > 0
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gezeigt. Wegen Monotonie von F' gilt limp_,oo F(R A D) = F(b>) € RU{o0}
auch fiir b>° = co und analog limp_,o F((—R) V a*°) = F(a*°). So kénnen wir
schlieBen ju((a%%, 6%]) = limi oo fa((—R) V 0, R AB¥]) < 3,0 il (a”, 7).
p ist also ein PramaB auf o7 und lésst sich mit dem Satz[1.43] von Caratheo-
dory auf o(«7) = By fortsetzen. O

1.50 Korollar. Es gibt genau ein Maff X auf (R, Br) mit A((a,b]) =b—a, das
Lebesguemays.

Beweis. Kklar! ]

1.51 Korollar. Ist F : R — [0,1] monoton wachsend und rechtsstetig mit
limy, oo F(z) = 0, lim,_,o0 F(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf (R, Br) mit P((a,b]) = F(b)—F(a) fir alle a < b. Insbesondere
ist F' die Verteilungsfunktion von P.

1.52 Bemerkung. Es gibt also eine 1-1-Beziehung zwischen Verteilungsfunk-
tionen und Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R. Dies ldsst sich geeignet auch auf
den R? verallgemeinern. Auf allgemeinen Messriumen lassen sich Mafie aller-
dings nicht mehr einfach durch Funktionen beschreiben.

Beweis. Nach Satz ist P zunéchst ein Mafl mit diesen Eigenschaften. We-
gen

P(R) = lim P(~R,R]) = lm (F(R)~ F(~R)) =1-0=1

folgt, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist. Analog folgt P((—o0,z]) =
limp oo (F(xz) — F(—R)) = F(z) und F ist Verteilungsfunktion von P. O

1.53 Definition. Fiir eine Borelmenge A C R mit Lebesguemafi A(A4) € (0, c0)
ist die gleichmé#flige Verteilung auf A gegeben durch das Wahrscheinlichkeitsmaf}

O

AMANB)

A4)
Ist P die Verteilung einer reellwertigen Zufallsvariablen X, so schreiben wir
X ~U(A).

P(B) = B € Bp.

1.54 Beispiel. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X mit Verteilungsfunkti-
on FX betrachte U = FX(X). F¥X ist Borel-messbar (Beweis?) und somit U
eine Zufallvariable mit Werten in [0,1]. Ist F'X stetig, so gilt mit der Rechts-
inversen (FX)~!(p) = inf{x € R | FX(x) > p}, dass U die Verteilungsfunktion
FU(u) = P(FX(X) < u) = FX((FX)"Y(u)) = u fiir v € (0,1) besitzt und
somit U((0, 1))-verteilt ist.

Ist andererseits U eine U((0, 1))-verteilte Zufallsvariable (oder eine Pseu-
dozufallszahl in Anwendungen), so gilt fiir jede Verteilungsfunktion F', dass
die Zufallsvariable X = F~1(U) die Verteilungsfunktion FX = F besitzt.
Die rechtsinverse F~! heifit auch Quantilsfunktion und die Simulationsmetho-
de Quantilstransformation. Eine einfache Anwendung ist die Erzeugung einer
Bin(1, p)-verteilten Zufallsvariablen X: es gilt FX (z) = (1—p)1(z > 0)+pl(z >
1) und (FX)"Yy) =1(y > 1 —p), y € (0,1), so dass 1(U > 1 — p) Bin(1, p)-
verteilt ist fiir eine U((0, 1))-verteilte Zufallsvariable U.
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1.55 Definition. Ist f : R? — [0, 00) eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit
Jga f(z)dx =1, so heiit f Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz Dichte auf R4,

1.56 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R erzeugt mittels

b
Pf((a,b]):/ f@)de, abeR, a<b

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Br. Es gilt dann

Pf(B) = /Bf(l‘) dr, B € Bp.

Aus A\(B) =0 fir ein B € Br (B ist Lebesque-Nullmenge) folgt P¢(B) = 0.
1.57 Bemerkungen.

(a) Es gilt P = P, genau dann, wenn f = g Lebesgue-fast iiberall. Wir
konnen also eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf einer Lebesgue-Nullmenge
abandern, ohne das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl zu verdndern.

(b) Der Satz spiegelt wider, was wir in Anwendungen oft wollen: wir geben
eine Wahrscheinlichkeit fiir Intervalle durch ein Integral (oft als Riemann-
Integral iiber eine stetige Dichte f) vor und erhalten so ein eindeuti-
ges Wahrscheinlichkeitsmafl auf allen Borelmengen (mittels Lebesguein-
tegral). So konnen wir also auch komplizierteren Ereignissen Wahrschein-
lichkeiten zuordnen und auf alle Werkzeuge der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie zuriickgreifen.

Beweis. Durch Q(B) = [ f(x)dx, B € Bg, wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf
beschrieben (o-Additivitdt folgt aus monotoner Konvergenz) mit Q((a,b]) =
ff f(x)dzx. Da die Intervalle (a,b] mit a < b einen N-stabilen Erzeuger von
Br bilden, liefert der Eindeutigkeitssatz Py = @ und somit Existenz und Ein-
deutigkeit von Pj sowie die Formel fiir P¢(B). Fiir das Lebesgueintegral gilt
[ f(x)dz = 0, wann immer A(B) = 0 und f integrierbar ist. Also erhalten wir
AB) =0= P¢(B) =0. O

1.58 Beispiel. Es sei f(z) = min(z4, (2 — 2)4), * € R (mit a; = max(a,0)).
Dann ist f stetig, also Borel-messbar, und es gilt f > 0 sowie [, f(z)dx =1
(Fldche des Dreiecks mit Grundseite [0,2] und Hohe 1). f ist also eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte, und die zugehorige Verteilung Py heifit Dreiecksverteilung.

1.59 Bemerkung. Sind alle p-Nullmengen (Ereignisse A mit p(A) = 0) auch
v-Nullmengen (v(A) = 0) fiir MaBe u, v, so heifit v absolutstetig beziiglich u,
Notation v < pu. Py ist also absolutstetig beziiglich dem Lebesguemaf. Der
Satz von Radon-Nikodym (Stochastik II, Funktionalanalysis) besagt in diesem
Fall gerade, dass alle beziiglich Lebesguemafl absolutstetigen Mafle von der
Form Py sind. Oft wird einfach nur von stetigen Verteilungen gesprochen, was
nicht ganz korrekt ist; denn nicht jede stetige Verteilungsfunktion definiert eine
absolutstetige Verteilung. Vergleiche das sogenannte Cantormafs, das weder eine
diskrete Verteilung ist noch absolutstetig beziiglich dem Lebesguemaf, aber eine
stetige Verteilungsfunktion (die Cantorfunktion) besitzt.
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> Kontrollfragen

(a) Wieso ist jede monoton wachsende (nicht notwendigerweise stetige) Funktion
f : R — R Borel-messbar? (Tipp: Korollar[1.41))

Nach Korollar [1.41[b) reicht es, {z € R | f(z) < a} € B fiir alle a € R
nachzuweisen. Wegen Monotonie ist {z € R | f(z) < a} ein Intervall (—o0, 4]
oder (—o0,x,) mit z, = sup{z € R | f(z) < a} (ggf. leer fir z, = —0),
je nach dem, ob das Supremum angenommen wird oder nicht. Intervalle sind
stets Borelmengen. Also ist f Borel-messbar.

(b) Zeichne die Verteilungsfunktionen von Beispiel sowie von der U([a, b])-
und der Dreiecks-Verteilung.
In Beispiel ergeben sich stiickweise konstante Verteilungsfunktionen mit
Spriingen der Hohe p,, bei x,,. Weiterhin ist Fyy((45))(7) = $== fiir x € [a, ]
und Fy (e (z) = 0 fiir x < a, Fy(au)(z) = 1 fiir x > b. Die Verteilungs-
funktion der Dreiecksverteilung ist null fiir z < 0, eins fiir x > 2, gleich der
Parabel $? fiir z € [0,1] und gleich der Parabel 1 — 1(2 — ) fiir z € [1,2].

(c) Welche der folgenden Funktionen f : R — R sind Dichten: f(z) = e *1(z >
0), f(z) = te7lol, f(z) = |sin(z)/z|? Wie lauten gegebenenfalls die Vertei-
lungsfunktionen?
f(z) = e7*1(x > 0) ist Dichte (Exp(1)-Verteilung) mit Verteilungsfunktion
(1—e®)y, flx) = %e"f‘ ist Dichte (Laplace-Verteilung) mit Verteilungs-
funktion 261 (_o () + (1 — 2€7%)1(g,00)(2). f(x) = [sin(z)/xz| ist zwar
Borel-messbar und nicht-negativ, aber nicht integrierbar ([~ f(z)dz = +00),
also keine Wahrscheinlichkeitsdichte.

(d) Wie ist die exakte Begriindung dafiir, dass ) im Beweis von Satz ein
WahrscheinlichkeitsmaB ist?

Es gilt Q(R) = fR f(x)dz = 1 nach Voraussetzung sowie fiir paarweise dis-
junkte Borelmengen B,

o(Um)= |

n>1

N

. f(a?)dl‘Z/R lim Zan(x)f(x)dx_

N—oc0
n>1"2n n=1

Wegen 3o, Q(B,) = limy oo fp Son_ 15, (z)f(x) d miissen wir be-
griinden, warum Grenzwert und Integral vertauscht werden konnen. Da
gn(z) = 25:1 15, (x)f(x) die Monotonie gn+1(z) > gn(x) erfiillt, folgt
dies aus dem Satz iiber monotone Konvergenz (Satz von Beppo Levi).

(e) Durch F(a,b) = P((—o0,a] x (—00,b]), a,b € R, wird die Verteilungsfunktion

eines WahrscheinlichkeitsmaBes P auf Bp2 definiert. Wie konnen die Eigen-
schaften vom eindimensionalen Fall iibertragen werden?
Die Monotonie gilt gemaB F'(a,b) < F(c,d), wenn a < ¢ und b < d. Rechts-
stetigkeit bertragt sich als F(a,,b,) | F(a,b) fiir alle Folgen a, | a,
b, | b. AuBerdem gilt lim,, o F(a,b) = limp,_ F(a,b) = 0 und
lim, 00 F'(a,b) = 1. Eine genauere Ubertragung der Monotonie zeigt
F(e,d) — F(a,d) — F(c,b) + F(a,b) = P((a,b] x (¢,d]) = 0 fir a < ¢,
b < d. Fiir jede solche Funktion F' kann umgekehrt wieder gezeigt werden,
dass ein entsprechendes Lebesgue-Stieltjes-MaB P auf B2 existiert mit der
letzten Eigenschaft.

Ende der 4. Vorlesung
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1.60 Lemma.
(a) Ist f die Dichte eines Wahrschemlichkeitsmaﬂes P auf Br mit Vertei-

lungsfunktion F, so gilt F(z f fly)dy fir alle z € R.

(b) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf Br
schwach differenzierbar, so ist f := F' die zugehorige Wahrscheinlich-
keitsdichte.

1.61 Bemerkung. Eine Funktion g : R — R heifit schwach differenzierbar,
falls es eine Lebesgue integrierbare Funktion h : R — R gibt mit g(z) =

) + fo y) dy fiir alle z € R. Man nennt h schwache Ableitung von g und
setzt g = h Nach dem Hauptsatz ist jede differenzierbare Funktion schwach
differenzierbar. Beispielsweise ist die Verteilungsfunktion F(z) = (1 — e %)y
schwach differenzierbar mit Dichte f(z) = F'(z) = e *1(x > 0) (Exponential-
verteilung; siche oben und unten).

Genauso wie eine Wahrscheinlichkeitsdichte, vergleiche Bemerkung [1.57((a),
ist die schwache Ableitung nur Lebesgue-fast iiberall eindeutig bestimmt. Teil
(b) des Lemmas ist daher so zu verstehen, dass fiir jede schwache Ableitungs-
funktion F’ durch f(xz) = F'(x)1(F'(x) > 0) eine Wahrscheinlichkeitsdichte
von P definiert wird.

Beweis. Teil (a) folgt sofort aus dem Satz: F(x) = P((—o0,z]) = [*__ f(y)dy

Fiir Teil (b) schreibe F'(b) f F'(z) dz. Dann gilt mit montoner Kon-
vergenz,

R
/ F'(z)dx = lim F'(z)dz = lim (F(R)— F(-R)) =1
R R—oo J_p R—o0
wegen F’ > 0 Lebesgue-fast iiberall, was wir jetzt sehen werden. Ist F’ stetig,
so folgt sofort F’ > 0: sonst wire F’ < 0 auf einem Intervall (a,b] und daher
F(b) < F(a). Allgemein zerlegt man F' = F, — F' in Positiv— und Negativteil
(F’+ = maX(F’ 0), F := max(—F",0)), erhalt die MaBe py (B) = [5 F () dz,
p—(B) = [z F' (x)dr mit P = py — p— und folgert fiir die Borelmenge B =
{:UG]R | F'(z )<O}

0 < P(B) = p4(B) — p—(B)
/F’( VL(F'(x )<0)dm—/RF’_(a:)1(F’(x) <0)dz
_0+/F’ z) <0)dx.

Das letzte Integral ist nicht-positiv, so dass es null sein und F’(x) > 0 Lebesgue-
fast tiberall gelten muss.

Wir haben gezeigt, dass F’ eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Wegen
P((a,b)) = F(b) — F(a) = [* F'() da ist P = Pp. O

1.62 Definition. Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist gegeben
durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

fExp(\) (z) = )\e_mlﬂw (), xeR.
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Gilt fX = JExp(n) filr eine reellwertige Zufallsvariable X, so schreiben wir X ~
Exp()).

1.63 Bemerkung. Die Exponentialverteilung ist geddchinislos in dem Sinne,
dass fiir X ~ Exp()\) gilt

Ve,t >0: P(X>2zx+t|X >t)=P(X > x),

wo wir bereits bedingte Wahrscheinlichkeiten benutzen, vergleiche Definition
Da die Familie der Exponentialverteilungen die einzigen Verteilungen mit
dieser Eigenschaft sind, benutzt man sie kanonisch, um Wartezeiten zu model-
lieren. Ein Beispiel ist die Zeit zum néichsten Atomzerfall bei einer radioaktiven
Probe (,,die Zeit bis zum Zerfall ist unabhéngig davon, wie lange schon gewartet
wurde*).

1.64 Definition. Die (eindimensionale) Normalverteilung mit Parametern p €
R und o > 0 ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 x —p)?
uo2(T) = (e (T) = Noro exp ( - <202)), reR.

Gilt fX = ¢,02 fiir eine reellwertige Zufallsvariable X, so schreiben wir X ~
N(p,0?) und sagen, dass X eine GauBsche Zufallsvariable ist.

1.65 Lemma. Die Funktion ¢, 52 ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsdich-
te.

Beweis. Da ¢, ,» offensichtlich positiv und stetig, also Borel-messbar ist, bleibt
J ¢,.02 = 1 nachzuweisen. Mit der Substitution y = (z — p)/o gilt

/Oo 2(w)d$=/oo . eXp(—yQ)dyz/oo (y) dy
. SO,LL,G' - \/ﬂ 2 . ©0,1 .

Das letzte Integral berechnen wir mit einem Trick. Nach dem Satz von Fubini
und mit Transformation auf Polarkoordinaten (r,¢) gilt

([on (-5’ [ [ >
/%/ Tdrdgo

r
[ e (-5
2
= / 1dy = 2.
0
Teilen wir alles durch 27, so erhalten wir f \/ﬂe -2/ 2dy = 1. O

1.66 Bemerkung. Die Bedeutung der Normalverteilung riihrt vom zentralen
Grenzwertsatz her, siehe unten. Sie findet iiberall dort Verwendung, wo viele
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kleinere Fehlerquellen zusammenkommen, zum Beispiel bei Messfehlern physi-
kalischer Gerite. Die Verteilungsfunktion von N (p,0?) lisst sich nicht explizit
angeben (e*””2 hat keine ’einfache’ Stammfunktion), umso wichtiger sind jedoch
explizite Abschitzungen. Diese zeigen, dass die Uberlebensfunktion (survival
function) 1 — Fi(,02)(z) sogar etwas schneller fiir z — oo abfillt als die Nor-
malverteilungsdichte selbst.

1.67 Lemma. Fir die Verteilungsfunktion ®, ,» = Fy(, 52) von N(p, o?) gilt:

(a) @y 52(2) = Poa((z —p)/o), © €R;

—a?/2 <1-—- (I’O,l(l') < 1 67‘732/2, x> 0.

1
(b) Vor (a4 1) © Vorz

Beweis. Die Substitutionsregel mit y = (z — p)/o zeigt [* ¢, ,2(2)dz =

f_(g“)/a ©0,1(y)dy, also Teil (a).
Fiir die untere Schranke in (b) benutze (e **/2) = —(1 4 z~2)e~="/2
und schliefle damit
> °°1+y_2_2 zb 1 2
y2/2d >/ y/2d _ x/2: ;r:/2.
/x ¢ y= - 1+a2° Y= 152 cta 1’

Wegen 1 -9 1 (z) = \/% fxoo 6_92/2dy liefert dies die Behauptung. Fiir die obere
Schranke berechne analog [*° e V' 24y < [ %e*yQ/zdy = g~le=2/2, O
1.68 Satz (Eindimensionaler Dichtetransformationssatz). Es sei X eine I-
wertige Zufallsvariable fiir ein offenes (endliches oder unendliches) Intervall
I C R mit Dichte fX. Setze Y := @(X) mit einer stetig differenzierbaren
Funktion ¢ : I — R, die ¢'(x) # 0 fiir alle x € I erfillt. Dann besitzt die
Zufallsvariable Y die Dichte

) =X ol Y Wym), yeR,

1

mit der Inversen =1 von ¢ und (p=1) (y) = m.

Konvention: setze AeQ := 0 auch fiir Ausdriicke A, die nicht wohldefiniert sind.

Beweis. Sei zunéchst ¢'(x) > 0 fiir alle x € I. Dann ist ¢ streng monoton
wachsend und besitzt eine Inverse ¢! : (1) — I. Damit gilt fiir y € (1)

FY(y)=P(Y <y)=Plp(X)<y)=P(X <o (y) = F*(¢ ' (v))

und die Kettenregel (gilt auch bei schwacher Ableitung; argumentiere via Inte-
gration) zeigt

) =EFY ) =EF @ W) )W) = e w)e )W),y e o).

Fiir y > supye;p(z) gilt FY(y) = 1 konstant, also f¥Y(y) = 0. Fiir y <
inf,er @(x) gilt FY(y) = 0 und ebenso f¥(y) = 0. Da ¢(I) ein Intervall ist
und nach Analysis I (o~ 1) (y) = m > 0 fiir y € p(I), erhalten wir obige
Formel fir fY.
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Da ¢’ stetig ist und nicht verschwindet, ist der einzige andere Fall ¢/ < 0
auf I, wo wir analog argumentieren, aber sich Ungleichheitszeichen umkehren:

FY(y)) =P(Y <y)=Plp(X)<y)=P(X 2 ¢ ' (y) =1-FX(¢ ')

Ableiten zeigt also f¥(y) = —f* (o™ ()(¢™ 1) (y) = FX (@ W)™ W)l-
Fiir y ¢ ¢(I) ist FY (y) wiederum konstant, und die Formel folgt. O

1.69 Korollar. Ist X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fX, so be-
sitzt Y = o X + p fir o € R\{0}, u € R die Dichte f¥(y) = |J\_1fx(%).
Insbesondere ist Y = o X + pu N(u,0?)-verteilt fir X ~ N(0,1).

. o o . _l _ —
Beweis. Setze I = R und ¢(x) = ox + p im Satz und beachte ™' (y) = £

sowie (o~ !)(y) = o~ Im Fall X ~ N(0,1) iiberpriift man sofort f¥ =
fN(,u,aQ)' O

1.70 Bemerkungen.

(a) Insbesondere ist also Y = —X fiir X ~ N(0,1) wiederum N (0, 1)-verteilt.
Das heifit, dass die Verteilungen von X und —X gleich sind (,X und —X
sind identisch verteilt®), aber natiirlich gilt sogar P(X = —X) = 0 (die
Zufallsvariablen sind verschieden).

(b) Falls ¢ : I — R nur lokal ein Diffeomorphismus ist, also z.B. ¢ € C1(I)
gilt mit ¢’(z) = 0 an endlich vielen Stellen x1,...,z,, € I, so betrachte
die Intervalle I; = (z_1,2;) (mit xg :=inf I, 2,41 := sup I), die lokalen
Inversen 4,0]71 2 @(I;) — I von p; = |, auf I; und erhalte ({z1,..., 7}
ist PX-Nullmenge!)

m+1 m+1

FYw)= Y Ple0) <uxet)=3 [ £X (2) da.
j=1

j=1 SOJ-_l((—OOﬂ])
Unterscheidet man die Félle cpj_l((—oo,y]) = (—oo,<pj_1(y)] N I; und
goj_l((—oo, y]) = [goj_l(y), 00) N I, so erhdlt man wieder durch Ableiten

m+1

) =EF @) =D X e Wl @)1, ).

J=1

1.71 Beispiel. Es sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte f¥X. Die
Dichte von Y = X? ist nach Bemerkung [1.70(b) mit ¢(z) = 2? und I =
(—00,0), Iy = (0,00) gegeben durch

) = (Y (V) + V) 2v) Lo (), yER.

Im Fall X = N(0,1) heifit die Verteilung von Y = X2 x2-Verteilung (mit einem
Freiheitsgrad). Sie besitzt die Dichte

Few ) = 1" (y) = 2= Y2(2y/y) "1y > 0) = g—e 1y > 0).

Beachte, dass die x?(1)-Dichte bei Null unbeschrinkt ist, aber integrierbar
bleibt.
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1.72 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R? erzeugt mittels

b1 by
Pf((abbl]X"'X(ad,bd])Z/ [ flan,mg) dag - - day
al a

d
fiir a, by, € R mit ay, < by, ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Bpa,
und es gilt Ps(B) = [ f(x)dz.

Beweis. Dies folgt analog zu Satz Das Wahrscheinlichkeitsmafl Q(B) =
[ f(x)dz, B € Bga, stimmt auf den Quadern (a1,b1] X --- x (aq, bg] mit Py
iiberein, und diese Quader bilden einen N-stabilen Erzeuger von Bpa, was Py =
Q@ impliziert. O

1.73 Bemerkung. Ganz allgemein und vollkommen analog kann man auf ei-
nem beliebigen Mafiraum (€2,.%, ) durch eine messbare Funktion f : Q —
[0,00) mit [, f(w) p(dw) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ Py definieren iiber

Pi(B) = [ f)nde), Be7.
f heifit dann auch p-Dichte von Py.
1.74 Definition. Sind fi,..., f; Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heifit

d
f(xl,...,l‘d) = ka;(l‘k), X1,...,%4 € R,
k=1

Produktdichte der (fi)k=1,..4 im R?. Insbesondere ist die d-dimensionale
Standard-Normalverteilung N (0, E;) im R? definiert iiber die Produktdichte
von d N (0, 1)-Dichten:

d
InoEy)(T) = (277)_‘1/26_‘9”'2/2, zeRY  mit x> = Z:UZZ
=1

1.75 Bemerkung. Nach dem Satz von Fubini ist jede Produktdichte ei-

ne Wahrscheinlichkeitsdichte auf R<. E,; € R¥4 hezeichnet stets die d x d-
Einheitsmatrix.

> Kontrollfragen

(a) Welche Wahrscheinlichkeitsdichte ist auf dem 10DM-Schein abgebildet?
Die Normalverteilung (,, Glockenkurve") zusammen mit Carl Friedrich GauB.
(b) Nach dem Dichtetransformationssatz gilt fX+¢(z) = f*(z—a) fiir a € R. Wie

kann man die Umkehrung des Vorzeichens '+’ nach '-' heuristisch erklaren?
Formuliere ein dhnliches Resultat fiir Zdhldichten auf Z.

Fiir kleinese > 0 gilt P(X+a € [t—e,z+¢]) = P(X € [t—a—¢,x—a+¢]) =
(2e)~1 % (z—a). Die Wahrscheinlichkeit, dass X +a nahe z ist, ist also gerade
die Wahrscheinlichkeit, dass X nahe x — a ist. Fiir Z-wertige Zufallsvariablen
X und a € Z gilt

Pt (z)=PX+a=2)=PX=z—-a)=p~(x—a), acZ.
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(c) Wie folgt mittels Dichtetransformation, dass Y = ¢(U) mit ¢(x) = —log(1 —

x), x € (0,1), und U ~ U((0,1)) eine Exp(1)-Verteilung besitzt? Beachte

auch ¢ = FE_xlp(l) und vergleiche mit Beispiel
Die Umkehrfunktion ist ¢=(y) = 1 —e™¥ und (¢~ 1)’ (y) = e7Y, so dass
nach dem Dichtetransformationssatz gilt f¥(y) = 1 1(1 — e ¥)e ¥ =
e Y1(0,00)(y). Also ist Y Exp(1)-verteilt, was alternativ mit der Quantilstrans-
formation aus Beispiel [I.54] folgt.

(d) Wie kann man eine Zshldichte als zi-Dichte gemaB Bemerkung|[1.73| verstehen?
(Tipp: betrachte das ZihImaB u)
Ist Q = {wi,wa,...} abzdhlbar, soist = )., d,, das ZahlmaB, alternativ
definiere u(A) = |A| fir A C Q. Ist P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf 2(Q)
mit Zahldichte p, so gilt nach Definition des MaBintegrals

P(A) = 3 () = [ pln(ds), ACO.
w€eA A
Also ist p die u-Dichte von P.
(e) Wie kann man Py ([a1,b1] X [az,b2]) aus fi1, fo berechnen fiir eine zweidimen-
sionale Produktdichte f(x1,22) = f1(21)f2(z2)?
Mit Fubini gilt
by bo
Py ([ar, br]x[az, ba]) = / fi(@1) fo(22)dwodry = Py, ([ar, b1]) Py, ([az, ba]).

2

Ende der 5. Vorlesung

1.76 Satz (Allgemeiner Dichtetransformationssatz). Es seien X ein d-
dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte f~ sowie Y = o(X)1(X € U) fiir einen
C'-Diffeomorphismus ¢ : U — V mit U,V C R? offen und P(X € U) = 1.
Dann ist Y ein Zufallsvektor mit Dichte

) = e )ldet(D(e W)y e V), yeR:

Ist allgemeiner o : U — V und U = U;n:l U; eine Zerlegung in paarweise
disjunkte, offene Mengen U; derart, dass P(X € U) =1 und ¢; = ¢|y, : Uj —
o(Uj), 7 = 1,...,m, jeweils einen C-Diffeomorphismus definiert, so besitzt
Y = ¢(X) die Dichte

) =1 (e )ldet(D(; )Ly € o(U)), ye R
j=1

1.77 Bemerkung. Dh(y) bezeichnet die Ableitungs- oder Jacobimatrix einer
C'-Funktion h : U — R?%, U C R? offen, und det(Dh(y)) die Funktional- oder

Jacobi-Determinante von h bei y.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall ohne Zerlegung und greifen auf die
Transformationsformel fiir mehrdimensionale Lebesgue-Integrale aus Analysis
IIT zuriick, nach der

/ X (@) da = / £ (e () det(D(p~ 1) ()] dy
¢=1(0) o
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fir alle offenen Mengen O C V gilt. Setzt man O = V und beachtet
f(p_l(v) fX = P(X € U) = 1, so ist die im Satz angegebene Funktion fY
also eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit

| Fwa= | X (@)dz = P(X € ™10 NV)) = P(Y € 0)
o} e~ oNV)

fiir alle offenen Mengen O C R%. Da die offenen Mengen einen N-stabilen Er-
zeuger von Bpa bilden, muss also Py = PY gelten. Mit anderen Worten ist
fY die Dichte von Y.

Die Erweiterung auf stiickweise Diffeomorphismen ergibt sich wie im Eindi-
mensionalen, vergleiche Bemerkung [1.70|(b). O

1.78 Korollar. Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fX, so
besitzt Y = AX + b fir A € R™? invertierbar und b € R? die Dichte fY (y) =
FX(A y = b))ldet(A)[7!, y € RY.

Beweis. Setze im Satz o(z) = Az+bmit U =V =R%und ¢~ (y) = A~ (y—b)
mit det(D(¢~1(y))) = det(A™1) = det(A)~ L. O

1.79 Beispiel. Sind X ein d-dimensionaler standard-normalverteilter Zufalls-
vektor sowie u € R? A e R invertierbar, so ist Y = u + AX ein d-
dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

() = (2m) 2 det(2) 2 exp (— {57 (w0 — ), w - p)), @ RY

wobei ¥ = AAT eine symmetrische positiv-definite Matrix ist. PY ist die
Normalverteilung mit Mittelwertvektor p und Kovarianzmatrix ¥, kurz ¥ ~
N(u,Y). Insbesondere ist Y = OX fiir eine orthogonale Matrix O (d.h.
OO = E;) wieder N(0, Ey)-verteilt: die Standardnormalverteilung ist inva-
riant unter orthogonalen Transformationen wie Drehungen und Spiegelungen.

2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéingig-
keit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel

2.1 Beispiel. Ein einfacher Test auf eine Krankheit liefert bei 1000 Versuchs-
personen, davon 900 gesunden und 100 kranken, folgendes Resultat (dargestellt
in Form einer Kontingenztafel):

Person | Test positiv | Test negativ | Summe
gesund | 15 885 900
krank 92 8 100
Summe || 107 893 1000

Was kann eine Arztin einer Person sagen, deren Test positiv ausfillt?
Mogliche Antwort: ,Bei einem positiven Testergebnis liegt im Schnitt bei
%100% ~ 86% der Fille wirklich eine Krankheit vor, in immerhin ca. 14%
der Fille ist das Testergebnis falsch.“ Andererseits konnte sie einem Patienten
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mit negativem Testergebnis sagen: ,Nur in 88—3100% ~ 0,9% der Fille liegt bei
negativem Test eine Krankheit vor, es ist also sehr unwahrscheinlich, dass eine
Krankheit nicht erkannt wurde.“

Fiir diese Aussagen beschrinken wir uns auf eine Teilmenge aller Ergebnisse,
z.B. nur auf die positiven Testergebnisse, und betrachten die relativen Hiufig-
keiten der gesunden bzw. kranken Patienten nur in dieser Teilmenge. Dies lasst
sich analog auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsmafle iibertragen.

2.2 Definition. Es seien A und B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann wird mit

P(ANB)

P(AIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder: unter) B bezeichnet.

2.3 Beispiel. Beim Wurf von zwei fairen Wiirfeln mit den Ereignissen
A =, Pasch“ und B =,beide Augenzahlen ungerade“ gilt P(A|B) = g’?% = %
Intuitives Argument: wenn wir bereits wissen, dass beide Augenzahlen ungera-
de sind, gibt es fiir den zweiten Wiirfel nur drei Méglichkeiten, ndmlich ’1°, ’3’,
’5”, und eine davon fithrt zum Pasch. Beachte, dass hier P(A|B) > P(A) gilt
und das Eintreten des Ereignisses B die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A

beeinflusst (spédter: A und B sind nicht unabhingig).

2.4 Satz. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) sei B ein Ereignis mit
P(B) > 0. Dann gilt:

(a) Durch Q(A) := P(A|B) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf F defi-
niert.

(b) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Es sei B = Ufil B; Verei-
nigung paarweise disjunkter Ereignisse B; mit P(B;) > 0. Dann folgt fiir
jedes Ereignis A

N
P(ANB)=> P(B;)P(A|B).
i=1

(c) (Bayesformel) Fiir jedes Ereignis A mit P(A) > 0 und jede Zerlegung
Q = UN, B; von Q in paarweise disjunkte Ereignisse B; mit P(B;) > 0
gilt

P(B;)P(A| B)

PO = S o5 p(a By

In (b) und (c) kann auch N = oo gesetzt werden.

Beweis. Fir (a) beachte Q(Q2) = P(Q2N B)/P(B) = 1 und fiir paarweise dis-
junkte A,

Q( U An> - P(B)—lp( U 4.0 B) =P(B)' Y P(4.nB) =Y QA

n>1 n>1 n>1 n>1
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Einsetzen ergibt (b):

ZP P(A|B)) ZPAmB (UAmB) P(AN B).
Die Bayesformel folgt aus der Definition P(B;|A) = P(PA&%) = P(%zié‘?zl)&)
und Teil (b) mit B = Q. Nirgendwo wurde N endlich in der Herleitung benutzt.
U

2.5 Bemerkungen.

(a) Bei Anwendern werden oft P(A|B) und P(A N B) vermischt. Mathema-
tisch sind beide Wahrscheinlichkeiten nur gleich, wenn P(B) = 1 gilt.
Wihrend P(A | B) die Wahrscheinlichkeit von A (oder dquivalent AN B!)
angibt, wenn ich weif}, dass B eintritt, so gibt P(ANB) die Wahrscheinlich-
keit dafiir an, dass A und B gemeinsam eintreten, die Versuchsausginge
aber nicht eingeschrinkt werden. Man mache sich den Unterschied bei den
relativen Hiufigkeiten in Beispiel fiir A="Person krank’ und B="Test

positiv’ klar, wo AN B die relative Haufigkeit 1830 besitzt!

(b) Die Bayesformel fithrt manchmal zu philosophischen Betrachtungen zur
Umkehr von Kausalititen, weil die Reihenfolge der Ereignisse in den be-
dingten Wahrscheinlichkeiten ausgetauscht wird. Wie das Beispiel eines
Tests auf eine Krankheit zeigt, geben bedingte Wahrscheinlichkeiten kei-
ne Kausalitéiten an, sondern kénnen entweder frequentistisch mit relativen
Haufigkeiten wie in Beispieloder subjektiv bzw. Bayesianisch als Ande-
rung ('Updating’) gegebener Wahrscheinlichkeiten durch Eintreten oder
Beobachtung gewisser Ereignisse (vgl. Beispiel gedeutet werden.

2.6 Beispiel (Scheinkorrelationen). An einer Universitit werden von
825/560/325 ménnlichen Bewerbern fiir Fach 1/2/3 jeweils 62%/63%/34% zu-
gelassen, von 108/25/593 weiblichen Bewerberinnen hingegen 82%/68%/37%.
Obwohl die Zulassungsquote in jedem Fach fiir Frauen héher war, ergibt sich
nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Zulassungs-
quote von ca. 57% fiir Manner und von ca. 45% fiir Frauen, weil Letztere sich
stiarker fiir Fach 3 mit schwierigerer Zulassung beworben haben.

2.7 Beispiel (Test auf eine seltene Krankheit). Der Standard-IgA-Elisa-
Schnelltest auf Corona-Antikérper besitzt eine Spezifitit von 93% und eine Sen-
sitwwitit von 97%, vgl. auch den Spiegel-Artikel vom 27.4.20. Das heifit, dass er
bei 93% der Patienten mit Antikorpern, aber auch bei 3% der Patienten ohne
Antikorper ein positives Testergebnis zeigt. Alternativ sagt man auch, dass der
Test 3% falsch-positive und 7% falsch-negative Resultate aufweist. Es sei an-
genommen, dass 0,5% der Bevolkerung Corona-Antikorper entwickelt haben.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person mit
positivem Testergebnis in der Tat Corona-Antikorper besitzt?

Setzen wir A ="Test positiv’, By ="Antikorper vorhanden’, By = Bf =’keine
Antikorper’, so liefert die Bayes-Formel

P(B1)P(A|By) B 0,005 x 0,93
P(B1)P(A|By) + P(B3)P(A|B3) 0,005 x 0,93+ 0,995 x 0,03’

P(By | A) =
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also P(By|A) ~ 13%. Obwohl der Test im Vergleich zur Konkurrenz gut ab-
schneidet, wird ein positives Ergebnis bei ca. 87% der Getesteten falsch sein,
also womoglich eine Immunitdt nur vorgaukeln. Grund dafiir ist der relativ
kleine Anteil von 0, 5%, bei dem a priori Antikérper in der Bevolkerung vorlie-
gen. Durch das positive Testergebnis wird die a priori-Wahrscheinlichkeit 0, 5%
zur a posteriori-Wahrscheinlichkeit 13% erhoht (Bayesian updating). Um dies
signifikant zu verbessern, sollte die falsch-positiv-Rate des Tests verringert wer-
den. Eine Halbierung der Falsch-Positiven ergibe fast eine Verdopplung von
P(Bp | A) auf 24%, wihrend eine Halbierung der Falsch-Negativen nur zu einer
leichten Erhéhung P(Bj | A) =~ 14% fiihren wiirde.

2.8 Lemma (Multiplikationsformel/Pfadregel). Fiir Ereignisse Ay,...,An,
n>=2, mit P(LAyN---NA,_1) >0 gilt

P(Alﬂ---ﬂAn) :P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1ﬂA2)P(An|A1mﬂAn,1)

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Fiir n = 2 gilt P(A; N Ag) =
P(A;)P(Az2| A1) nach Definition. Nehmen wir an, dass die Aussage fiir n — 1
mit n > 3 gilt, so schliefen wir (beachte dazu P(A; N---NA,—1) > 0 =
P(Alﬂ--~ﬁAn_2) >0)

PAIN---NA,)=PA1iN---NA,_1)P(An |A1N---NAq)
:P(Al)P(A2|A1)-"P(An_1|A1ﬁ-~ﬂAn_2)P(An|A1ﬁ'-‘ﬂAn_l),

wie fiir n > 3 zu zeigen war. O

2.9 Beispiel (Polya-Urnen-Modell). Beim Ziehen aus einer Urne mit W weiflen
und S schwarzen Kugeln, W > 1, S > 2, ohne Zuriicklegen und mit Beachtung
der Reihenfolge ergibt sich mit N = S + W fiir das Ergebnis 'SSW’ (d.h. 1.
und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel weif}) nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit
%o%o NVKQ: die Wahrscheinlichkeit fiir 1. Kugel schwarz ist %, fiir 2. Kugel
schwarz bei S — 1 schwarzen unter N — 1 Kugeln (also gegeben die 1. Kugel war
schwarz) ist % und fiir 3. Kugel weifl bei W weiflen unter N — 2 Kugeln (also

gegeben die 1. und 2. Kugel waren schwarz) ist % Dieselbe Wahrscheinlich-
keit besitzen die Versuchsausgénge 'SWS’ und "WSS’ (man nennt die Verteilung
austauschbar).

> Kontrollfragen

(a) An welchem Punkt ist die Dichte fy(, ) maximal? Welche geometrische Form
besitzen die Héhenlinien von fy(,s) in R* (d.h. {z € R* | fx(.x)(z) = y}
fiir geeignete y > 0)?
IN(u,x) ist maximal bei p. Die Hohenlinien in R? sind von der Form {z €
R? | (Y (z — p),x — p) = a} fiir a > 0, also Ellipsen mit Schwerpunkt s
und Halbachsen bestimmt durch die positiv-definite Matrix X1, vgl. lineare
Algebra.

(b) Wie groB ist beim fairen zweifachen Miinzwurfexperiment die Wahrscheinlich-
keit, dass die zweite Miinze 'Kopf' zeigt, gegeben dass die erste 'Zahl' zeigt?
(rigorose Herleitung!)
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Ende 6. Vorlesung

Betrachte das Bernoulli-Schema der Linge 2 mit p = 1/2, d.h. P sei die
Laplaceverteilung auf 2 = {0,1}2. Setze X}, : Q — {0,1}, Xp(w1,ws) := wi
fir k € {1,2}. Interpretiere 'Kopf’ als '1', 'Zahl' als '0". Dann ist P(X; =
0,X> = 1) = P({(0,1}) = ;. P(X1 = 0) = P({(0,1),(0,0)}) = 5 und
somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(Xy = 1| X; = 0) = 1/7;1 =1
Gilt P(A°|B) = 1 — P(A|B)? Gilt P(A|B¢) = 1 — P(A| B)? (alles sei
wohldefiniert)

Da P(e| B) ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, gilt die erste Identitat. Die zweite

ist im Allgemeinen falsch, z.B. ist fir A = stets P(A|B¢) = P(A|B) = 1.
Fiihre die Rechnungen in Beispiel explizit aus.

Fiir die Ereignisse A ="zugelasssen’, B ='ménnlich’, C; ='Bewerbung auf Fach
1 ergibt sich, wenn man die Wahrscheinlichkeiten iiber die relativen Haufigkei-
ten definiert:

3
P(A|B)=Y_ P(A|BNC;)P(BNC)
i=1
825 560 325

= 0,629775 T 0.63 7775 + 0347

3
P(A|B®) =) P(A|B°NC;)P(B°NC;)

=1

~0,57.

108 25 593
=0,82-— +4+0,68— +0,37— ~ 0,45.
’ 726+’ 7264_7 726 ’
Gib alle Wahrscheinlichkeiten fiir die Versuchsausginge nach drei Ziehungen
in Beispiel 2.9) an. Addieren sie sich zu eins auf?

Wir nehmen einfachheitshalber S > 2, W > 2 an. Es gilt P(SSW’) =
P(SWS') = P(WSS') = gt P(WWS') = P(WSW') =
s - 5(S—=1)(S—

PUSWW') = giv-hwvsy, P(SSS) = wa—iiay P(WWW') =

%. Durch Ausmultiplizieren iiberpriift man

N(N = 1)(N =2) = (S+W)(S +W —1)(S + W —2)
= 35(S — )W +3SW(W — 1) + S(S — 1)(S — 2) + W(W — 1)(W — 2),

so dass sich die Wahrscheinlichkeiten zu Eins aufsummieren. Man kann

auch entlang der Pfade aufsummieren, z.B. P('SSW') + P('SSS’) =

S(S_]i,)(vjsz)((sjv_j%gs_” = 5&1% = P(’SS’), so dass man induktiv iber die

Anzahl der Ziehungen argumentieren kann.

2.2 Unabhingige Ereignisse und Lemma von Borel-Cantelli

2.10 Bemerkung. In Beispiel hatten wir gesehen, dass die Wahrschein-
lichkeit eines Paschs steigt, wenn man weif3, dass beide Augenzahlen ungerade
sind. Man sagt, dass die beiden Ereignisse (stochastisch) abhéngig sind. Falls
hingegen P(A|B) = P(A) gilt, heifit das Ereignis A (stochastisch) unabhéngig
von Ereignis B. Allerdings setzt dies P(B) > 0 voraus. Mathematisch definiert
man daher Unabhéngigkeit etwas allgemeiner (multipliziere mit P(B)).
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2.11 Definition.

(a) Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhéngig (unter P), falls
P(AN B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (4;);c; von Ereignissen, I # & beliebige Indexmenge, heifit
(stochastisch) unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

P(( 45) =TT Pay).

jeJ jeJ

2.12 Bemerkung. Die Definition der Unabhingigkeit von Familien von Er-
eignissen ist analog zur linearen Unabhéngigkeit einer Familie von Vektoren.

2.13 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln haben die Ereignisse
»Augensumme ist 7¢ und “erste Augenzahl ist 6“ jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6.
Der Schnitt der beiden Ereignisse ist ,erste Augenzahl ist 6, zweite Augenzahl
ist 1 und hat Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden Ereignisse (unter
Gleichverteilung) unabhéngig sind.

2.14 Definition. Fiir eine Folge (A;),>1 von Ereignissen setze

limsup 4, := m U Ay ={w € Q|w € A, fir unendlich viele n}.

=00 m=ln>m

2.15 Bemerkung. Wir lernen jetzt eines der wichtigsten Resultate der Wahr-
scheinlichkeitstheorie kennen, das P(limsup,,_, . A,) beschreibt. Eine wichtige
Anwendung sind zufiillige Folgen (X,,)n>1, das heiit, jedes X, ist Zufallsva-
riable. Dann ist das Ereignis {w € Q| (X, (w))n>1 ist keine Nullfolge} gleich
Uz limsup,, o {|Xn| > }. Dabei darf man eine abzihlbare Vereinigung nur
iiber rationale Zahlen € > 0 nehmen. Gilt also P(limsup,,_,{|Xn| > ¢€}) =0
fiir alle € > 0, so ist (X,,) P-fast sicher (das heifit mit Wahrscheinlichkeit 1)
eine Nullfolge. Dies wird beim Beweis des starken Gesetzes der groflen Zahlen
essentiell werden.

2.16 Satz (Lemma von Borel-Cantelli). Fiir eine Folge (Ap)n>1 von Ereignis-
sen gilt:

(a) Aus Y, P(An) < oo folgt P(limsup,,_,., An) = 0.

(b) Gilt 3, P(An) = oo und ist die Folge (An)n>1 unabhingig, so folgt
P(limsup,,_,., An) = 1.

Beweis. Es gilt limsup,,_,.. 4, C U A, fiir alle m > 1 und somit folgt in

(a) :

n=m

P(liﬂs;ip An> < Tiﬂn}fléP(An) = 0;

denn ) ° | P(Ay) < oo bedeutet gerade limy, 500 oo, P(Ayn) = 0.
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Fiir (b) betrachte (limsup,,_,o An)¢ = U,us1 Npsm A5+ Dann folgt mit o-
Stetigkeit, Unabhingigkeit und der Abschiitzung P(AS) = 1—P(A,) < e~ F(4n)

M
P((li;n_}sotip An)°) < %P(Qm A5) = > A}@@@P(ﬂﬂm A5)
=3 g TP <3 i ow (- éP(Am).

Da fiir die Exponentialfunktion lim,_,~, e~* = 0 gilt, impliziert > >~ P(Ay) =
oo, dass der Grenzwert Null ist. Damit ist auch die Summe Null und das Ge-
genereignis lim sup A,, hat Wahrscheinlichkeit Eins. O

2.17 Beispiele.

(a) Ist A ein Ereignis mit P(A) € (0,1),so0gilt ), -, P(A) = oo fiir A, := A,
jedoch P(limsup,, ,,, An) = P(A) < 1. Auf die Unabhéngigkeit in Teil
(b) des Lemmas von Borel-Cantelli kann also nicht verzichtet werden.

(b) Betrachte das Ereignis As, dass fiir alle M > 1 unendlich viele M-runs vor-
kommen im unendlich langen Wiirfelexperiment, vgl. mit As in Beispiel
Dann gilt mit dem Ereignis By py = {b€ Q|by =+ = bpypr—1 = 1}
eines M-runs ab dem k-ten Wurf

Az = ﬂ lim sup By a2 m lim sup Bjy, -

M>1 k—o0 M>1 Jj—00

Die Familie (Bjam ar)j>1 ist unabhiéngig (formale Herleitung?) mit
P(Bjpr) = 27M. Teil (b) des Lemmas von Borel-Cantelli zeigt daher
P(limsup,_, o, Bjam ) = 1. Damit folgt P(A3) = 1 (,, Abzéhlbarer Schnitt
von Einsmengen ist wiederum Einsmenge*).

2.3 Unabhingige Zufallsvariablen und o-Algebren

2.18 Definition. Esseien .#; C %, i € I, Mengen von Ereignissen. Dann heifit
(AM;)icr unabhingig, falls fiir jede beliebige Auswahl von Ereignissen A; € .
die Familie (4;);c; unabhingig ist.

2.19 Definition. Eine Familie (X;);e;r von (S;,.7;)-wertigen Zufallsvariablen
heiflit unabhéngig, falls fiir jede beliebige Wahl von A; € . die Familie von
Ereignissen ({X; € A;})icr unabhingig ist. Aquivalent ist die Familie (X;)er
unabhingig, falls die von X; erzeugten o-Algebren Z%i = {X; 1(A)| A € 4},
1 € I, unabhéngig sind.

2.20 Lemma. Sind (X;)ier eine Familie unabhdngiger (S;, %;)-wertiger Zu-
fallsvariablen und g; : S; — T; (%, J;)-messbare Funktionen, so besteht auch
die Familie (g;(X;))icr aus unabhingigen Zufallsvariablen.
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Beweis. Da die Komposition messbarer Funktionen wieder messbar ist, sind die
9i(X;) wieder Zufallsvariablen. Nun gilt

FHD = (X7 (g7 (4)| A € Ty C{X7\(B)| B e #} = 7.

Aus der Definition folgt also direkt, dass (. ~);c; unabhingig die Unabhingig-
keit von (.F#9(X0)),c; impliziert. O

2.21 Satz. Es seien (X;)icr eine Familie von Zufallsvariablen auf (2, %, P)
mit Werten in (S;, ;) und &; N-stabile Erzeuger von .%;, i € I. Dann ist (X;)ier
bereits unabhingig, falls ({X; € Ai})icr unabhdngig ist fiir beliebige A; € &;.

Beweis. Es reicht, dies fiir beliebige endliche Indexmengen J C I zu beweisen.
Mit vollstdndiger Induktion iiber n zeigen wir die Behauptung, dass ({X; €
A;})ics unabhéngig ist fir alle A; € .7, die |{i € J|A; ¢ &} < n erfiillen.
Fiir n = 0 ist die Induktionsbehauptung gerade die Annahme im Satz. Fiir den
Induktionsschluss von n auf n + 1 betrachte 0.B.d.A. eine Indexmenge J mit
|J| > 2. Betrachte nun A; € . mit |{i € J| A; ¢ &}| =n+ 1 (wenn solche 4,
nicht existieren, so gilt es bereits fiir alle A; € .%;) und setze J' = J\ {j} fiir
ein j € J mit A; ¢ &;. Nach Induktionsannahme gilt

ieJ’ ieJ’
Falls dies Null ist, so gilt direkt P((;c,{X: € Ai}) = 0 = [[;c; P(X; € 4;).
Gelte also P([;c;{Xi € A;}) > 0. Dann sind

O1(A) = P({Xj e A} ‘ M{X; AZ-}>, Q2(A) = P(X; € A) fir A €.

e’
zwei Wahrscheinlichkeitsmafle. Fiir E; € &} gilt nach Induktionsannahme

PHX; € Ej} Nicp{Xi € Ai})
Q1(Ej) = - = P(Xj € Ej) = Qa2(Ej).
’ P(MicyXi € Ai}) T ’
Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt Q1 = Q2 und somit die Induktionsbehaup-
tung fiir n + 1.
Fiir n > |J| ergibt sich die Unabhéngigkeit von ({X; € A;})ies fiir alle
A € S O

2.22 Beispiel. Ist (A;);cs eine Familie unabhéngiger Ereignisse, so sind X; =
1a4,, ¢ € I, unabhéingige {0, 1}-wertige Zufallsvariablen. Zum Nachweis reicht
es, jeweils den N-stabilen Erzeuger & = {1} der Potenzmenge ({0, 1}) zu be-
trachten. Die Ereignisse {X; = 1} = A,, i € I, sind unabhingig. Folglich sind
die erzeugten o-Algebren F¥Xi = {2,9, A;, A¢}, i € I, unabhéngig. Insbeson-
dere sind mit (A;);er auch (AS);er unabhéngig.

2.23 Korollar. Es seien X1, ..., X, Zufallsvariablen auf (2, F, P).

32



(a) Sind Xy, diskret-verteilte Sy-wertige Zufallsvariablen, so sind X1,..., Xy
genau dann unabhdngig, wenn gilt

n

p XX (s, ) = T ™ () i alle s, € S
k=1

(b) Hat jedes X Werte in (R,Br), so sind X1,...,X,, genau dann un-
abhdingig, wenn gilt

P(X1 <by,..o, X < bo) = [ P(X5 < by) fiir alle by, € R.
k=1

Beweis. In beiden Féllen (a), (b) folgt die Gleichung direkt aus der Unabhéngig-
keit. Es muss also nur die Unabhéngigkeit jeweils aus der Gleichung gefolgert
werden.

Fiir (a) betrachte die Menge der maximal einelementigen Mengen & =
{{sk}| sk € Sk} U{@}. Da Sy abzdhlbar ist, gilt (&%) = Z(Sk). Auerdem ist
&%, N-stabil. Nach Annahme gilt P(X1 = s1,..., X, = sp) = [ 11 P(Xk = si).
Wegen {X; € g} = @ und P(@) = 0 gilt also P(X; € Fy,...,X,, € E,) =
[1i_; P(X) € Ey) fiir alle Ej, € &. Nach Satzsind X1,..., X, unabhéngig.

Fiir (b) folgt auf dem N-stabilen Erzeuger & = {(—o0,b] | b € R} von A aus
der Annahme direkt P(X; € Ei,..., X, € E,) = [[,_; P(Xi € E}) fiir alle
Ey,...,E, € &. Satz zeigt daher die Unabhéingigkeit von Xi,...,X,. O

2.24 Beispiel. Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind X; : Q@ — {1,...,6}
mit X; (w1, ws) = w; fiir i € {1,2} unabhéngige Zufallsvariablen (unter Gleich-
verteilung). Dazu reicht es, fiir k1, ks € {1,...,6} fiir die entsprechenden Zihl-
dichten pX1 (k1) = p*2(kg) = 1/6 sowie pX1:X2) (k1 ky) = 1/36 nachzupriifen
und Teil (a) des Korollars anzuwenden.

2.25 Satz. Es sei X = (Xi,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor auf
(0, Z, P) mit Dichte f* :R™ — [0,00). Dann gilt:

(a) Jedes Xy besitzt eine Dichte, die sogenannte Randdichte

ka(mk) = / / f(z1,...,xp)dzy ... deg_1dzgiy ... doy, 2 € R.
(b) Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, sind genau dann unabhingig, wenn gilt

X (21, ) = H Xk (xy) fiir Lebesgue-fast alle 1,. .., z, € R.
k=1

Die Unabhingigkeit ist also dquivalent damit, dass f~ Produktdichte der
Randdichten ist.
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Beweis. Fiir die Verteilungsfunktion von Xy, gilt mit dem Satz von Fubini

FX’“(a:k):P(ngxk):/ / Ty < xp)f(yiy- -, yn)dyr - . . dyy.
—00 —00

Also ist FX* schwach differenzierbar mit Ableitung (FX*) = fX¢ und die
Aussage (a) folgt aus Lemma [1.60}

Aus fX(21,...,20) = [[i— [ *(2x) in (b) folgt durch Integration (Satz
von Fubini!) fiur alle zq,...,2, € R

n T n
P(Xléwl,-u,Xnéxn)ZH/ P () dye = [ [ P(Xe < )
k=17 7% k=1

Mit Korollar b) folgt die Unabhéngigkeit von X1, ..., X,,. Umgekehrt folgt
aus der Unabhéngigkeit von X ..., X,, dass fiir alle ap < bg

bl n
/ (:cl, vy Tp)dxy - -dxy = H/ ka (zg)dzy.

Damit stimmen die durch die entsprechenden Dichten bestimmten Wahrschein-
lichkeitsmafe Ppx und Py mit f gleich der Produktdichte f(x) := [],_; Xx ()
auf dem N-stabilen Erzeuger {[a1,b1] X -+ X [an,by] | ap < by} von Bpa iiber-
ein. Nach dem Eindeutigkeitssatz gilt Prx(B) = Py(B) fiir alle Borelmengen
B. Daher muss B> = {z € R" | fX(z) > f(x)} eine Lebesgue-Nullmenge sein
(IB> (fX = f) =0 = \(Bs) = 0) ebenso wie das Analogon B_, so dass f*X = f
Lebesgue-fast iiberall. O

> Kontrollfragen

(a) Beim Wiirfelwurf sind '1. Augenzahl 6', '2. Augenzahl 6', 'Pasch’ drei paarweise
unabhingige Ereignisse, die aber nicht gemeinsam unabhiangig sind. Uberpriife!

Alle drei Ereignisse haben Wahrscheinlichkeit 1/6. Die Ereignisse '1. und 2.
Augenzahl 6', '1. Augenzahl 6 und Pasch’, '2. Augenzahl 6 und Pasch’ sind
alle drei gleich und haben Wahrscheinlichkeit 5= = #e&, so dass paarweise
Unabhéngigkeit folgt. Der Schnitt aller drei Ereignisse ist dann aber gleich dem
Schnitt von je zwei Ereignissen und besitzt Wahrscheinlichkeit 5 # +etet,
so dass die drei Ereignisse nicht unabhangig sind. Das ist ja auch intuitiv, weil
z.B. die Wahrscheinlichkeit fiir 'Pasch’ gegeben '1. und 2. Augenzahl ist 6’

gleich eins ist.

(b) Was bedeutet das Ereignis lim inf,, o, A, := Um% ﬂn%n A,? Was sagt das
Lemma von Borel-Cantelli dariiber aus?

liminf, ;0o 4, = {w € Q|Im = 1¥n =2 m : w € A,}
bedeutet gerade, dass alle bis auf endlich viele A, eintreten. Wegen
(liminf, o A4,)¢ = limsup,_,. AS folgt aus dem Lemma von Borel-

Cantelli, dass P(liminf, o0 An) = 1im Fall - (1 — P(A,)) < oo und

P(liminf, o A,) = 0im Fall 30 -, (1 — P(4,)) = o und (Ap)n>1 un-
abhangig gilt. Beachte dazu, dass nach Beispiel - n)n>1 genau dann
unabhingig ist, wenn (A¢),>1 unabhingig ist.
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(c) Finde Zufallsvariablen X7, X5 und messbare Funktionen g1, g2, so dass g1 (X1),

g2(X3) unabhingig sind, aber Xy, X5 nicht.
Die einfachsten unabhingigen Zufallsvariablen sind deterministisch. Setze da-
her g1(x) = g2(x) = 0 und zum Beispiel X; = X3 ~ N(0,1). Dann gilt
P(Xl 2 O,XQ 2 0) = P(Xl 2 0) = 1/2 7é P(X1 2 O)P(XQ 2 0), so dass
X1, X5 nicht unabhidngig sind. Andererseits ist P(g1(X1) € A1, ¢2(X2) €
Ag) = 1A10A2(0) = P(gl(Xl) S Al)P(gg(Xg) S Ag) fur belleblge Borel-
mengen Ay, Az, so dass ¢g1(X1), g2(X2) unabhingig sind.

(d) Wie folgt durch explizite Rechnung, dass A, B unabhéngig A¢, B¢ unabhingig
impliziert?

P(A°NB°)=1-P(AUB)=1—-P(A)— P(B)+ P(ANB)
= P(A°) — P(B)+ P(A)P(B) = P(A°)(1 — P(B)) = P(A°)P(B°).

(e) Beim Bernoulli-Schema (€2, .#, P) mit Q = {0,1}" betrachte die Zufallsvaria-
blen X (w) = wg, k =1,...,n. Bestimme die Zihldichten von (X1,...,X,,)
und von Xi, k=1,...,n.Sind X1,..., X, unabhingig?

Da X = (Xi,...,X,) die Identitat auf Q ist, gilt p*(w) = PRern(np) (W)
Wegen {X}, =1} = {w € Q|wi = 1} gilt

P(Xk = 1) = Z pzlwi(l _p)zqz(lfwi)

weN,wr=1

=p JI (ip“”"(lp)l“i)—p-

1<i<n, itk  w;=0

Wir erhalten p** (1) = p, p**(0) = 1 — p, also pXk(wy) = p@*(1 — p)t=wr
und daher pX (w) = [[_, p*X*(wg). Also sind die Zufallsvariablen X1, ..., X,
unabhingig. Natiirlich ist genau das die ldee des Bernoulli-Schemas: die Erfolge
in jeder 'Runde’ treten unabhangig mit Wahrscheinlichkeit p ein.

Ende 7. Vorlesung

2.26 Beispiele.

(a)

Sind fi,..., fn Dichten auf R, so definiert die Produktdichte f(x) =
[T, fi(xi) ein Wahrscheinlichkeitsma8l P auf (R", Zgr). Die Koordina-
tenprojektionen Xy : R" — R mit Xg(x1,...,2,) =%, k=1,...,n, sind
Borel-messbar, also Zufallsvariablen. Gemé&$ Satz [2.25](a) ist ihre Vertei-
lung PX* gegeben durch die Dichte (Satz von Fubini!)

[e.e]
FX% () = frla) H/ fi(@;)dz; = fi(xr),
j#k T
ihre gemeinsame Verteilung P(X1-Xn) durch die Dichte f. Wir haben
damit einen Wahrscheinlichkeitsraum konstruiert mit unabhéngigen Zu-

fallsvariablen (X )1<k<n, deren Verteilung PXk jeweils durch fi bestimmt
ist.

Ist X = (X1,...,X,) ~ N(0,E,), also fX(z) = (2r)"/2e17/2 5o
gilt fX%(2y) = (27)"1/2e7"%/2 gemsB (a). Damit ist jede Koordinate X,
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N(0,1)-verteilt und X ein Vektor von n unabhéngigen standardnormal-
verteilten Zufallsvariablen. Analog ist fiir X ~ N(u,¥) mit ¢ € R" und
der Diagonalmatrix ¥ = diag(c?,...,02) jede Koordinate Xy N (g, o7)-
verteilt, und alle Koordinaten X, ..., X,, sind unabhéngig.

(c) Es sei X ~ U(B) mit B := {x € R? ||z| < 1} ein gleichmiBig auf der
Kreisscheibe B verteilter Zufallsvektor. Betrachte seine Polarkoordinaten

R:=(X?+X)Y? >0, & :=arctan(X2/X;) € [0,27),

wobei @ (d.h. der ,Zweig“ von arctan) so definiert sei, dass X1 = R cos @,
X2 = Rsin® gilt (z.B. & = 0 fiir X1 = X9 = 0). Da R und ¢ (gemés
Konstruktion) Borel-messbare Funktionen von X sind, sind R, ® Zufalls-
variablen. Fiir r € [0, 1], ¢ € [0, 27] gilt nach Gleichverteilung

P(R<r,® <)

B or? /2 <Fl£iche des Kreissegments mit Radius r)

T Flache von B

Insbesondere gilt P(R < r) = 27”;?/2 =r>und P(® < ¢) = £. Da-
mit folgt R? ~ U([0,1]) (beachte P(R* < z) = =z fir # € [0,1]),
® ~ U([0,27]), und wegen P(R < r,® < ¢) = P(R < r)P(® < o)
fiir alle 7, ¢ (betrachte r < 0, r > 1, ¢ < 0, ¢ > 27 gesondert) sind
R, ® unabhéngige Zufallsvariablen. Nach Lemma [2.20] sind iibrigens auch
R?, ® unabhingige Zufallsvariablen. Man mache sich klar, dass X, X in
diesem Fall nicht(!) unabhéngig sind.

(d) Besitzen die Zufallsvariablen X1, ..., X,, Dichten, so hat der Zufallsvektor
(X1,...,X,) nicht immer eine Dichte. Einfachstes Beispiel ist der Fall
X1 = Xo, die Zufallsvariablen (nicht nur ihre Verteilungen) sind gleich.
Dann gilt P(X1:X2)(D) = 1 fiir die Diagonale D := {(z,z) | z € R}, aber D
besitzt zweidimensionales Lebesguemaf Null. Damit kann P&X1:X2) keine
Dichte (beziiglich dem Lebesguemafl) besitzen.

2.27 Bemerkung. Gemé8 Beispiel [2.26{a) kénnen wir fiir n gegebene Dichten
auf R einen Wahrscheinlichkeitsraum und darauf unabhéngige Zufallsvariablen
X1,..., X, konstruieren, die geméfl den Dichten verteilt sind. Derselbe Ansatz
zeigt auch die Existenz von endlich vielen unabhingigen Zufallsvariablen, die
geméif gegebener Zahldichten diskret verteilt sind.

Allgemeiner kann ich zu zwei Wahrscheinlichkeitsrdumen (€, %, P;), i =
1,2, den Produktraum (£ x Q9,71 ® F2, Pi ® P,) definieren, wobei die
Produkt-o-Algebra .71 ® %5 als die kleinste o-Algebra definiert ist, beziiglich

der die Koordinatenprojektionen 7;(wq,ws) = w; fiir ¢ = 1,2 messbar sind und
das Produktmafl Py ® P, durch (P1®P2)(A1 XAQ) = Pl(Al)PQ(AQ), A; € 3?1', auf
"Rechteckmengen’ und damit auf .%; ® %5 eindeutig festgelegt ist, vgl. Mafitheo-
rie/Analysis III. Dann ist X (w) := m1(w) eine Zufallsvariable mit Verteilung

(Pl & PQ)Xl (Al) = (Pl & PQ)(’]TI_I(AI)) = Pl(Al)PQ(QQ) = Pl(Al), Al S 91-
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Analog gilt (P, ® P»)X2 = P». AuBerdem sind X, Xs (unter P, ® P) un-
abhéngig, da

(Pl & PQ)(Xl €A, X5 € Ag) = (Pl ® Pg)(Al X AQ) = P]_(A]_)PQ(AQ)
= (P ® Py) 1 (A1) (P ® Py)™*2(A2)

gilt. Diese Konstruktion erlaubt dann die Konstruktion von Produktrdumen
und entsprechend verteilten unabhéngigen Zufallsvariablen aus endlich vielen
vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsrdumen. Wie das unendlich lange Miinzwurf-
experiment lehrt, fithren einfache Modelle bereits auf unendlich viele unabhéngi-
ge Zufallsvariablen, deren Existenz a priori weniger klar ist.

2.28 Definition. Es seien (Q;, %, P;)icr, I # @ beliebige Indexmenge, Wahr-
scheinlichkeitsraume. Setze Q := [[;c; Qi (kartesisches Produkt) und definiere
mittels der Koordinatenprojektionen m; : @ — Q;, m;((wj)jer) = w;y, iiber Q die
Produkt-o-Algebra

g2 .:a<U{7T O | A; Ejz})

el el

Die Produkt-o-Algebra X)

%, ist also die kleinste o- Algebra so dass alle m;

el
messbar sind. Gilt fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf &),.; 7
VJ C I endlich, A; € . : (ﬂﬂ' ) HP
JjeJ jEJ

so heiBt @) Produktmaf der P;, Schreibweise Q = @<, P;

2.29 Bemerkung. Man kann sich iiberlegen, dass ein Produktmaf} {iber ei-
ne unendliche Indexmenge I nur fiir Wahrscheinlichkeitsmafle definiert werden
kann. Es gibt z.B. kein ,,unendlich-dimensionales Lebesguema8“ auf RY.

2.30 Lemma. Ist (X;);e; eine Familie unabhdngiger (S, %;)-wertiger Zu-
fallsvariablen, definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(2,7, P), so0ist X = (Xi)ier eine ([[;c; )-wertige Zufallsvariable mit Ver-
teilung PX = @,c; PXi auf @,c; Fi-

Beweis. X ist (#, @), -Fi)-messbar, weil nach Voraussetzung die Komposition
mioX = X fiir jedes i (F, Z;)-messbar ist, was nach Konstruktion der Produkt-
o-Algebra hinreichend ist (Messbarkeit auf Erzeuger!). Das System

_ { m 71_;1(143.) ) J C I endlich, A; € ﬁj}

jeJ

der Zylindermengen ist ein N- Stabller Erzeuger von ),;-7; (klar nach Defini-
tion!). Fiir jedes Ereignis [ “1(A;) in Z gilt nach Definition und wegen

jes T
Unabhéngigkeit
PX( N W]l(Aj)) = P( (X, € Aj}) = [IP(x; €45 =] PY (4
jeJ jeJ JjeJ JjeJ
=1 (@ Px,-) (wjfl(Aj)) - (@ PXi> ( N wjfl(Aj)).
je€J i€l icl jeJ
Nach dem Eindeutigkeitssatz folgt PX = Ricr P, O
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2.31 Bemerkung. Wihrend der vorige Satz die Existenz unabhéngiger Zu-
fallsvariablen voraussetzt und zeigt, dass ihre gemeinsame Verteilung durch das
Produktmafl gegeben ist, zeigt das folgende nicht-triviale Resultat, dass ein
Produktmaf stets existiert. Sein Korollar, dass Familien unabhingiger Zufalls-
variablen mit gegebenen Randverteilungen existieren, ist die formale Grundlage
fiir viele Aussagen der Stochastik, die oft mit ,,Es sei (X;)n>1 eine Folge un-
abhéngiger Zufallsvariablen...“ starten.

2.32 Satz. Das Produktmafi Q;c;P; existiert fir alle Wahrscheinlich-
keitsriume (2, Z;, P;) und Indexmengen I. Es ist eindeutig.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall einer abzahlbaren Indexmenge,
setzen also I = N (fiir endliche Indexmengen siche Bemerkung [2.27)). Betrachte
die Projektionen II, : TT,cny i — TTrq Qs In((wi)iz1) = (w1, ..., wy) auf die
ersten n Koordinaten und definiere

P(IT, Y (An) == (PL® - @ Py)(Ay), Ap € F1L®- @ Fy.
Dann ist P wohldefiniert, normiert und additiv auf der Algebra

H(An)

n

of = {H*

neN, Ane%@;--@ﬁn}.

Beachte beispielsweise fiir disjunkte I1-1(A,), 1 Y(B,,) € & mit A, € %,

m
By, € Zpy und 0.B.d.A. n < m, dass I, 1 (A4,) = I, (An X Q1 - X Q) und
auch A, X Qpq1--+ X Qy, und By, disjunkt sind, so dass

p(n,;l(An) U H;}(Bm)) =(PL®- ® Py) ((An X gt - X Q) U Bm)

:(P1®"‘®Pm)(AnXQn+l"'XQm)"’(Pl@"'@Pm)(Bm)
:(P1®"‘®Pn)(An)+(Pl®"‘®Pm)(Bm)

= P(11;"(40)) + (10, (Bw)).

Es bleibt zu zeigen, dass P sogar ein Priamafl auf o/ ist. Dafiir reicht es, o-
Stetigkeit bei @ zu zeigen (Ubung!), also: 4, € &7, A, | @ = P(A,) | 0. Wir
nehmen an P(A4,) — § > 0 fiir eine fallende Folge A,+1 C A,, n € N, und
zeigen (1,51 An # 9.

0.B.d.A. schreibe A, = II;1(A}) mit A, € #1 ® -+ ® F, (fillle ggf. die
Folge auf, betrachte also Ay, ..., A1, Ag,..., Ag,...). Aus 4,41 C A, folgt dann
Al C AL X Qppq. Fiir m > n setze

(Wi, ... wy) = / e / 1o (Wi, W) Pr(dwm) - - Poy1(dwny1).
Qn+1 m

Dann gilt 0 < hipy1n < A < - < g1 < 1y, wegen A7 C A) X Qg1
Mit monotoner Konvergenz folgt fiir h,, := lim,—o0 A n:

/ hl(wl) Pl(dw1> = / lim hm71(w1) P1 (dwl) = lim hm71(w1) Pl(dwl)
971 Q

m—o0 m—0o0 [¢)
1 1

= lim (PL®-® Pp)(4],) = lim P(Ap) =6 > 0.
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Es existiert also ein w; € Q1 mit hy(w1) > 0. Wir nehmen jetzt induktiv an,
dassesw; € Qy,...,w, € Q, gibt mit h,(w;,...,0,) > J. Dann folgt wiederum
mit monotoner Konvergenz

/ Pg1 (@1, - -+ 5 Oy Wig 1) Pyt (deny1)
Qni1

= lim hm7n+1(a)1, ey Wy, wn+1)Pn+1(dwn+1)
m—0o0 QnJrl

= Tim A (@1, @) = Ao (@1, @) =6 > 0,
m—0o0

Also existiert ein wpy1 € Q1 mit hpy (w1, ..., 0p41) = 0. Mit vollsténdiger
Induktion haben wir gezeigt, dass 14/ (W1,...,0n) = hyp(@1,...,0,) > 0 fiir
alle n > 1 gilt. Dies impliziert (@1, ...,o,) € A}, und fiir die Folge (@;)i>1 € Ay
fiir alle n > 1 und somit (@;)i>1 € (1,51 An. Der Schnitt ist also nicht leer, was
die Pramaf-Eigenschaft von P nachweist.

Nach dem Satz von Caratheodory lésst sich P auf Q),.;.%; fortsetzen. Da
jede Algebra N-stabil ist und P auf o/ eindeutig festgelegt ist, ist P als Pro-
duktmaf eindeutig. O

2.33 Bemerkung. Der Beweis hier ist ein Spezialfall des Satzes von lonescu-
Tulcea fiir die Konstruktion von Markovketten, vgl. Satz 14.32 in Klenke.
Der Fall beliebiger Indexmengen ist im Buch Wahrscheinlichkeitstheorie von
P. Génssler, W. Stute, Springer (1977) behandelt (kein HU-Ebook-Zugriff).
Fiir Wahrscheinlichkeitsrdume mit gewissen Borel-o-Algebren (auf sogenann-
ten polnischen metrischen Raumen, z.B. RY) wird dies in Stochastik II bei der
Konstruktion stochastischer Prozesse mitgezeigt.

2.34 Korollar. Zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafien P; auf (4, .%;),
i € I, existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Familie unabhdngiger
(Q, F;)-wertiger Zufallsvariablen (X;)icr, deren Verteilung P; ist.

Beweis. Betrachte auf dem Produktraum Q = [[;c; %, F = Qyc; Fi, P =
X, Pi die Koordinatenprojektionen X; : © — Q;, X;((wj)jer) = wi, die nach
Definition der Produkt-o-Algebra messbar sind und die fiir endliche J C I

P( {x; e Aj}) = P( N W{l(Aj)) =[I12@A) =] Px;€4))
jeJ Jj€J jeJ JjeJ
fir alle A; € .%; erfiillen. Damit ist (X;);cs eine Familie unabhéngiger Zufalls-
variablen und es gilt PXi = P; fiir jedes i € I. O
> Kontrollfragen

(a) Wie zeigt man, dass die Koordinaten eines N (y, X)-verteilten Zufallsvektors
unabhangig sind, wenn X eine Diagonalmatrix ist? Gilt auch die umgekehrte

Implikation?
Mit ¥ = diag(o?,...,0%) gilt 71 = diag(o7?,... ,052) und (einfache Rech-
nung)

pus(@) =] ((gmg)fl/zefuifm?/(zgg)).

i=1
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(d)

()

Also ist die N(u,X)-Dichte in diesem Fall eine Produktdichte der N (j;,07)-
Dichten. Nach dem Satz sind die einzelnen Koordinaten also unabhingig.
Sind die Koordinaten andererseits unabhingig, so muss ¢, s, eine Produkt-
dichte sein. Betrachte den Logarithmus und bezeichne mit C' einen nicht von
x abhdngenden Term:

d
log(pp,x(x)) = C—=5 (7 (w—p), z—p) = C—% D (=i (@i ) ()

4,j=1

Als Produktdichte muss andererseits log(y, x)(z) = Z?zl gi(xz;) mit ge-
eigneten Funktionen g; gelten. Wegen der Kreuzterme x;x; impliziert dies
(271);,; =0 fiiri # j (X~ ist symmetrisch), also £~! diagonal und somit ¥
diagonal.

Zeige formal, dass X1, X5 nicht unabhangig sind in Beispiel c).

Dies folgt beispielsweise aus P(X; > %,XQ > %) < P(|X]|>>1)=0, aber

P(X; > %) = P(X; > %) > 0 (Flache des Kreissegments {(z1,x2) | 2% +

23 < 1wy > 5} ist groBer Null).

Wie kann ein Bernoulli-Schema der Lange n als Produktraum von n Wahr-
scheinlichkeitsraumen konstruiert werden?

Setze Q; = {0,1}, %, = £(Q;) und P, = Bern(l,p). Dann ist Q =
[T, ={0,1}"und Z = Q_, Zi = Z(Q), weil die Potenzmenge von
durch die Zylindermengen {w € Q|w; =b;}, i =1,...,n, b; € {0,1} erzeugt
wird. Das ProduktmaB P = @, P; erfiillt P({b}) = P(N;_;{wi = b;i}) =
[T, Pi({b:}) fir b € {0,1}™. Wie in Kontrollfrage 7(e) leitet man her, dass
die Zahldichte von P gegeben ist durch ppern(n,p)-

Betrachte {0,1}Y, die Menge der 0-1-Folgen, mit Produkt-o-Algebra
2({0,1})®N. Liegt das Ereignis A = {(b;);>1|nur endliche viele b, = 1}
in der Produkt-o-Algebra?

Es gilt A = limsup,_ . {b; = 1}, Als Zylindermenge ist {b; = 1} €
2({0,1})®" fiir jedes i. Damit liegen auch abzihlbare Vereinigungen und
Schnitte sowie Komplemente in der o-Algebra 22({0,1})®N. Mit der Definiti-
on von limsup zeigt dies A € 22({0,1})®N.

Wie kann man nun sauber den Wahrscheinlichkeitsraum des unendlich langen
Miinzwurfs konstruieren? Liasst sich der Beweis von Satz in diesem Fall
vereinfachen?

Mit (Q;, %, P;) wie in (c) mit p = 1/2 betrachte den unendlichen Pro-
duktraum ([];5, €, &)1 Fi, &>, Fi). Nach Definition von Produkt-o-
algebra und -maB ist die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, die nur von n
Wiirfen abhéngen (also von Zylindermengen), gerade die Wahrscheinlichkeit
im Bernoulli-Schema der Lange n, was wir bislang 'intuitiv’ vorausgesetzt ha-
ben. Der Satz von Vitali zeigt iibrigens 22({0,1})®N & 22({0,1}).

Der Beweisteil von Satz fir 'P(A,) — 0 > 0, A,41 C A, impliziert
(y>1 An # @' lasst sich konkreter fassen. Wir nehmen wieder A,, = I Y (AL)
mit A7, € {0,1}" an. Setze noch P" = @ _, P,. Die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten erfiillen 1P"(A|w; = 0) + $P"(A|w; = 1) = P"(A)
(Formel der totalen Wahrscheinlichkeit). Wegen P™(A]) = P(4,) | ¢ und
PrY(AL L Jwi =b) < P"(Al|wy = b) (beachte A, C Al x {0,1}) gibt
es ein w; € {0,1} mit lim,, o P"(A}|w1 = @1) > §. Dasselbe Argument,
angewendet auf A, N {w; = @1} liefert ein @o mit lim, oo P"(AL|{w; =
W1,wy = @w2}) = 0. Induktiv erhalten wir so eine Folge (@y)m>1 mit
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limy, 00 P™(A7| Nicicmiwi = @i}) = 6. Wegen Inklusion ist insbesonde-
re (@i)i<i<m € Hm(ﬂ7121 A,) fiir alle m > 1. Dies bedeutet gerade, dass die
Folge (@;)i>1 in ﬂn21 A, liegt.

Ein anderer Beweis fiir Freunde der Topologie beruht auf der Produkttopologie
von {0, 1}, die den 0-1-Folgenraum kompakt macht, und einem Kompakt-
heitsargument genau wie beim PramaBnachweis fiir Lebesgue-Stieltjes-MaBe.
Eine elementare (einfache und elegante) Konstruktion des unendlichen Pro-
duktmaBes ist mir selbst beim einfachen Miinzwurfexperiment nicht bekannt,
fiir Hinweise oder ldeen ware ich dankbar.

Ende 8. Vorlesung

2.35 Bemerkung. Sind die Ereignisse (A;,),>1 unabhingig, so gilt nach dem
Lemma von Borel-Cantelli stets

P(limsup An) € {0,1}.
n—00

Es kann also nie eine Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 vorkommen! Eine
solche Aussage nennt man 0-1-Gesetz (das Ereignis tritt entweder fast sicher ein
oder nicht ein). Wie wir sehen werden, geniigen viele ,,Grenzwerte“ einem sol-
chen 0-1-Gesetz. Grundlage des Beweises und der Intuition ist, dass ein Ereignis
A von sich selbst unabhéngig ist genau dann, wenn

P(AN A) = P(A)P(A) < P(A) € {0,1}.

2.36 Definition. Es sei (Xj)x>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf (2, .%#, P)
mit Werten in (S, .7%). Ein Ereignis A € .% heifit asymptotisch beziiglich (X),
falls es fiir alle n > 1 nur von (X, k > n) abhéngt in dem Sinne, dass A € @x
gilt. Hierbei ist die asymptotische o-Algebra @y definiert als

adx = ﬂ a( U ﬁx’“).

n>1 k>n

2.37 Beispiele.

(a) Sind (X,)n>1 reellwertige Zufallsvariablen und B € Bg, so ist
limsup,, ,oo{Xn € B} = {unendlich viele X,, liegen in B} ein asympto-
tisches Ereignis; denn {X,, € B} € % impliziert |J, ., {X, € B} €
o(Unsi ZXn) fiir alle m > k und somit

Vk=1: () U{XneB}EJ(UﬁXn).

m>kn>m n>k

Nun ist aber (1,51 UpsmiXn € B} = sk UnsmiXn € B} (wieso?)
und daher (51 Unsm{Xn € B} € Miz10(UpsiF "), was gerade
limsup,,_,.{X, € B} € &/x bedeutet. Insbesondere ist </x nicht leer,
was auf den ersten Blick vielleicht der Intuition widerspricht.

n=m
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(b) Es seien Xi, k € N, reellwertige Zufallsvariablen sowie A das Ereignis,
dass lim,,— o0 ZZ:1 X}, existiert. Dann gilt nach dem Cauchy-Kriterium

m

A= () UBymitBy= { Xke(—s,a)}.

e>0,ecQ N2>1 m>n>N k=

Nun ist By € Byy1 sowie By € o(Upsn ZXx). Daher gilt U%’;‘iﬂ” By =
BNpaw € 0(Upsp ZF %) fiir alle Ny > n. Dies impliziert J3_; By €
o(Upsn F X&) fiir alle n € N und somit, dass A ein asymptotisches Ereig-
nis ist.
2.38 Satz (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Es seien (X;);>1 unabhingige Zufalls-
variablen auf (Q,.%, P) mit Werten in (S;,%;) . Dann gilt fir jedes beziiglich
(Xi) asymptotische Ereignis A € o/x: P(A) =0 oder P(A) = 1.

2.39 Bemerkung. Fiir den Beweis des 0-1-Gesetzes benétigen wir zunéchst
ein Lemma, das sehr intuitiv, aber etwas technisch zu beweisen ist.

2.40 Lemma. Es seien (X;)ier eine Familie unabhdngiger Zufallsvariablen mit
Werten in (S;,.-%;) und I = I; U Iy eine disjunkte Zerlegung von I. Dann sind
die o-Algebren 71 := 0(U;c;, F) und Fo = 0(Uep, F) unabhingig.

Beweis. Nach Lemma sind Yj = (X;)ier; mit j = 1,2 jeweils (Hielj S;)-
wertige Zufallsvariablen. Fiir jedes i € I; gilt X; = 773 o Y; mit der Koordina-
tenprojektion ! : Hz"elj Sy — S;, so dass FXi C FYi fir alle i € I;, also
F; C FYi gilt. Andererseits wird @), 1, i erzeugt von Nic r (Wf )71(A;) mit
I; C I endlich, A; € ., und es gilt

(N E @) = N (@) = N X7 @) e 25

- ! . ! . !
zEIj zelj 1€Ij

Wir schlieen mit Lemma also sogar .F; = Vi, so dass es geniigt, die
Unabhéngigkeit von Y7 und Y3 nachzuweisen.

Nach Satz geniigt es, die Unabhéngigkeit auf N-stabilen Erzeugern zu

zeigen. Wir betrachten dazu wieder endliche Schnitte (), (77) 7! (4;) und er-
J

halten wegen Unabhéngigkeit der X;
p({n eN (w})_l(Ai)} N {Y2 eN (ﬁ)—l(Ag}) - P( N (X e AZ-})
iel] i€l) ielul}

= [[ Pxie ) [T P(Xi € 4))

iel] i€l

_ p(n eN (w})”(Aﬂ)P({YQ eN (wf)*l(Ai)).

icl] el

Also sind Y7 und Y5 sowie .#; und %, unabhéngig. O
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Beweis des 0-1-Gesetzes. Betrachte die o-Algebren F¢, = o(J, F%),
Fon = 0(UiZpi1 ZXi), die von den ersten n bzw. allen aufier den ersten n X
erzeugt werden. Nach dem Lemma sind #<, und .#~,, unabhiingig. Die asym-
ptotische o-Algebra erfiillt oy C 7, und ist daher unabhéngig von (J,,»; F<n
(das ist eine Algebra, aber keine o-Algebra).

X = (Xy)iz1 ist eine ([[;5, Si)-wertige Zufallsvariable mit FX =
0(Ups1 F<n) (Wegen Messbarkeit der X; = mj0X). DaJ, -, <, ein N-stabiler
Erzeuger von .#%X und unabhiingig von @y ist, sind also X und 14 fiir jedes
A € ox gemifl Satz unabhiingige Zufallsvariablen. Es folgt, dass &y und
ZX unabhiingige o-Algebren sind.

Nun gilt @y € .FX wegen .#Xi C .ZX so dass o/x insbesondere von sich
selbst unabhéngig ist. Fiir jedes A € @y gilt also P(ANA) = P(A)? und daher
P(A) € {0,1}. O

2.41 Beispiel (Harmonische Reihe mit zufilligen Vorzeichen). Sind (e)x>1 un-
abhéngige {—1, 1}-wertige Zufallsvariablen, so konvergiert nach Beispiel (b)
mit X = ex/k und dem 0-1-Gesetz die Reihe ) ;2 Ek% entweder mit Wahr-
scheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahrscheinlichkeit 1. Diese Aussage gilt
fiir jede beliebige Randverteilung P+ der Zufallsvariablen ;. Aus der Analysis
sind 377, + = oo (harmonische Reihe) und Y 30, (-1)* L =1-34+21F-- =
log(2) (alternierende harmonische Reihe) wohlbekannt. Insbesondere fiir den
symmetrischen Fall P(e, = +1) = P(g, = —1) = 1/2 scheint es auf Anhieb
vollkommen unklar, mit welcher Wahrscheinlichkeit Konvergenz vorliegt. Das
0-1-Gesetz liefert immerhin eine klare Dichotomie; welcher der beiden Fille
vorliegt, werden wir bei den Gesetzen der groflien Zahlen lernen.

2.4 Faltung

2.42 Beispiel. Es seien X und Y unabhéngige Z-wertige Zufallsvariablen mit
Z&hldichten p* und p¥ . Dann ist X +Y wiederum eine Z-wertige Zufallsvariable
(Messbarkeit ist trivial wegen Potenzmenge als o-Algebra). Die Zihldichte der
Summe berechnet sich durch Fallunterscheidung

P+ (m) :P<U{X:m—k,Y:k}) =Y P(X=m-kY =k
kEZ keZ

=Y pX(m—kp"(k), mez,
keZ

wobei wir im letzten Schritt die Unabhéngigkeit von X und Y verwendet haben.
Fiir Folgen (am)mez, (bm)mez ist ihre Faltung a * b definiert als die Folge
((a * b)m)mez mit

(a*b)p = Z A1 O -
keZ
Diese ist wohldefiniert fiir #!-Folgen, das heift falls Y, |an| < 00, >, |bm| < 00,
und somit insbesondere fiir Z&dhldichten. Durch Indexsubstitution kann man sich
leicht klarmachen, dass a*b = bxa sowie (a*b) xc = ax (b*c) gilt, die Faltung
also kommutativ und assoziativ ist. Die Identitat beziiglich Faltung ist gerade
die Folge e, = 1(m = 0).
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Fiir unabhéngige Z-wertige Zufallsvariablen X,Y berechnet sich die Z&hl-
dichte der Summe pX+Y = pX % p¥ also gerade als Faltung der Z&hldichten.
Die Kommutativitéit und Assoziativitidt der Faltung ergibt sich stochastisch aus
X+Y =Y+ Xsowie X+ (Y +Z2) = (X+Y)+ Z fiir Zufallsvariablen X,Y, Z.
Wegen X + 0 = X ist p°(m) = 1(m = 0) als Zihldichte von der Einpunktver-
teilung dy das neutrale Element.

Konkret erhalten wir fiir X ~ Pois(Ax) und Y ~ Pois(Ay) unabhéngig

)\mfk )\k
X+Y _ Y X _ Ay Y
pXY (m) _ée X(m_k)!l(m k> 0)e™ 21k > 0)
_ i m—k m 1
= e R AT Alf“(k:)m!
k=0
— ¢~ (Ax+Ay) (Ax + )™
m! ’

wobei wir m > 0 betrachtet haben (fiir m < 0 zeigt die erste Zeile p* Y (m) =
0). Wir haben bewiesen, dass die Summe zweier unabhéngiger Poisson-verteilter
Zufallsvariablen wieder Poisson-verteilt ist. Der Parameter der Summe ist ge-
rade die Summe der Parameter.

Der Zusammenhang zwischen der Summe unabhéngiger Zufallsvariablen
und der Faltung ihrer Verteilungen gilt sehr viel allgemeiner als auf der Gruppe
(Z,+). Wir werden uns nur der wichtigsten Gruppe (R, +) widmen.

2.43 Definition. Sind P, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, Bg), so ist ihre
Faltung P * @ definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf

(PxQ)(B) = /RP(B—{:/U})Q(dx), B € B, mit B—{z} ={b—xz|be B}.

2.44 Bemerkung. Die Abbildung = — P(B — {z}) ist Borel-messbar wegen
P(B — {z}) = [z 1p(z +y) P(dy) und der Messbarkeitsaussage im Satz von
Fubini. Insbesondere gilt

(P+QB) = [ [ 156+ Play) Quas). (21)
In dieser Darstellung folgt die o-Additivitéit einfach mit monotoner Konvergenz.

> Kontrollfragen

(a) Begrunde ﬂm,}l Un}m{Xn € B} = ﬂm,}k Un}m{Xﬂ € B} in Beispiel
a).

Wegen U, 1{Xn € B} C U, {Xn € B} git N,,cr, Upsm{Xn € B} =
U,>x{Xn € B} und damit die Identitét.

(b) Wieso liegen fiir reellwertige Zufallsvariablen (X,,),>1 die Ereignisse
{limy, 00 X, = a} fir a € R in der asymptotischen o-Algebra @7x? [Frei-
willig: Verstehen Sie die weiteren Aussagen von Korollar 2.39 im Klenke]

Es gilt {limy, 00 X, = a} = ﬂa>0,6€Q UN;l ﬂn)N{‘X’ﬂ —a| <e} € Fx
analog zu Beispiel b). Aus dem 0-1-Gesetz folgert man dann sofort,
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dass P(lim, o X, = a) € {0,1} fiir unabhingige (X,)n>1 gilt. Klenke
zeigt aber sogar, dass in diesem Fall liminf, . X,,, limsup,,_, ., X, fast
sicher gleich einem deterministischen Wert a € RU{—00,+00} sind. Der
Zufall verschwindet also gewissermaBen im Unendlichen. Das Gleiche gilt fiir
liminf, oo 2 37 | X;, limsup,,_,o = > i, X;, was wir bei den Gesetzen der
groBen Zahl noch genauer untersuchen werden.

(c) Gib fiir die zuféllige harmonische Reihe in Beispiel mit P(ep, =
+1) = P(e, = —1) = 1/2 unendlich viele Versuchsausginge (d.h. Wer-
te/Realisierungen von ;) an, fiir die die Reihe konvergiert bzw. divergiert.
Das Ereignis liminf;_,.{cx = 1} enthilt alle Folgen (), fur die endliche
viele ¢, = —1 sind. Das sind abzdhlbar unendlich viele Versuchsausgange,
fiir die alle Z,@l sk% = oo gilt, die Reihe also divergiert. Ebenso konvergiert
k1 e fiir alle Versuchsausgénge in lim infj,, oo {e, = (—1)¥*1}, da jeweils
die Reihenreste ab einem Index mit denen der alternierenden harmonischen
Reihe iibereinstimmen. Eine der beiden unendlichen Ereignismengen muss nach
dem 0-1-Gesetz eine Nullmenge unter dem ProsuktmaB sein.

(d) Gilt auch X + X ~ Pois(2\) fiir X ~ Pois(\)?
Nein, natiirlich nicht (z.B. P(X + X =1) = P(X = 1/2) = 0 # ppois(n)(1)).

(e) Wieso gilt X1 + X5 ~ Bin(ny 4+ na, p) fiir unabhdngige Zufallsvariablen X; ~
Bin(ni,p), X2 ~ Bin(ng, p)?

Wegen der Halbgruppeneigenschaft (Assoziativitit) reicht es, den Fall n; =n
und no = 1 zu betrachten. Wir erhalten fiir die Faltung

Pt (m) =y ( ! )pm_k(l —pnr (;)pk(l -p)'"

m—k
kEZ
n n
— m] _ n—m+1
(<m>+(m1>)p ( P)
n+1 m n+l—m
= ( m >p (]- _p) + = pBin(71,+1,p) (m)v

wobei wir (7) := 0 fiir k ¢ {0,...,n} setzen.

Ende 9. Vorlesung

2.45 Satz. Fs seien X und Y unabhingige reellwertige Zufallsvariablen. Dann
besitzt X +Y die Verteilung PXTY = PX « PV,

Beweis. Unter Beachtung von PXY) = PX @ PY gemiB Lemma dem
Satz von Fubini und ({2.1)) erhalten wir fiir die Verteilungsfunktion

FX+Y(z) =PX+Y <2)= P(X’Y)({(x,y) c R? |z +y < z})
- /R Leny(@ ) (PX @ PY)(dz,dy)

- / / 1oz +y) PX(dz) PY (dy) = (PX % PY)((~00, 2))

fiir alle z € R. Nach Korollar folgt PX+Y = pX &« pY, O

2.46 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.
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Beweis. Dies folgt aus dem Satz wegen X +Y =Y + X und X + (Y + Z) =
(X +Y) + Z fiir unabhéngige Zufallsvariablen X,Y, Z. Alternativ sieht man
die Kommutativitdt auch direkt mit der Darstellung (2.1)) und dem Satz von
Fubini. O]

2.47 Korollar. FEs seien X und Y unabhdngige reellwertige Zufallsvariablen
und X besitze eine Dichte fX. Dann besitzt X +Y die Dichte

XY (2) /fX y) PY (dy), zeR.
Falls auch Y eine Dichte besitzt, so gilt

P ) = X Y () /fX )y, z€R.

Beweis. Wir iiberpriifen die Verteilungsfunktion. Mit dem Satz von Fubini gilt
firzeR

/ / 1 (2 — y) PY (dy) d= = / / 75 (= — y) d= PY (dy)

= [ PX(oo =) PY ()

— (PX 4 PY)((—00,2])
gemif Definition von PX % PY und (—oo,z] — {y} = (—o00,z — y]. Dies zeigt,
dass fX(e — ) PY(dy) die Dichte von PX % PY ist. Im Fall einer Dichte fY

folgt die zweite Formel mit der Integrationsregel aus Satz [3.7(b) unten (bzw.
Mafitheorie). O

2.48 Beispiel. Fiir A\,p > 0 definiere die Gamma-Verteilung I'(\, p) iiber die
Dichte

AP
_ p—1 —>\4v1
f)\7p(x) F(p) xz € (0,00
mit der Gamma-Funktion I'(p) = [ t?te~dt, so dass I'(n+1) = n! fir n € Ny
und I'(1/2) = /7. Spe21alfalle sind T'(\, 1) = Exp(\), ['(1/2,1/2) = x?(1). Wir
erhalten fiir z > 0 und mit einer Konstanten C' > 0 fiir die Faltung

(Fapr * Fape) (2 C/ )P e ATyl (y > 0,2 — y > 0) dy

e [yt tay
0
1

= C'e_AZ/ (z — zw)P L zw)P2 Lz dw
0

1
= C’e_AZzp1+p2_1/ (1 —w)Pr~LwP2=L dw
0

= fA,Pl-HDQ (Z)
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Beachte, dass eine Wahrscheinlichkeitsdichte sich zu Eins integriert und selbst
dann festgelegt ist, wenn ein konstanter Faktor unbekannt ist. Wir haben
L'\, p1) * T (A, p2) = T(\, p1 + p2) bewiesen.

Setzt man zusétzlich I'(\, 0) = dg, so bildet (I'(\A, p))p>o fiir festes A > 0 eine
Faltungshalbgruppe, d.h. es gilt T'(\, p1) *T'(A, p2) = T'(\, p1 +p2). Insbesondere
ist die Summe von m unabhingigen x?(1)-verteilten Zufallsvariablen (iquiva-
lent: die quadrierte Norm || Z||? eines standard-normalverteilten Zufallsvektors
Z ~ N(0, Ep,) im R™) gemiB x2(m) := I'(1/2, m/2)-verteilt (x*-Verteilung mit
m Freiheitsgraden). Im Spezialfall m = 2 ergibt sich x?(2) = Exp(1/2), was fiir
die Box-Miiller-Methode zur Simulation der Normalverteilung (Ubung!) genutzt
wird.

3 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

3.1 Erwartungswert und Momente

3.1 Bemerkung. Die stochastischen Eigenschaften einer Zufallsvariablen wer-
den iiber ihre Verteilung festgelegt. Weil Wahrscheinlichkeitsmafle sehr kom-
plex sind, wollen wir R%-wertige Zufallsvariablen durch einfache KenngroBen
beschreiben. Die wichtigste ist ihr Erwartungswert, so er existiert, der einen
Mittel- oder Schwerpunkt der Verteilung angibt. Wir gehen schrittweise vor
und wiederholen dabei die Konstruktion des Maflintegrals aus stochastischer
Sicht.

3.2 Definition. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (2, %, P) heifit einfach,
falls sie nur endlich viele Werte annimmt, d.h. es folgende Darstellung gibt:

m
X:ZailAi mit m € N, «; € R, A, e F.
=1

Fiir eine solche Zufallsvariable definieren wir ihren Erwartungswert als

E[X]:=)_ oP(A).
i=1
3.3 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln ergibt sich fiir die Au-
gensumme S
E[S] =2P(S=2)+3P(S=3)+---+12P(S =12) =T.
3.4 Lemma. Fir eine einfache Zufallsvariable X auf (Q,.%, P) gilt:

(a) E[X] =3 e x(o vP(X = z); insbesondere hingt der Erwartungswert nur
von der Verteilung PX von X ab.

(b) Der Erwartungswert ist linear und monoton: ist Y eine weitere einfache
Zufallsvariable und sind o, B € R, so gilt

ElaX + BY] = aE[X] + SE[Y];
aus X <Y (dh VweQ: X(w) <Y(w)) folgt E[X] < E[Y].
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(c) Falls X wund Y wunabhingige einfache Zufallsvariablen sind, so gilt
E[XeY] =E[X]|sE[Y].

(d) Fir jedes A € F gilt E[14] = P(A).

Beweis. Ist X = 3" a;14, und sind 0.B.d.A. alle o; paarweise verschieden,
so gilt

m m
EX] =) aP(A)=> aP(X=a;)= Y zP(X=u)

i=1 i=1 zeX(Q)
wobei X(Q) ={a;|i=1,...,m}oder X(Q) ={a;|i=1,...,m}U{0} gilt, was
im Erwartungswert keinen Unterschied macht. Wegen P(X = z) = PX({z})
hiingt der Erwartungswert nur von PX ab, so dass (a) bewiesen ist.

Gilt X =377 14, Y =377, Bj1p; in (b), so kénnen wir mit Mengen

Cj, der Form A; N B; auch eine gemeinsame Darstellung X = Zle ale,,
Y = Zszl B1.1¢, finden. Dann folgt die Linearitit des Erwartungswerts einfach

aus
K K K
- (oo + 88 )16, =@y akle, + 8 Ao,
k=1 k=1

k=1

Aus X <Y schlielen wir o, < ;. fiir alle k (sofern C, # @) und jeder Summand
in der Erwartungswertdarstellung von X ist nicht gréfler als der entsprechende
Summand von Y, was E[X] < E[Y] impliziert.

Sind X und Y unabhéngig in (c), so gilt geméaf (a) fir ihr Produkt XeY

EXeY]= Y 2P(XeY=2)= > > ZP(XeY =2, X =)
z€(XeY)(Q) z€(XeY)(Q) zeX ()

= Z Z 2P(X =2)P(Y = z/x)

2€(X oY) (Q),2#40 z€ X (Q),x#0

= > > wyP(X =x)P(Y =y) =E[X|E[Y].
yeY (Q) z€X(Q)

Teil (d) folgt direkt aus der Definition des Erwartungswerts. O

3.5 Beispiel. Eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable X ist einfach. Es gilt

EX] =Y kP(X=k) =) k(Z)pk(l —pynk
k=0 k=1

Die Bin(n, p)-Verteilung besitzt also den Erwartungswert np. Beachte, dass man
wegen Lemma (a) auch vom Frwartungswert einer Verteilung spricht.
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3.6 Definition. Es sei X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable. Sind dann X,
einfache nichtnegative Zufallsvariablen mit X, (w) T X (w) fiir n — oo und alle
w € , so definiere den Erwartungswert

E[X]:= lim E[X,] € [0,+0o0]

n—oo

(man kann zeigen, dass eine solche Folge (X,,) stets existiert und E[X] nicht von
der Auswahl der X,, abhéingt). Betrachte nun auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,.7, P) die Menge der Zufallsvariablen

L= LY P) = LY .F,P):={X :Q— R messbar| E[|X|] < oc}.

Dann definiere fiir X € #! mit X, := max(X,0), X_ := max(—X,0) den
Erwartungswert als

E[X]:=E[X,] - E[X_] € R.

Der Erwartungswert E[X] ist also das Lebesgueintegral von X beziiglich
P, und man schrelbt E[X f XdP = [, X(w)P(dw) sowie [, XdP =
fQ P(dw) fur A E

3.7 Satz. Es seien X ein Zufallsvariable mit Werten in (S,.#) und h : S — R
messbar (bzgl. Br ). Dann gilt:

(a) M(X) e L' < [sh(z)| PX(dx) < co. In dem Fall gilt

E[h(X)] = /S h(z) PX (dz).

(b) Ist X ein Zufallsvektor im R mit Dichte fX, so gilt h(X) € L' «—
Jgalh(z)| fX () dv < oo. In dem Fall ist

B = [ @) (@) do

(c) Ist X diskret verteilt auf 7 mit Zihldichte p~ , so gilt h(X) € L1 +—=
Spezlh(k)|p* (k) < co. In dem Fall ist

= > h(k)p* (k)

kEZ

3.8 Bemerkung. In der Mafitheorie ist (a) genau die Eigenschaft des
Bildmafles PX von P unter X.

> Kontrollfragen

(a) Welche Dichte besitzt Uy + Us fiir Uy, Uz ~ U([0, 1]) unabhingig?
Mit der Faltungsformel fiir Dichten erhalten wir

FUt% () Z/]Rl[o,u(x—y) 0.11(y )dy_él[o,l]m[w,x](y) dy = 2+ N2=2)+.
Uy + U, besitzt also die Dreiecksverteilung aus Beispiel Als Dichte von

Uy + - - -+ U, fiir unabhingige U ([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen Uy, ..., U,
ergibt sich iibrigens stets ein B-Spline der Ordnung n—1 (vergleiche Numerik).
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(b) Betrachte eine deterministische Zahl a € R als Zufallsvariable A mit Verteilung
P4 = §,. Welche Dichte besitzt X + A, wenn X die Dichte f¥ besitzt?
Wir bestimmen die Dichte gemaB Faltungsformel

FHA() =/fX(:v—y)5a(dy) — fX(x—a), zER.
R

Dies hatten wir bereits aus dem Dichtetransformationssatz geschlossen.

(c) Essei X ~ Pois(A). Finde einfache X,, mit X,, T X. Wie folgt E[X] = \?
Die Zufallsvariablen X,, = X A n nehmen nur die Werte 0,1,...,n an, sind
also einfach. Ferner gilt X,,(w) 1 X (w) fiir jedes w € . Nun ist

n n—1
_ AP AR
X = kP =B = 3o A ke e
k=0 ’

k=1 k>n

Fiir n — oo konvergiert E[X,,] gegen > -, e‘AUC)‘ka! = \. Also gilt E[X] =
A. Direkter kann man das natiirlich iiber Satz c) erhalten.
(d) Was ist E[X] fiir X ~ Exp(}\)?
Nach Satz [3.7|(b) berechne mit partieller Integration
oo oo 1
E[X] =E[|X]|] = / e M dr = —xe M2, —I—/ e Mdr = X
0 0

(e) X besitze die Cauchydichte f¥(z) = 7' =47, = € R. Was ist mit E[X]?

Auch wenn man intuitiv X gerne den Erwartungswert null zuordnen mdchte,
existiert er nicht. Es gilt namlich

E[\X\]:/ ¢d:@/ SR —
oo (1 4 22) 1 2mx

so dass X ¢ #*'. Der Vorteil der strikten Forderung E[|X|] < oo (statt z.B.

E[X] = limp_ oo ff”R xfX(x)dr zu setzen) ist, dass wir ohne Bedenken alle
Hilfsmittel der Lebesgueschen Integrationstheorie zur Verfiigung haben.

Ende 10. Vorlesung

Beweis. Wir beweisen alle Teile mittels maftheoretischer Induktion. Fiir Indi-
katorfunktionen h = 14, A € ., sind h(X) und h einfache Zufallsvariablen auf
(Q,.Z,P) bzw. (S,.7, PX), so dass stets h(X) € £ und E[h(X)] = P(X €
A) = [hdPX gilt. Ist h einfach, also eine Linearkombination von Indikator-
funktionen, so folgt die Identitdt in (a) durch Linearitdt des Integrals (iiber
einfache Funktionen). Ist h > 0 messbar, so existieren einfache h,, T h (so dass
auch hy, o X T ho X), und es folgt nach Definition der Integrale beziiglich P,
PX und mit der Identitét fiir einfache Funktionen h,,
E[h(X)] = lim E[hy(X)] = lim [ hy(z) P*(dz) = / h(z) PX (dz).

SchlieBlich sehen wir wegen |h| > 0 fiir beliebige h, dass h(X) € £ +—
[|h|dP* = E[|r|(X)] < oo, und dann mit h = hy — h_ und hy,h_ > 0, dass

E[h(X)] = E[h4(X)] — E[h-(X)]
_ T X T) — (z X €xr) = x X xZ).
_/Sm()P(d)/Sh()P(d)/h()P(d)

S
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Fiir (b) miissen wir wegen (a) nur zeigen, dass [hdPX = [hf¥ fiir alle
messbaren h > 0 gilt (zerlege allgemein h = hy — h_). Die Dichteeigenschaft
zeigt gerade

/dlg(x)PX(dm):PX(B):/fX(x)d:c:/dlng(x)dx, B € Bpa.
R B R

Also gilt die Identitdt fiir Indikatorfunktionen A = 1p. Mit Linearitét gilt sie
auch fiir einfache Funktionen A und mit Approximation damit fiir alle messbaren
h > 0.

Teil (c) folgt vollkommen analog zu (b). O

3.9 Beispiel. Fiir X ~ N(0,1) gilt mit (—e *"/2)' = ze~="/2

1 2 —1 2 76|00
EX]= [ PX(d :/ Ty = /2 =0
[X] /R:r (dz) Rmxe x me o

sowie mittels partieller Integration

E[X?] = /Rl‘z P¥(dr) = \;% /Rx( —we /) dx = \/12? 5 lee */2dy = 1.

Alternativ kann man verwenden, dass ¥ = X2 y%(1)-verteilt ist, so dass
E[Xz] = fooo y(27ry)_1/2e_y/2dy =1.

3.10 Satz. Fir X € £Y(Q,.Z,P) gilt:

(a) Der Erwartungswert ist linear: ist Y eine weitere Zufallsvariable in £*
und sind o, 8 € R, so gilt

ElaX + Y] = aE[X]| + SE[Y].

(b) Der Erwartungswert ist monoton: ist Y eine weitere Zufallsvariable in
Lt mit X <Y, so gilt E[X] < E[Y]. Aus X <Y und E[X] = E[Y] folgt
PX=Y)=1.

(c) Falls X, Y € ' unabhingig sind, so gilt XeY € L' und E[XeY] =
E[X]eE[Y].

Beweis. Die Linearitét in (a) folgt aus der Linearitét fiir einfache Zufallsvaria-
blen und Approximation. Fiir die Monotonie in (b) geniigt es, E[Z] > 0 fiir
Z > 0 zu zeigen (setze Z =Y — X und nutze Linearitéit). Das folgt wiederum
mittels Approximation durch einfache Zufallsvariablen. Ist Z > 0, so gibt es
einfache Zufallsvariablen Z,, > 0 mit Z, T Z und E[Z,,] 1T E[Z]. Aus E[Z] =0
folgt daher E[Z,,] = 0 und somit nach Definition P(Z, > 0) = 0. Also gilt auch
P(Z >0) = P(U,>1{%n > 0}) = 0. Mit Z =Y — X beweist das P(X =Y) = 1.
Fiir (¢) kann man wieder iiber Approximation mit einfachen Zufallsvariablen
argumentieren. Eleganter ist die Argumentation mit dem Satz von Fubini, da
bei Unabhiingigkeit P&XY) = PX @ PY gilt:

BXAY] = [ enlPOY o, dy) = [ el (PY o PV (o d)

- / 2| PX () / WIPY (y) = B[ X E[Y]] < oo,
R R
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Also ist XeY € Z'. Wenn wir in der Rechnung nun die Betriige weglassen, so
ergibt sich die behauptete Identitit mit dem Satz von Fubini. 0

3.11 Definition. Wir sagen, dass eine Zufallsvariable X in £? = ZP(P) liegt
fiir p > 0, falls | X [P € £, also E[| X |P] < oo gilt. Fiir X € 27 und p € N heift
E[XP] das p-te Moment von X; fiir X € Z” und p > 0 heiit E[|X|P] das p-te
absolute Moment von X.

3.12 Satz. Fir X € P undY € L9 mit % + % =1 gelten XY € Z" und die
Hélder- Ungleichung

[E[XY]| <E[X]"]VPE[Y[]"/°.

Insbesondere gelten XY € LY P) fir X, Y € ZL%P) und die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

IE[XY]| < E[X}Y2E[Y?]Y/2,
Beweis. Siehe Analysis 3. O

3.13 Korollar. Fir 0 < p < ¢ gelten 21 C 2P und E[|X|?] < E[|X|9)P/4 fiir
X ez

Beweis. Fir X € £ gilt nach der Holder-Ungleichung mit Exponenten ¢/p
und ¢/(q —p)

E[|X[P] = E[(|X|9)P/9] < E[|X|9P/1 1%/ a-P))a=P)/a = F[| X|1]P/7 < o,
was gerade die Behauptung ist. ]

3.14 Bemerkung. Die Inklusion allgemeiner .ZP(u)-Rdume ist nur bei endli-
chen MaBen p wie im Korollar. Beim Lebesgumaf im R? oder bei Folgenréumen
gilt sie bespielsweise nicht.

3.15 Satz. Fiir eine Zufallsvariable X € £? gilt die Bias- Varianz-Zerlegung

Ve eR: E[(X — )% = (B[X] — 2)? +E[(X — E[X])?].

2

Bias? Varianz

Die Funktion p(x) = E[(X —x)2] nimmt ihr Minimum auf R genau bei x = E[X]
an.

Beweis. Beachte zuniichst, dass auch X € £! gilt und somit E[X] wohldefiniert
ist. Der Nachweis erfolgt durch Einfiigen einer nahrhaften Null:

E[(X - 2)’] = E[(X - E[X] + E[X] - 2)*]
= E[(X — E[X))?] + 2E[X — E[X])(E[X] - 2) + (E[X] - 2)*

und die behauptete Identitdt folgt aus E[X — E[X]] = 0. Wegen der Bias-
Varianz-Zerlegung ist ¢ die Summe aus dem quadrierten Bias, der genau fiir x =
E[X] offensichtlich minimal ist, und der Varianz, die nicht von = abhéngt. [
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3.16 Bemerkung. Die Bias-Varianz-Zerlegung ist in der Statistik von ent-
scheidender Bedeutung, um den quadratischen Fehler eines Schitzers X (in der
Statistik 7)) eines Parameters z (in der Statistik ¥) zu optimieren. Die Eigen-
schaft E[X]| = argmin, ¢(z) kann auch als Motivation fiir den Erwartungswert
herangezogen werden: E[X] ist diejenige deterministische Zahl, die die Zufalls-
variable X am besten beschreibt (den quadratischen Fehler minimiert).

Wir kommen jetzt noch zu einer weiteren wichtigen Ungleichung, die in der
Form nur fiir Integrale beziiglich Wahrscheinlichkeitsmaflen, also Erwartungs-
werte gilt.

3.17 Definition. Es sei I C R ein (ggf. auch unendliches) Intervall. Eine
Funktion ¢ : I — R heifit konvex, falls

Ve,y e I, a € 10,1] 0 plaz+ (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y).

3.18 Beispiel. Ist ¢ : I — R stetig differenzierbar mit monoton wachsender
Ableitung ¢’ (z.B. wenn ¢” > 0 auf I), so ist ¢ konvex. Insbesondere sind
p(x) = e* fiir a € R beliebig und ¢(x) = |z|P fiir p > 1 konvex auf I = R.
Auch ¢(z) = |z| ist konvex auf R.

3.19 Lemma. Ist ¢ : I — R konwvex, so existieren fiir alle x € int(I) (Inneres
von I) die links- und rechtsseitigen Ableitungen ¢'(x—), ¢'(z+) mit ¢'(z—) <
¢ (z+). Es gilt weiterhin

Vo € int(I), y € I: o(y) = (@) + ¢ (@+)(y — 2).

Beweis. Fiir die rechtsseitige Ableitung betrachte y > x und den Differenzen-
quotienten D(y,x) := %. Firt=az+ (1 —a)y € (z,y), a € (0,1), gilt
dann

_plaz+ (1 —a)y) —p(z) _ (1-—a)p(y) + (a —1)p(x)
P = -0 S (-ay-2)

Fiir 2, | = ist D(zy,x) also monoton fallend mit einem Grenzwert ¢'(z+) €
[—00,00). Dieselbe Ungleichung zeigt D(zy,x) > D(x),x) fir 2}, < x < z,.
Fiir 2, T « ist also insbesondere D(z},,2) monoton wachsend mit Grenzwert
¢(a-) < @' (a+).

Fiir y > 2 impliziert D(y,x) > ¢'(x+) gerade ¢(y) = ¢(z) + ¢'(z+)(y — ).
Fiir y < z folgt dieselbe Ungleichung aus D(y,z) < ¢'(z—) < ¢/ (z+). O

= D(y,:):).

3.20 Bemerkung. Das Lemma zeigt auch, dass jede konvexe Funktion stetig
und damit Borel-messbar ist. Die reichhaltige Analysis konvexer Funktionen
beruht gerade auf der Eigenschaft

o(y) = sup (p(x) + ¢ (z+)(y —x)), y € int(I), (3.1)

die aus dem Lemma und dem Einsetzen von x = y folgt (zeichne fiir die Beispiele
oben!). An jeder Stelle y ist ¢ das Supremum iiber lineare Funktionen.
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3.21 Satz. Es sei X € L' mit Werten in einem offenen Intervall I. Dann
gilt E[X] € I. Ist o : I — R konvezx und o(X) € £, so gilt die Jensensche
Ungleichung
Elp(X)] > ¢(E[X]).

Beweis. Es sei I = (a,b) mit a € RU{—o0}, b € RU{o0o}. fiir a € R gilt
nach Voraussetzung X —a > 0 und wegen der Monotonie des Erwartungswerts
E[X — a] > 0. Wire E[X] = a, so hiitten wir nach Satz 3.10[b) X = a P-fast
sicher. Also folgt E[X] > a. Aus X < b mit b € R folgt E[X] < b analog (oder
betrachte —X). Daher gilt stets E[X] € I.

Die Darstellung und die Monotonie des Erwartungswerts zeigen gerade

Vo el: E[p(X)] > Elp(z) + ¢ (a+)(X — 2)] = ¢(z) + ¢'(z+) (E[X] - 2).
Weil I offen ist, erhalten wir unter erneuter Anwendung von (3.1

Elp(X)] = sup (o(z) + ¢ (z+) (E[X] — z)) = o(E[X]),

also unmittelbar die Jensensche Ungleichung. O

3.22 Beispiel. Fiir ¢ > p > 0 ist ¢(x) = |x|%? konvex, und die Jensensche
Ungleichung liefert ebenfalls E[| X [P] < E[|X|9)P/? fir X € .27 N L1,

> Kontrollfragen
(a) Wie folgt aus der Bias-Varianz-Zerlegung E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?
fir X € 27
Setze © = 0 in der Bias-Varianz-Zerlegung und stelle um.

(b) Essei X Exp(A)-verteilt. In welchen ZP-Raumen liegt X? Bestimme die Mo-
mente E[X™], m € N.
Es gilt X > 0 und E[X?] = fooo 2Phe Mdxr < 0o, so dass X € P fiir alle
p € (0,00) gilt. Durch Substitution erhalten wir die Gamma-Funktion:

E[X?] = )\_p/ 2Pe™*dz = "PT(p+1).
0

Fiir m € N folgt also E[X™] = A™™ml, insbesondere E[X] = {, E[X?] = &.
(c) Gibt es fiir jedes ¢ > p > 0 eine Zufallsvariable X € £\ £97 (Tipp:
fol 7%z < oo <= a<1)
Essei U ~ U((0,1)) und X = U~?. Dann gilt E[|X|?] = E[U 7] < 00 +=
pB < 1. Fir B e[qgt,p~t) gilt also X € £P\ Z1.
(d) Wie erhilt man die Eigenschaften aus Beispiel rigoros?
Die Monotonie der Ableitung impliziert fiir x <y, t € (0,1)

(1 =t)p(z) +to(y) = o(x) +t /Oy_x @' (x +s)ds

t(y—z)
e+ [ Gt sds =gl tly - o))
0
was Konvexitat zeigt. Bilden der Ableitung zeigt daher die Konvexitat von e**

fir « € R und |z|? fiir p > 1. Der Betrag ist konvex nach Dreiecksungleichung:
lax + (1 — a)y| < alz| + (1 — a)ly| fir a € [0, 1].
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(e) Gilt E[X A R] < E[X] A R oder E[X A R] > E[X] A R fiir alle X € ! und
R € R? Argumentiere mit Jensenscher Ungleichung und elementar.
Die Abbildung = — xz AR ist konkav, d.h.  — —(z A R) ist konvex (klar wegen
(axz+(1—a)y) AR > a(xAR)+(1—a)(yAR)). Die Jensensche Ungleichung
zeigt also E[—(X A R)] > —(E[X] A R) und daher E[X A R] < E[X] A R.
Das ist natiirlich auch elementar klar wegen Monotonie des Erwartungswerts:
E[X AR] < E[X] und E[X AR] < E[R] = R. Fiir X ~ N(0,1) gilt E[X A0] <
0, aber E[X] =0, so dass E[X A R] 2 E[X] AR fir R =0.

Ende 11. Vorlesung

3.2 Varianz, Kovarianz und Korrelation

3.23 Definition. Fiir eine Zufallsvariable X € %2 bezeichnet
Var(X) := E[(X — E[X])?]

die Varianz von X. o(X) := /Var(X) heifit Standardabweichung von X.

3.24 Bemerkung. Die Varianz von X gibt geméif Satz den kleinsten mitt-
leren quadratischen Fehler um einen deterministischen Wert an. Sie wird daher
auch manchmal als Streuung der Zufallsvariablen X bezeichnet. Wir werden
dies insbesondere bei der Tschebyschew-Ungleichung spéter noch klarer sehen.

3.25 Satz (Eigenschaften der Varianz). Fir X,Y € .£? gilt:
(a) Var(X) =0 < P(X =E[X]) =1;
(b) Ya,b € R: Var(aX + b) = a® Var(X);
(¢) Var(X) = E[X?] — E[X]?;
(d) Var(X +Y) < 2Var(X) + 2 Var(Y);
(e) falls X,Y unabhingig sind, so gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Beweis. Nach Satz[3.10|(b) folgt aus 0 = Var(X) = E[(X —E[X])?], dass P((X —
E[X])? = 0) = 1 und somit (a) gilt. Fiir (b) berechne mittels Linearitt des
Erwartungswerts

Var(aX +b) = E[(aX +b—E[aX +b])?] = E[a*(X — E[X])?] = a* Var(X).
(c) folgt aus der Bias-Varianz-Zerlegung mit = = 0. Mit der Ungleichung (A +
B)? < 2A242B? fiir A, B € R und der Monotonie des Erwartungswerts erhalten
wir (d):

Var(X +Y) =E[(X —E[X] +Y — E[Y])?]
<E[2(X —E[X])® +2(Y —E[Y])?] = 2 Var(X) + 2 Var(Y).
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Beachte dazu: X,Y € £? = X +Y € £? folgt mit demselben Argument,
nimlich E[(X + Y)?] < 2E[X?] + 2E[Y?] < co. Schlieflich folgt (e) wegen

Var(X +Y) =E [(X — E[X])? + 2(X — E[X]))(Y - E[Y]) + (Y - E[Y])?]
= Var(X) + 2(E[XY] — E[X]E[Y]) 4 Var(Y)
= Var(X) + Var(Y),

wobei wir die Multiplikativitidt des Erwartungswerts E[XY| = E[X]E[Y] unter
Unabhéngigkeit benutzt haben. O

3.26 Bemerkung. Eine der wichtigsten Aufgaben der Statistik ist es, auf
Grund der Beobachtung gewisser Einflussgrofien (Kovariablen, Regressoren) ei-
ne damit zusammenhéngende Zielgrofie vorherzusagen. Ein Anwendungsbeispiel
ist die Vorhersage des Ozongehalts in der Luft (Sommersmog) auf Grund me-
teorologischer Messwerte und weiterer Einflussgréfien wie Verkehrsfluss und In-
dustrieproduktion. In erster Ndherung wird héufig ein linearer Zusammenhang
angenommen, und das folgende Resultat ist Grundlage der gesamten linearen
Regressionsanalyse. Die Aussage lésst sich am einfachsten mit den Begriffen von
Kovarianz und Korrelation formulieren.

3.27 Definition. Fiir Zufallsvariablen X,Y € .#? definiert
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
die Kovarianz zwischen X und Y. Falls ¢(X) > 0 und o(Y) > 0 gilt, heifit

Cov(X,Y)

XY = o)

die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y’) = 0 gilt, heiflen X und Y
unkorreliert.

3.28 Satz (Beste lineare Vorhersage). Es seien X,Y Zufallsvariablen in £>
sowie
Lx :={aX +b|a,beR} C &>

die Menge der auf linear-affinen Funktionen von X basierenden Zufallsvaria-
blen. Dann nimmt der mittlere quadratische Fehler

p:Lx = [0,00), ¢(2):=E[Y —Z)’]

sein Minimum bet Z = a*X + b* an mit

~ Cov(X,Y)
- Var(X)

*

b* = E[Y] — a* E[X]

(a* beliebig falls Var(X) = 0). Fiir Var(X), Var(Y) > 0 gilt

(a*X +b*) = Var(Y)(1 — p?(X,Y)).
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Beweis. Minimiert man das quadratische Funktional (gemifl Bias-Varianz-
Zerlegung)

E[(Y —aX — b)?] = Var(Y — aX) + (E[Y — aX] — b)?
zunéichst in b, so ergibt sich direkt b* = E[Y] — a* E[X]. Andererseits ist
Var(Y —aX) = E[(Y —E[Y])!] - 2¢ E[(Y —E[Y])(X —E[X])]+a* E[(X — E[X])?],
was durch
o E[(Y ~E[Y))(X ~E[X])] _ Cov(X,Y)
E[(X — E[X])?] Var(X)

minimiert wird, wenn der Nenner nicht null ist. Ist hingegen Var(X) = 0, so ist
X = E[X] P-fast sicher und somit Var(Y — aX) = Var(Y), so dass a* beliebig
gewdhlt werden kann. Wegen

~ Cov(X,Y)?

p(a* X +b*) = Var(Y —a* X ) = Var(Y) Var(X)

= Var(Y)(1 - p*(X,Y))

folgt auch die Darstellung des Minimalwerts durch die Korrelation p(X,Y). O

3.29 Bemerkung. Sind X und Y unkorreliert im Satz, so kann Y nicht besser
als durch seinen Erwartungswert b* = E[Y] vorhergesagt werden. Je stérker X
und Y korrelieren, also je grofier |p(X,Y)| ist, desto besser ist die Vorhersage.
Im Extremfall p(X,Y) = 1 gilt Y = a*X + b* P-fast sicher. Aus dem Satz
kann man viele Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation direkt folgern.

3.30 Satz (Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation). Fiir X,Y,Z € %>
gilt:

(a) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)=E[XY]|—-E[X]E[Y], Cov(X,X) = Var(X);

(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y);

(c) Ya,beR: Cov(aX +b,Y)=0aCov(X,Y);

(d) Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z);

(e) X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert;

(f) |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) und p(X,Y) € [—1,+1].
Beweis. Ubung! O
3.31 Beispiele.

(a) Eine Bin(n,p)-verteilte Zufallsvariable X ergibt sich als X = " | X;
mit einem Bernoullischema (Xj;), d.h. (X;);=1,... », unabhéingig mit P(X; =
1) = p, P(X; = 0) = 1—p. Damit folgt X € £?und E[X] = Y"1 | E[X;] =
np, Var(X) = > | Var(X;) = np(1—p). Da Erwartungswert und Varianz
nur von der Verteilung abhéngen, sagt man, dass die Bin(n, p)-Verteilung
Erwartungswert np und Varianz np(1 — p) besitzt. Im Fall p € {0, 1} gilt
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also Var(X) = 0 sowie stets Var(X) < n/4. Die relative Hiufigkeit von
Erfolgen A = X/n erfiillt E[A] = p (erwartungstreu fiir die Erfolgswahr-
scheinlichkeit) und Var(A) = @. Die Streuung von A nimmt also mit
wachsendem n ab.

Fiir eine N(u,o?)-verteilte Zufallsvariable X mit p € R, ¢ > 0 gilt
nach dem Dichtetransformationssatz, dass Z = (X —u) /o N(0, 1)-verteilt
ist. Nun sind X,Z € .22 und wir schlieen Var(X) = Var(cZ + p) =
% Var(Z) = o2.

Bezeichnen X7 und X5 die Augenzahlen beim Wurf zweier Wiirfel, so ist
S = X1 + Xs die Augensumme und D = X7 — X5 die Augendifferenz. Es
gilt

Cov(S, D) = Var(X;) + Cov(X2, X1) — Cov(X1, X2) — Var(X3) =0,

und S und D sind unkorreliert (gilt allgemein fiir X1, Xo € £? mit
Var(X;) = Var(X3)). Allerdings sind S und D nicht unabhéngig; denn es
gilt beispielsweise P(S = 2,D = 5) = 0, aber P(S = 2)P(D =5) > 0.
Die beste (nicht nur lineare) Vorhersage von D gegeben S ist gerade kon-
stant gleich null, da D unter jeder Bedingung {S = k} symmetrisch um
0 verteilt ist: P(D =m|S =k)=P(D =—-m|S =k).

> Kontrollfragen

(a) Kann Var(X +Y) < Var(X) + Var(Y) fiir X,Y € £? gelten?
Ja, natiirlich. Z.B. fir Y = —X gilt Var(X +Y) = 0 und im Allgemei-
nen Var(X) = Var(Y) > 0. Allgemein gilt die Ungleichung immer, wenn
Cov(X,Y) <0, also X und Y negativ korreliert sind.

(b) Was ist die Varianz einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen?
Wir wissen bereits E[X] = A fiir X ~ Pois()). Ferner ist

)\k: _ _ )\k )‘k
E[Xﬂ:zk?ﬁe A=e AZ((k—l)!—’_(k—Q)!)

k>0 ’ k>1
= e M+ N%e) = A+ N7,

wobei wir %T = ’Ek’_lf)} = (k_12)! + (k_ll)! benutzt haben und den ersten

Summanden im Fall £ =1 als Null definieren. Also folgt

Var(X) = E[X?] —E[X]? = A+ A2 = A2 =\

(c) Was sind Beispiele fiir Zufallsvariablen X, Y mit p(X,Y) =0, p(X,Y) =1
bzw. p(X,Y) = —17
p(X,Y) = 0 gilt z.B., wenn X und Y unabhingig sind; p(X,Y) = 1 gilt,
wennY =aX +bist mita>0,beR; p(X,Y)=—1gilt, wennY =aX +0
ist mita <0,beR.

(d) Essei £2 ={X € £?(Q,%,P)| E[X] =0} die Menge der zentrierten .-
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (zentriert heiBt E[X] =
0). Ist £2 ein Vektorraum und die Kovarianz ein Skalarprodukt?
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.,5,”3 ist in der Tat ein Vektorraum, da skalare Vielfache und Summen von .£2-
Zufallsvariablen wieder in .#? liegen und weil der Erwartungswert dabei Null
bleibt. Die Kovarianz ist im Allgemeinen kein Skalarprodukt, da Cov(X, X) =
0 nicht unbedingt X = 0 impliziert. Identifiziert man jedoch Zufallsvariablen
X, Y mitP(X=Y)=1,so0gilt E[X?] = Cov(X,X) =0 < X =0P-fs.
Die Kovarianz ist weiterhin symmetrisch und linear in jedem Argument sowie
stets nicht-negativ, so dass sie unter ldentifizierung in der Tat ein Skalarprodukt
definiert, dessen zugehdrige Norm die Standardabweichung o(X) ist.

(e) Beim n-fachen Miinzwurf mit X1,...,X,, € {0,1} bestimme die beste lineare
Vorhersage von X, aus der Kenntnis der Gesamtzahl der Erfolge S,, = X7 +
X,,. Ist dies auch die beste Vorhersage durch Z = ¢g(S,,) mit g: R —» R
beliebig im Fall n = 2,3,...7
Es ist E[Xy] = 1/2, E[S,] = n/2, Var(X;) = 1/4, Var(S,) =
Yo Var(X;) = n/4 sowie

Cov(X1, S ZCOV X1,X;) = Var(Xy) = 1/4.
Also ist a*S, + b* beste lineare Vorhersage mit a* = % = % b* =
1/2 —a*n/2 = 0. Wir sagen X; also durch S, /n voraus, was wegen der
Austauschbarkeit von X7,..., X, auch intuitiv ist.

Im nichtlinearen Fall fiir n = 2 miissen wir ¢(0), g(1), g(2) so bestimmen, dass

E[(X1 = 9(52))%] = 1 ((1 = 9(1)* + (1 = 9(2))* + 9(0)* + 9(1)?)

minimal ist. Das ergibt g(0) =0, g(2) =1, g(1) = 1/2, also g(S2) = S2/2 wie
im linearen Fall. Eine 3hnliche Rechnung ergibt ¢(S3) = S3/3 im Fall n = 3.
Fiir beliebige n kommt man auf die Idee, fiir jedes k = 0, ..., n einzeln g(k)
zu bestimmen als Minimierer von

]E[(Xl = 9(80))*1(S, = k)]

_Zz gB)*P(Xo+ -+ X, =k -0, X, =)

- wg(k»?(}z )

wobei wir die Unabhingigkeit von X3 + --- + X,, ~ Bin(n — 1,1/2) und
X1 ~ Bin(1,1/2) ausgenutzt haben. Im Fall k& = n gilt natirlich g(n) = 1
und ebenso g(0) =0, im Fall k =1,...,n — 1 betrachten wir

F(y) == 72(71;1) +(1—7)2(Z:1> mit F”() =27<Z> —2<Z:i>

Dann wird F bei v* = k/n minimal, so dass E[(X1 — g(S,))%1(S,, = k)]
fir g(S,) = Sp/n minimal wird. Summieren {iber k zeigt daher insgesamt,
dass g(S,) = S, /n auch die beste Vorhersage von X unter allen nichtlinea-

ren Funktionen ist. In Stochastik Il wird man g(S,,) als bedingte Erwartung
E[X; | S,] studieren.

Ende 12. Vorlesung
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3.3 Mehrdimensionale Normalverteilung

3.32 Definition. Es seien p € R? ein Vektor, ¥ € R™? eine symmetrische,
positiv semi-definite Matrix und Z ein standard-normalverteilter Vektor im R?.
Die Verteilung des Zufallsvektors X = p + X'/2Z heift dann d-dimensionale
Normalverteilung mit Mittelwert(vektor) p und Kovarianzmatrix ¥, Notation
X ~ N(p,X).

Im Fall einer strikt positiv-definiten Matrix ¥ besitzt N(u, ) (geméB Bei-

spiel |1.79) die Dichte
1

(@) = (27) 42 det(£) "/ exp ( — 5O @ =)o - u>), z e R

3.33 Bemerkung. ¥ ist positiv-semidefinit, falls (Sv,v) > 0 fiir alle v € RY
gilt. Da jede symmetrische Matrix diagonalisierbar ist, ist diese Eigenschaft
dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte A; nicht-negativ sind. Es gilt also ¥ =
T~'DT mit einer invertierbaren (sogar orthogonalen) Matrix T und einer Dia-
gonalmatrix D = diag(\1,...,\q). Man setzt dann $'/2 = T-1D2T mit
D2 = diag()\}m,...,)\cl/z). Man iiberpriift leicht, dass ¥'/2 ebenfalls sym-
metrisch, positiv-semidefinit ist mit ©Y/2XY2 = ¥, Wenn sogar A\; > 0 fiir
i=1,...,d gilt, so heifit ¥ (strikt) positiv-definit.

3.34 Beispiel. Ist ¥ nicht invertierbar, so nimmt X = p + X/2Z Werte in
einem echten (affinen) Unterraum des R? an, dessen Lebesguemaf Null ist. In

diesem Fall besitzt N(u,X) also keine Dichte. Fiir ¥ = ( O) beispielsweise

1
00
gilt ¥/2 = ¥ und P(Xy = pp) = 1, der Triiger von PX = N(p,X) ist die
Gerade {(z, us) |z € R} C R%
3.35 Satz. Fiir einen N(u,X)-verteilten Zufallsvektor X = (X1,...,X4) und
1<k 0 <dygilt

E[Xk] = Uk, COV(Xk,Xg) = ka.
3.36 Bemerkung. In diesem Sinne ist u Erwartungswert und ¥ Kovarianz-
matrix von N (u,X).

Beweis. Aus der Linearitit des Erwartungswerts und Z, ~ N(0,1), 4 =1,...,d,
folgt

d
E[X¢] =l + (52 2)e] = s+ > 547 ElZd) =
{=1
sowie wegen E[ZlZJ] = 1(2 = ]) (fur 1 7& ] ist E[Z@Z]] = E[Z,L]E[Zj] = 0, da
Zi, Z; unabhingig)

Cov(Xg, X¢) = E[(Xg — ) (Xe — )] = E[(ZV22)1 (212 2) ]
d d
1/21/2 1/21/2
=Y nm Rz =Y n sy
ij=1 i=1

— (21/221/2)]6,5 — Ek,é-

Beachte bei den Rechnungen die Notation Z,lg/; = (ZV2)4 0. O
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3.37 Korollar. Sind Xi,...,X, gemeinsam normalverteilt (d.h. X =
(X1,...,X,) ist n-dimensional normalverteilt) und sind X1, ..., X, (paarwei-
se) unkorreliert, so sind X1, ..., X, sogar unabhdingig.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt Cov(Xy, Xy) = 0 fiir alle £ # £ und X ~
N(p,%). Nach dem Satz folgt ¥, = 0 fiir k£ # ¢, so dass ¥ Diagonalmatrix
ist. Also gilt Xy = pp + Xp 2k, 1 <k < d. Nun sind Zy, ..., Z, unabhingige
Zufallsvariablen und daher nach Lemma [2.20] auch X7,..., X,,. O

3.38 Satz. Ist X ein N(0,%)-verteilter Zufallsvektor im R? und ist A € R™*4
eine deterministische Matriz, so ist Y = AX ein N(0, ASAT)-verteilter Zu-
fallsvektor im R™.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass sich Y darstellen lisst als Y = (AXAT)1/2Z
mit einer geeigneten Zufallsvariablen Z ~ N(0, E,,). Aus der Darstellung
X = XY2W mit W ~ N(0,E,) ergibt sich die zu erfiillende Bedingung als
ASVPW = (AXAT)'/27,

Der Satz zur orthogonalen Normalform (z.B. in M. Koecher, Lineare Algebra
und Analytische Geometrie, Seite 199) zeigt, dass es orthogonale Matrizen T} €
R™™ T, € R™? und eine Diagonalmatrix D € R"™ ", r < min(m,d), mit
strikt positiven Diagonaleintrégen gibt, so dass in Blockmatrixnotation (beachte
jeweils die Dimensionen!) AX'/2 =T (g 8) T; gilt. Dies impliziert (beachte
TQ—r T, = E4 da T; orthogonale Matrix)

-
TV1/2 _ 1/2 1/2yT\1/2 _ D 0\ /(D 0 \ /2
(AmAT) 2 = (s sy = (13 (0 ) (§0) 1)
D 0
:T1(0 O)TIT.

Wir miissen also Z ~ N (0, E,,), W ~ N(0, E;) auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum finden mit

(103 8) T Z = (’07 8) ToW. (3.2)

Im Fall m < d sei W ~ N(0,E;) gegeben und setze Z = T (Em O) ToW.
Dann gilt . Nach Beispiel ist die Standard-Normalverteilung invariant
unter orthogonalen Transformationen, so dass ToW ~ N (0, Ey). (Em 0) W
ist dann ein Vektor von m unabhingigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen,
also N(0, E,,)-verteilt, so dass auch Z ~ N(0, E,,) gilt wie gefordert. Im Fall
m > d sei Z ~ N(0,Ey,) gegeben, setze W = T, (E4 0)Ty'Z und schliefie
analog, dass gilt sowie W ~ N(0, Ey). O

3.39 Korollar. Ist X ein N(u, X)-verteilter Zufallsvektor im RY und sind A €
R™*4 b € R™ deterministisch, so ist Y = AX + b ein N(Au + b, ALAT)-
verteilter Zufallsvektor im R™.

Beweis. Nach Definition ist X — pu ~ N(0,%) (schreibe X = p + X%/2Z) und
nach dem Satz A(X — u) ~ N(0, AXAT). Alsoist Y = A(X —p) + Au+b~
N(Ap+b,ATAT). O
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3.40 Korollar. Sind X; und Xo unabhingige N(u1,%1)- bzw. N(ug,32)-
verteilte d-dimensionale Zufallsvektoren, so gilt X1+ Xo ~ N (p1+po, X1+ 22).
Insbesondere bildet (N (ut,0%t))i=o fiir p € R, o > 0 eine Faltungshalbgruppe.

Beweis. Es sei Y ~ N(u, X)) ein 2d-dimensionaler Zufallsvektor mit

1 1 0
= 5 E = .
: (Mz) < 0 E2>

Nach dem vorigen Korollar gilt dann fiir die Projektionen X, := (Ed 0) Y ~
N(u,%1), Xo == (0 Eg)Y ~ N(u2,%). Aus Y = p+ £Y2Z mit Z ~
1/2
2
0 xi?
messbare Funktion von (Z;)1<i<q ist und ebenso (Y;)4+1<i<2q eine messbare

Funktion von (Z;)4+1<i<24- Nun sind (Ziglgigd und (Zi)d+1<i<2d unabhéngig,
vergleiche Lemma

N(0, Eaq) und ¥Y/2 = (iiberpriife!) folgt, dass (Y;)1<i<q eine

0, und somit auch X7 und X5. Wiederum nach dem Ko-
rollar mit A = (E; Ey) € R gilt X1 + X = AY ~ N(iu1 + p2, 1 + Zo).
Da (X1, X») wie (X1, Xo) verteilt sind, ist die erste Aussage bewiesen.

Die zweite Aussage, also N (ut, 0%t) * N(us, 02s) = N(u(t+s),0%(t +s)) fiir
t,s > 0, folgt aus der ersten mit d = 1, u; = ut, ps = ps, X1 = o’t, Lo = o’s
unter Beachtung von Satz O

4 Grenzwertsitze

4.1 Gesetze der groflen Zahlen

4.1 Bemerkung. Wir wollen der Intuition, dass sich relative Haufigkeiten und
Mittelwerte bei grolen Stichprobenumfingen entsprechenden Wahrscheinlich-
keiten und Erwartungswerten annéhern, eine mathematische Grundlage geben.
Wichtig sind zun#chst einfache Ungleichungen fiir Abweichungswahrscheinlich-
keiten.

4.2 Satz (Allgemeine Markov-Ungleichung). FEs sei X eine reellwertige Zufalls-
variable und ¢ : R — [0, 00) monoton wachsend. Dann gilt fir jedes K > 0 mit
w(K) > 0:
Elp(X)]

p(K)
Beweis. Da ¢ monoton wichst, gilt X (w) > K = ¢(X(w)) = ¢(K) und daher
V(X (w)) 2 ¢(K)1(X(w) > K) fiir alle w € Q (Grundmenge, wo X definiert).
Aus der Monotonie des Erwartungswerts folgt somit

P(X > K) <

Elp(X)] 2 E[p(K)1(X = K)|] = ¢(K)P(X > K).

Division durch ¢(K) liefert die Behauptung. Beachte dabei E[p(X)] € [0, o0]
wegen ¢(X) > 0, und dass die Ungleichung im Fall E[p(X)] = oo trivial ist. [

4.3 Beispiel. Fiir X € Z? gilt P(|X| > K) < E[|X|P]K~P (betrachte Y = | X|
und ¢(y) = (y4+)P). Der Fall p = 1 ist gerade die spezielle Form der Markov-
Ungleichung.
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> Kontrollfragen

()

()

Uberpriife, dass 31/2 wiederum symmetrisch, positiv-semidefinit ist und dass
»1/251/2 = 3 gilt. [Man kann zeigen, dass diese Eigenschaften die Wurzel
%1/2 eindeutig charakterisieren.]

Mit ©1/2 = 7=1DY2T und T-' = TT (T ist orthogonal) folgt (£/2)T =
TTDV2(T-1)T = £V/2 (%129, 0) = (DV2Tw, Tv) = S A3 (Tv)? > 0
sowie ©1/251/2 = 71 DV2T-1TDV2T = ¥,

Es sei X, ~ N(0,0%) und f : R — R stetig und beschrinkt. Wieso gilt
lim, 10 E[f(X,)] = E[f(X0)]. so dass wir N(0,0) als stetige Fortsetzung von
N(0,0?) fiir o > 0 verstehen kénnen?

Schreibe X, = 0Z mit Z ~ N(0,1). Dann gilt f(X,) = f(cZ) — f(0)
fir o — 0, weil f stetig ist. Mit dominierter Konvergenz (|| f||oc < o) folgt
E[f(Xs)] — E[f(0)] = f(0). Spater werden wir daher sagen, dass X, gegen
Xy in Verteilung konvergiert oder N (0, 0?) schwach gegen N (0, 0) konvergiert
fir o — 0.

Es seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ N(0,1) und P(Y =1) =
P(Y = —1) = 1/2. Setze X; = X, Xo = XY. Zeige: X1,X2 ~ N(0,1),
Cov(X1, X2) =0, aber X; und X5 sind nicht unabhingig. Wieso widerspricht
das nicht Korollar B.3717

Fiir die Verteilungsfunktion von X5 gilt

F*(2)=P(XY <z)=3iP(X <2)+3P(-X <z2)=P(X <a),

2

weil auch —X N(0,1)-verteilt ist. Das zeigt Xo ~ N(0,1). AuBerdem gilt
wegen Unabhéngigkeit von X und Y sowie E[X] =E[Y] =E[Y X] =0:

Cov(X1, X3) = Cov(X,YX) = E[Xe(YX)] = E[X?|E[Y] = 0.

Natiirlich sind X7 und X5 nicht unabhingig, z.B. ist P(|X1| < 1,|X2| < 1) =
P(|X]<1)€(0,1), aber

P(IX1| S DP(|X2| <1) = P(IX] < 1)* # P(IX1] < L[ X2| <1).

Der Vektor (X1, X5) ist nicht gemeinsam normalverteilt. Sonst ware X1+ Xo =
(1+Y)X normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz E[(1 + Y)2X?] =
E[1+2Y + Y2 E[X?] =2, was wegen P(X; + X, =0)=P(Y = -1)=1/2
falsch ist.

Wie ist X verteilt, falls (X1,...,Xq) ~ N(u,X)? Wie ist (Xq,...,X)
verteilt fur m < d?

Schreibe X; = AX mit A = (1,0,...,0) € R Dann gilt X; ~
N(Ap, ASAT) = N(u1,%1,1). Entsprechend folgt mit A = (E,, 0) € R™*%,
dass (Xl, . ,Xm> ~ ZV((,[Ll7 e ,,LLm)7 (Zi,j)léi,jém)-

Wie l3sst sich Satz[3.38]im Fall von m = d und invertierbaren Matrizen ¥, A
elementar iiber die Dichteformel beweisen?

Nach dem Dichtetransformationssatz gilt

fy) = X (A7 y)|det (A7)
= (2m)"Y?det(2) V2 exp (- L(X71 ATy, A7 1y)) det(AT A) 7Y/
= (2m) 2 det(AXAT) Y2 exp (— ((AXAT) 1y, ).

Also ist Y N(0, AL AT)-verteilt.
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Ende 13. Vorlesung

4.4 Korollar (Tschebyschev-Ungleichung). Ist X eine Zufallsvariable in £2,
so gilt fiir jedes K > 0
Var(X)

K2
Beweis. Wende die Markov-Ungleichung auf Y = | X — E[X]| und ¢(y) = (y1)?
an:

P(X -E[X]| > K) <

PIX —E[X]| > K) < 2K ;{IE[X]‘Q] _ Yar(X)

O

4.5 Beispiel. Eine faire Miinze werde n-mal geworfen und p bezeichne die rela-
tive Héufigkeit der Wiirfe mit 'Kopf’. Also ist p = S,,/n mit S,, ~ Bin(n,1/2).
Wir erhalten E[p] = E[S,]/n = 1/2, Var(p) = Var(S,)/n?> = 1/(4n). Die
Tschebyschev-Ungleichung gibt die Abschitzung
Pllp—1/2] >¢) < —.
(151721 > ) < 1y
Im Fall n = 1000 und ¢ = 0,05 ergibt sich so P(|p — 1/2| > 0,05) < 0,1.
Allgemein gilt: je grofer n ist, desto kleiner sind die Abweichungswahrschein-
lichkeiten.

4.6 Satz (schwaches Gesetz der grofien Zahlen). FEs sei (X;)i>1 eine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablen in % mit demselben Erwartungswert p € R
und sup; Var(X;) < co. Dann erfillt das arithmetische Mittel

fir jedes € > 0
ILm P(JA, —pl >¢)=0.

Beweis. Wegen Linearitéat gilt E[A4,] = p und wegen der Unkorreliertheit

1
Var(4,,) = 2 Var(X; + -+ Xy)

1 n
- ﬁ Z COV(XZ‘,XJ'>
i,7=1

1 n
== > Var(X;)
1=1

1
< —sup Var(Xj;).
izl

Mit der Tschebyschev-Ungleichung folgt also

sup; Var(X;)

P(|4, — 1] > &) < .

—0
ne

flir n — oo und jedes feste € > 0. O

64



4.7 Bemerkung. Das schwache Gesetz wird oft fiir unabhéingige Zufallsvaria-
blen formuliert, aber der Beweis zeigt, dass es ausreicht, (paarweise) Unkorre-
liertheit zu fordern. Es gibt auch ein schwaches Gesetz der grofien Zahlen unter
der schwiicheren Annahme X; € £, vergleiche Satz 5.7 in Georgii.

4.8 Korollar. (Weierstrafsscher Approzimationssatz) Zur stetigen Funktion f :
[0,1] — R definiere das zugehdirige Bernstein-Polynom n-ten Grades

:U::n k ) gk e ,1].
)= () (1) e

Dann gilt limp, 0|l f — fulloo = 0 mit ||g]loc 1= max,eo,1)|g(z)]. Insbesonde-
re liegen also die Polynome dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1]
beziiglich der Maximumsnorm.

Beweis. Es seien Xj,...,X,, unabhingige Bin(1, p)-verteilte Zufallsvariablen
mit p € [0,1]. Dann gilt > ; X; ~ Bin(n, p) und somit

e )] -G (o=

Da f auf dem Kompaktum [0, 1] gleichm#Big stetig ist, existiert zu jedem € > 0
ein 0 > 0, so dass |z —y| < = |f(x) — f(y)| <e. Wir erhalten

1)~ 1) <E[Jr (23X - 10
=1
E R ED EL VI 3D
i=1 =1

<e+ 2||f||OOP():ZZn:Xi —p‘ > 5)
=1

2p(1 = p)[|.flloc
* nd? ’
wobei wir zuletzt die Tschebyschev-Ungleichung verwendet haben. Wegen
2p(1 —p) < 1/2 fiir p € [0, 1] folgt also

<e

limsup sup |fn(p) — f(p)| <e.
n—o0 p€[071]

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
4.9 Definition. Es seien (X,,),>1 und X Zufallsvariablen auf demselben Wahr-

scheinlichkeitsraum (€2,.%, P). Man sagt, dass X,, stochastisch (oder auch in
P-Wahrscheinlichkeit) gegen X konvergiert fiir n — oo, falls fiir alle € > 0 gilt

lim P(|X — X,| > ¢) =0.
n—oo

Notation: X,, 25 X.
Man sagt, dass X,, P-fast sicher gegen X konvergiert, kurz X,, — X P-f.s.,
falls
Plwe: lim X,(w)=X(w)}) =1
n—oo
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4.10 Beispiel. Im schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt A, L, I

4.11 Satz. Fust sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber
nicht umgekehrt.

Beweis. Ubung! O

4.12 Bemerkung. Man kann zeigen, dass do(X,Y) := E[|X — Y| A 1] fiir
Zufallsvariablen X, Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .%#, P) eine Metrik
definiert, wenn man Zufallsvariablen identifiziert, die P-f.s. gleich sind. Es gilt

do(Xn, X) - 0 = X, L. X. Fast sichere Konvergenz kann hingegen im
Allgemeinen nicht metrisiert werden (analog zu punktweiser Konvergenz von
Funktionenfolgen).

4.13 Satz. (starkes Gesetz der grofien Zahlen) Es sei (X;)i>1 eine Folge un-
korrelierter Zufallsvariablen in £? mit demselben Erwartungswert pu € R und
sup; Var(X;) < co. Dann konvergiert das arithmetische Mittel A, = % Yo X
fast sicher gegen p.

Beweis. Wir verwenden eine allgemeine Strategie, um fast sichere Konvergenz
zu zeigen: zunichst wird dies entlang einer Teilfolge mittels Lemma von Borel-
Cantelli nachgewiesen. Dann wird der Abstand eines allgemeinen Folgenglieds
zur Teilfolge abgeschitzt. O.B.d.A. sei u = 0, sonst betrachte X; = X; — p, so
dass A, = A,, — i gegen null konvergiert.

Nach der Tschebyschev-Ungleichung gilt fiir alle € > 0 (beachte p = 0)

sup; Var(X;)
ZP(\A,L2| >¢€) < ZZnT < 0
n=>1 n=>1

Das Lemma von Borel-Cantelli zeigt daher
P(|A,2| > ¢ fiir unendlich viele n) = 0.

Betrachtet man die Vereinigung der Ereignisse fiir alle rationalen & > 0, so folgt
P( lim A2 # 0) ( U {]A,2| = ¢ fiir unendlich viele n}) 0.
n—oo
e>0,e€Q

Es gilt also A,2 — 0 P-fast sicher.
Zu jedem m € N withle n(m) € N mit n(m)? < m < (n(m)+1)%2. Wiederum
mit der Tschebyschev-Ungleichung folgt

"<m> Var(3™ X;)

) 2 i=n(m)2+1
(‘ZX B < 1 Xi| > en(m) ) S n(m)te?
(m — n(m)?) sup; Var(X;)
h n(m)ie? '
Diese Wahrscheinlichkeiten sind nun summierbar:
m n(m)? V (n+1)2— 1
su ar(X
S (> x- 2) < M MX) gy o
m>1 i=1 i=1 n>l  m=n2
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wegen Zggiif_l (m—n?) < (2n+1)2n. Dasselbe Borel-Cantelli-Argument zeigt
daher

n(m)?2

1N
%gnoo n(m)2‘;Xi_ Z X;

i=1

=0 P-os.

Mit dem ersten Teilfolgenresultat ergibt sich auflerhalb einer Nullmen-
ge (Vereinigung der beiden Nullmengen, wo keine Konvergenz vorliegt)
1immHmWZ£1 X; = 0. Auf Grund von m > n(m)? impliziert dies
limyy, 00 % Zgl X,; = 0 P-fast sicher, also die Behauptung. ]

4.14 Bemerkung. Auch fiir das starke Gesetz der grofien Zahlen reicht es,
X; € £" zu fordern, wenn man paarweise Unabhiingigkeit statt Unkorreliertheit
annimmt, siehe Satz 5.16 in Georgii. Man kann auch zeigen, dass fiir X; > 0
mit E[X;] = oo die Konvergenz A,, — co P-f.s. gilt.

> Kontrollfragen

(a) Wieso zeigt der Fall X ~ Bin(1,1/2), dass die Tschebyschev-Ungleichung
'scharf’ ist?
Es gilt P(|X —E[X]| > 1/2) = 1 sowie Var(X) = 1/4, also Gleichheit in der
Tschebyshev-Ungleichung mit K = 1/2.

(b) Es seien A, A Ereignisse mit P(A4,,) — P(A). Gilt dann 14, L5 1,47 Was
ist fir A = @27
Ist A ein Ereignis mit P(A) = 1/2 und A,, = A°, so gilt P(A,,) = P(A), aber
|14, — 14| =1, so dass 14, # 14 stochastisch. Fiir P(A) = 0, also auch
A =@, und P(A,) — 0 hingegen gilt fiir £ € (0,1), dass P(|14, — 14| >
g) = P(A4,) — 0 und somit 14, D1,=0.

(c) Zeigen Sie mindestens eine Richtung der Aquivalenz do(X,,X) — 0 <=
Xn P X in Bemerkung
Aus do(X,,, X)) — 0 folgt fiir € € (0, 1) mittels Markov-Ungleichung:

P(|X, - X|>¢)=P(X, —X|A1>¢) < 'E[|X, — X|A1] =0,

also stochastische Konvergenz. Die andere Richtung l3sst sich wegen | X,,— X |A
1 € 2! aus Satz d) unten mit p = 1 gewinnen oder aber nachrechnen;
denn fiir € € (0,1) gilt

do(Xp, X) < E[1(|X,— X| > &) +e1(| X — X| < )] < P(|Xn—X| > €) +e

und die rechte Seite konvergiert gegen ¢, was do(X,,X) — 0 zeigt, da ¢
beliebig war.

(d) Wieso folgt aus X,, — X P-fs., dass auch X2 — X? P-fs.?
Dies folgt aus der Inklusion {X,, — X} C {X2? — X?} (x — 22 ist stetig)
und P(X, — X) = 1.

(e) Im Beweis des starken Gesetzes wurde die Teilfolge (A,,2),,>1 betrachtet. Fiir
welche Teilfolgen der Form (A|,e))n>1 mit o € [1,00) geht der Beweis ge-
nauso durch?

Fiir jedes o > 1 konvergiert Aj,o; — pu P-fast sicher wegen
Zn%ﬁ < oo. Mit [n(m)*] < m < [(n(m) + 1)*] folgt dann
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P-f.s.
—_—

m S X — Sobntm Xi‘ 0 fir m — oo, weil wir fiir

die Summierbarkeit der Wahrscheinlichkeiten im Borel-Cantelli-Argument nur
nafl

Zn>1 no! e < 00 bendtigen, was fiir alle o > 1 gilt. Daraus erhdlt man
wie gehabt das starke Gesetz der groBen Zahlen. Also tut es jedes a > 1.

FEnde 14. Vorlesung

4.15 Definition. Eine Zahl x € [0, 1] heifit normal, falls fiir jedes m € N jede
Ziffernfolge der Lénge m in ihrer Dezimalentwicklung gleich h&ufig auftritt,
genauer falls z = > 7% | 2;,107% gilt mit x4 € {0,...,9} und

n

1 . . _
am kZ 1(9”(k71>m+110m P 2 ym2 10T 4 g = z) =10"
=1

fir alle z =0,1,...,10™ — 1 und m € N.

4.16 Bemerkung. Es gibt nur wenige Konstruktionen normaler Zahlen, die
einfachste ist x = 0,12345678910111213 ... Es ist nicht bekannt, ob beispiels-
weise die Nachkommastellen von 7 normal sind, vergleiche Spiegel vom 29.4.13|
Der néchste Satz besagt, dass im stochastischen Sinn fast alle Zahlen normal
sind. Im Georgii wird iibrigens auch der Fall von Uberschneidungen fiir m > 2
behandelt.

4.17 Korollar (Borels Gesetz der normalen Zahlen). Eine auf [0, 1] gleichver-
teilte Zahl ist fast sicher normal.

Beweis. Wir betrachten allgemein g-adische Entwicklungen fiir ¢ € N\{1}. Da-
zu seien (Xj)g>1 unabhéngige, auf {0,1,...,q — 1} gleichverteilte Zufallsvaria-
blen. Wir zeigen zunéchst, dass dann X := )7, Xpqg~* U([0,1])-verteilt ist.
Dazu reicht es, fiir Intervalle I(j,k) := [jg™*, (j +1)¢7%), j € {0,1,...,¢" -1},
k € N, die Identitat P(X € I(j,k)) = |I(j, k)| = ¢~* nachzuweisen (N-stabiler
Erzeuger!). Dies ist wegen {X € I(j,k)} = {Zle X;¢"" = j} und der Wahr-
scheinlichkeit (1/¢)*, dass jedes X; die (k — I)-te Ziffer, I = 1,...,k, in der
g-adischen Darstellung von j annimmt, klar.

In der ¢-adischen Entwicklung von X ist fast sicher jede Ziffernfol-
ge gleich haufig; denn nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt
limp, oo = >0 1(Xp = 2) = E[L(X, = z)] = 1/q fast sicher fir z =
0,...,q — 1. Beachtet man noch, dass die nicht-eindeutigen Darstellungen (Pe-
rioden) mit X = ¢ — 1 fiir alle & > ko und ein kg € N mit Wahrscheinlich-
keit Null auftreten, so gilt also fiir X ~ U([0,1]), dass X = >,-; Xpg™* mit
X, €{0,....¢=1}und P(Vz=0,...,q—1: 130 1(Xp=2) > 1/q) =1
(Schnitt iiber ¢ Einsmengen ist Einsmenge).

Nun kénnen wir aber auch noch den Schnitt iiber alle diese Ereignisse mit
qg = 10™, m € N, nehmen, der gerade das Ereignis ’X ist normale Zahl’ ergibt
und als abzdhlbarer Schnitt wiederum eine Einsmenge ist. O

4.18 Definition. Identifiziert man X,Y € £P(Q,.#, P) (Zusammenfassung in
einer Aquivalenzklasse), wenn X = Y P-fast sicher, d.h. P(X =Y) = 1, gilt,
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so erhilt man den Vektorraum LP(Q), %, P). Fiir p > 1 wird LP(Q, #, P) mit
der Norm || X||z» = E[|X|P]"/? zum Banachraum und mit dem Skalarprodukt
(X,Y) = E[XY] wird L?(Q, .#, P) zum Hilbertraum (Beweis in Analysis!). Fiir
eine Folge (X,,) in ZP(Q,.#,P), p > 0, und ein X € ZP(Q, #, P) sagen wir,
dass X, gegen X in LP konvergiert, falls E[|X,, — X|P] — 0 fiir n — oo gilt.

4.19 Satz. Fir reellwertige Zufallsvariablen X,,, X auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum gelten folgende Implikationen:

(a) Konvergert (X,) gegen X in LP fiir ein p > 0, so auch stochastisch.

(b) Konvergiert (Xy) gegen X stochastisch, so existiert eine Teilfolge (ny),

so dass X, — X P-fast sicher fiir k — oo.

(¢) Konvergiert (X,) gegen X P-fast sicher und ist E[sup,,|X,|P] < oo fir

ein p > 0, so konvergiert X,, gegen X in LP.

(d) In (c) reicht es, stochastische Konvergenz Xy L X statt fast sicherer

Konvergenz zu fordern.

Beweis.

(a)

Nach der Markovungleichung gilt fiir alle € > 0

E|| X, — X|P
P(X, x| 2 2) < A XD

und nach Voraussetzung konvergiert die rechte Seite gegen Null.

Sei € | 0 eine Nullfolge. Nach Voraussetzung existieren dann n; € N
fir k > 1 mit P(|X, — X| > &) < 27F fiir alle n > ng. Wegen
> ks1 P(|Xn,, — X| > ) < oo gilt nach dem Lemma von Borel-Cantelli
P(| Xy, —X| > e fiir unendlich viele k£ > 1) = 0. Mit Wahrscheinlichkeit
1 existiert daher ein (zufélliges) ko € N mit Yk > ko : | X, — X| < e,
was wegen €3 — 0 gerade X,,, — X P-fast sicher zeigt.

Wegen X,, — X P-fast sicher gilt P(|X| < sup,|X,|) = 1. Daher gilt
auch

E [sup|Xn - X\p] <E [sup(|Xn| + |X|)P] < 2PE [sup\XnV’] < .
n n n

Mit dominierter Konvergenz (Satz von Lebesgue) folgt daher E[|X,, —
X[P] = 0, also X, 25 X.

Angenommen, X, konvergiert nicht gegen X in LP. Dann existiert eine
Teilfolge (ng)kso mit lim infy_,e0 E[| Xy, — X|?] > 0. Da auch X,,, > X
gilt, existiert nach (b) eine Teilteilfolge (rg,)e>0 mit Xy, Dls x ,
so dass nach (c) Xp,, X, also E[|Xn,, — X[F] — 0. Dies zeigt
liminfy_,o E[| X, — X|P] = 0. Widerspruch!

O]
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4.20 Bemerkung. Wir erhalten insbesondere folgende Implikationsreihe:

P-fs Efsupy|Xp,, |P]<oco r

)y, Dty g PR X

X, 5 x=x, 5 x &
Wir sehen, das stochastische Konvergenz die schwichste der betrachteten Kon-
vergenzarten ist. LP-Konvergenz und fast sichere Konvergenzen implizieren ein-
ander nicht ohne Weiteres, sondern nur mittels Aussagen (b) und (c). Es gibt
einfache Beispiele mit X,, — 0 P-fast sicher und E[X,,] = 1 fiir alle n (Ubung!).

In (c) und (d) kann E[sup,,| X,|P] < oo mit Hilfe der sogenannten gleichgradigen
Integrierbarkeit abgeschwicht werden (Stochastik IT).

4.21 Beispiele.

2
(a) Im schwachen Gesetz der groBen Zahlen gilt sogar A, L, 1 wegen

E[(A, — p)?] = Var(A Z v(Xi, X;) squar(Xi) — 0.

(b) (Harmonische Reihe mit zufélligen Vorzeichen, Beispiel Betrachte
Sn = >_p_; €k 3 mit (g4) unabhingig und P(sk =1)=Pep=-1)=1/2.
Dann gilt E[S,] = 0, Var(S,) = > ,_ 17 A, Wegen Var(S, — S,,) <
Zk>m zz fir n > m und limg, Zk>m 7z = 0 bildet (S,) eine Cauchy-
folge in L?. Es gilt also S,, — S in L? und damit auch stochastisch fiir
ein Sy € L2

Wir kénnen sogar mit der vom starken Gesetz bekannten Strategie fast
sichere Konvergenz zeigen. Dazu bedeute A,, < B,, dass A4, < CB,, fir
eine Konstante C' > 0. Nach der Tschebyshev-Ungleichung gilt

P(|Sy = Seo| > €) e Var(Seo — Sp) =2 ) k2 Sn7!
k>n

Dies zeigt fiir alle a > 1, dass ), o1 P(|S|pe] — Seo| > €) < 0o und mit
dem fiiblichen Borel-Cantelli-Argument S|,a| — S P-fast sicher. Fiir
m € N wihle n(m) € N mit [n(m)*| < m < [(n(m) + 1)*]. Dann gilt
wiederum mit Tschebyschev-Ungleichung

L(n(m)+1)]
P(Sm — Spumyet] > &) <2 S k2 S ()@ An(m)
k=|n(m)®|+1

wobei wir |(n(m) 4+ 1)¢| — [n(m)®] < n(m)*~! fir a > 1 verwendet
haben. Wir schlieen fiir o € (1,3/2)

Z P(|Sm - SLn(m)“j’ > 6) S Zna_lna_?’ < 00

m>1 n>1

Mit dem Borel-Cantelli-Argument folgt dann Sy, — S|p(m)e) — 0 P-fast
sicher und daher auch S,, — So P-fast sicher.
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4.2 Konvergenz in Verteilung

4.22 Bemerkung. Wir bendtigen noch einen weiteren Konvergenzbegriff, der
aber grundverschieden von den bisherigen ist, weil er nur die Verteilungen von
Zufallsvariablen betrachtet. Diese miissen nicht einmal auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum definiert sein. Die im folgenden definierte schwache Kon-
vergenz entspricht auf kompakten Mengen in R? der sogenannten schwach*-
Konvergenz der Funktionalanalysis.

4.23 Definition. Die R-wertigen Zufallsvektoren (X,),>1 konvergieren in

Verteilung gegen den R%wertigen Zufallsvektor X, Notation X, 4 x , falls
fiir jede stetige beschriinkte Funktion ¢ : R? — R gilt

lim E[p(Xn)] = E[p(X)].
n—oo
Wahrscheinlichkeitsmafie (P, ),>1 auf (R?, Bra) konvergieren schwach gegen ein

WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R, Bgq), Notation P, < P, falls fiir jede ste-
tige beschrénkte Funktion ¢ : R? — R gilt

lim () Pn(dx):/ o(z) P(dz).

n—oo Rd Rd

Man definiert Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl P

als Grenzwert allgemein durch X, 4P pXn Y p.

4.24 Beispiel. Ist X ein Zufallsvektor und a, € R, b, € R? mit a,, — a,
b, — b, so gilt ap, X +0b, 40X +b: Stetigkeit von ¢ impliziert p(a, X (w)+b,) —
w(aX (w) + b) fiir alle w € . Nun ist ||¢|| eine integrierbare Majorante und
dominierte Konvergenz zeigt E[p(a, X + b,)] — E[p(aX + b)]. Beachte, dass
P, = P nicht impliziert P, (B) — P(B) fiir alle B € Bya: setze a, = a = 0
oben und schlieBe &, — &, withrend fiir b, # b gilt 6, ({b}) = 0 # 1 = §,({D}).

> Kontrollfragen

(a) Wie folgt aus E[X,] — 0 und Var(X,) — 0 fiir X,, € .22, dass X,, = 0?
Das folgt direkt mittels E[X?2] = Var(X,,) + E[X,]> = 0+ 0= 0.

(b) Finde ein Gegenbeispiel, das zeigt, dass E[| X |?]'/? fiir p € (0,1) keine Norm
auf LP ist.
Sind X, Y ~ Bin(1,1/2) unabhingig, so gilt E[| X [P]'/? = E[|Y|?]'/P = 2= 1/P
fiir alle p > 0, aber E[|X + Y[P]'/? = (0,25e0P + 0, 5017 + 0, 25¢27)1/P =
(271 4 20=2)l/p 5 2=1/p = 2=V/P 1 27VP fiir p € (0,1), so dass die
Dreiecksungleichung verletzt ist.

(c) Welche der beiden Implikationen X, L.2> X=X, L.1> X bzw. X, L.1> X =

2
X, L7, X ist wahr und welche falsch?

Die erste ist wahr, wie mit der Cauchy-Schwarz- oder Holder-Ungleichung folgt.
Die zweite ist falsch, es muss nicht einmal X,, — X € £? gelten.
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(d) Wie kann X,, &5 X und X,, 25 X fiir diskrete Zufallsvariablen X,,, X mit

Werten in Z C R genauer charakterisiert werden?

X, &5 X bedeutet dann gerade (wahle € € (0,1) in der Definition) P(X,, =
X) — 1. Da X,,(w) — X(w) fiir ganze Zahlen gerade X, (w) = X (w) fiir
alle n > N(w) mit einem N(w) € N bedeutet, ist fast sichere Konvergenz
gleichbedeutend mit P(INVn > N : X,, = X) = 1.

(e) Wogegen konvergieren X,, ~ Exp(\,) mit A,, = oo in Verteilung?

Es gilt X, 40 oder Aquivalent Exp(\,) = &g, weil fiir stetige und be-
schrankte Funktionen ¢ wegen dominierter Konvergenz gilt

/0 (@) he 7 do = / PN y)e vy / P(0)eVdy = (0).

Ende 15. Vorlesung

4.25 Satz. Konvergiert X, gegen X stochastisch, so auch in Verteilung, das
heift Xn 2 X = Xn 5 X.

Beweis. Wir verwenden ein Teilteilfolgenargument wie im Beweis von Satz

M(d) Falls X, 2 X nicht gilt, so existiert eine stetige beschrinkte Funk-
tion ¢ sowie eine Teilfolge (ny) mit liminf, o |Elp(Xy, )] — Elp(X)]] > 0.

Fiir eine Teilteilfolge (ny,) gilt aber X, 2155 X und wegen Stetigkeit auch

©(Xny, ) Lis, ©(X). Wegen [|¢|loc < oo folgt mit dominierter Konvergenz

Elp(Xn,, )] = E[p(X)] im Widerspruch zu lim infy o0 [E[p(Xn, )] — E[p(X)]] >
0. Also muss X, 4 x gelten. O

4.26 Beispiel. Die Umkehrung gilt nicht: fiir X N (0, 1)-verteilt ist auch Y =
—X N(0,1)-verteilt, so dass X,, % Y fiir X, := X gilt, wihrend P(| X, — Y] >
e) = P(2|X| > ¢) fur € > 0 nicht gegen Null konvergiert.

4.27 Satz. Fir reellwertige Zufallsvariablen sind dquivalent:
(a) X, % X

(b) Die Verteilungsfunktionen erfillen FX»(x) — FX(x) fir alle x € R, an
denen FX stetig ist (Stetigkeitspunkte von FX).

Beweis. (a)=>(b): Zu x € R,§ > 0 wihle eine stetige Funktion ¢ mit 1(_, ;) <
¢ < 1(_oo4s) Punktweise (z.B. linear zwischen den Punkten (z,1) und (x +
9,0)). Dann gilt

limsup F*" () < limsup E[p(X,,)] = E[p(X)] < F¥ (2 + 0),

n—oo n—oo

lim inf FX (z) > liminf E[p(X,, — 0)] = E[p(X — 0)] > FX(z - §).

n—o0 n—oo

Mit § — 0 und Rechtsstetigkeit von F¥X folgt also limsup,,_,., FX"(z) < FX(x)
sowie an Stetigkeitsstellen  von FX auch liminf, o F*"(z) > FX(z). Dies
zeigt (b).
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(b)=(a): Wir miissen fiir jede stetige beschréinkte Funktion ¢ zeigen
Elo(Xy)] = E[p(X)]. Wahle dazu fiir 6 > 0 Stetigkeitsstellen xg < -+ < zg
von FX mit FX(zg) < 9, FX(2x) > 1-5und Vz € [zp_1,21] : |@(x) —p(zr)]| <
8, k=1,...,K. Dies ist moglich, weil die monotone Funktion F* nur abzihl-
bar viele Unstetigkeitsstellen besitzt sowie ¢ auf dem Kompaktum [xg,z k]
gleichméfig stetig ist. Daher kénnen wir abschétzen:

K

E[p(Xn)] = E [0(Xn) (L(—o0,0)(Xn) + Lage.00) (Xn))] + Y El0(Xn) Ly, ] (X))
k=1

K
< lplloo (FX (20) + 1 = F¥ (ax0)) + Y (p(an) + 8) (F¥" () — F¥ (w4—1)).
k=1
Wegen (b) und FX (xq) + 1 — FX(x3,) < 26 folgt

lim sup E[p(Xy)] < 25”80Hoo+z (x1) + 6) (F (zx) — F¥ (2x-1)).

n—o0

Analog erhalten wir

E[p(X)] = 25||<P”oo+z (k) = 0) (F¥ (x1,) — F* (24-1)),

so dass limsup,,_,. Elp(X,)] < E[p(X)] + 46||¢lle + 26. Mit 6 | 0 folgt
limsup,,_,. E[p(X,)] < Elp(X)]. Dasselbe Argument, angewendet auf —¢,
zeigt liminf,, o E[p(X,)] = E[p(X)]. Also gilt Elp(X,)] — E[p(X)]. O

4.28 Beispiele.

(a) Sind X,,, X diskrete Zufallsvariablen mit Werten in Z, so gilt X, 94 x
genau dann, wenn fiir die Zahldichten pX»(k) — pX(k) fiir alle k € Z
gilt (wéhle Testfunktionen ¢, mit ¢r(k) = 1 und pi(¢) = 0 fiir £ €
Z\{k} oder betrachte die Verteilungsfunktionen an den Stetigkeitsstellen
xr = k+1/2, k € Z). Der Poissonsche Grenzwertsatz besagt insbesondere
Bin(n, p,) = Poiss(\) fiir np, — A > 0.

(b) Sind Uy, ..., U, unabhéngige U ([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen, so besitzt
X, = nmin(Uy,...,U,) die Verteilungsfunktion FX"(z) = 1—(1—xz/n)%
fiir x > 0. Es folgt nmin(Uy,...,Uy,) 4 Exp(1).

4.29 Bemerkung. Wir werden ein Kompaktheitskriterium beziiglich schwa-
cher Konvergenz benttigen, wofiir der folgende Satz fundamental ist.

4.30 Satz. (Auswahlsatz von Helly) Ist (P,) eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafen auf (R, Br) mit Verteilungsfunktionen (Fy,), so existiert eine Teil-
folge (ny) und eine monoton wachsende rechtsstetige Funktion F : R — [0,1]
mit limy oo Fn, () = F () fiir alle Stetigkeitspunkte von F'.
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Beweis. Wir verwenden ein Diagonalfolgenargument. sei dazu (gn)n>1 eine
Abziéhlung von Q, d.h. Q = {g,|n € N}. Da (F,(¢1))n>1 eine beschrink-
te Folge ist, existiert eine Teilfolge (n1(k))g>1 und ein H(q1) € [0,1] mit
Foiy(q1) — H(q) fiir k — oo. Ist eine Teilfolge (n(k))x>1 konstruiert mit
Fro,)(@i) = H(gi), i =1,...,£ und Werten H(g;) € [0,1], so kénnen wir eine
Teilfolge (n¢41(k)) von (ng(k)) auswéhlen mit F,, g (qey1) — H(qey1) fiir ein
H(qey1) € [0,1]. Induktiv erhalten wir so limg o0 Fpy, (1) (@) = H(q) fiir alle
¢ > 1 entlang der Diagonalfolge (ng(k)). Da alle F,, monoton wachsend sind,
ist es auch H : Q — [0, 1]. Setze nun (fir ¢ € Q)

F(z):=1limH(q) = inf H(q), z€R.
qlz q>x

Dann ist F' : R — [0, 1] auch monoton wachsend. Aufierdem ist F' rechtsstetig
an jedem Punkt z:
lim F(z,) = lim inf H(q) = inf H(q) = F(z).
Tndx TplT ¢>Tn q>x
Es bleibt zu zeigen, dass F,,(x) — F(z) an allen Stetigkeitspunkten = von F
gilt. Wahle dazu ri,79,s € Q mit 11 < ry < z < sund F(z) —e < F(r) <
F(s) < F(z) + € fiir vorgegebenes € > 0, so dass
limsup F,,, () (z) < limsup F,, 1y(s) = H(s) < F(s) < F(z) +¢,
k—o0 k—o0
liminf F,,, () (z) = liminf F,,, y(r2) = H(r2) > F(r1) > F(z) — €.
k—o0 k—o0

Beachte bei der Rechnung, dass H(r3) < F(ry) durchaus vorkommen kann. Da
e > 0 beliebig war, folgt limg o F),, 1) (%) = F(z), wie behauptet. O

4.31 Beispiele.

(a) Sind P,, WahrscheinlichkeitsmaBe auf (R, Br) mit Verteilungsfunktionen
F,, so folgt aus P, = P, dass F,,(z) — F(z) an den Stetigkeitspunkten
x von F gerade fiir die Verteilungsfunktion F' von P gilt.

(b) Ist P, = U([n,n + 1]) mit Verteilungsfunktionen F,, so gilt
lim,, o0 Fr(x) = 0 sowie lim,, o Fy(x) = 1 fiir alle x € R. Fir
P, = N(0,n) gilt lim, o F(xz) = 1/2 fiir alle x € R. Die Funktion
F im Satz von Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion. Intuitiv
liegt dies daran, dass die Wahrscheinlichkeitsmafie P,, Masse nach +oo
verlieren, was in der folgenden Definition ’verboten’ wird.

4.32 Definition. Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien (P,) auf (R, Bg)
heifit (gleichgradig) straff, falls fiir jedes ¢ > 0 ein K. > 0 existiert mit
sup,,>1 Po([—Ke, K¢) < e.

4.33 Beispiel. Es gelte P, — P und F bezeichne die Verteilungsfunktion von
P. Dann gibt es fir e > 0 ein z > 0 mit F(—z) <¢/4, F(z) > 1—¢/4und F
ist stetig bei x und —z. Dann folgt P,((—z,z|) — F(z) — F(—z) > 1 —¢/2.
Wiéhle nun N € N, so dass P, ([—z,z]) > 1 — ¢ fiir alle n > N sowie y > z mit
P.([-y,y]) 21 —efirn=1,...,N — 1 (moglich wegen o-Stetigkeit). Dann
gilt P, ([—y,y]¢) < e fir alle n. (P,) ist also straff.
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4.34 Korollar (Satz von Prokhorov). Ist (P,) eine straffe Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen, so gibt es eine Teilfolge (ny) und ein Wahrscheinlich-
keitsmafy P auf (R,BR), so dass P, — P gilt.

Beweis. Nach dem Auswahlsatz von Helly reicht es, zu zeigen, dass die Grenz-
funktion F' dort eine Verteilungsfunktion ist. Ist dann ndmlich P das zugehorige
Lebesgue-Stieltjes-Maf, so erhalten wir gerade schwache Konvergenz P, 2P
gemif Satz Damit F' Verteilungsfunktion ist, fehlen noch die Eigenschaf-
ten lim, o F'(x) = 0 und lim,_,o F'(z) = 1. Wihle zu € > 0 ein K, > 0 mit
P, (|- K¢, K.]¢) < ¢ fir alle n. Fiir Stetigkeitspunkte z,y von F mit z < —K_,
y > K. folgt dann F(z) = limy, F),, (z) < e, F(y) = limy, F},, (y) > 1 —e. Mittels
Monotonie von F' folgen damit die Grenzwertaussagen. O

4.35 Bemerkung. Nach Beispiel und dem Satz von Prokhorov ist die
Straffheit der Folge (P,) dquivalent dazu, dass jede Teilfolge (ny) eine Teilteil-
folge (nk,) besitzt mit Py, s P fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P (die Folge
(P,) ist schwach relativ kompakt). Dieses Kompaktheitskriterium gilt nicht nur
in R, sondern allgemeiner auf vollstdndigen und separablen metrischen Rdumen
S mit Borel-o-Algebra Bg. Dabei heifit (P,) straff, falls es fiir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K. C S gibt mit sup,5; P,(KS) < €, vergleiche Abschnitt
13.3 in Klenke. Durch Ubergang zu Verteilungsfunktionen ist der Beweis fiir R
bedeutend einfacher.

> Kontrollfragen

(a) Es seien X,,, X reellwertige Zufallsvariablen und f : R — R stetig. Wieso

gelten dann die Folgerungen (continuous mapping theorem) (i) X, Phso x =

F(X0) EE2 (X0, (i) X0 B X = f(X) Do), (i) X, S X =

F(Xa) % F(X)7

Wegen Stetigkeit gilt die Inklusion {X,, - X} C {f(X,,) — f(X)} und somit
P(X, - X)=1= P(f(X,) = f(X)) = 1. Aus dieser fast sicheren Kon-
vergenz folgt stochastische Konvergenz am besten iiber ein Teilteilfolgenargu-
ment. Fiir jede Teilfolge (nx) existiert eine Teilteilfolge (ry,) mit X, — X
P-fast sicher, also auch f(Xpn,, ) — f(X) P-fast sicher und somit stocha-

stisch. Wiirde nicht f(X,,) Ei f(X) gelten, so gibe es eine Teilfolge (ny)
und £ > 0 mit liminf, o P(|f(Xn,) — f(X)] > &) > 0, im Widerspruch zu

P
f(Xn,,) = f(X).
Fiir Verteilungskonvergenz beachte in der Definition nur, dass mit ¢ auch die
Komposition ¢ o f stetig und beschrankt ist.

(b) Essei @ die N(0,1)-Verteilungsfunktion. Wieso folgt aus X, 4 N(0,1), dass
P(X,, € [a,b]) = ®(b) — ®(a) fiir alle reellen Zahlen a < b?
Vergleiche Korollar [4.52] unten.

(c) Finde ein Beispiel mit X,, % X, aber FXn(z) /4 FX(z) fiir ein z € R.
Betrachte die deterministischen Zufallsvariablen X,, = 1/n und X = 0. Dann
gilt X, & X aber Fiy (0) =0 # 1 = FX(0).

(d) Gib Beispiele von Folgen diskreter Verteilungen an, die straff bzw. nicht straff
sind. Finde gegebenenfalls die Grenzverteilung.
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Nicht straff sind (Pois(n))n>1, (Lap({l,...,n}))n>1; straff sind
(Poiss(1/n))n>1 und (Bin(m, p,))n>1 fiir beliebige m € N, p,, € [0, 1]. Es gilt
Poiss(1/n) <+ &y, da die Zihldichten konvergieren. Ist p ein Hiufungspunkt
von (py), so existiert eine Teilfolge (ng) mit p,, — p und dann auch
Bin(m, p,, ) — Bin(m,p) wegen Konvergenz der Zihldichten.

(e) Zeige anhand eines Beispiels, dass H und F im Beweis des Auswahlsatzes von
Helly nicht immer auf Q ibereinstimmen.
Wie bei der Modellierung in (c) gilt fiir ), = 11 /5 o), dass H(0) = 0, aber
F(0) = inf,~0 H(¢) = 1. Der punktweise Grenzwert rechtsstetiger Funktionen
muss also nicht selbst rechtsstetig sein.

Ende 16. Vorlesung

4.3 Charakteristische Funktionen und Zentrale Grenzwertsitze

4.36 Bemerkung. Ahnlich wie die Fouriertransformation in der Analysis ge-
statten es charakteristische Funktionen viele Eigenschaften von Verteilungen
einfacher abzulesen. Insbesondere wird mit ihnen Konvergenz in Verteilung be-
sonders transparent analysiert werden konnen.

4.37 Definition. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X bezeichnet
0¥ (u) := E[e™X] = E[cos(uX)] + i E[sin(uX)], u € R,

die charakteristische Funktion von X. Entsprechend ist fiir ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf (R, Bg)

P (1) = /R ¢ P () = /R cos(uz) P(dz) + i /R sin(uz) P(dz), u € R,

die charakteristische Funktion von P. Fiir u € R? und einen Zufallsvektor X im
R% ist X (u) := E[e"»X)] und fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (R?, Bpa)
ist o7 (u) := [pa e P(dzx) die entsprechende charakteristische Funktion.

4.38 Beispiele.
(a) % (u) =1; denn [ e™@5y(dx) = ™0 = 1.
(b) SOBin(n’p) (u) = (pem +1—p)"; denn:

Zn: (Z>pk(1 _ pynheink — Zn: <Z> (pe™) (1 —p)" " = (pe™ +1—p)".

k=0 k=0

(¢) PN (1) = exp(A(e™ — 1)); denn:

k i .
3 AT gk _ = Ae™)" _ —ataen

k! )
k>0 k>0
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(d) cpN(O’l)(u) = e*“Z/Q; denn:

1 S 2 2 1 iw)2 2
e ,—x /Zd _ —u®/2 / —(z—iu) /2d _ —u?/2
— e (& r =€ — e X e
\/ﬁ/—o@ V 27T —00

folgt, weil f(z) := \/% ffooo e~ (@=2%/24x eine holomorphe Funktion auf

ganz C ist mit f(z) = 1 fiir alle z € R, so dass nach Eindeutigkeitssatz
f(z) =1 fur alle z € C, insbesondere z = iu, gilt.

(e) eNOFD () = e~ 1ul*/2 fiir 4 € RY denn fiir X ~ N(0, Ey) folgt wegen
Unabhéngigkeit der Koordinaten X; (der Satz von Fubini gilt auch fiir
komplexwertige Integranden, betrachte Real- und Imaginérteil getrennt)

d d d

E [éi(u,X)} -E [H eiujxj} _ HE [ez‘uxj] _ He—u§/2 — o lul/2

j=1 j=1 j=1

4.39 Lemma. Fir einen Zufallsvektor X im R? sowie A € R>?, b e R? gilt
()OAX—I—b(u) _ (;DX (ATU)€i<u’b>.
Insbesondere gilt fiir alle p € RY und jede Kovarianzmatriz ¥ € R*?

(pN(#,E) (u) = e~ (Buu) /2+i(u,p)

Beweis. Dies folgt sofort aus E[e!(4-AX+0)] = E[eiA u-X))ei(b) und 12X 441 ~
N(u, %) fir X ~ N(0, Eq) in Verbindung mit Beispiel 4.38(e) und |2Y/2ul? =
(Bu, u). O

4.40 Lemma. FEine charakteristische Funktion ¢ erfillt ¢(0) =1, |o(u)| < 1,
u e R, und sie ist gleichmdpig stetig auf R?.

Beweis. Es ist T'(0) = [1P(dz) =1, [T (u)] < [[e/®®)| P(dz) = 1 sowie
" (1) — " (v)] < /\ei<u’”> — 0| P(de) = /!€i<u_“’x> — 1]e"*| P(dx)
= /|ei<“_”’x) — 1| P(dx), wu,veR.
Wegen e/**) — 1 fiir w — 0 und dominierter Konvergenz (|e***) — 1] < 2)
folgt [|e*®) — 1| P(dz) — 0. Zu £ > 0 existiert also ein § > 0 mit [|e!(®®) —

1| P(dz) < e fiir |w| < 8. Damit folgt |o” (u) — P (v)| < ¢ fiir alle u,v € R? mit
|lu —v| < 4, also die gleichméifige Stetigkeit. O

4.41 Lemma. Es gilt oX17X2(u) = X1 (u)X2 (u) fiir unabhingige Zufallsvek-
toren X1, Xo tm RY,

Beweis. Dies folgt direkt aus

E[€i<u,X1+X2>] _ E[ei<u7X1)ei(u,X2)] _ E[ei<u,X1>] E[ei(ng)]

fiir unabhéngige Zufallsvariablen X7, Xs. O
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4.42 Bemerkung. Die Faltung von Wahrscheinlichkeitsmaflen P;, P, auf B
wird also zum einfachen Produkt bei charakteristischen Funktionen (wie bei
der Fouriertransformation in der Analysis): 712 (u) = o (u)"2 (u).

4.43 Lemma. Fir eine Zufallsvariable X € Z™(Q,F,P) mit m € N gilt
o~ € C™(R) mit Ableitungen

(@) ®(0) =*E[X*], k=0,...,m.

Weiterhin existiert eine Funktion 1y, : R — C mit sup,cg |rm(u)| < 2E[|X|™]
und ry(u) — 0 fir u — 0, so dass gilt

" (iu)k )™
¢ =30 R )

Beweis. Ubung! O

4.44 Beispiel. Wegen d%goBi“(”’p)(u) = n(pe™ 4+ 1 — p)" Lipe™ mit Wert
inp bei u = 0 besitzt die Bin(n,p)-Verteilung Erwartungswert np. Wegen
ddeQSOBin(n,p)(u) = —n(n — 1)(pe™ + 1 — p)"2p2e2it — p(pe™ 4+ 1 — p)"Lpeit
mit Wert —n(n — 1)p? — np bei u = 0 erhalten wir n(n — 1)p? + np als zweites

Moment von Bin(n, p) und somit n(n—1)p?+np—n?p? = np(1—p) als Varianz.

4.45 Satz. (Eindeutigkeitssatz in R) Fir ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf
(R,BRr) und a < b gilt die Inversionsformel

. 1 . U e—iua - e—iub P

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf R mit derselben charakte-
ristischen Funktion identisch.

Beweis. Wir verwenden aus der Analysis die Formel limg_, oo fEJU Sinx(x) dr = .
Setze

U oo ,—iua __ ,—iub
e / / ¢ e Pp(dr)du, U >0,
U J—- U

mit stetiger Erginzung bei u = 0. Wir erhalten mit dem Satz von Fubini (iiber-

priife Bedingungen!), _UU %du = 0 wegen Antisymmetrie und mit der Sub-

stitutionsregel der Integration
00 U e~ tua _ p—iub
I — T P
W).[wfyiue du P(dx)
00 U o _ U o _
:/ </ sin(u(z a))du_/ sin(u(z — b)) du> P(dx)
—00 U u U u
00 U(z—a) ; U(z—b) ;
= / (/ sin(v) dv — / sin(v) du> P(dx).
—0o0 —U(z—a) Y U(z—b) UV

Fir x > b > a und U — oo konvergiert der Integrand beziiglich = gegen
m—m =0, firx < a<bgegen —w — (—m) = 0 sowie fiir a < x < b gegen
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m— (—7) = 2m. In den Fillen z = a und x = b ergibt sich der Grenzwert 7. Mit

dominierter Konvergenz (supy| [~ v Sm(w dx| < oo) folgt daher

lim I(U) = / 27 P(dx) —I—/ 7 P(dx) = 27 P((a,b)) + 7P({a,b}).
U—oo (a,b) {a,b}
Division durch 27 ergibt die behauptete Identitét.
Die Eindeutigkeit folgt daraus, wenn man beachtet, dass es hochstens
abzéhlbar viele z, € R gibt mit P({z,}) > 0. Fir a < b mit P({a}) =
({b}) 0 erfiillt die Verteilungsfunktion F' dann ndmlich F(b) — F(a) =

3= limy o0 [7 v %@P (u) du, ist dort also durch ¢! eindeutig bestimmt.
Wegen Rechtsstetigkeit ist F' auch bei x,, eindeutig festgelegt. Mit F' ist dann
auch P eindeutig bestimmt. O

4.46 Satz. (Bindeutigkeitssatz in R?) Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf (R, Bya). Fir a; < bj, j=1,....d, mit P(IT]_[a;,b;]\ [T}_1(a;,b;)) =0
gilt die Inversionsformel

d d —iuja; —iujb;
e Wiaj — o U505
| | a;, ) (2m)~¢ lim | | ( , )goP(u)du.
( e J U—o0 [-U, U4 =1 LUy

Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem R mit derselben cha-
rakteristischen Funktion identisch.

Beweisskizze (analog zum Fall d =1). Setze

d —iuja; —iuib;
e 7% — e 395 .
= W) p(de)du, U >0
- e x) du, > 0,
/[—U,U}d /Rd]l;! ( LUy ) ( )

mit stetiger Ergénzung fiir u; = 0. Wir erhalten fiir U — oo

I(U) _/ ﬁ </U($jaj) Sin('U) dv_/U(ijj) Sin(v) d’U,) P(dx)
R? U(zj—a;) Y —U(zj=b;) Y

j=1

%/ (2780 () + 710,05 (27)) Pld).

Da P keine Masse auf dem Rand des Quaders H;-lzl [aj, b;] besitzt, folgt die be-
hauptete Formel. Da P iiberhaupt nur héchstens abzéahlbar vielen Hyperebenen
H(c,j) = {z € R? |z; = ¢}, c € R, j =1,...,d, positive Wahrscheinlichkei-
ten zuordnen kann und die Familie aller Quader ohne solche mit Randpunkten
auf abzéhlbar vielen Hyperebenen weiter einen N-stabilen Erzeuger von Bpa
bildet, ist P durch obige Formel eindeutig iiber die charakteristische Funktion
festgelegt. O

> Kontrollfragen
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(a) Welche charakteristische Funktion besitzt die Exp()\)-Verteilung?
Es gilt ™PWN (4) = (1 — A~ u)~! wegen

/OO eiux)\e—)\xdw — —A e—()\—iu)x 0o _ A
o A —iu =07 N — i

(b) Wie folgt Bin(n,p) = Bin(1, p)*" und Pois(An) = Pois(\)*™ mittels charak-
teristischer Funktionen?
Es gilt PP ()" = (1 — p + pe')* = B (y), also nach Lem-
ma EBInP) ™ () = EB(P)(y) und der Eindeutigkeitssatz m
zeigt Bin(n,p) = Bin(1,p)*". Fiir Poissonverteilungen folgt dies analog aus
QDPOiS()\) (u)n _ (ek(ei”—l))n _ (pPois(/\n) (u)

(c) Wie geht der formale Beweis, dass E[XY] = E[X]E[Y] fir unabhingige C-
wertige Zufallsvariablen X, Y gilt mit | X|,|Y| € £1?

Zerlege in Real- und Imaginarteil, beachte, dass mit X, Y auch die Zufallsvek-
toren (Re(X),Im(X)), (Re(Y),Im(Y)) unabhingig und koordinatenweise in
1 sind, und iiberpriife mittels Satz c):

E[XY] =E[Re(X)Re(Y) — Im(X) Im(Y)] + ¢ E[Re(Y) Im(X) + Im(X) Re(Y)]
= E[Re(X)]E[Re(Y)] — E[Im(X)] E[Im(Y)]
+i(E[Re(Y)] E[Im(X)] + E[Im(X)] E[Re(Y)))
=E[X]E[Y].
(d) Wie erhélt man Erwartungswert und Varianz einer Poissonverteilung aus der
charakteristischen Funktion?
Berechne %¢Pois(A) (u) = irettPos() (y), %wPois()\) (w) = —(ei +
)\2621‘u)(p1?ois(/\)(u)v <o dass %SOPois(/\) (0) = i, %wPois(/\) 0)=—-(A+ )\2)
und somit Erwartungswert ), zweites Moment A + A2 und Varianz ) folgen.
(e) Wie l3sst sich Korollar|3.39|zur Transformation von Normalverteilungen in einer
Zeile mit charakteristischen Funktionen beweisen?
Nach den Rechenregeln gilt

YA u, ATu)

AKX () = <,0X(ATu)ei<“’b> = exp (—< 5 +i(<ATu, wy+{(u, b))),

was gerade goN(A’”b’AZAT)(u) ist und mit dem Eindeutigkeitssatz AX + b ~
N(Ap+ b, AXAT) impliziert.

Ende 17. Vorlesung

4.47 Bemerkung. Es folgt aus der Definition der schwachen Konvergenz, dass
P, % P = o (u) - ¢F(u) punktweise. Uberraschenderweise gilt auch die
Umkehrung. Mehr noch, unter minimalen Annahmen ist der punktweise Grenz-
wert von charakteristischen Funktionen wiederum eine charakteristische Funk-
tion, wofiir wir ein entsprechendes Wahrscheinlichkeitsmafl finden miissen. Der
folgende Stetigkeitsatz von Lévy ist also sehr méchtig.

4.48 Satz. (Stetigkeitssatz von Lévy) Sind P, Wahrscheinlichkeitsmafle auf
(RY,Bpa) mit charakteristischen Funktionen (pn) und gilt limp, o0 on(u) =
Y(u) fir alle uw € R und eine bei u = 0 stetige Funktion 1, so ist ¢ = ¥, die
charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf (Rd,‘BRd),
und es gilt P, = P.
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Beweis. Zeige zunichst P(R?\[—2, 2]d) £ 2 f[_u u}d(l — P (v))dv fiir belie-
bige u > 0. Dazu beachte

d u d . '
(2u)_d/[v }d(l _ €i<U,Z‘))dU — 1 — (2u)_d H/ ei’l}j]}jdvj — 1 _ H M

;U
j=1

so dass mit dem Satz von Fubini

(1 - %) P(dx)

> /Rd (1— Hl ’szf‘“') P(dx) >/{

max;|z;|>2/u}

Mit Hilfe obiger Ungleichung zeigen wir nun, dass (P,) straff ist. Da 1 stetig in 0
ist und ¢(0) = 1 gilt, existiert fiir ¢ > 0 ein v > 0 mit ﬁ f[_u u]d(l—w(v))dv <
£/2. Wegen ¢, (v) — 1(v) zeigt dominierte Konvergenz

2
lim sup Pn(]Rd\[f%, %]d) < limsup 2u)d /[—u,u}d(l — p(v))dv < e.

n—o0 n—oo

Dabher ist die Folge (P,) straff (wieso reicht der limes superior?).

Nach dem Satz von Prokhorov (Korollar bzw. Bemerkung fiir
d > 1) existiert eine Teilfolge (ny) mit P, = P fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P. Wie oben gesehen, impliziert dies o™ (u) — ¢ (u) punktweise und daher
P =1). Mit einem Teilteilfolgenargument weisen wir nun nach, dass dies auch
fiir die gesamte Folge (P,) gilt.

Angenommen es gilt nicht P, — P, so gibt es eine stetige beschrinkte
Funktion ¢ und eine Teilfolge (n,,) mit iminf,, oo| [ ¢ dP,,, — [@dP| > 0.
Wegen Straftheit gibt es eine Teilteilfolge (7, ) und ein Wahrscheinlichkeitsmaf
Q mit B, Yy Q, so dass ¢ " (1) = @ (u). Also gilt @ = 1 = ¢F und

nach dem Eindeutigkeitssatz P = @, was liminf,,_,oo| [ ¢ dP,,, — [@dP| > 0
zum Widerspruch fiihrt. Es folgt P, — P. O

4.49 Beispiele.
(a) Fiir p, € [0,1] mit limy, oo np, = A > 0 folgt
PP () = (14 (e — 1) = XD = PN ()

punktweise. Der Stetigkeitssatz von Lévy in Verbindung mit dem
Eindeutigkeitssatz impliziert daher den Poissonschen Grenzwertsatz
Bin(n, p,) — Poiss(\).

(b) Ist S, Bin(n,p)-verteilt mit p € (0,1), 02 = np(1 — p), so ist S} = S”T_n”p
zentriert mit Varianz 1 (standardisiert) und

(PST*L (u) = SOSn (u/an)e—iunp/an — (1 +p(€iu/0n _ 1))"€—iunp/an.
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Fiir n — oo zeigt also eine Taylorentwicklung um u/o,, =0
log(¢™* (u)) = n(log(1 + e wlon — 1)) — dup/o)
:n(M 202 + 20’2 +O( )_M) %_%

On On

¢ (u) konvergiert also punktweise gegen ™0 (4) = ev/2. Es folgt

Sy 4 N (0,1), der aus der Schule bekannte Satz von de Moivre-Laplace,
der jetzt bedeutend verallgemeinert wird.

4.50 Satz. (Zentraler Grenzwertsatz, Standardversion) Ist (X;)i>1 eine Folge
unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen (i.i.d.=independent and
identically distributed) in £? mit u = E[X;], 0% = Var(X;) > 0, so erfiillt ihre
standardisierte Summe

N(0,1).

Beweis. Nach dem Stetlgkeltssatz von Lévy und dem Eindeutigkeitssatz geniigt
es fiir die Verteilungskovergenz, o5 (u) — VO () = ¢=*/2 fiir alle u € R
zu zeigen. Setze X; = (X; — p)/o. Nach den Rechenregeln fiir charakteristische
Funktionen gilt (benutze (X;) i.i.d.)

% () = ¢ () = (6% (/) )

Wegen X, € £2 mit E[Xl] =0, Var(Xl) = 1 erhalten wir nach Lemma m

Xl(u/\f) =1- —(1 + rm(u/y/n)) mit rp,(u/y/n) — 0 fiir n — oo. Mit der
Approximation log(1 + h) = h+ O(h?) fiir h — 0 (wihle fiir h € C, |h| < 1 den
Zweig des Logarithmus mit log 1 := 0, also log(1 +h) = — Z,@l(—h)k/k) folgt

(% 1) = nlog (1= (14 rf /) = =501+ rnfuf i)+ 0( ).

und die rechte Seite konvergiert gegen —u?/2, wie zu zeigen war. O

4.51 Bemerkung. Der zentrale Grenzwertsatz ist ein Universalitétsprinzip:
wie auch immer die Ausgangsverteilung der X; ist (unter der Minimalbedin-
gung X; € £?), so ergibt sich durch standardisierte Mittelung stets asym-
ptotisch eine Standardnormalverteilung. Bei komplexeren physikalischen Mess-
apparaturen (mit vielen &hnlichen Fehlerquellen) werden daher die Messfehler
standardmiiBig als normalverteilt angenommen. Ahnliches gilt in fast allen An-
wendungsfeldern, was oft (aber durchaus nicht immer) sehr gut mit der Empirie
tibereinstimmt. Das folgende Korollar wird hiufig benutzt, um daraus asym-
ptotische Konfidenzintervalle {iber Quantile der Normalverteilung zu gewinnen.

4.52 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz[{.50 gilt fir a <b
P(S, € (a,b)) = ®(b) — ®(a), P(S, € [a,b]) = ©(b) — ©(a)

mit der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung N(0,1); insbeson-
dere

1 < o
P(‘f X, — ‘>1,96—)—>2—2<I> 1,96) ~ 0, 05.
n; i — 7 (1,96)
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Beweis. Nach Satz und der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz
geméf Satz folgt direkt P(S} € (a,b]) — ®(b) — ®(a), da ¢ stetig ist. Fiir
jedes ¢ € (0,b — a) gilt wegen Monotonie

liminf P(S} € (,b)) > lim P(S} € (a,b— 3]) = D(b— ) — B(a).

Mit § | 0 und Stetigkeit von @ folgt daher auch lim, ,» P(S} € (a,b)) =
®(b) — ®(a). Die zweite Konvergenz wird analog gezeigt oder folgt durch Kom-
plementbildung.

Mit b= 1,96, a = —1,96 und ®(a) = 1 — ®(b) aus Symmetriegriinden erhal-
ten wir P(|S*| < 1,96) — 2®(1,96) — 1. Wegen {|2 3" | X; — u| > 1,96-= } =
{|Sk] £ 1,96} folgt die letzte Aussage durch Komplementbildung sow1e die
numerische Niherung ®(1,96) ~ 0,975. O

4.53 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz[£.50, aber auch fir o =0
gilt

i —>N(OJ)

Beweis. Fiir 0 > 0 folgt dies aus dem zentralen Grenzwertsatz; denn S} 4z
mit Z ~ N(0,1) impliziert oS} b o7 ~ N(0,0?) (mit ¢ ist auch z — @(oz)
stetig und beschrénkt). Fiir o = 0 gilt P(X; = ) = 1 und somit ﬁ S (Xi—
w) ~ o = N(0,0). O

4.54 Satz (Cramér-Wold). Fiir Zufallsvektoren X,, X im R? gilt X, 4 x

genau dann, wenn fir alle v € R? die eindimensionale Konvergenz (X, v) LN
(X, v) vorliegt.

Beweis. ’=’ folgt sofort aus der Stetigkeit von z — (x,v). <’: Aus der Ver-
teilungskonvergenz von (X,,v) folgt die Konvergenz der charakteristischen
Funktionen E[e®(Xn»¥)] — E[e™(X)] fir alle w € R, v € R% Das impli-
ziert aber die Konvergenz der d-dimensionalen charakteristischen Funktionen
E[e!®Xn)] — E[e?®X)] fiir alle u € RY. Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy

folgt X, & X. O

4.55 Satz. (Zentraler Grenzwertsatz, Vektorversion) Ist (X;)i>1 eine Fol-
ge wvon i.i.d.-Zufallsvektoren im RY mit E[|X;]?] < oo, p = E[X;] € RY,
= (Cov((Xi)k: (Xi)e))1<he<a € R, so gilt

fz 1) % N0, D).

Beweis. Nach dem Satz von Cramér-Wold geniigt es, f Yo (X — pv) = 4
(Z,v) fiir Z ~ N(0,%) und alle v € R? nachzuweisen. Zuniichst beachte (Z, v) ~
N(0, (Xv,v)) gemés Korollar 9. Nun sind aber X; = (X; — 1, v) unabhiingige
recllwertige Zufallsvariablen mit IE[XQ] E[X; — pHlv]? < E[|X:]?])|v|* < oo,
E[X;] = 0 sowie Var( i) = ZH 1 Cov(X; pvk, Xi pve) = (Xv,v). Aus Korollar

4.53| folgt daher ﬁ S X, 4 N(0, (Xv,v)) und somit die Behauptung. [
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> Kontrollfragen

(@)

(d)

Im Beweis des Stetigkeitssatzes von Lévy wurde im Fall d = 1 folgende Aussage
verwendet: wenn fiir alle ¢ > 0 Werte K. > 0 existieren mit der Eigenschaft
limsup,,_, o Pn([—Ke, K:]%) < €, so ist (P,) straff. Beweis?

Wihle N mit P,([-K /2, K./2]°) < e fiir alle n > N und dann fiir
Py,...,Py_1 jeweils Cy,...,Cn_1 > 0 mit P([-C;,C;]¢) < e (mdglich
da jedes einzelne W-MaB straff ist, betrachte seine Verteilungsfunktion). Mit
K. = max(K,/z,C1,...,Cn_1) folgt dann sup,,», P, ([-K., K.]°) < ¢, also
Straffheit.

Fiir unabhangige U([—1, 1])-verteilte Zufallsvariablen X, j € N, gilt E[X;] =
0, Var(X;) = 1/3. Uberpriife, dass die standardisierte Summe S} =
V/3/n 37—, X; die charakteristische Funktion

P ) = (W)" = (1=/(2n) + o(1/n))"

besitzt und wiederum S} 4 N(0,1) fir n — oo folgt. Suche im Internet
entsprechende Graphiken zur Konvergenz.

Es gilt X (u) = %f_ll et dy = w (mit stetiger Ergénzung bei u = 0),

und die Formel fiir ¢ folgt direkt mit den Rechenregeln fiir Faltung und
) = > k>0 (g;i*)lk)!u% folgt die
Ordnung (1 — u?/(2n) + o(1/n))". Die Konvergenz gegen e~v"/2 ergibt sich
aus nlog(1 —u?/2n + o(1/n)) — —u?/2, vergleiche den Beweis des ZGWS.
Die Konvergenz ist (visuell) extrem schnell, siehe z.B. Link.

In Berlin gab es bis zum 18.6.20 3732 mannliche und 3862 weibliche Corona-
Infizierte. Unter der Annahme, dass die Ansteckungswahrscheinlichkeit fiir bei-
de Geschlechter gleich ist, wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche
Abweichung um 65 vom Mittelwert oder eine noch groBere Abweichung? (ver-
wende numerische Werte von @)

Multiplikation. Wegen der Potenzreihe

Unter der Annahme, dass jede Ansteckung unabhingig erfolgt, kdnnen wir die
Anzahl X ménnlicher Infizierter als Bin(n, 1/2)-verteilt modellieren mit n =
3732 4 3862 = 7594. Dann ist E[X] = 3797, o(X) = /7594/4 =~ 43,57. Wir
verwenden mit Z ~ N(0, 1) die Normalapproximation der Binomialverteilung:

) & (1—®(1,49)) +®(—1,49) ~ 0, 134.

g

P(|X —E[X]| > 65) ~ P(]Z] > ;%5
In der Statistik werden Abweichungen, die wie hier in iiber 10% der Fille
durch reinen Zufall entstehen kdnnen, gewdhnlicherweise nicht als signifikant
eingestuft.

Wie oft muss eine Miinze mindestens geworfen werden, damit die Wahrschein-
lichkeit, dass die relative Haufigkeit p von 'Kopf' maximal um 0,001 vom
Erwartungswert p € [0, 1] abweicht, ca. 95% betragt? Gibt es eine Schranke
unabhingig vom unbekannten p? (verwende Approximation durch die Normal-
verteilung)

Bezeichnet X die Anzahl von 'Kopf' bei n Wirfen, so modelliere X ~
Bin(n, p). Dann gilt fir p = X/n mit Normalapproximation gemaB Satz von
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de Moivre-Laplace bzw. ZGWS:

| X — np| o 0,001\/5)
Vnp(L=p) ~ /p(1-p)
ch( 0,001\/5)_@(_ 0,001\/5)

P(lp— p| <0,001) = P(

p(1 —p) p(1 —p)
GemiaB Korollar |4.52] erhalten wir den Wert 0, 05, falls %ﬁ‘/ﬁ) ~ 1,96, also
pll—p

n ~ 1960%p(1 — p). Wegen p(1 — p) < 1/4 reicht in jedem Fall n ~ 960400.
Die Konvergenzrate im ZGWS betragt %l so dass die erforderliche Stichpro-
bengréBe quadratisch mit der Inversen der geforderten Prazision wachst.

(e) Satz von Cramér-Wold: Gibt es Beispiele von Zufallsvektoren X,,, X im R,
wo jede Koordinate X, ; i> X;, i =1,...,d, erfillt, aber trotzdem nicht
X, & X gilt?

Ja, natiirlich. Die gemeinsame Verteilung der Koordinaten X; von X ist
ja nicht festgelegt. Betrachte beispielsweise X ~ N(0,%X) und X, ~

N(0,diag(X11,...,%44)), wobei ¥ eine nicht-diagonale Kovarianzmatrix ist,
dannist X, ; ~ X; ~ N(0,%;;), aber X,, und X sind nicht identisch verteilt.

Ende 18. Vorlesung

4.56 Definition. Eine Familie (X](-n))lgjgn’ngl von Zufallsvariablen in £ bil-

det ein standardisiertes Dreiecksschema, falls fiir jedes n € N die Zufallsva-

riablen an), .. .,Xr(ln) (,in einer Zeile“) unabhingig sind sowie E[Xj(")] =0,

j = 1,...,n, und Z;L:lVar(X](.n)) = 1 gilt. (X](-n))lgjgn’n>1 geniigt der
Lindeberg-Bedingung, falls gilt

n

o (M2 (1 3 (") _
W5 >0+ lim ) 1E[(Xj ?1(1x™M) = )] =o.
]:

4.57 Bemerkung. Man stellt sich ein Dreiecksschema graphisch vor:

xM
X1(2) X2(2)

Bei der Standardversion des zentralen Grenzwertsatzes (ZGWS) haben die Sum-
manden fiir jedes n dieselbe Verteilung und wir kénnen X ](-n) = )27—\/}5 setzen.

Oft treten jedoch unterschiedlich Verteilungen innerhalb der standardisierten
Summe oder auch fiir verschiedene n auf. In Anwendungen denke man an einen
Messfehler, der durch Uberlagerung vieler, meist nicht identisch verteilter Feh-
ler innerhalb der Messapparatur entsteht. Auch in diesem Fall konnen wir einen
ZGWS formulieren und somit ein noch allgemeineres Universalitéitsprinzip er-
reichen, allerdings miissen wir sicherstellen, dass nicht einzelne Summanden do-
minieren. Genau dies stellt die Lindeberg-Bedingung sicher, vergleiche auch die
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folgenden Beispiele. Letzlich wird der Beweis dieses verallgemeinerten ZGWS
auf einer genaueren Abschitzung der Taylorentwicklung der charakteristischen
Funktion beruhen.

4.58 Beispiele.

(a)

Ist (X;);>1 eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen in .#? mit u = E[X],

0? = Var(X;) > 0, so bildet X(") (X; — p)/(oy/n) ein standardisiertes
Dreiecksschema, das der Lmdeberg—Bedlngung geniigt (wegen identischer
Verteilung sind die Summanden alle gleich!):

S E[M)x0) > 0] = [ 0x, - ) > dovi)] =0
j=1

fiir n — oo folgt mit dominierter Konvergenz (Majorante o~2(X; — p)?).

Ist (X ](n))lgjgnﬂ@l ein standardisiertes Dreiecksschema und gilt fiir ein

p > 2 die Lyapunov-Bedingung

i > [0 =0

=1

so geniigt (X J(n))1<j<n7n>1 auch der Lindeberg-Bedingung. Dies folgt aus

n

SE[(xM)PX"] > 6)] < EE[X(”) (1xM1/872] = o,

J=1

wobei die rechte Seite gerade nach der Lyapunov-Bedingung fiir jedes
0 > 0 gegen Null konvergiert.

Ist insbesondere (Yj);>1 eine Folge unabhingiger und standardisierter
(d.h. E[Y;] = 0, Var(Y;) = 1) Zufallsvariablen, die in LP beschrankt
ist (d.h. sup;>; E[|Y;]P] < o00) fiir ein p > 2, so ist XJ(-n) = Y;/y/n ein
standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov- und somit auch der
Lindeberg-Bedingung geniigt:

ZE[X‘” |P} —n—p/2ZE\Y\p | <nt p/QSupEHY\p] RNy}
Jj=1 j=1

Dieser Fall deckt sehr viele Anwendungen mit unabhéngigen, aber nicht
identisch verteilten Summanden ab.

In der harmonischen Reihe mit zufélligen Vorzeichen S,, = > j=1€j gt
mit (g;);>1 unabhéngig, P(e; = 1) = P(e; = —1) = 1/2, bilden

2

X](.n) = ¢j/(jon) mit 02 = Py j72 — 02, = 7%/6 ein standardisier-

tes Dreiecksschema, das der Lyapunov-Bedingung nicht geniigt; denn fiir
§ € (0,0}) erhilt man

STE[(XI)*1(X Zy 0, 21(jond < 1) > 0,2 > 032,
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In der Tat konvergiert ja S, bereits in Verteilung (wegen stochastischer
Konvergenz, siche oben), was wir nun auch iiber charakteristische Funk-
tionen nachweisen kénnen:

() =[] %7 (w) = [T cos(uj™) = [T cos(i"u).
J=1 j=1 i=1

Das unendliche Produkt konvergiert, da 1 —cos(j~'u) = # + 0 4ut)
(fiir j — 00) in j summierbar ist. Es ist auch bei u = 0 stetig, so dass der
Stetigkeitssatz von Lévy anwendbar ist. Uber die charakteristische Funk-
tion lassen sich die Momente von S, bestimmen. Man kann auch zeige,
dass S eine Dichte besitzt und interessante Eigenschaften schlussfolgern,
siehe den Artikel von Byron Schmuland. Es liegt definitiv keine Normal-
verteilung vor.

4.59 Lemma. Bei einem standardisierten Dreiecksschema (X](-n))lgjgn’n>1
folgt aus der Lindeberg-Bedingung die Feller-Bedingung

. lim max E[(X;(n))?] = 0.

n—o0 1<j<n

Beweis. Setze sz',n = IE[(X](-"))Z]. Aus

o2, = E[(X\)2(1(1x{"] < 8)+1(X{”| > 0)] < 2+ E[(X{)*1(1X[V| > 0)]

J,n J

fiir & > 0 folgt mit der Lindeberg-Bedingung und einer Abschétzung des Maxi-
mums durch die Summe

n—oo 1Sjsn 7 n—00 <

lim sup max szn < 6%+ lim ZE[(X](n))21(‘X](n)| > 4)] = 6%,
7=1

Da 0 > 0 beliebig war, folgt max; 0]2-771 — 0. O

4.60 Satz (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg, 1922). Ist (X;n))1<j<n7n;1
ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-Bedingung geniigt, so
gilt fir (die Zeilensummen) Sy = >7%_ X](-n) und n — 0o

St 4 N(0,1).

4.61 Bemerkung. Man kann umgekehrt zeigen, dass ein standardisiertes Drei-

ecksschema mit S 4N (0,1) die Lindeberg-Bedingung erfiillt, sofern es der
Feller-Bedingung geniigt, siehe Satz 28.3 in Bauer. Die Feller-Bedingung schlief3t
einfache Fille aus wie XY”) ~ N(0,1), X;n) = 0 fiir j > 2, wo trotzdem

S 4N (0,1) (hier sogar mit Gleichheit) gilt.

Beweis. Nach Lemma gilt X (u) =1~ “72(02 +r(u)) fiir X € 2, wobei
wir den Restterm anders abschétzen: wegen |e"¥ — 1| < 2 und gleichméBiger
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Stetigkeit von y — €% existiert fiir jedes € > 0 und u € R ein § > 0, so dass

)] < sup |(&X) () — (XY (0)] = sup EIX|e™ — 1]
Oshsl 0<h<1
<E [X2<51(\X| <6) +21(X]| > 5))} < eE[X?] + 2E[X?1(|X]| > ).

Fiir beliebige aq,...,an,b1,...,b, € C mit |a;| < 1, |b;] < 1 nutzen wir die
Ungleichung (Teleskopsumme!)

‘Haj - Hbj‘ = ’(al —b1) Haj + b1(az — ba) Haj + o4 (b bp—1)(an — by)
Jj=1 j=1 j=2 =3
<D laj —bjl.
j=1

Setze U = E[(X( )) | sowie 7 5, 7j, fir den obigen Restterm 7 bei X = X](.n)
bzw. X N (0,07 n) Nach der Faltungsformel fiir charakteristische Funktionen

gilt VO (y) = [T, goN(O’szm)(u) und wir erhalten mit den Rechenregeln
sowie der gerade gezeigten Ungleichung

* (n)
5% (u) = VOV (u \

||',:3

n
J=1

Z!wﬂ w) — VO ()|

n 2
u .
<> 5 i (u) = 7jn(u)]

J=1

n
<> u?(eo?, + BIXa) 211X > 0)] + B[, 2%1(|050Z] > 9)])
j=1
wobei Z ~ N(0,1), also 0,2 ~ N(O,O'J ) gilt. Wegen der Standardisierung
2?21 sz’n = 1ist die Summe iiber den ersten Klammerterm cu?. Die Lindeberg-
Bedingung zeigt, dass die Summe iiber den zweiten Term gegen Null konvergiert.
Mit 1(|Z] > t) < t2 , t > 0 (vergleiche auch Beispiel 4.58|(b)) ist die Summe iiber

den dritten Klammerterm klemer oder glelch u? Y ot §2E[Z%]. Wegen der

7=1 ] n
Standardisierung gilt > =1 j n S ax; o ] — 0 geméf Lemma@ Insgesamt
schlieBen wir ¢ (u) — VO (4) (wihle ¢ | 0), so dass S¥ 4 N(0,1). O

> Kontrollfragen

(a) Es X eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable, das heiBt fX(z) = 7!
R. Wie kann man mit dem Residuensatz go X (u) = el einsehen?
Nach Definition gilt o™ (u) =771 [%_ gu(z) dz mit g, (z) = (1 + 2%) " Le'”.
gy l3sst sich zu einer meromorphen Funkt|on auf den komplexen Zahlen fort-
setzen mit Polen bei +i. Fiir z € C gilt |g,(2)| = |14 22|~ 'e*™(*) Betrachte

HIQ x €
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u > 0 und als Integrationsweg den unteren Halbkreis vom Radius R > 0, also
den Weg v von —R nach +R und dann entlang Re*¥ von ¢ = 27 nach
@ = m. Dies umschlieBt den Pol bei z = —i und nach dem Residuensatz ist

/ gu(2)dz = 2miRes.— _;(gu(2)) = 2mi(2i) te " = e Y.
R

Fir R — oo und ¢ € (m,2m) konvergiert g,(Re’?) — 0 wegen
Im(e®?) < 0 und man kann iiberpriifen, dass auch das gesamte Integral
iiber den unteren Kreisrand gegen Null konvergiert. Es folgt ffooo gu(x)dx =
limp_ oo f,m gu(2)dz = me™". Das zeigt X (u) = e~ fiir u > 0. Fiir u = 0
gilt stets X (u) = 1 und fiir u < 0 zeigt eine analoge Integration iiber den
oberen Halbkreis f_m gu(2)dz = me* und dasselbe Argument X (u) = e*.
Alternativ sieht man sofort ein, dass X symmetrisch um Null sein muss, da
die Cauchydichte symmetrisch ist (substituiere = — —x im Integral).

(b) Wie kann man mit (a) folgern, dass fiir unabhingige Cauchy-verteilte Zufalls-
variablen X1, ..., X,, der Mittelwert %2?21 X; wieder Cauchy-verteilt ist?
Setze A, = 23" | X;. Dann ist A (u) = [[i_; ¢Xi(u/n) = (e7Iul/m)n
e~ 1"l so dass nach dem Eindeutigkeitssatz A,, Cauchy-verteilt ist.

(c) Wieso gilt in (b) weder der zentrale Grenzwertsatz noch ein Gesetz der groBen
Zahlen?

Fiir den ZGWS wird X; € .Z? vorausgesetzt, was hier nicht gilt. In der Tat ist
ﬁ Z?:l X;, was in etwa der standardisierten Summe beim ZGWS entspricht,
fiir n > 1 nicht einmal straff, da es wie \/n mal einer Cauchy-verteilten Zu-
fallsvariable wéachst.

Fiir das Gesetz der groBen Zahlen wird die Existenz des Erwartungswerts (und
bei uns auch X; € .#?) gefordert, aber X; ¢ 1. Wiirde A,, stochastisch
gegen einen deterministischen Wert konvergieren, so auch in Verteilung, was
hier ebenfalls nicht zutrifft (die Grenzverteilung ist ja Cauchy).

(d) Was ist ein Beispiel fiir ein Dreiecksschema, wo die Feller-Bedingung, aber

nicht die Lindeberg-Bedingung gilt?
Betrachte unabhiingige X" mit P(X\" = 1) = P(X\" = 1) = 1/n
und P(X{" = 0) = 1—2/n. Damn ist E[X\"] = 0, Var(X\") = 1/n,
und es liegt ein standardisiertes Dreiecksschema vor, das die Feller-Bedingung
erfiillt. Fir jedes 6 € (0,1) ist jedoch die Lindeberg-Bedingung nicht erfiillt,
da (X{")21(IX{"| = 6) = (X\")? gilt. In der Tat gilt P(S;; = 0) = (1 —
2/n)™ — e=2 > 0, S; kann also nicht asymptotisch normalverteilt sein (es
entsteht eine zusammengesetzte Poissonverteilung im Grenzwert).

(e) Wo geht im Beweis des ZGWS (Standardversion) die Unabhangigkeit ein? Kann
Unabhangigkeit durch Unkorreliertheit ersetzt werden?

Die Unabhangigkeit wird benétigt, um die charakteristische Funktion der Sum-
me als Produkt der charakteristischen Funktionen zu schreiben. Unkorreliert-
heit reicht hier nicht. Ein Gegenbeispiel sind die unkorrellierten Zufallsvariablen
X =¢&iZ mit Z ~ N(0,1) und einer i.i.d.-Folge (&;) mit P(e; =1) = P(g; =
—1) = 1/2. Die standardisierte Summe ist dann S; = == Y""" | &;Z. Mit dem

n
ZGWS fiir die Summe iiber ¢; und mit direkter Rechnung folgt S 4y Z mit
Y,Z ~ N(0,1) unabhéngig. Dieses Produkt Y Z ist nicht mehr normalverteilt
(z.B. E[(YZ)*] = E[Y* E[Z%] = 9 ist nicht 3).

Ende 19. Vorlesung
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4.4 Asymptotik der empirischen Verteilung

4.62 Definition. Es seien X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen (Beobachtungen) mit Werten in R. Dann heifit das Wahrscheinlich-
keitsmafl p, := %Z?:l 0x, empirische Verteilung oder empirisches Maf} so-

wie seine Verteilungsfunktion F,(x) := %2?21 1(—ooq)(Xi), € R, empirische
Verteilungsfunktion. Im folgenden setze FX := F¥Xi pX .= pXi,

4.63 Satz. Fir allex e R, z1 < ... < 2y € R und n — oo gilt:

(a) F,(z) — FX(x) P-fast sicher;

(b) VA(Fa(x) = FX(2)) % N (0, FX(2)(1 — FX()));

(¢) mit der Kovarianzmatriz ¥ = (FX (xp A 2¢) — FX (2p) FX (24))1<k06m €
R™*™ gilt mehrdimensionale Konvergenz in Verteilung:

Fn(x'l) — FX(.’L'l)
N : 4 N(0,D).
Fo(xm) — FX(zm)

Beweis. Da Zij(x) = 1(_ooq(Xi), i = 1, ii.d.-Zufallsvariablen sind mit
E[Zi(x)] = P(X; < x) = FX(x) und Var(Z;(x)) = FX(2) — FX(z)? folgt mit
dem starken Gesetz der groBen Zahlen Teil (a) und mit dem zentralen Grenz-
wertsatz nach Korollar [4.53) Teil (b). AuBerdem ist E[Z;(zx)Z;(2¢)] = P(X; <
T Axy) = FX (2 A 2y), so dass

Cov(Zi(ack), Zi(.%'g)) = FX(l‘k VAN xg) — FX(xk)FX(l‘g) = Zkyg
gilt. Nach dem mehrdimensionalen ZGWS aus Satz folgt

Fn($1) — FX($1)
NG : % N (0,3),
Fo(xm) — FX ()

wobei wir fiir die Euklidische Norm |(Z;(zx))1<k<m| < vm € £? beachten. [

4.64 Bemerkung. Die empirische Verteilungsfunktion ist ein schénes Bei-
spiel fiir einen stochastischen Prozess, also eine mit x € R indizierte Fa-
milie von Zufallsvariablen. Alternativ kann diese als eine zufillige Funkti-
on angeschen werden (deren Eigenschaften man studieren kann). Teil (c)
zeigt, dass der standardisierte stochastische Prozess (empirischer Prozess ge-
nannt) (v/n(F,(z) — FX(z)),z € R) gegen einen sogenannten Gauf-Prozess
(GX(z),z € R) mit Erwartungswertfunktion E[G* (z)] = 0 und Kovarianzfunk-
tion Cov(GX (), GX(y)) = FX(zAy) — FX(z)FX (y) konvergiert in dem Sinne,
dass endlich-dimensionale Randverteilungen an beliebigen Stellen 1, ..., 2y, in
Verteilung konvergieren. Im Fall X; ~ U([0,1]) ist (GX (), z € [0,1]) eine soge-
nannte Standard-Brownsche Briicke, eine Brownsche Bewegung darauf bedingt,
zur 'Zeit’ x = 1 den Wert Null anzunehmen.
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Dies wird in Stochastik II im Detail studiert werden, hier werden wir nur das
starke Gesetz der grolen Zahlen verschérfen, indem wir P-f.s. gleichméfBige Kon-
vergenz der empirischen Verteilungsfunktion gegen die wahre Verteilungsfunk-
tion nachweisen. Dies wird manchmal auch Hauptsatz der Statistik genannt,
weil es zeigt, dass durch unendlich viele unabhéngige Wiederholungen desselben
Zufallsexperiments, das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl eindeutig aus den
empirischen Beobachtungen rekonstruiert werden kann (mit Wahrscheinlichkeit
Eins). Uber diese Grenzwerte relativer Hiufigkeiten wurden urspriinglich Wahr-
scheinlichkeiten intuitiv und dann sogar formal (von Mises, HU Berlin, 1919)
definiert, bevor Kolmogorov (1933) axiomatisch Wahrscheinlichkeiten in die
Mafitheorie einbettete und deduktiv die Konvergenz der relativen Haufigkeiten
herleitete.

4.65 Satz (Glivenko-Cantelli). Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert
P-f.s. gleichmdflig gegen die wahre Verteilungsfunktion:
P( lim sup |Fp(z) — FX(z)| = O) =1

n—o0 R

Beweis. Da der Schnitt iiber abzdhlbar viele Einsmengen wieder eine Eins-
menge ist, zeigt Satz [4.63(a) P(Vr € Q : limy, o Fiu(r) = FX(r)) = 1. Daraus
folgt bereits die gleichméfliige Konvergenz fiir Verteilungsfunktionen. Wir fithren
einen rein analytischen Widerspruchsbeweis.

Sonst existieren ¢ > 0 und Folgen (zy), (ng) mit |Fy,, (zx) — FX (zy)| > ¢ fiir
alle k > 1. Da es a,b € Q gibt mit FX(a) < ¢/2, FX(b) > 1 — £/2 implizieren
die Grenzwerte limy_,oo Fpy, (@) < €/2, limg_oo Fyy, (b)) > 1 — £/2, dass wegen
Monotonie liminfy ,o 2 > a, limsup,_,. zx < b gelten muss. Insbesondere
existiert wegen Kompaktheit von [a,b] eine Teilfolge (k¢) mit z, — x fiir ein
x € [a,b].

Setze FX(z—) := limyy, FX (y) = SUP <y FX(q) fiir ¢ € Q wegen Monotonie
von FX . Deshalb und wegen Rechtsstetigkeit existieren r1,7o € Q mit r; < x <
ro und FX(ry) < FX(z) +¢, FX(r1) > FX(x—) — . Wir erhalten

limsup| P (ar,) — F¥ (a,)| L(an, > @) < F¥(ra) — F¥(2) < e,

{—00
lim sup| Fy, (zg,) — FX(:L'IW)|1(ac;,C(Z <z) < F¥(a-) - FX(r) <e,
{—00
im Widerspruch zu |F,, (z3) — FX(z1)| > ¢ fiir alle k > 1. Also konvergiert F,
gegen F gleichméfig auf einem Ereignis von Wahrscheinlichkeit Eins. ]

4.66 Korollar. Firn — oo konvergiert das empirische Maf$ p, P-f.s. schwach
gegen die Verteilung PX von X :

P({w € Q| pn(w) % PX}) = 1.

Beweis. Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli hat das Ereignis {w €
Q| F(w,z) — FX(x) fiir alle z € R} (wir schreiben das Argument w, um den
Zufallsvariablencharakter zu betonen) Wahrscheinlichkeit Eins. Da F;, die Ver-
teilungsfunktion von pu, ist, folgt nach Satz [.27] insbesondere die schwache
Konvergenz der zugehotrigen Mafle. O
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5 Einfiihrung in Statistik

5.1 Hypothesentests und Neyman-Pearson-Lemma

5.1 Definition. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, . %, (Py)gco) beste-
hend aus einer Menge X mit einer o-Algebra .# (dem Stichprobenraum) und
einer Familie (Py)yco von Wahrscheinlichkeitsmafien auf .%. Die mindestens
zwei-elementige Menge © heifit Parametermenge und jedes ¥ € © Parameter.

5.2 Bemerkung. Ein statistisches Modell ist also eine durch ¥ parametrisierte
Familie von Wahrscheinlichkeitsrdumen (blof8 wird kanonisch X statt €2 als No-
tation verwendet), die alle denselben Messraum (X, .%) besitzen. Die Grundidee
der mathematischen Statistik ist, dass wir eine Realisierung eines Zufallsexpe-
riments (X,.Z, Py) beobachten und daraus Riickschliisse auf den unbekannten
Parameter 9 ziehen.

Wir beginnen mit dem Problem, zwei Hypothesen gegeneinander zu testen.
Typische Beispiele sind zu testen, ob eine Miinze fair ist, ob Méadchen- und
Jungengeburten gleichhéufig sind, ob Kinder genauso oder weniger ansteckend
sind als Erwachsene oder ob die vorliegende Email Spam ist oder nicht.

5.3 Definition. Aufbau eines Testverfahrens:
(a) Wabhl eines statistischen Modells (X, . #, (Py)geco)

(b) Formulierung von Hypothese und Alternative: © = ©yU6,
¥ € Og: ¥ entspricht der Null-Hypothese Hy
¥ € O1: ¥ entspricht der Alternative H

(c) Wahl eines Irrtumsniveaus o € (0,1) fiir den Fehler erster Art, sich bei
Vorliegen der Nullhypothese fiir die Alternative zu entscheiden.

(d) Konstruktion eines Tests ¢ zum Niveau a:
¢ : X — {0,1} ist eine messbare Funktion der Beobachtungen mit
¢(x) = 0: Entscheidung fiir H,
¢(x) = 1: Entscheidung fiir Hy,
Supyee, Po(p =1) < a.

(e) Durchfiihren des Experiments

5.4 Beispiel. Wir wollen testen, ob M&adchen- und Jungengeburten in Berlin
gleichwahrscheinlich sind. Dazu sei ¥ € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Médchengeburt und 1 — ¢ fiir eine Jungengeburt (nicht gemeldete oder diverse
Geschlechter seien hier weggelassen). Als Modell nehmen wir an, dass bei n
Kindern jedes Kind mit Wahrscheinlichkeit 1, unabhéngig von den anderen, als
Médchen geboren wird. Dann ist bei Betrachtung der Summe der Miadchen-
geburten unser statistisches Modell gerade X = {0,...,n}, # = Z2(X) und
Py = Bin(n,¥) fiir ¥ € © = [0, 1]. Als Null-Hypothese wihlen wir Hy : ¥ = 1/2,
also ©g = {1/2}, als Alternative H; : ¥ # 1/2, also ©1 = [0,1] \ {1/2} und als
Irrtumsniveau o = 0,05 (hiéufige Werte fiir das Irrtumsniveau sind 1%, 5% und
10%, je nach Konsequenzen bei einem Fehler erster Art).
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Da unser Testproblem symmetrisch ist und die Binomialverteilung unter der
Nullhypothese den Erwartungswert n/2 besitzt, wiahlen wir den Test ¢(x) =
1(lz = n/2| > Kq) fiir ein geeignetes ko > 0 mit Pyja(p = 1) < a = 0,05.
Idealerweise nehmen wir einen maximalen Wert von k,, der das Niveau « noch
einhélt (ko heifit dann kritischer Wert zum Niveau «).

Da die Anzahl n der Geburten recht grofl sein wird, verwenden wir eine
Normalapproximation der Binomialverteilung geméfi ZGWS. Da Bin(n,1/2)
die Varianz n/4 besitzt, gilt

lim Py(|z = /2] > 1,96y/n/4) = (1 - ®(1,96)) + ®(~1,96) ~ 0,05.

Wir setzen daher kg5 = 1, 96\/m und haben damit den Test ¢ vollstédndig
konstruiert.

Jetzt erst betrachten wir die Daten; denn sonst sind Manipulationen Tiir
und Tor gebdffnet und jede datenabhéngige Wahl von Verfahren miisste mit
geeigneten Zufallsmechanismen (wiederum im vorhinein!) modelliert werden.
Das Amt fiir Statistik meldet fiir das 4. Quartal 2019 in Berlin n = 10099
Lebendgeborene, darunter x = 4956 Madchen. Also gilt

() = 1(]4956 — 5049, 5| > 0,98v/10099) = 1(93,5 > 98,48) = 0.

Zum Niveau 5% koénnen wir die Nullhypothese gleichwahrscheinlicher Médchen-
und Jungengeburten nicht ablehnen. Betrachten wir aber den letzten bekannten
Jahreswert 2018, so gab es n = 40203 Lebendgeborene und darunter x = 19591
Médchen. Hier gilt also

o(x) = 1(]19591 — 20101, 5| > 0,98v/40203) = 1(410,5 > 196,50) = 1.

Hier wird die Nullhypothese zum Niveau a = 5% abgelehnt. In beiden Féllen
sind es etwas weniger als 49% Méidchengeburten. Durch die mathematische
Modellierung haben wir es aber erreicht, die Unsicherheit in den Daten zu
quantifizieren und kénnen so im zweiten Fall von einer signifikanten Abweichung
von der Nullhypothese sprechen, die weiter wissenschaftlich verstanden werden
sollte, vgl. Spiegel-Artikel vom 30.3.2015.

> Kontrollfragen

(a) Modellieren Sie die weiteren Testprobleme aus Bemerkung [5.2] rigoros.

Das Testen, ob eine Miinze fair ist, filhrt auf dasselbe mathematische Test-
problem wie bei den Madchen- und Jungengeburten. Wir schlagen eine Mo-
dellierung vor zum Testen, ob Kinder genauso oder weniger infektios als Er-
wachsene sind. Dabei ist natiirlich die Datenlage von entscheidender Bedeu-
tung. ldealerweise kennen wir von m kranken Kindern und n kranken Er-
wachsenen die Anzahl K1,..., K,, bzw. F1,..., E, der jeweils angesteckten
Personen. Weil von den Ansteckungsgefdhrdeten sich jeweils nur ein kleiner
Anteil wirklich ansteckt, modellieren wir gemaB Poissonschem Grenzwertsatz
Kq,...,K, ~ Poiss(Ak), E1,...,Ey, ~ Poiss(Ag). AuBerdem nehmen wir
an, dass K1,..., K., E1,..., E, unabhingig sind. Dann kdnnen wir das sta-
tistische Modell schreiben als

(N PONGTH), (Poiss(Ak) ™™ @ Poiss(Ap) "),y )-
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Aus einer Risikoabschatzung beziiglich Regelbetrieb in Schulen wird als Null-
hypothese Hy : Ak > Ag, also ©g = {(2zk,2zE) € Ri |z > xp} gewdhlt.
Die Alternative ist dann das Komplement Hy : A < Ag, ©1 = Ri \Oy. Die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art, Kinder als weniger ansteckend an-
zusehen, obwohl| sie mindestens so ansteckend wie Erwachsene sind, wird dann
durch das Niveau « eines Tests beschrankt. Bei diesem sogenannten Zwei-
stichprobentest kann man zeigen, dass Tests der Form ¢ = 1(% Y K <
n% Z?:l E,) fiir geeignete x > 0 nicht nur intuitiv, sondern auch in gewissem
Sinn optimal sind.

Ende 20. Vorlesung

5.5 Bemerkung. Bislang haben wir Tests nur unter der Null-Hypothese Hy
betrachtet, und die Wahl eines spezifischen Tests scheint zum Teil arbitrar (z.B.
erfiillt p(z) = 0 alle bisherigen Anforderungen). Um iiber Optimalitdt zu spre-
chen und eine ertragreiche mathematische Theorie zu entwickeln, betrachten wir
nun den Fehler 2. Art, die Null-Hypothese zu akzeptieren, obwohl die Alternati-
ve gilt. Ziel ist es, unter allen Tests vom Niveau o moglichst solche auszuwéhlen,
die geringe Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art besitzen.

Die Asymmetrie zwischen Null-Hypothese und Alternative bei diesem An-
satz entspringt der FErkenntnistheorie und ist Grundlage modernen wissen-
schaftlichen Arbeitens: Daten konnen eine Theorie nie beweisen, sondern nur
widerlegen. Die Null-Hypothese sollte also eine etablierte Theorie oder allgemei-
ne Einsichten kodieren, wihrend die Alternative gewisse Abweichungen erlaubt.
Wenn die Daten nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit (nur bei geringem Ni-
veau des Tests) durch die Theorie erkléirt werden kénnen, lehnt man sie (vorerst;
beachte Datenfehler) ab.

Fin Beispiel dafiir ist die ’Entdeckung’ des Higgs-Bosons: die Null-
Hypothese, dass die Messergebnisse durch zufillige Schwankungen ohne dieses
Elementarteilchen verursacht worden sind, wurde zum Niveau 1 : 3500000 ab-
gelehnt (Wahrscheinlichkeit fiir 22-mal hintereinander "Kopf’ beim Miinzwurf)
und fithrte zum Nobelpreis 2013, auch wenn eine minimale Wahrscheinlichkeit
existiert, dass nur ’Zufall’ beobachtet wurde, vergleiche |Wikipedia. In gewis-
sen Anwendungen wird die Asymmetrie auch mit den schweren Folgen eines
Fehlers 1. Art begriindet. In der pharmazeutischen Industrie muss beispielswei-
se ein neues Medikament signifikant (besser als andere Therapien) wirken, da
bei Neueinfithrung immer die Gefahr nicht beachteter Nebenwirkungen besteht.
Hier ist also die Null-Hypothese Hj stets, dass keine (bessere) Wirkung vorliegt,
und die Aufsichtsbehorde schreibt ein sehr geringes Testniveau vor.

Bei anderen Fragestellungen, insbesondere in groffen Datenanwendungen,
liegt eher Symmetrie vor, und es werden Verfahren entwickelt, die die Summe
der Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art minimieren, zum Beispiel bei der
Bildklassifikation zwischen den Hypothesen 'Tier ist Hund’ und ’Tier ist Katze’.

5.6 Definition. Fiir 1 € ©; bezeichnet S,(¥1) = Py, (¢ = 0) die Wahi-
scheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art der Entscheidung fiir Hy, obwohl ¥, € ©4
vorliegt.
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5.7 Definition. Ein Test ¢ von Hy : 9 € Oy gegen Hy : ¥ € Op heifit
gleichméfig bester Test zum Niveau « (englisch UMP, uniformly most power-
ful), falls ¢ ein Test zum Niveau « ist und fiir jeden anderen Test ¢ zum Niveau
a gilt:

Vi € 07 : Pﬁl((p: 1) >P191(¢: 1).

5.8 Bemerkung. Im Fall einfacher Null-Hypothese und einfacher Alternative,
das heifit fir © = {0,1} sind ©9 = {0}, ©1 = {1} ein-elementig, kann man
beste Tests stets konstruieren, im Allgemeinen existieren sie nicht immer und
man wahlt beispielsweise asymptotisch beste Tests oder schrinkt die Familie
der in Frage kommenden Tests durch weitere Eigenschaften ein.

Der sogenannte zweiseitige Binomialtest aus Beispiel ist beispielsweise
gleichméBig bester Tests unter allen Tests, wo unter der Alternative Py, (¢ =
1) > « gilt. Das scheint sehr verniinftig, muss aber gefordert werden, weil
sonst einseitige Tests fiir ¥ > vy besser sind (Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
ist kleiner), wihrend sie fiir 7 < g sehr schlecht sind oder umgekehrt. Wir
hétten also einen andere Test gewéhlt, wenn wir die Nullhypothese "Médchen-
geburten sind mindestens so haufig wie Jungengeburten’ gegen die Alternative
"Méadchengeburten sind seltener als Jungengeburten’ getestet hitten. Ein sol-
cher einseitiger Binomialtest der Form ¢(z) = 1(z — n/2 > RK,) hitte bereits
bei den Quartalsdaten zum Niveau 5% abgelehnt. In der konkreten Anwendung
spielt die Modellierung also eine wichtige Rolle.

5.9 Definition. Fiir ein statistisches Modell (X,.%#,(Py)yco), bei dem je-
des Py eine Dichte py beziiglich einem Mafl p auf (X,.%) besitzt, ist die
Likelihood-Funktion die (unter jedem Py) zufiillige Funktion L : © — [0, 00)
mit

L(VY) := py, das heift L(9,z) = py(z), €0, zeX.
Im Fall © = {¥o, 1}, Og = {Vo}, ©1 = {1} heifdt jeder Test ¢ der Form

© = 1(L(Y1) > kL(v)), d.h. p(z) = 1(L(V1,x) > kL(Jg,x))

mit beliebigem x > 0 Neyman-Pearson-Test fiir Hy : 9 = 9 gegen Hy : ¥ = ¥;.

5.10 Bemerkung. Typische Félle von Likelihood-Funktionen sind im diskre-
ten Fall das Zéhlmafl 4 auf Z, die Zahldichten py und beim Binomialmodell
(Bin(n,9))gefo,1), zum Beispiel L(9) = ()9~ (1—9)"~*, ¢ € [0, 1]. Hier schrei-
ben wir X statt k, um den Charakter der iiber X zufélligen Funktion in ¢ zu
betonen. Ein Neyman-Pearson-Test hat im Binomialmodell fiir ¢y, % € (0,1)
die Form

e =1((01/(L =) > w(Wo/ (1 0))¥),

wobei sich Faktoren unabhingig von ¢ in der Likelihood-Funktion heraus-
gekiirzt haben. Im Fall ¥, > 9y ldsst sich das zu ¢ = 1(X > K) mit & =
log(k)/log(¥1(1 —v0)/((99(1 —11))) vereinfachen. Wir lehnen also Hy : ¥ = 9y
zugunsten von Hj : 9 = 91 ab, wenn der Versuchsausgang X grofler als ein
kritischer Wert & ist.

Im Fall von Wahrscheinlichkeitsdichten fy der Mafe Py auf (RY, Bpa) ist
mit dem Lebesguemafl p und L(¥) = fy(X) beim Normalverteilungsmodell
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(N (Y, Eg))gepa beispielsweise L(0) = (2m)~4/2e~19=X*/2 ¢ine Glockenkurve in
9, die beim zufélligen Wert X zentriert ist.

Bei der Definition der Likelihood-Funktion &ndert sich im Vergleich zu den
Dichten py allein der Fokus auf den interessierenden Parameter 9} anstatt x.
Formal hingt L vom Mafl u ab, fiir die statistischen Aussagen, die L(1}) im-
mer unter einer Wahrscheinlichkeit Py, studieren, wird dies jedoch keine Rolle
spielen.

5.11 Satz. (Neyman-Pearson-Lemma) Es sei p* ein Neyman-Pearson-Test fiir
Hy : 9 =19 gegen Hy : 9 =191 und o := Py, (¢* = 1). Dann ist ¢* gleichmdifig
bester Test zum Niveau a: es gilt Py, (¢* = 1) = sup, Py, (¢ = 1), wobei das
Supremum tber alle Tests o vom Niveau o gebildet wird.

Beweis. Betrachte einen beliebigen Test ¢ vom Niveau a.. Der Beweis beruht auf
einer geschickten Zerlegung der Dichteintegrale mit der Beobachtung ¢*(z) =
1 = L(Y1,z) > kL(¥g,x) bzw. ¢*(z) = 0 = L(V1,2) < KL(Yo, ), was einen
MaBwechsel von Py, zu Py, gestattet:

Pgl((p*:1)—P191(<p:1):P791((p*:1,(,0:0)—P191(g0*:(),g0:1)

= /x (1" =1,9=0) = 1(p" =0, =1)) L(th) dp

> /xl(sO* =1, ¢ =0)kL(Jo) dp —/xl(sO* =0, ¢ =1)kL(do) dp

= ”(Pﬁo(gp* = 17Q0:O) _Pﬁo(@* =0,p= 1))
= ”(Pﬂo(@* = 1) —Pﬁo(SOZ 1)) 2 0,

wobei zuletzt die Definition von o und das Niveau « von ¢ eingegangen sind. [J

5.12 Beispiel. Wir betrachten den Fall, dass wir iiber n unabhéingige Be-
obachtungen einer U ([0, d])-Verteilung verfiigen, also das statistische Modell
(R™, Bgn, (U([0,9])®™)9=0). Beziiglich dem Lebesguemall u erhalten wir die
Likelihood-Funktion

L(”&) = ﬁﬁill[oﬂg) (Xl) = 197711(19 > max Xz)
=1

i=1,...,n

Testen wir Hy : 9 = ¥ gegen Hy : 9 = ¥ fiir 99 < 1, so hat jeder Neyman-
Pearson-Test die Gestalt

o(z) = 1<1<i_nllaxnxi < 191) > /s;(191/190)”1<i£naxnxi < 190)>, xeR".
Fir alle k(01/99)" > 1 gilt also ¢ = 1(maxj—1,. ,X; > VYp) und fiir alle
k(11 /90)™ < 1 gilt bloB ¢ = 1, wobei wir max; X; < 91 als Bedingung weglassen
konnen, da unter Py, und Py, dies fast sicher erfiillt ist. Fiir die groen Werte
von k besitzt ¢ stets Niveau a = 0% wegen X; < g Py,-f.s., fiir kleine Werte
von k besitzt ¢ nur Niveau a = 100%, verwirft also immer. Es existiert also
kein Neyman-Pearson-Test ¢ in unserem Sinn mit Py, (¢ =1) = a € (0,1).
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Fiir eine vollstdndige Theorie erlaubt man sogenannte randomisierte Tests
¢ : X — [0,1] (statt {0,1}!) mit der Interpretation, dass ein unabhéngiges Zu-
fallsexperiment durchgefiihrt wird, dass mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) die Null-
Hypothese ablehnt. Mathematisch wird die Menge der Tests konvexifiert, was
eine weitaus befriedigerende Theorie gestattet, insbesondere existiert zu jedem
Niveau a € [0, 1] ein randomisierter Neyman-Pearson-Test, der weiter optimal
ist. Fiir kompliziertere (zusammengesetzte) Null-Hypothesen oder Alternativen
l&sst sich die Idee des Neyman-Pearson-Tests verallgemeinern.

5.13 Definition. Es sei (X,.7,(Py)gco) ein statistisches Modell mit
Likelihood-Funktion L beziiglich einem Maf} p. Fiir ein beliebiges Testproblem
Hp : 9 € ©g gegen Hy : 9 € ©1 mit © = ©gUO; heifit ein Test der Form

supgee, L(V, )
=1
w(x) (sup,geeo L(v,x) ” H)

mit k > 0 Likelihood-Quotienten-Test.

5.14 Bemerkung. Bei Vorliegen einer Beobachtung x wéhlen wir also die-
jenigen Parameter ¢; € ©1 und ¥y € Oy, die jeweils die Likelihood L(9,x)
maximieren (falls die Suprema angenommen werden) und testen dann entspre-
chend des Neyman-Pearson-Ansatzes. Dies fithrt meist auf verniinftige und in
vielen Féllen sogar auf in geeignetem Sinne optimale Tests.

> Kontrollfragen

(a) Geben Sie alle Neyman-Pearson-Tests an im diskreten Modell mit X = {1, 2, 3}
und folgenden Zahldichten:

po(x) | x=1 | x=2 | x=3
v=1v | 02 | 05| 03
9=9; | 01 | 04 | 05

Welche Fehlerwahrscheinlichkeiten erster Art ergeben sich?

Betrachte Neyman-Pearson-Tests ¢, (x) = l(izlgi; > k) (der Nenner ist nie
NE:

null). Fiir k € [0,1/2) gilt p.(z) = 1 (verwerfe Hy immer), fiir k € [1/2,4/5)
gilt v (x) = 1(x € {2,3}), fur k € [4/5,5/3) gilt ..(x) = 1(xz = 3) und fiir
k = 5/3 gilt p.(x) = 0 (akzeptiere Hy immer). Das Niveau dieser Tests ist
(in der Reihenfolge) « =1, «a=0,5+0,3=10,8, & =0,3, a =0.

(b) Bestimmen Sie die Neyman-Pearson-Tests fiir das Normalverteilungsmodell
(N(9,1)®")9ecr, wo n unabhingige N (9, 1)-verteilte Beobachtungen vorlie-
gen.

Die Likelihood-Funktion (beziiglich LebesguemaB im R™) ist

L(¥) = (2m) "% exp ( - %Zn:(Xl - 19)2).

i=1

Fiir 99 < 91 hat also ein Neyman-Pearson-Test auf Hy : ¥ = 1) gegen H; :
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¥ = 91 die Form

n

0= 1<exp ( = %zn:(Xz - 191)2> > Kexp ( - %Z(Xl - 190)2))
i=1 =1

= 1(5 30 (X = 90)? = (X = 01)?) > log(w)

- log(k) + n(¥9? — ¥2)/2
:1<2Xi> g()ﬂl(_;?() o)/ )

Da k > 0 gewahlt wird, kdnnen wir auch gleich die rechte Seite der letzten
Ungleichung in R geeignet wahlen, um das Niveau einzuhalten. Jeder Neyman-
Pearson-Test hat also die Form ¢ = 1(}_1", X; > K) mit & € R geeignet.
Dies ist auch sehr intuitiv, weil eine groBe Summe ). X; eher fiir ¥; als fiir
¥y als Erwartungswert spricht. Im Fall ¢; < ¢y dreht sich iibrigens auch im
Neyman-Pearson-Test nur die Ungleichung um.

(c) Wie geht der Beweis des Neyman-Pearson-Lemmas im Spezialfall von Z3hl-
dichten?

Genauso, wir ersetzen nur Integrale durch Summen und schreiben hier py(z)
statt L(9, z):

Py, (" =1) = Py, (p=1) = Py, (¢" =1, =0) = Py, (¢* =0,p=1)
=> (e (k) = 1, o(k) = 0) — 1(p* (k) = 0, p(k) = 1)) pg, (k)

kEZ
> Y 1" (k) =1, p(k) = 0) wpg, (k) = D 1" (k) = 0, p(k) = 1) wpy, (k)
keZ keZ

:H(Pﬂo(w* = 174,0:0) —Pﬂo(@* :O,QO: 1))
= K (Pyo (9" = 1) = Py (p = 1)) 20,

(d) Wieso ist der Binomialtest zum Niveau « fiir Hy : 9 = 9 gegen Hy : ¥ =

mit 1 > ¥p aus Bemerkung[5.10] auch gleichmiBig bester Test vom Niveau «
fiir das einseitige Testproblem Hy : 9 = ¥y gegen Hy : 9 > 9¢?
Fiir jedes ¢ > ¥ hat der Neyman-Pearson-Test zum Niveau « die gleiche
Form (vergleiche Bemerkung [5.10] und beachte, dass fiir das Niveau nur 9
entscheidend ist). Damit besitzt er kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter
Art an jeder stelle ¥y > 9y als jeder andere Test. Das bedeutet gerade, dass
es sich um einen gleichmiBig besten Test handelt.

(e) Wie ergibt sich der zweiseitige Binomialtest aus Beispiel als Likelihood-
Quotienten-Test?

Es ist (beziiglich ZéhImaB)

SUDy£1/2 L9, x) _ SUPyelo,1] (Z)W(l -0 — 9 (/) (1 — /n)" T

wie eine einfache Kurvendiskussion ergibt. Der Likelihoodquotient ist in z sym-
metrisch um n/2 und wichst in |x —n/2|, so dass der Likelihoodquotiententest
in der Tat auf den zweiseitigen Binomialtest in Beispiel [5.4] fiihrt.

Ende 21. Vorlesung
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5.2 Der y?-Anpassungstest

5.15 Beispiel. Als typisches Beispiel fiir einen Multinomial- und y2-Test, be-
trachte einen Zufallszahlengenerator der die Ziffern ’0’, ’1’,...,’9” alle gleich-
wahrscheinlich (und unabhéngig voneinander) ziehen soll. Bei n Aufrufen liefert
er jeweils X;-mal die Ziffer j, j = 0,...,9. Wie kénnen wir die Null-Hypothese
der Gleichverteilung testen?

Unter der Nullhypothese gilt fir X = (X, ..., Xy) geméB Definition [I.25]
X ~ Mult(n, 10, pg,...,pg) mit pg = --- = pg = 1/10. Unter der Alternative
gelte immer noch X ~ Mult(n, 10, po, . ..,p9), aber mit anderen Klassenwahr-
scheinlichkeiten pg,...,pg. Wir betrachten dazu den Likelihood-Quotienten-
Test, den wir im folgenden bestimmen und asymptotisch fiir grofle n appro-
ximieren werden.

5.16 Lemma. Betrachte das durch Mult(n,r,p1,...,p,) gegebene statistische
Modell mit p; > 0, 22:1 pj = 1 und einen festen Vektor von Klassenwahr-
scheinlichkeiten p° mit pg > 0 und Z;le? = 1. Dann hat der Likelihood-

Quotienten-Test fiir die Null-Hypothese Hy : p = p° gegen die Alternative
Hy :p#p® die Form

T
.
. :1(§ ;1o (—3)2;%), 7 R,
(P() = J g np?

wobei jeder Summand bei x; = 0 stetig durch Null fortgesetzt sei.

Beweis. Die Likelihood-Funktion (beziiglich Zahlmafi p) ist gerade die Zihl-
dichte aus Definition [1.25]

n!

: X X,
SIS W R
X

L(p) = X

Diese ist stetig in p, so dass das Supremum iiber alle p # p° gleich dem
Maximum iiber alle p ist. Wir behaupten, dass das Maximum bei p =
(X1/n,..., X, /n) angenommen wird. In der Tat ist

L(p) = L(X1/n, ..., X, /n) H (%)Xj

J

< L(Xl/n,...,Xr/n)eXP(ZXJ(% - ))
j J

=L(Xy/n,....,X,/n)exp(n —n) = L(X1/n,..., X, /n),

wobei sich wegen z° := 1 fiir alle 2 > 0 das Produkt und die Summe nur iiber
alle 7 mit X; > 1 erstreckt und wir die Ungleichung

147 <J[eb ) =exp (ZPj(Aj - 1)>’ Aj eR, p; 20,
7

J J

benutzt haben. Alternativ kann man das Maximum auch durch Ableiten mit
einem Lagrangemultiplikator fiir die Nebenbedingung > ;=1 bestimmen.
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Wir erhalten also

SUPy,_£0 L(p) _ L(Xi/n,...,X./n) ﬁ (&)Xj
L(p°) L(p},....pY) iy ey

Logarithmieren ergibt fiir den Likelihood-Quotienten-Test mit kritischem Wert
k > 0 (beachte 1og(XJX'7) =0 im Fall X; = 0 wegen 0" := 1)

x) = 1(ixj log (n%o) > log(ﬁ)).
j=1 J

Mit & = log(x) € R folgt die Behauptung. O

5.17 Definition. Der in Lemma hergeleitete Test heifit Multinomialtest.

5.18 Bemerkung. Die Bestimmung des kritischen Werts &, um ein gegebenes
Niveau a im Multinomialtest einzuhalten, ist schwierig und wird in der Praxis
durch Simulation (unter der Mult(n, 7, p°)-Verteilung) erreicht.
Unter der Asymptotik n — oo ergibt sich eine weitreichende Vereinfachung.
Zunichst betrachten wir dazu die quadratische Taylorentwicklung
(x — )2 (x — )3

1 =(z — — fiir ein A 1
zlog(x/x0) = (x — xo) + 520 6(z0 + Iz — 20) 2 tir ein h € [0, 1]

und erwarten fiir X ~ Mult(n,r, p") und groBe n

. X . (X; —np — npY)
5t () 55 (0t iy ) 3 5
j=1 J j

j=1 7j=1 2np]
wobei wir >, X; =) np? = n ausgenutzt haben.

5.19 Definition. Ist X ~ Mult(n,r,p) und p° ein Vektor von Klassenwahr-
scheinlichkeiten mit p?- >0,7=1,...,7, so heif}t

(X = n)?

0
7=1 npj
Pearsons y2-Teststatistik. Der y2-Anpassungstest fiir die Hypothese Hy : p = p®
gegen Hy : p # p° ist gegeben durch ¢ = 1(V,2 > k) fiir einen kritischen Wert
K > 0.

5.20 Bemerkung. In V2 werden also die gewichteten quadratischen Abwei-
chungen von X; zum Erwartungswert np? unter der Null-Hypothese aufsum-

miert. Die Form n—;o der Gewichte stellt sich dabei als optimal heraus (es ist
j
nicht die Varianz von X;!). Wir zeigen jetzt rigoros, dass Pearsons Teststatistik
die Teststatistik des Multinomialtests approximiert, und beweisen dann, dass

V2 asymptotisch y2-verteilt ist.
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5.21 Lemma. Fiir X ~ Mult(n,r,p°) und n — oo gilt
r X, p
17,2
W2 -3 X log (TPJO) L o.
j=1 J

Beweis. Aus X ~ Mult(n,r, p°) folgt ja X; ~ Bin(n,p?) und nach dem ZGWS
n12(X; — np?) 4 N (0, p?(l - p?)). Insbesondere sind die Verteilungen gem#f3
Beispiel [£.33] straff, und fiir jedes £ > 0 existiert ein K. > 0 mit

Yn>1: P<n71/2|Xj - np?| > KE) <e.

Fiir das Restglied der Taylorentwicklung bei hinreichend groflem n gilt mit
Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — ¢ (genauer: auf dem Ereignis {n~1/2|X; —
np9| < K.})

X X —npY)? X — npll3
o () - Sy Pl
np; 2npj helo,1] 6(npj + h(X; — npj))
‘Xj - np?‘g < n-1/2 Kg
(np)) — 1X; — npf])? (P} —n~YV2K.)?
, X, —np0)2
Dies zeigt (wie genau?) stochastische Konvergenz X log(nipjo) — % Lo

fiir jedes j. Mittels Dreiecksungleichung folgt damit auch die Konvergenz der
Summe iiber j. O

5.22 Satz. Fir X ~ Mult(n,r,p°) und n — oo erhalten wir Konvergenz der
x?2-Teststatistik gegen die x*-Verteilung mit r — 1 Freiheitsgraden:

V2 LN 2(r—1).
Beweis. Die wichtigste Beobachtung fiir den Beweis ist, dass

" (X — np?)?

2 ( J pj
oy By
J

=1

X1 —np! XT—an)T

= |V, | mit Yy, := (

gilt. Unten zeigen wir Y, 4N (0,%) mit Kovarianzmatrix ¥ = E, —ww' €
R™ ", wobei w = (\/pTl), . \/pTQ)T € R" ein Einheitsvektor ist: [w|? = Zj p? =
1. Insbesondere ist w ein Eigenvektor von ¥ zum Eigenwert 0, und jeder Vek-
tor v € R" orthogonal zu w ist Eigenvektor von ¥ zum FEigenwert 1 wegen
ww'v = w(w,v) = 0. Also erhalten wir die Diagonalisierung ¥ = ODO" mit
der Diagonalmatrix D = diag(1,...,1,0) und einer Orthogonalmatrix O (d.h.
O"O = E,). Da die Euklidische Norm invariant unter orthogonalen Transfor-
mationen und stetig ist, folgt mit Z ~ N(0,X) und W := OTZ ~ N(0,D)
gemifl Satz d.h. Wy, ...,W,_1 ~ N(0,1), W, = 0 und unabhéngig:

r—1
d
Yal? S |27 = WP =Y W7~ P (r = 1);
7=1
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denn gemaf Beispiel ist die Norm eines m-dimensionalen standardnormal-
verteilten Zufallsvektors gerade y?(m)-verteilt. Dies zeigt die Behauptung.

Es bleibt, Y, 4 N (0,%) mittels charakteristischer Funktionen nachzu-
weisen (beachte, dass die X; nicht unabhingig sind!). Fiir die Berechnung
verwenden wir die verallgemeinerte binomische Formel (a; + -+ + a,)" =
Yok kllnk ,al '...akr mit a; € C und Summation iiber k = (ky,...,k,) € Nj,
mit Y. ; kj = n, vergleiche die Multinomialzéhldichte. Wir erhalten fiir u € R?

und v = (u1//np?, ..., u//npl) "

E [ei(u,an ) [ei(v1X1+---+var)} efin(vlp?+---+mp9)

!
(k14 Avrks n 0\k 0\kyr ,—in(v1pd+--+vrp?
Y eltohrtod) S () () e

Lk

— (6i01p(1) 4+t wrp )nefi”(vlp(1)+'--+vrpg)
- .
Eine Taylorentwicklung der Exponentialfunktionen zeigt also fiir n — oo

C,OY" (u) _ ((eiul/ np(l)p(l] NI eiuT/ npgp(g)e—i(u1m+.-.+ur\/1?9)/\/ﬁ)n

(S0t 00 )

S T R S e

J=1

= (1 + %<Zuj(p?)1/2> — % iu? + O(n_3/2))n
=1 j=1
o (35 (S ).
j=1 j=1

Die quadratische Form im Exponenten ist gerade gleich —3(|ul*> — (u w>2) =
—2(3u, u). Mit Blick auf Lemma haben wir damit ¢¥»(u) — V(03 (v)

gezeigt. Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy gilt also Y, 4N (0,%). O

5.23 Bemerkung. Die geneigten Leser mogen einen Blick auf Abschnitte 11.1
und 11.2 im Georgii werfen, wo diese Beweise elementarer (z.B. ohne cha-
rakteristische Funktionen), aber sehr viel aufwindiger gefiihrt werden. Im y?2-
Anpassungstest konnen wir jetzt also zu einem gegebenen asymptotischen Ni-
veau « einfach den kritischen Wert ko > 0 mit P(Y > ko) = afiir Y ~ x?(r—1)
withlen (kg is das (1 — a)-Quantil der x?(r — 1)-Verteilung). Uberraschender-
weise hingt die asymptotische Verteilung nicht von p° ab. Man sagt, der x2-
Anpasssungstest sei asymptotisch verteilungsfrei.

5.24 Korollar. Der x?-Anpassungstest mit dem (1 — a)-Quantil ko, der x*(r —
1)-Verteilung hat asymptotisches Niveau o € (0,1):

lim P, V2 > k) = a.
s Mult(n,r,po)( n Oé)
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz, wenn man beachtet, dass die x?(r —1)-
Verteilung eine stetige Verteilungsfunktion besitzt, so dass Konvergenz in
Verteilung die Konvergenz der Verteilungsfunktionen an jedem Punkt impli-
ziert. O

5.25 Beispiel. Klassisch ist die Verwendung des y?-Anpassungstests zur Ana-
lyse des grundlegenden Experiments zur Vererbungslehre. Mendel beobachtete
bei den Friichten bestimmter Erbsenpflanzen die Ausprégungen rund (A) und
kantig (a) sowie gelb (B) und griin (b). Geméf der Theorie werden die Merkmale
A und B dominant, die Merkmale a und b rezessiv vererbt. Die Genotypen 'AA’,
"Aa’, ’aA’ fithren also zum Phénotyp A und der Genotyp ’aa’ zum Phénotyp
a. Entsprechendes gilt fiir das Farbmerkmal. Betrachtet man Nachkommen des
(heterozygoten) Genotyps ’AaBb’, so sollten daher die Merkmale AB, Ab, aB,
ab im Verhéltnis 9:3:3:1 auftreten. Mendel (1865) publizierte folgende Daten
bei n = 556 Erbsenpflanzen:
Merkmale | gelb | griin
rund 315 | 108
kantig 101 32

Wir wenden den x2-Anpassungstest mit r = 4 und Klassenwahrschein-
lichkeiten p° = (9/16,3/16,3/16,1/16) an. Wir wihlen o = 0,1 (recht groB,
um Abweichungen von der Theorie moglichst sicher aufzudecken) und erhalten
Ko = 6,3 als 0,9-Quantil der x?(3)-Verteilung (Statistik-Software). Einsetzen
der Daten liefert V.2 = 0,47, so dass der Test die Vererbungstheorie akzeptiert.
Die Ubereinstimmung der Daten ist so groB, dass sogar ein Test zum Niveau
90% die Null-Hypothese akzeptiert hiitte. Daher wurde und wird spekuliert, ob
Mendel die Daten manipuliert haben konnte, allerdings wurde der y2-Test von
Pearson erst im Jahr 1900 entwickelt, diese Analyse stand Mendel also nicht
zur Verfiigung.

> Kontrollfragen

(a) Im Fall von zwei Klassen entspricht ja die Mult(n,2, (p,1 — p))-Verteilung
einer Bin(n, p)-Verteilung. Wie vereinfachen sich in diesem Fall Multinomial-
und x2-Test? Vollziehe die Beweise in diesem einfacheren Spezialfall nach.

Ist X ~ Bin(n, p), soist (X,n—X) ~ Mult(n, 2, p, 1—p). Der Multinomialtest
ist dann

)+(nX)log(M) >i), RER,

was gerade einem Binomialtest fiir Hy : p = p° gegen H; : p # p° entspricht.
Vergleiche Kontrollfrage 20(e).

Die y2-Teststatistik ist

= 1<X10g (%po

(X —np®)?  (n—X-n(1-p°)* (X —np")?

V2= —
np? n(1—pO) np?(1 —p°)

n

X—np0 i>
V/np° (1-p°)
N(0,1) fiir n — oo und X ~ Bin(n,p"). Wegen Stetigkeit der Quadrat-

nach dem Satz von de Moivre-Laplace (oder ZGWS) gilt
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funktion und Z2 ~ x%(1) fiir Z ~ N(0,1) folgt also
X —np 2y
) XA,

v (=
np°(1 —p°

Wegen r = 2 ist das genau die Aussage von Satz Die Beweise werden
erheblich expliziter. So besitzt die Kovarianzmatrix ¥ € R?*? gerade die nor-
mierten Eigenvektoren w = (\/E, V1—=p9T und wt = (/1 —p°, f\/ﬁ)T,
so dass man konkret diagonalisieren kann.
Angenommen in Beispiel liefert der Zufallszahlengenerator n = 10000
Ziffern und folgende Haufigkeiten
0’ 7 23 4 '5' 6| T '8’ 9’
988 | 1014 | 990 | 995 | 1010 | 1004 | 994 | 987 | 1019 | 999
Schéatzen Sie zunachst rein intuitiv, ob die Daten eher fiir oder gegen gleich-
wahrscheinliche Ziffern sprechen. Bestimmen Sie nun den y2-Anpassungstest
und testen Sie zum Niveau o = 0,1 die Null-Hypothese gleichwahrscheinlicher
Ziffern (Quantile in Mathematik-Software und [Tabelle).
Die Abweichungen vom Erwartungswert sind bei jeder Ziffer im Bereich von
0—2%. Jede Anzahl ist Bin(10 000, 0, 1)-verteilt, hat also Standardabweichung
np(1 — p) = 30. Das scheint einzeln also noch keine signifikante Abweichung
vom Erwartungswert zu sein, aber bei simultanen Abweichungen im Zehndi-
mensionalen mag das weniger klar sein.
Berechne die x*-Statistik mit np} = 1000, j = 0,...,9, und erhalte V;? =
0,567. Wegen 7 = 10 wird das 0, 9-Quantil der x?(9)-Verteilung benstigt, das
go,o = 14,68 betrigt. Wegen V> < qo9 lehnen wir die Nullhypothese also
nicht ab, dass die Ziffern mit gleicher Wahrscheinlichkeit (und unabhingig)
gezogen wurden. Wie bei Mendels Erbsen ist auch hier die Ubereinstimmung
eher zu groB (auch fiir « = 0,995 hatten wir Hy noch akzeptiert). Wir sollten
also sehr misstrauisch sein, ob der Zufallszahlengenerator nicht vielleicht 'zu
gleichverteilt’ ist.

Leite formal die stochastische Konvergenz im Beweis von Lemma aus der
gezeigten Ungleichung her.
Gezeigt wurde fiir Y,, := X log(X;/(np9)) — (X; — np)?/(2np})

P(|Yn| > n ' 2PE2(p) —nPK) ) < e

fiir alle € > 0 mit jeweils einem K. > 0. Fiir jedes € > 0 und § > 0 existiert
also ein hinreichend groBes N(d,¢) € N mit

Vn > N(d,e) : P(|Y,] >9) <e.

Das heiBt aber gerade, dass die Konvergenz P(|Y,,| > §) — 0 fiir alle 6 > 0

vorliegt, also stochastische Konvergenz Y,, 0 (die vertauschte Notation mit
0 und € mag zun&chst verwirren).

Wie kann eine orthogonale Matrix O mit ¥ = ODOT im Beweis von Satz
konstruiert werden?

In den Spalten von O stehen gerade die (orthonormalen) Eigenvektoren
Vly..., Uy, also O = (vl U,,). Waihle vy := w und bestimme (z.B. mit
Gram-Schmidt-Verfahren) eine Orthonormalbasis vs, . . ., v, vom orthogonalen
Komplement U = {u € R" | (u, w) = 0}.

Gilt die Asymptotik in Korollar [5.24] auch fiir die entsprechende Multinomial-
Teststatistik anstelle von V,27
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Sei M, := 2377, X;log(X;/(np})) die Multinomial-Teststatistik, fiir die
Lemma V2 M, £ 0 zeigt. Die Frage ist, ob aus V2 % y2(r — 1) dann
auch M, 4, x2(r — 1) folgt. Die Antwort ist ja und ist eine Form des Lem-
ma von Slutsky (Stochastik I1). Hier argumentieren wir so: es geniigt, fiir die
charakteristischen Funktionen E[¢?*Mn] — E[e?V] — 0 zu zeigen (da ja dann
auch die charakteristische Funktion.von M,, gegen die charakteristische Funk-
tion von x2(r — 1) konvergiert). Da  + e'® Lipschitz-stetig (mit Konstante
|u]) und durch Eins beschrankt ist, gilt fiir jedes u € R

E[je™ M — ¢V || < Efmin(ju(M, — V2)[,2)] = 0,

Dies folgt aus dominierter Konvergenz gemaB Satz d), da das Argument
des Erwartungswerts stochastisch gegen Null konvergiert (stetige Funktion von
M,, — V;2) und durch 2 beschrinkt ist.

Ende 22. Vorlesung

5.3 Einfiihrung in die Schitztheorie

5.26 Bemerkung. H&ufig ist ein Modell bis auf gewisse Parameter unbekannt,
und anhand von Daten sollen diese Parameter geschéitzt werden. Im folgenden
werden wir nur das Problem betrachten, wie ein reeller Parameter geschétzt
werden kann. Dabei stellt sich die grundsétzliche Frage, welches von vielen
moglichen Schétzverfahren minimalen Schéatzfehler aufweist. Zu diesem Zweck
muss natiirlich zunéchst erst einmal der Begriff eines Schétzverfahrens und sei-
nes Schéatzfehlers geklért werden. Wir beschranken uns auf die Untersuchung
des mittleren quadratischen Fehler.

5.27 Definition. Es sei (X, .7, (Py)yco) ein statistisches Modell mit Para-
metermenge © C R. Jede messbare Funktion ¥ : X — R heiBt Schitzer
(oder Schétzverfahren, Schiatzmethode) von ¥). Fiir eine Realisierung (konkrete
Beobachtung, Stichprobe) x € X ist 9(z) der zugehdrige Schiitzwert.

Der mittlere quadratische Fehler MSE (mean squared error, quadratisches

Risiko) eines Schitzers U von 9 ist gegeben durch

R(9,9) := Ey[(¥ — 9)?] := /x(ﬁ(x) —9)2Py(dz) € [0,00], € O.

5.28 Bemerkung. Als Schitzer wird also zunichst jede beliebige (messbare)
Methode zugelassen, die die Beobachtungen x auf die reellen Zahlen abbil-
det. Fiir den MSE betrachten wir die quadratische Abweichung des Schétz-
wertes U(z) vom wahren (aber unbekannten) Parameter o. Diese Abweichung
(D(x) —9)? ist allerdings zufillig, und der MSE ist der Erwartungswert der Ab-
weichung unter dem wahren (datenerzeugenden) Wahrscheinlichkeitsmafl Py.
Insbesondere hiangt der Schétzfehler nicht nur von der Schétzmethode, sondern
im Allgemeinen auch vom wahren, aber unbekannten Parameter ab.

5.29 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Fiir ein n-fach wiederholtes physika-
lisches Experiment, wo die Messfehler als N (0, 0)-verteilt fiir ein (bekanntes)

105



o > 0 angenommen werden konnen, ist (R",Bgn, (Py)yco) mit © = R und
Py = N(9,0%)%" ein oft adiiquates statistisches Modell fiir die Messergebnisse.

Schiitzer von ¢ sind ¥1(z) = 15 (egal, welche Daten vorliegen, wird
immer der Wert 15 geschiitzt), Jo(z) = 21 (schiitze ¥ durch den ersten
Messwert), U3(z) = LS | @; (schéitze ¥ durch den Mittelwert der Messwerte),
D4(x) =Median(z1, ..., x,) (schitze ¥ durch den Median der Messwerte). Dann
gilt R(J1,0) = (15 — 9)2, R(Js,9) = 02, R(J3,9) = % und R(J4,9) ist nicht
explizit berechenbar. Der MSE von Vs ist stets grofler als der MSE von 1§3, aber
je nach Parameterwert ¢ kann der MSE von U1 kleiner oder auch viel grofer
als der MSE von 193 sein.

5.30 Definition. Gilt J € £ (Py) fiir einen Schiitzer 9 von 9 (also Eg[|J]] <
00), so heifit R R

B, ) = Eg[d] — 0
Bias (Verzerrung) von 9 bei 9. Gilt B(9,9) = 0 (also Ey[J] = ) fiir alle ¥ € O,
so heiBt der Schiitzer ¥ erwartungstreu (unverzerrt).

5.31 Lemma (Bias-Varianz-Zerlegung). Fiir einen Schitzer 0 € £%(Py) gilt
die Bias-Varianz-Zerlegung des MSE

A~

R(9,9) = B(9,9)? + Varg(d).
Insbesondere ist R(9,9) = Varg(d)) fiir erwartungstreue Schitzer 9 € £%(Py).

Beweis. Wende die Bias-Varianz-Zerlegung aus Satz mit X = 1§, r =1
und P = Py an. O

5.32 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Im Normalverteilungsbeispiel sind
792 und 293 offensichtlich erwartungstreu, auch der Median 194 ist erwartungstreu
(folgt mit einem Symmetrieargument). Der Schétzer U1 ist nicht erwartungs-
treu (es gilt Eg[d1] = ¢ nur im Fall ¥ = 15). Die beiden Summanden in der
Bias-Varianz-Zerlegung sind nicht-negativ, und 192, 193, U4 minimieren den Bias-
Anteil B (192, 9)?, wihrend U1 den Varianzanteil Varyg (5‘4) minimiert.

5.33 Bemerkung. Oft ist (ndherungsweise) Erwartungstreue eine gewiinsch-
te Eigenschaft, die insbesondere artifizielle Schétzer wie U1 ausschlieBt. Es sei
jedoch darauf hingewiesen, dass in hochdimensionalen Problemen (© C R? mit
d gro}) meist der Varianzanteil im Schitzfehler iiberwiegt und auf Erwartungs-
treue verzichtet werden muss.

Fiir die Klasse der erwartungstreuen Schitzer konnen wir untere Schranken
fir den MSE beweisen. Wenn der MSE eines Schitzers diese untere Schranke
erreicht, ist dieser also optimal. Wenn man bedenkt, dass wir jede messbare
Funktion der Daten als Schéiitzer zulassen, ist allein die Existenz solcher unteren
Schranken tiberraschend.

5.34 Lemma (Chapman-Robbins-Ungleichung). Es sei (X,.%, (Py)yeco), © C
R, ein statistisches Modell mit Likelihood-Funktion L(9) beziiglich einem Maj3
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w. Ist U ein erwartungstreuer Schitzer von ¥, so gilt fir alle ¥,99 € © mit
Py # Py,, Vo € X : L(Yg,z) =0 = L(¥,2) = 0 und L(9)/L(Yo) € L>(Py,)

) (9 — B)?
RO, %0) 2 G ) /L0

5.35 Bemerkung. Geméafl der Konvention in der Maf3theorie setzen wir im Fall
L(Yy,z) = L(Y,z) = 0 den Quotienten L(V,z)/L(Jy,x) := 0. Man kann sich
iiberlegen, dass die Bedingung Vo € X : L(Yp,z) = 0 = L(9,z) = 0 dquivalent
ist zur Absolutstetigkeit Py < Py, geméf Bemerkung [1.59

Beweis. Der Beweis fufit auf einer geschickten Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung in .#?(Py,). Da 9 erwartungstreu ist, gilt nach Definition der
Likelihood-Funktion

¥ — 9 = Eg[d — o] — Eg, [0 — V)]

_ /x@@(x) —00)(L(9,x) — L(0y, 2)) u(dx)
= [ 0a) = 00 (£ = 1) 00, )
5y, [0- o0 (22 1))

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daher

L(¥)
L(do)

A 2 A
(9 —09)? < Ey, [(0 - 190)2} Ey, [( - 1) ] = R(D,90) Varg, (L(9)/L(00)),
wobei wir Ey, [L(9)/L(%)] = [(L(¥)/L(Y0))L(Yo) dn = | L(¥) du = 1 benutzt
haben. Wére Vary, (L(9)/L(J9)) = 0, so wiirde L(9)/L(¥9) = 1 Py,-fast sicher
gelten, was aber der Annahme Py # Py, widerspricht. Daher kénnen wir durch
Vary, (L(9)/L(0)) teilen und erhalten die Chapman-Robbins-Ungleichung. [

5.36 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Im Normalverteilungsbeispiel ist die
Likelihoodfunktion L(¥,z) = (2r02)~"/2 exp(— 31, (v; —9)?/(20?)) beziiglich
dem Lebesguemafl p. Insbesondere ist L(¢,x) > 0 fiir alle ¥ € R, z € R".
Weiterhin gilt

L) ~ &P (% (% =00 = (x; = 0)?))

n

~

1 n
= exp (5 D (0= D)X — 55 (02— 3R)).

H'M:
)

Da Exponentialfunktionen beziiglich der Normalverteilungsdichte integrierbar
sind, gilt L(9)/L(¥0) € £?*(Py,). Die Voraussetzungen der Chapman-Robbins-
Ungleichung sind daher erfiillt. Schreiben wir X; = 9J¢ 4+ ¢ Z; mit unabhéngigen
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Z;j ~ N(0,1) unter Py,, so erhalten wir

o ()] = B o0 (5 200w e (- 22200

1=

=FE [exp (22"3 v ;19021)] exp ( — W)

g
1=

=FE [exp (219 ;190 Zl>]nexp < o ;2190)2>
n(¥ — 190)2>
o2 ’

:exp<

wobei wir die Formel E[e7Z] = ¢7*/2 fiir y € R, Z ~ N(0,1) benutzt haben.
Wegen Ey,[L(9)/L(¥9)] = 1 zeigt die Chapman-Robbins-Ungleichung also die
(itber ¥ # Y9 maximierte) untere Schranke

5 (¥ —99)? o?

R(9,99) = su = —.
(¥, 90) ﬁER\?ﬁO} exp(n(d —9p)?c72)—1 n

Das Supremum haben wir dabei erhalten fiir (¢ — 9)? — 0 (Berechnung mit
L’Hopital-Regel). Der MSE jedes erwartungstreuen Schétzers ist also minde-

g

stens -. Das Stichprobenmittel U3 besitzt genau diesen MSE und ist also

(im Normalverteilungsmodell!) optimal. Der Stichprobenmedian J4 besitzt iibri-
gens einen leicht hoheren MSE, hat aber bessere Robustheitseigenschaften, falls
die Fehler nicht entsprechend einer Normalverteilung um den Erwartungswert
streuen.

5.37 Bemerkung. Auch allgemein wird die untere Schranke von Chapman-
Robbins meist maximal fiir 19 — ¢. Falls die Likelihood-Funktion bei v diffe-
renzierbar in 9 ist und alle folgenden Operationen erlaubt sind, so erhalten wir
fir ¥ — 190

(0 — 9)? L(9) — L(%) \27\ -
Vary, (L(ﬁ)(}L(ﬁo)) = (Ea {(L(ﬁo)(ﬁ = 1;;))2]) 1

B L00)\ 27y
- (= (550 )

= (2 [(Greteon) ) =

Die Zahl p )
1(90) = Bg, | (5 108(L(20)) )|

heifit Fisher-Information des Modells bei 9y und besitzt viele fiir ein Infor-
mationsmafl wiinschenswerte Eigenschaften. So ist beispielsweise die Fisher-
Information beim n-fachen Produktmodell gerade n-mal die Fisher-Information
beim einfachen Modell. Dies und die erforderliche Regularitéit des statistischen
Modells wird in Abschnitt 7.5 bei Georgii (elementarer auch in Abschnitt 4.5
bei Krengel) dargestellt. Wir geben ohne Beweis die daraus erhaltene berithmte
untere Schranke an.
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5.38 Satz (Cramér-Rao-Unlgeichung, Informationsungleichung). In einem re-
guldren statistischen Modell (X,.7,(Py)yco), © C R, mit Likelihood-Funktion
L(9) und Fisher-Information I(J) gilt fir den MSE jedes erwartungstreuen

Schatzers ¥ von U )
V9 €O R(D,0) > —.

Beweis. Satz 7.19 in Georgii mit 7(J) = 9. O
5.39 Beispiel. Im Normalverteilungsmodell (R™, Bgn, (N (9, 02)%")ycr) mit
o > 0 bekannt gilt

n

L 10s(L(9)) = 5~ nlog(2r0%) /2~ 5 >0 - SEDY

i=1

X;—0

o2

Wegen Ey[X; — 9] = 0 und Unabhéngigkeit der X; erhalten wir die Fisher-
Information

. o2

1=

I(Y) =Ey [(%log(L(ﬂ))Y} = Vary (i Xi— ﬂ) = 04iVaw(Xi) _ %7

entsprechend der obigen Herleitung aus der Chapman-Robbins-Ungleichung.
Das Normalverteilungsmodell erfiillt auch die notwendigen Regularitatsbedin-
gungen, so dass die Cramér-Rao-Ungleichung direkt anwendbar ist.

Auch im Binomialmodell ({0, ...,n}, ({0, ...,n}), (Bin(n,9))ge(0,1)) lésst
sich nachrechnen, dass das Stichprobenmittel (die relative Hiufigkeit) 9 = X/n

D(1—9)

ein erwartungstreuer Schétzer von ¢ ist, dessen MSE R(@, J) = minimal

ist. Beachte, dass hier der MSE in der Tat von ¥ abhéngt.
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Markus Reif3

Vorlesung Stochastik 1
Sommersemester 2020
Humboldt-Universitéat zu Berlin

(a)

Fragenkatalog zur Priifung

Formuliere und beweise: Poissonscher Grenzwertsatz, Eigenschaften
von Verteilungsfunktionen, Dichtetransformationssatz (einfachste Versi-
on, d = 1), Bayesformel, Lemma von Borel-Cantelli, Jensensche Unglei-
chung, Rechenregeln von Erwartungswert, Varianz und Kovarianz, Mar-
kovungleichung, Tschebyschevungleichung, schwaches Gesetz der grofien
Zahlen, zentraler Grenzwertsatz (Standardversion).

Formuliere und gebe die Hauptargumente im Beweis an: Satz von Vitali, 0-
1-Gesetz von Kolmogorov, starkes Gesetz der grofien Zahlen, Auswahlsatz
von Helly, Lévy-Stetigkeitssatz, Grenzwertsatz nach Lindeberg, Satz von
Glivenko-Cantelli.

Was ist die Verteilung PX einer Zufallsvariablen X? Wie ist der Erwar-
tungswert von einer reellwertigen Zufallsvariablen X allgemein definiert?
Fiir welche Funktionen h gilt E[h(X)] = [ h(z)P¥X(dr) und wie beweist
man dies? Wie kann man den Erwartungswert bei Existenz von Dich-
ten bzw. Z#hldichten berechnen? Welches Fehlerkriterium minimiert der
Erwartungswert, welches ein Median? In welchem Sinn ist ein Neyman-
Pearson-Test optimal?

Welche Konvergenzarten von Zufallsvariablen gibt es? Welche Implikatio-
nen gelten und welche nicht (Gegenbeispiele!)?

Welche Kriterien fiir Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen gibt es? Was
ist der Zusammenhang zum Produktmafl/Produktraum? Was gilt unter
Unabhéngigkeit und was bereits fiir unkorrelierte Zufallsvariablen?

Gib Dichte bzw. Z#hldichte an von Gleichverteilung, Binomialvertei-
lung, hypergeometrischer Verteilung, geometrischer Verteilung, Poisson-
verteilung, Normalverteilung, Exponentialverteilung, y2-Verteilung, T'-
Verteilung. Wo treten diese Verteilungen auf? Berechne Erwartungswert,
Varianz und charakteristische Funktion von Binomialverteilung, Poisson-
verteilung, Normalverteilung. Welche dieser Verteilungen bilden Faltungs-
halbgruppen?

Lose die Probeklausur und Ubungsaufgaben erneut. Gib insbesondere bei
den Textaufgaben jeweils eine exakte Definition des Wahrscheinlichkeits-
raums und der Zufallsvariablen und begriinde gut die Modellierung.

Uberlege zu den Resultaten in (a) und (b) Beispiele sowie Gegenbeispiele,
wo Voraussetzungen verletzt sind und die Aussage nicht gilt.
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Markus Reif3

Vorlesung Stochastik 1
Sommersemester 2020
Humboldt-Universitéat zu Berlin

(a)

Informationen zur Klausur am 21.8.
21/08 Exam Information

Es gibt eine deutsche und englische Version des Aufgabenblatts. Un-
abhéingig davon diirfen Sie Englisch oder Deutsch fiir die Antworten
wéahlen.

There will be available an English and a German version of the exam. In
any case, you may write solutions in English or German.

Sie diirfen (und sollten!) ein handbeschriebenes DIN A4-Blatt (beidseitig)
als Gedéchtnisstiitze mitbringen sowie Stift und (aufer Namen, Matri-
kelnr.) leere DIN A4-Blétter zum Schreiben. Andere Hilfsmittel (Biicher,
Rechner, Handy) sind nicht erlaubt.

You may (and should!) bring one hand-written a4 sheet of paper (double-
sided) as a memory aid for you as well as a pen and (besides your name
and matriculation number) void a4 pages for your solutions. Other tools
(like books, calculator, mobile phone) are not permitted.

Am Dienstag 18.8., 9:30 Uhr, biete ich eine Zoom-Sprechstunde an, wo
Fragen von Ihnen sowie aus dem Fragenkatalog diskutiert werden.

On Tuesday 18/08, 9h30, I'll offer a zoom meeting where questions from
you and the above question catalogue will be discussed.
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